Koreépondenén}'f Matematick}'f Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha é&.1: V krajine Zije 99 princezien, 100 princov a 2 draci. Ked stretne princ draka, zabije ho. Ked stretne
drak princezni, zoZerie ju. Ked stretne princezni princ, zamiluje sa, od tolkej ldsky mu pukne srdiecko a umrie.
Takto si v nasej krajine vietci stastne Zili, aZ kym nepomreli a nezostal tam iba jeden tvor. Ktory to bol?

RieSenie: (opravovala Erika)

Ukézme, ze modze zostat hociktora bytost. Najprv nech sa tvory pozabijaju tak, Zze z kazdého ostane jeden. To sa
moze stat napriklad takto: Drak stretne 98 princezien, jeden princ stretne jedného draka a jedna princezné stretne
99 princov.

1. Ak najskor drak zoZerie princezni a potom princ zabije draka, tak zostane princ.
2. Ak sa najskor princ zamiluje do princeznej a zomrie a potom drak zozZerie princeznd, tak zostane drak.
3. Ak najskor princ zabije draka a potom sa zaltibi do princeznej, tak ostane princezna.

TakZe naozaj mohol ostat hocikto.

Uloha é&. 2: Mito md v komore 2 sviecky, ktoré si rovnako dlhé. Jedna z nich zhori za 4, druhd za 5 hodin. KedZe
potme sa Studovat nmedd, zapdlil ich obe presne o polnoci. Ked dostudoval a isiel spat, bola jedna sviecka trikrdt
dlhsia ako druhd. Kedy isiel spat?

RieSenie: (opravoval Mito)

Pri rieSeni tlohy ndm pomoze fyzikalny pohlad. Ozna¢me si dizku oboch sviec ako I a rjchlost ich horenia ako vy,
resp. v9. Vieme, Ze v = s/t a ziskavame vy = [/4 a vy = [/5. Teraz uz vieme, ktora svieca bude trikat kratsia: bude
to prvéa, pretoZe hori rychlejSie. Nezhoreti ¢ast sviece vieme vyratat ako x = [ — vt a modZeme zostavit rovnicu

3(1 — Ult) =1- ’Ugt.
Po dosadeni za v; a vy dostavame

It It

31——) = 1-= - 20
=) :/
60 — 150t = 20— 4lt

11t = 40

DIzku sviec mozeme povazovaft za rovnu 1, pretoze to plati pre vietky sviece fubovolnych dlzok. Nage rychlosti v1 a
v boli vzhladom na hodiny a teda aj vysledny ¢as bude v hodindch. Ziskavame rieSenie: jedna svieca bude trikrét
dlhsia ako druhd v ¢ase ¢ = 40/11 po ich zapéleni, ¢o je priblizne o 3 : 38 rano.

Komentéar: Jeden bod sa dal stratif za nezdovodnenie, ktora svieca je kratsia a preco je to tak. MoZno to sice vyzera
trividlne, ale k takémuto vysledku vedie ivaha a nestaci povedat, k ¢omu ste prisli. Prdve naopak, rozhodujuci je
samotny proces. Samozrejme, kratSia je t4 svieca, ktora hori rychlejsie.

Este by som vés chcel upozornit na delenie nulou: v tomto priklade samozrejme zo zadania vypljvalo, ze dlzka
sviec ani ¢as horenia nemozu byt nulové, no aj tak si na to mélokto pri rie$ni spomenul a napisal ¢ # 0. Inokedy
by ste za to mohli prist o par bodov.

Uloha é&. 3: Ak najuicsi obsah moéze mat rovnobeinik s obvodom 20 ¢cm?

RieSenie: (opravoval Miso V.)

Obsah rovnobeznika ABCD je av, = absina. Pre kazdé « plati sina < 1, teda maximéalny obsah ziskame pre
sina = 1, t.j. pre a = 90°. Rovnobeznik musi mat pravé uhly. Sucet dlzok susednych stran a,b je 10 cm (kvoli
obvodu). Bez ujmy na vSeobecnosti nech a < b. Potom a =5+ 2 a b =5 — x pre nejaké 0 < z < 5. Pred velkost
obsahu dostdvame ab = (5+ z)(5 — z) = 25 — 22, ktorého maximum rovné 25 sa dosahuje pre x = 0. To zodpoveda
Stvorcu so stranou 5 cm.

Komentér: Vela z Vas stratilo body na tom, 7e ste overovali len celo¢iselné dizky stran. V zadani sa vSak o celych
&islach nehovori. teda prepokladame Tubovolné kladné (redlne) éisla.
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Uloha é&. 4: Ndjdi vietky prirodzené cisla, ktoré sa rovnaji 11-ndsobku sictu svojich ¢islic v dekadickom zdpise.

Riesenie: (opravoval Kubo)
Oznaéme si cifry hlfadaného éisla postupne ¢, ¢, _1,.. ., o, potom podla zadania musi platit:

10" e, +10" e i+ 4+ 10-c1 +co=11-(cp +cpy + - +c1 +co)
Po jednoduchej tiprave dostaneme:
(10" —11) - ¢, + (10" = 11) vy + -+ 4+ (102 = 11) - co = ¢; + 10 - o

Pravé strana tejto rovnice, je urcite mensia ako 99, lebo cifry ci, ¢y moézu byt najviac 9. Potom musi byt aj Tava
strana rovnice mensia ako 99. KedZe je prva cifra hladaného ¢isla (t.j. ¢,,) nenulovd, tak lava strana je urcite viicsia
ako 10" — 11 a to musi byt mensie ako 99, takZze dostaneme n < 2, teda naSe hladané ¢éislo ma najviac 3 cifry.
Potom sa pévodna rovnica zredukuje na tvar:

89'02261+10'CO

Aj teraz musi platit platif, Ze lava strana rovnice je mensia ako 99, takze co < 1. Ak ¢o = 0, potom dostaneme,
ze aj ¢ = 0 a ¢g = 0, teda hladané ¢islo by bola 0, ale to nie je mozné, lebo 0 nie je prirodzené ¢islo. TakZe nam
ostava iba co = 1, potom dostédvame rovnicu

89=c; +10-¢cp.

TAato rovnica mé jediné rieSenie ¢; = 9, ¢p = 8 (premyslite si!). Takze existuje jediné také éislo a je to 189.
Komentar: Nemali ste velky problém najst spravne riesenie, ale velkd ¢ast z vas zabudla ukéizat, ze dalSie také cisla
neexistuji. Casto ste zabudli ukézat, Ze hlfadané ¢islo musi maf menej ako 4 cifry, za to som strhaval 2 body.

Uloha é&.5: V obore celyjch cisel vyrieste sustavu:

22— -t =1

y+z—x=3
Riesenie: (opravovali Buggo a Jandéi)
Vyjadrime si z druhej rovnice y:
y=z+3—=z.
Dosadenim do prvej rovnice dostdvame:
2 —(x+3-2)%-22 = 1
2 -2 -9 -2 —6r+62+222—22 = 1/+9
—222 —6x+62+2x2 = 10

—224+32-3x+axz =
z3—2)—2(83-2) =
(z—2)-3—-2) = 5

KedZe x,y, z st celo¢iselné, musia byt aj vyrazy (z — ) a (3 — z) celoéiselné a ich si¢in musi byt rovny 5. Existuju
len Styri sposoby, ako zapisat ¢islo 5 ako staéin dvoch celych &isel:

5=5.-1=1-5=-5-—1=-1--5

Po postupnom dosadeni moznosti dostaneme riesenia (x,y, z) = {(-3,-2,2),(-3,2,-2),(9,4,8), (9,8,4)}. Lahko
mozeme overit, Ze s naozaj rieSeniami rovnice. KedZe sme pouzivali len ekvivalentné tipravy, ziadne dalSie rieSenia
neexistuju.

Komentéar: Niektori z vés tlohu riesili tak, Ze druhii rovnicu umocnili na druhd a potom dalej upravovali. Toto ale
nie je ekvivalentna, ale dosledkovéa tiprava, ¢o znamend, e vam mohli vzniknif dalsie ”zdanlivé” rieSenia, ktoré by
neboli spravne a preto je v takomto pripade nutné robit aj skusku.

Tiez ste tlohu riesili tak, ze ste sa snazili zhora aj zdola ohrani¢if mozné hodnoty pre z,y, z. V takom pripade bolo
nutné dokéizat, Ze vaSe ohranicenie je naozaj spravne, ¢o tiez neurobili vSetci.

Uloha é&. 6: Rozdelte pravidelny Sestuholnik na pit casti s rovnakym obsahom len pomocou pravitka a kruZidla.
Pozndmka: Casti st stuvislé a nemusia mat rovnaki tvar.
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RieSenie: (opravovali Foto a Peto G.)

V Sestuholniku spojime kazda dvojicu protilahlych vrcholov uhloprieckou a tym ho rozdelime na Sest zhodnych
rovnostrannych trojuholnikov. Kazda stranu Sestuholnika rozdelime na pit zhodnych tseciek a vsetky tieto deliace
body pospajame so stredom, ktory vznikol ako priese¢nik nasich troch uhlopriecok. Takto dostaneme 30 trojuhol-
nikov s rovnakym obsahom, lebo maji rovnakt dizku jednej strany a rovnakt vysku na tato stranu. Potom uz
nam ostava iba rozdelif tieto trojuholniky do piatich skupin po Sest kusov.

Uloha je tym vyrieSena az na skryty bonus v podobe jednej nezodpovedanej
otézky. Ako rozdelit uz narysovani tsecku AB na pét zhodnych casti? Na prvy
pohlad to vyzerd jednoducho. Pouzijeme algoritmus, ktory nds ué¢ili v skole. Z
bodu A narysujeme pomocnu polpriamku pod ndhodne zvolenym uhlom ale tak,
aby bola roznobezna s tseckou AB. Na 1tiu pomocou kruzidla nanesieme péift-
krat rovnaku ndhodne zvolent vzdialenost a vznikne mi pif pomocnych bo-
dov P1,P2,P3,P4 a P5, priéom |AP1| = |P1P2| = |P2P3| = |P3P4| = |P4P5|
Posledny pomocny bod Ps spojime priamkou s bodom B. Nakoniec narysujem
Styri priamky rovnobezné s priamkou PsB prechadzajice ostatnymi pomocnymi
bodmi. Vdaka podobnosti trojuholnikov vieme, Ze tieto delia na pif rovnakych
Casti aj tsecku AB.

To vSak este stale nie je koniec! Vsetko, ¢o sme v rieSeni potrebovali, sme vedeli polahky zostrojit len pomocou
pruzidla a kravitka. VsSetko az na konstrukciu rovnobezky prechiddzajicu danym bodom. Tato rozhodne nie je
trividlna a preto ju treba podrobnejsie popisat. My sme sa ale rozhodli, Ze vam ju tu neprezradime, aby ste mali
cez Vianoce nad éim rozmyslat.

Pozndmka: Pod pravitkom (bliZ$ie nespecifikovanym) matematik mysli néstroj na zostrojenie priamky prechadza-
jucej danymi dvoma bodmi. Tento nastroj teda nemé ziadne pridavné pomocky ako mierku, rysku, dve rovné
réznobezné strany, a pod.

Komentéar: Neskoro sme si uvedomili, Ze sme tto pozndmku mali dat do zadania a za to sa vdm ospravedliiujeme.
Stale vsak plati, ze akékolvek nejasnosti ohladom zadani moézete s nami vydiskutovat e-mailom. Pre matematika
jedind teoreticky korektnd metdda zostrojenia priamky je spojenie dvoch bodov, aj ked v praxi velmi rdd pouziva
rysku a iné inzinierske vymozenosti :-) Prislo ndm vela roznych rozdeleni Sestuholnika, vic¢Ssinou pekne ilustro-
vané. Co nas ale mrzi, je, Ze skoro vSetci ste pri konstrukcii pouzivali rovnobezku alebo kolmicu prechadzajicu
danym bodom a vobec vas nenapadlo zamysliet sa, ¢i ju viete zostrojif len pomocou kruzidla a (jedného) pravitka
(bez rysky).

Uloha &.7: Oznacme n-té prvocislo p,. Dokdste, e pre n > 12 plati p,, > 3n.

Riesenie: (opravovali Aiia a Sesfo)

Lahko zistime, Ze dvanaste prvodislo je 37, ¢o je viac ako 3 - 12 = 36. Podme sa pozriet, ako to vyzera dalej. Za 37
nasleduje 38, &o je parne &islo, teda to neméze byt prvoéislo. Dalej nasleduje 39, ktoré je delitelné tromi a 40, ktoré
je opét parne. 41 je prvocislo, 42 je parne a 43 je dalsie prvoéislo. Potom nasleduje parne ¢islo (44), ¢islo delitelné
tromi (45), za nim dalSie parne ¢islo (46) a potom prvodéislo 47. Nejako sa to podobé tomu, ako to vyzeralo medzi
37 a 42. Zeby sa to takto opakovalo po Sesticiach? Podme sa na to pozriet blizsie.

Cislo 37 je tvaru 6k+1. Nasledujtice ¢islo je tvaru 6k+2 = 2(3k+1), ¢o je parne. Potom nasleduje 6k+3 = 3(2k+1),
¢o je delitelné 3 a za nim 6k + 4 = 2(3k + 2), ¢o je opit parne. Teda tieto tri ¢isla nie st prvoéisla. Cislo tvaru
6k + 5 modze, ale nemusi byt prvoéislo. Predpokladajme viak, Ze je. Tym si situdciu iba stazime. Dalej ¢islo 6% + 6
nie je prvoéislo, lebo je delitelné siestimi. Dalej je &islo 6k + 7 = 6(k + 1) + 1, ¢o uZ je zaciatok dalsej Sestice. Teda
v jednej Sestici mozeme mat najviac 2 prvocisla a to tvaru 6k + 1 a 6k + 5. Oznacme si g,, postupnost ¢isel tvaru
6k 4+ 1 a 6k + 5, nech ¢12 = 37. Dokdzeme matematickou indukciou, ze plati: ¢, > 3n, kde n > 12.

1° Pre ¢islo 37 =6 - 6 + 1, cize pre n = 12 to plati.

2° Teraz ukazeme, ze Vn > 12 plati: ak ¢, > 3n a g, = 6k + 1, tak ¢,11 > 3(n+1) a gn12 > 3(n + 2).

Kedze ¢, = 6k + 1, tak ¢,+1 = 6k + 5 = ¢, + 4. KedZe ¢, > 3n, tak

gnt+4>3n+4<= g1 >3(n+1)+1.

Teda prva cast je hotové. ¢,120 =6(k+1)+1=(6k+1)+6=¢,+6 >3n+6=3(n+2). Teda ¢,12 > 3(n+2),
¢o sme chceli dokézat.
Dokézali sme teda, ze Vn > 12 plati, Ze g, > 3n. Treba si uvedomit, ze Vn > 12 je p,, > ¢,,. Teda bude platit aj to,
ze Yn > 12 je p, > 3n.

Uloha &. 8: Oznacme C(n) ciferny sicet ¢isla n v desiatkovej sustave. Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m
existuje prirodzené éislo a také, Ze vsetky cisla C(a),C(2a),...,C(ma) si pdrne.

Riesenie: (opravoval Peto N.)

Ked si zadanie parkrat poriadne prec¢itame, uvedomime si, Ze nasa tloha je nasledovna: Mame dané nejaké pri-
rodzené &islo m a chceme k nemu ndist také a. 7e vsetkv ieho nasobkv aZ po m-~tv mail parnv cifernv stcet.
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Ako také a hladat? Ked sa chvilku hrame s éiselkami a rdtame ciferné sucty ich nésobkov, chovaju sa tieto dost
nepravidelne. Raz s parne, raz si neparne. Nam v8ak staci najst aspon jedno ¢islo, ktorého dost vela (konkrétne
m) prvych ndsobkov mé péarny ciferny stucet. Pri akom ¢isle sa lahko uréi parita jeho ciferného stc¢tu? Napriklad
pri takom, v ktorom sa vyskytuju dve rovnaké skupiny cifier za sebou — potom je totiz parny. Presne takéto ¢isla
ale dostaneme ako nasobky ¢isla
a=10"+1=10...01,
——
n—1

kde n je pocet cifier ¢isla m (fungovalo by to aj s vicS$im n-kom, ale my si vystac¢ime s tymto). Skutocne, ked si
vypiSeme zopar nasobkov takto zvoleného ¢isla a, dostaneme

10...01, 20...02, ..., 90...09, 100...010, ..., 990...099,
N—— N—— —— —— ——

n—1 n—1 n—1 n—2 n—2

Vo vseobecnosti, ak a vynasobime lubovolnym ¢islom ¢ nanajvys rovaym m (a teda majicim najviac n cifier),
ktorého zapis v desiatkovej ststave je cica ... ¢k (teda k < n), dostaneme

ira=cicg...c- (10" 4+1) = ...c0...0 Lk = ...c0...0 S CL
162 Cr - ( +1)=cica...ck +cicy...cp =ci1c2. .. C C1C2...Ck
n n—k
Pritom pocet nil v stéine moze byt aj nulovy (ked k = n). Teda C(ia) = 2(¢cy + ca + -+ + ¢x), ¢o je urcite parne
¢islo. Ku kazdému prirodzenému m sme tak nasli a s pozadovanou vlastnostou, éim je tloha vyrieSen4.

Komentér: Pomerne tazké je tlohu spravne pochopit (tri kvantifikdtory v zadani je dost vela), potom to uz ide
hravo. Uvedomte si, Ze tvrdenie ,ezistuje a, ktorého vietky ndsobky maji pdrny ciferny sucet” je ovela silnejsie,
ako to v zadani. Dokonca mozno ani neplati (sktste ho dokazat ¢i vyvratit).

Pedantnejsi z vés popisali dokonca zévislost a od m predpisom a = 101°810™]+1 1 1. Nebolo to treba, ale aktivita
naviac potesi.

Pozndmka: Skuste tvrdenie zo zadania dokdzat (alebo vyvratit), ak v zadani zamenime slovko pdrne za nepdrne.

Uloha é&.9: Ndjdi vietky funkcie f : R — R, pre ktoré f(x) + xf(1 — ) = 2% + 1.
Riesenie: (opravovali MiSo R. a Pista)
Vsimnime si, Ze ked dosadime do rovnice namiesto premennej x ¢islo ¢ a potom 1 — ¢, tak dostaneme ststavu rovnic
s nezndmymi f(t) a f(1—1t):
fO)+t-fl—t) = 241 (1)
fA-t+Q-1-ft) = 1-t°+1 (2)
Teraz vyjadrime f(1 —t) z (2) a dosadime do (1):
fO)+t- (1=t +1—-(1—1t) - ft)] =t>+1
—t+2) fO) =P+ 1—t- 1+ (1—-t)?) =3 +3t2 -2t +1
3
1

Kedze 1 —t + 1% = (t — > % > 0, modzeme delit tymto vyrazom:

C1—2t 4382 43

1) 1—t 412

Tiato ttvahu sme mohli urobit pre Tubovolné realne ¢ a preto takto dostaneme funként hodnotu v Tubovolnom bode.
Skuskou sa presvedéime, ze danéd funkcia vyhovuje zadaniu.
Teda jedinym rieSenim nasej rovnice je funkcia

- 1—2x 4322 — 23

f(x) TR

Komentar: Body ste mohli stratit za zabudnuta skasku spravnosti, ak ste nepouzivali ekvivalentné Upravy, alebo
ked ste sice pouzivali ekvivalentné tpravy, ale ste potom zabudli vyhlasit, Ze to, ¢o ste dostali je rieSenim aj
povodnej rovnice.

Dalsie body sme strhavali za delenie (resp. nasobenie) nulou.

TieZ sa nam nepécilo, Ze vicSina z vas dosadila za x vyraz 1 — x bez akejkolvek diskusie, a potom ste novl rovnicu
Tubovolne kombinovali s povodnou. T4to tiprava nie je korektné pre hocijaké rovnice, ale iba pre funkciondlne
rovnice. No nakoniec sme za to nestrhavali body.

Uloha &.10: Nech a,b,c,d si také celé cisla, Ze a,b,c si za sebou idicimi ¢lenmi geometrickej postupnosti a
zdroven b,c,d si za sebou idicimi clenmi aritmetickej postupnosti. Okrem toho plati a +b + ¢ +d = 4 - 32003,
Nairdite vsetky takéto cisla.
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RieSenie: (opravoval Ruza)

Nech ¢ je kvocient geometrickej postupnosti, v ktorej a, b, ¢ st po sebe idiice ¢leny. Potom b = ag, ¢ = ag?. Nech p
je diferencia aritmetickej postupnosti, v ktorej b, ¢, d st po sebe idice ¢leny. Potom ¢ = b+ p, d = b+ 2p. Z tychto
vztahov dostdvame:

p = c—b=aq¢’ —aq
d = b+2p=aq+2(aq® - aq) = 2a¢*> — aq

Potom pre sticet vsetkych styroch ¢lenov postupnosti plati:

a+b+c+d = 4.3%09
a+aq+aq® +2a¢* —aqg = 4.3%003
a+3ag®? = 4.3%003

a(l4+3¢*) = 4.3%09 (©)

Zrejme a # 0 (lebo ak by sa a = 0, tak by postupne platili nasledovné vzfahy: b = ¢ = 0, p = 0, d = 0,
a+b+c+d=0+#4-3203) a tak modzeme pisat ¢ = b/a. KedZe a, b st celé ¢&isla, tak ¢ je raciondlne ¢islo. Ak
g = 0, tak postupne platia nasledovné vzfahy: b=c=0,p=0,d=0,a+b+c+d =a = 4- 3203 &ze v tomto
pripade a, b, ¢, d nadobidaji hodnoty a = 4-32°9% a b = ¢ = d = 0. Lahko sa moZzeme presveddit, Ze tieto hodnoty
spliiajii zadanie, a teda st rieSenim. Rozoberme teraz situaciu ¢ # 0. Nech ¢ = 7/s, kde r, s st nestudelitelné celé
¢isla rozne od nuly. Zo vztahu (©) dostavame:

3r? 2003
s? +3r° 2003
a(82 + 37‘2) — 4 . 3200382 (*)

Kedze s a r st celé ¢isla, tak vyraz s? + 3r? nadobtida celo¢iselntt hodnotu. M6zu nastat dve moznosti:
1. Cislo 3 nedeli s?. Potom ale 3 nedeli ani s + 3r2, ¢iZe z platnosti (&) dostavame, ze 32093 deli a.
2. Cislo 3 deli s?. Potom ale 3 deli s, ¢ize s = 3t, kde t je celé ¢islo rozne od nuly. Zo vztahu (&) dostavame:

a(9t? +3r?) = 4.3%003.9¢2
a(3t* +7r?) = 4.329% .2 ()

Ked%e s, r st nestdelitelné a 3 deli s, tak 3 nedeli r (ani r?). Z ¢oho vyplyva, Ze 3 nedeli 3t> + r2, &ize z
platnosti ({) dostavame, ze 32°%4 deli a.

V oboch pripadoch plati, ze 32°°% deli a, a teda a = k320%3 kde k je celé ¢islo. Pozrime sa na vztah (). Vieme, Ze

.....

0<a<4-3203 Cize k moze nadobudnif hodnoty 1, 2, 3, alebo 4. Rozoberme tieto Styri moznosti:

1. Ak k = 1, potom a = 3203 a 7o vzfahu (V) dostavame ¢ = 41. Pre ¢ = 1 dostdvame p = 0 (zo vztahu
p=aq® —aq), z ¢oho b = ¢ = d = 3?2993, Pre ¢ = —1 dostdvame p = 2 - 32993 z &oho b = —32003 ¢ = 32003,
d = 32094, Tahko sa mézZeme presved¢if, Ze obe moznosti splhaji zadanie, a teda st rieSenim.

2. Ak k =2, potom a = 2 - 3209 a 70 vzahu (V) dostdvame q = +4/1/3, €o je v spore s racionalitou ¢isla g.

3. Ak k = 3, potom a = 3299 a 70 vzfahu (©) dostavame g = +1/3. Pre ¢ = 1/3 dostdvame p = —2 - 32002 g
¢oho b = 32003 ¢ = 32002 g — 32002 Pre ¢ = —1/3 dostavame p = 4 - 32992 7 ¢oho b = —32003 ¢ = 32002,
d=5-3%092, Opiif sa lahko mozeme presvedcif, ze obe moznosti spliiaji zadanie, a teda s rieSenim.

4. Ak k = 4, potom a = 4 - 32093 a z0 vztahu (©) dostavame ¢ = 0. No tito moznost sme uz rozobrali.

Takze tiloha mé 5 roznych rieseni [a,b, ¢, d] = {[4 - 32093,0,0, 0], [32003, 32003 32003 32003)
[32003 32003 32003 32004] [32004 32003 32002 _32002] [32004 _ 32003 32002 5 . 32002]}
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Komentér: Vela z vas po odvodeni vzfahu a(1 + 3¢?) = 4 - 3299 uvazovalo takto: kedze 4 - 32903 ¢ st celé &isla,

tak aj vyraz (1 + 3¢?) nadobuda celo¢iselnti hodnotu. Pozor, takdto tivaha je zld! Zo vztahu a(1 + 3¢?) = 4 - 32003
vyplyva len tolko, Ze vyraz (1 + 3¢?) nadobtida raciondlnu hodnotu, a teda je nekorektné rozoberat jeho delitelnost
Tubovolnym celym ¢islom!

Uloha é&.11: Ukdzte, Ze ak pre raciondlne ¢isla .y, z plati ®+3y3+923 —92xyz = 0, potom plati ajx =y = z = 0.

RieSenie: (opravoval Rado)
Tvrdenie dokdZeme sporom. Nech plati 23 + 33% + 922 — 92yz = 0 a nech nejaké z &isel x, vy, z je nenulové. Cisla
x,, z su racionalne, preto existuju x1,y1, 21 € Z, x2, Y2, 22 € N tak, ze v = %,y = z—;, z= % Potom plati

x 3 3 z 3 X z
(1) +3-<yl> +9~(1> _g. TEL
To Y2 2 T2Y2z2

KedZe xa,ya, 22 s nenulové, tak nimi moézeme dant rovnost prendsobif vyrazom (z2y222)3. Dostaneme

T1y37s + 3yiasey + 921 w5ys — iy z125y525 = 0.

Ak si teraz ozna¢ime xg = T1Yy222, Yo = Y1T222, 20 = 21L2Ys2, tak urc¢ite bude aspon jedno z xq, yg, 20 € Z nenulové a
plati x3 + 3y3 + 928 — 9z0yo20 = 0. Teda staci, ak ukdzeme, 7ze zadana rovnica neméa nenulové riesenie pre celé &isla
X0, Yo, Z0- Zadand rovnica je homogénna, ¢o znamend, ze ak m4 rieSenie (a, b, ¢), potom m4 aj riesenie (ka, kb, kc),
kde k € R (overte si!). Teda, ak méa dand rovnica nenulové celoéiselné riesenie, tak ma aj také riesenie, kde najvicsi
spoloény delitel danych troch ¢isel je 1 (kedZe dané rieSenie je nenulové, tak taky bude existovat). Oznac¢me si také
rieSenie (x,v, z). Vietky vyrazy okrem z3 st delitelné troma. Teda musi platit 3|23 = 3|x. Teda existuje také
2', ze plati x = 32’. Potom plati po tprave:

Y3+ 323492 — 9yza’ =0
To isté mozeme teraz aplikovat aj na y, dostaneme, Ze 3|y, teda existuje y’ také, ze y = 3y’. Potom plati po uprave:
22+ 32 +9y3 — 922"y =0

To isté mozeme aplikovat aj pre z, dostaneme, ze 3|z. Teda 3 by muselo delit z,y, z. AvSak nas predpoklad bol,
Ze najvacsi spoloény delitel danych éisel je 1, ¢o je spor. Teda neexistuji také celé ¢isla x,y, z, kde aspoii jedno z
nich je nenulové a zaroven vyhovuju rovnici zo zadania. To ale znamené, ako sme vyssie ukazali, ze neexistuje ani

nenulové racionalne riesenie.

Uloha ¢&.12: Hra solitér sa hrd na tabulke m xn §tvorcekov. V kaZdom z nich je poloZend jedna minca. Na zaciatku
su vsetky mince okrem jednej v rohu otocené znakom nahor. V kaZdom tahu moézZeme z tabulky zobrat lubovolni
mincu, ktord je otocend znakom nahor, ale sucasne musime otocit vsetky mince v Stvoréekoch, ktoré hranou susedia
s tym, odkial sme mincu prdve zobrali. Ndjdite vsetky dvojice (m,n), pre ktoré je mozné takymito tahmi zobrat vietky
mince.

Riesenie: (opravoval Cermo)

Na zaciatok si predstavme, Ze pre nasu hru existuje vyhravajica stratégia, ¢ize sa nam podarilo odobrat vSetky
mince zo Sachovnice. Polozme si teraz otazku, kolko oto¢eni minci sme pocas hry urobili. UkdZeme, Ze tento pocet je
rovny poétu vnatornych hréan na Sachovnici (to st hrany, ktoré nie st na okraji Sachovnice). Kazda vntatornd hrana
oddeluje prave dve mince. Pri odobrati jednej z nich sa druhé otodi. Teda kazdému otoéeniu vieme priradif prave
jednu vnatornt hranu Sachovnice takl, Ze oddeluje otodent mincu a odobratt mincu, ktord otodenie sposobila.
Kazda hranu takto zrejme zapocéitame najviac raz. Zaroven kazda hranu zapodéitame asporti raz, lebo ked zoberieme
prva z dvoch minci oddelenych touto hranou, tak tuto hranu zapocitame. Preto pocet otoceni je rovny poctu
vnutornych hran na Sachovnici, ¢o je m(n — 1) + n(m — 1) = 2mn — (m + n).

Na sachovnici mame mn minci, pricom mn — 1 je otoCenych znakom nahor a jedna znakom nadol. Mincu znakom
nadol budeme oznacdovat zld minca. Pretoze mincu je mozné odobrat, len ked je znakom nahor, musi platit, Ze zla
mincu oto¢ime neparny pocet krat a zvysné mince, ktorych pocet je mn — 1, otoéime parny pocet krat. Celkovy
pocet otodeni preto musi byt neparny. Porovnanim s predchadzajicim vztahom pre pocet oto¢eni dostavame nutni
podmienku existencie vyhernej stratégie: 2mn — (m + n) je neparne ¢islo a teda aj m + n musi byt neparne.

Stale sme este nedokazali, Ze takd stratégia existuje. V skutocnosti nie je velmi zlozité najst navod, pomocou
ktorého pre Sachovnice, kde (m +n) = 2k + 1,k € N, odstranime vSetky mince zo Sachovnice. Samozrejme existuje
viacero moznosti, uvedieme len jednu:

Bez ujmy na vieobecnosti oto¢me si sachovnicu tak, aby pocet stipcov bol parny (nech je to m), pocet riadkov bol
nepéarny (n) a zla minca nech je v lavom hornom rohu. Prvym krokom bude odobrat mince z prvého riadku tak,
Ze ako prvu zoberieme mincu susednt k zlej a potom kazdu druhi od nej (na preskacku). Po tejto operécii buda
vSetky mince v prvom riadku, ktoré sme este nezobrali, otocené dvakrit (znakom nahor) a zla minca iba raz (teda
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tiez znakom nahor), pricom medzi kazdymi dvoma susednymi bude jedno policko prazdne. To ndm umozni odobrat
vSetky zostavajice mince v prvom riadku. Tym sme sa zbavili prvého riadku a vsetky mince v druhom otocili prave
raz (v pripade, Ze riadok bol len jeden, skonéili sme). Zoberme teraz lavy krajny stipec. Pévodne v fiom bol nepérny
pocet minci, ale my sme uZ jednu mincu z neho odobrali a jednu otoéili znakom nadol (prv — v druhom riadku).
Vzniknuté situdcia je rovnaké ako pri prvom riadku na zacdiatku hry. Podla rovnakého postupu mézeme odobrat
vietky mince z tohto stlpca a otoéif vietky mince vo vedlajsom. Tam sa minca v druhom riadku otocila druhjy
krat (znakom nahor) a vietky ostatné prvy krat (znakom nadol). Takto upraveny stipec tiez vieme cely zobraf
(za¢neme mincou znakom nahor, ktord ndm otoé¢i znakom nahor mincu pod fiou a potom zoberieme t4,...az do
konca stlpca). V susednom stipci (teda trefom od kraja) potom nastane rovnaka situicia ako v predoslom a tak sa
ho zbavime rovnakym sposobom. Analogicky takto budeme moct zobrat vietky ostavajice stipce a sme doma.
Tym sme dokézali, Ze pre Sachovnice, kde (m +n) = 2k + 1,k € N existuje vzdy vyhravajica stratégia.

Uloha é&.13: Ndjdite vsetky prirodzené c¢isla n > 1 také, aby pre kaZdé dva nesidelitelné delitele a,b ¢isla n bolo
aj ¢islo a + b — 1 delitelom n.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Idea rieSenia je jasnd: niekolkokrat vyuzijeme predpoklad, ktory ndm zadanie ponika, vhodnou volbou a a b
(nezdlezi az tak na tom, ¢o si zvolime — vo vaSich rieSeniach neboli skoro Ziadne dve volby rovnaké... dolezité je,
aby ste kazdou novou volbou zistili nieco viac o n).

Lahko sa presvedéime, Ze &isla tvaru pF, kde k je prirodzené, st riesenim. Dalej nech n obsahuje v kanonickom
rozklade aspon dve prvocisla, teda

k

n:pflpgm,..p:r’ PL<pa << Pn-

Zvolme a := p3? - - - pi*, b := py (overenie, Ze toto naozaj s dva nesudelitelné delitele n, ostava na ¢itatelovi). Cislo
a+ b —1 je delitefom n, teda sa d4 pisat v tvare

at+b—1=p§ pi*+p —1=pl'ps* - p}*, (3)
kde 8; < a; prei =1,2,..., k. KedZze p; > p1 >p1 —1 >0 (pre ¢ = 2,3,...,k), plati (p;,p1 — 1) = 1. Takze p;

nedeli lavi stranu (3) pre ziadne i = 2,3, ..., k, preto p; nedeli ani prav( stranu a 8; = 0 pre vSetky i = 2,3, ... k.
Tedapgz p?k :pll —p1+1 a

n=p*(p’ —p+1), kde p je prvocislo a2 < 8 < . (4)

Premyslite si, pre¢o musi byt 8 > 2.
Zvolme a := p® b := p® —p+1. Potom 2pP —p | p*(p” —p+1), preto 2p°~1 —1| p? —p+1, kedze (2p°~1 —1,p) = 1.
Teda pre nejaké A € N plati

pPP—p+1=A-(2p""-1). (5)

Ak by bolo A>p,jep® —p+1=Ap’~ L+ A(P*1 —1) > p-p?~1 > pP, ¢o je spor. Preto A < p— 1. Z (5) mame
A+1=24p""1 —p’ 1 p,

tedap| A+ 1 (8 > 2), preto p < A+ 1. Spolu s predoslym (A < p—1) to ddva A = p — 1, po dosadeni do (5)
apravou dostaneme 2p°~! = pP, z toho p = 2. Preto

n=2%2°-1).

Zvolme a := 4 (mozeme, o > 2 z (4)), b := 2% — 1. Potom 2° + 2 | 2%(2° — 1), teda 2671 +1 | 28 — 1. Kedze
20-1 41> 2071 = (26)/2 > (27 — 1)/2, musi platit 2°~! + 1 = 2% — 1. Z toho tpravou a porovnanim parity stran
dostaneme (3 = 2, takze n = 3 - 2%,

Ak by bolo a > 3, tak volbou a := 3,b := 23 = 8 ziskame, %e 3+ 8 — 1 = 10 | n, ale 5 { n (preco?), spor. Teda
jedingm vyhovujticim parnym c¢islom je n = 12 (overte si).

Uloha é&.14: Dokdste, Ze pre nezdporné redlne ¢isla a, b, ¢ spliiajice rovnost a® +b% 4 c? 4+ abc = 4 platia nerovnosti

0<ab+bc+ac—abc<2.

RieSenie: (opravoval Tomas)

Ozna¢me si podmienku rovnosti zo zadania (a? + b% + ¢? + abc = 4) ako () a dve nerovnosti, ktoré by sme radi
dokézali (0 < ab + bc + ac — abe < 2) ako (V). V celom rieseni si ob¢as ukryté tiché predpoklady, ze a,b,c > 0.
Bystry citatel si ich verim vSimne a preto ich nebudeme zvlast pripominat.
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Najprv si vSimnime, Ze zdmenou a, b, ¢ medzi sebou sa (-) ani (©) nezmenia, teda mozeme predpokladat, Ze
a > b > c. Nie je tazké sa presved¢it o tom, ze musi byt ¢ < 1, lebo v opa¢nom pripade by boloa >b>c>1a
nasledne a? + b% + ¢ + abc > 4, ¢o je v spore s (-).

Teraz uz Tava nerovnost v (V) ukdzeme jednou ranou

ab + bec + ca > ab > abe.
S pravou nerovnostou je to zaujimavejSie. Prepisme si premenné a a b takto:
a=u+v, b=u—v, u,v>0,

(preco sa to tak da?) a dosadme to jednak do () a aj do pravej nerovnosti (©), premenni z nechdme na pokoji.
Po tprave dostaneme:

A+ +cE+abe = 2P+ 22 +uPzr+ (2- 207 =4 (6)
ab+bc+ac—abe = (1—2)(u? —v?) +2uz (7)
Pozor, pride klic¢ova tvaha. NaSou snahou je ukdzat, Ze vyraz (7) je najviac 2. Snazime sa zistif, kedy je prava
strana v rovnosti (7) najvéésia pri splneni podmienky (6). Prizrime sa na v. Ak ho v (6) zmensime, musi sa (aby
VVVVVVVV 2 —v?) aj 2u a aspoti z
¢isel 2,1 — z je nenulové (2,1 — z > 0). Preto najviiésiu hodnotu v (7) dostaneme pre najmensie mozné v, teda pre
v = 0. Inak povedané a =b=u > 0.
Z podmienky (6) tak dostaneme

A+ +E+abe=20+22 40z = 4
w(2+2) = (2-2)2+2) /:(2+2)>0
z = (2—4%)

Tento vysledok dosadime do (7) a hladime na nas ciel (©) a upravujeme

ab+bc+ac —abe = (1 — 2)u +2uz < 2 (8)
(1-@2-v?))u*+2u2-v?) < 2
ur =2 — P+ du—2 < 2
(u—1)>2w*-2) < 0

Ostéava presvedcit sa, ze u? = a? = b? < 2. Nuz, ale keby to neplatilo, tak a® + b? + ¢ + abc > a® + b > 242 = 4,
¢o by bolo sporné s (-). Takze nasa nerovnost (8) skutoc¢ne plati a sme hotovi.
A kolkokrat ste nasli ,tiché predpoklady*? Kto naratal asponi do troch, ¢ital pozorne!



