Koreépondenén)'f |\/I atematicky Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha ¢&. 1: Syrovej kocke sa rozutekali ¢iselkd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a schovali sa do vsetkijch jej
vrcholov (kazdé ciselko do jedného vrchola). Kocku objavila myska Baska a prehryzla si cesticku
z vrcholu s ¢iselkom 1 do vrcholu s ciselkom 2. Dalej pokracovala postupne po vrcholoch 3, 4, 5,
6, 7, 8 a naspdt do vrcholu 1. Nato sa jej mysiak Misko spytal, kadial isla. Presné cesticky si uz
Baska nepamdtala, ale spomenula si, Ze kaZdad cesticka, spajajica dva za sebou idice vrcholy, bola
rovnd a nikdy nehriyzla cesticku po hrane syrovej kocky. Mohla Baska hovorit pravdu?

RieSenie: (opravovala Katka)

Odpoved na otazku ,Mohla Bagka hovorit pravdu?“ je dno a vSetci ste na otazku odpovedali
spravne. Na to, aby sme tuto odpoved zdovodnili, stacilo najst jeden priklad, ktory by podporil
Baskine tvrdenie. Ti z vas, ktori si pozorne precitali zadanie, nasli takyto priklad spravne, niektori
dokonca poznamenali, kolko moze byt takychto ciest, ¢o je zaujimavé rozsirenie tlohy a mozete
sa nad nim zamysliet. Jednym z moznych rieSeni je takéto rieSenie. Oznac¢me si vrcholy spodnej
podstavy po rade pismenami A, B, C' a D a vrcholy hornej podstavy pismenami FE, F, G a H
tak, aby AE, BF, CG a DH boli zvislé hrany kocky. Potom mozme priradit vrcholom ¢isla takto:
A—-1,B—-17,C—2,D—5 FE—6,F—4, G— 8 H — 3 Lahko sa presvedéime, Ze sa
Baska naozaj dostane z 1 postupne az do 8 a odtial naspit do 1 a pritom nikdy nejde po hrane
kocky.

Uloha ¢&. 2: Uz dIhsi ¢as Miki vymyslal origindlny vianocny darcek pre Janku, ale bez ispechu. A%
jedného februdaroveho rana nasiel v snehu dva zlomky. Vsimol si, Ze ich rozdiel je rovny ich sucinu
a tak velmi sa tomu potesil, Ze sa rozhodol Janke darovat pit takiychto dvojic zlomkov. PomdZte
Mikimu ndjst pit dvojic kladnych zlomkov v zdkladnom tvare, ktorych rozdiel je rovny ich sicinu.

RieSenie: (opravovali Janka a Miki)
Komentér: Tato tloha bola velmi lahka. Ale ako vieme, nejde len o napisanie 5 dvojic zlomkov,

treba aj napisat postup, ako sme k nim dosli (a ten by mal byt este aj spravny :-)). Body sme
ako vzdy udelovali podla toho, ¢o ste ndm napisali a nie podla toho ¢o sme si podomyslali.

Oznacme si zlomky v zakladnom tvare 3 a &. Cisla a, b, ¢, d musia byt celé a navyse kladné, lebo

.....

e_c_ac
b d b d
ad—bc_ac

bd  bd
a-(d—c)=bc

Teraz by sa na to velky matematik pozrel a prehlasil, Ze a = ¢. My si ho nev§imame a rozmyslame:
¢islo b nem4 v prvociselnom rozklade Ziadne z prvocisel a-¢ka (inak by sa dali skratit a zlomok
by nebol v zédkladnom tvare). Ale kazdé z prvocisel, ktoré delia a, musi delit aj prava stranu,
teda musi delif ¢. Z toho vyplyva, Ze a deli ¢. Opacnou tvahou dostadvame, ze b musi delif d — c.
Ale to nam eSte nestaci. Vidime, Ze ¢ deli prava stranu rovnice, takze kazdé z prvocisel rozkladu
c-¢ka musi delif aj Tavi. A kedZze nemozu delit ¢islo d — ¢ (potom by urcite delili aj (d — ¢) + ¢
a druhy zlomok by sa zase dal skratit), tak musia delit a. No ale z toho uz naozaj dostavame,
7e a = c a teda b = d — a. Tato posledna rovnost ndm uz umozni hladat vSetky dvojice zlomkov
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vyhovujice zadaniu. Proste si zvolime ¢itatela a, potom k nemu nestidelitelného menovatela b a
druhy menovatel bude ich stétom d = b + a. Vidime, Ze takto si vieme pohodlne vygenerovat
Tubovolné mnozstvo dvojic zlomkov, ktoré sa vSak ako darceky vobec nehodia. :-)

Uloha &. 3: Petovi zisli na um tri nezdporné celé ¢isla. Vsimol si to Mito, ktory je velky zberatel
cisel vsetkych druhov a zacal Peta prehovdrat, aby mu tie ¢isla prezradil. Peto nesuhlasil, ale
bol ochotny Mitovi povedat lubovolni informdciu v tvare jedného prirodzeného cisla. Pomozte
Mitovi vymysliet sposob, ktorym ked Peto zo svojich troch nmezdpornych celjch cisel vyrobi jedno
prirodzené, tak Mito z neho bude vediet spitne ziskat vsetky tri Petove cisla.

Riesenie: (opravoval Pefo G.)

Je moznych viacero roznych pristupov. Najkrajsi je asi ten, ktory vyuziva skutocnost, ze kazdé
prirodzené ¢islo vieme rozlozif na sucin prvoéisel iba jedinym sposobom (teda az na poradie
¢initelov je rozklad jednozna¢ny). Nad tymto tvrdenim a jeho dékazom sa skuste zamysliet sami.
Do informécie kolkokrat sa ktoré z prvocisel v rozklade nachddza mozeme zakdédovat Petove tri
¢isla. Bude to vyzeraf nasledovne: Pefo zakéduje ¢isla a, b, ¢ do &isla 293°5¢. Ked sa potom
toto ¢islo dozvie Mito, sta¢i mu ho rozlozif naspif na prvocisla a exponenty pri 2, 3 a 5 mu
uz prezradia, aké su Petove ¢isla. Mnohi z vés sa ale neuberali tymto smerom, skor sa pokusali
zakédovat povodné tri Cisla tak, Ze si ich zapisali za sebou a pripadne ich eSte nejakymi ciframi
oddelili. To je sice schodna cesta, treba ale daf pozor, aby sa nadm nikdy nestalo, Ze dve rozne
trojice Cisel sa zakéduji do rovnakého vysledku (t.j. aby bolo rozkédovanie vzdy jednoznacné).
Jeden zo spdsobov, ako to zabezpecit, je najprv ¢isla doplnit zlava nulami tak, aby mali tolko
cifier, kolko malo najdlhsie z nich. Tieto ¢isla aj s Gvodnymi nulami potom napisat za seba (to
najviiésie ako prvé) a vysledné ¢islo bude nasim vysledkom. Dekddovanie je jednoduché — staci
¢islo rozdelit na tri rovnako dlhé postupnosti cifier a z kazdej odstranit ivodné nuly (ak tam si).
Specialne treba este ofetrif pripad, ak st vietky tri ¢isla rovné nule, vtedy (kedZe vysledkom m4
byt prirodzené ¢islo) ich mozeme zakédovat napriklad ako fubovolné jednociferné prirodzené ¢islo,
pretoze také urcite nemohlo vzniknit vyssSie popisanym postupom. Skiste si rozmysliet, ktory z
tychto spdsobov je pouzitelny na zakédovanie vopred nezndmeho poctu ¢isel.

Uloha &.4: Cermo mal 8 ciernych a 8 bielych stvorcovich dlazdiciek s rozmerms 10 x 10 cm.
Kazdu dlazdicku rozrezal po uhlopriecke na dva trojuholniky. Cermo chce tymito trojuholnikmi
vydldzdickovat stenu s rozmerom 40 x 40 cm tak, aby Ziadne dva trojuholniky, ktoré susedia hranou,
nemali rovnaki farbu. Kolko je takych vydldzdickovani?

Riesenie: (opravoval Cermo)

Ako mozeme ukladat dlazdicky na stenu? Rozdelme si stenu 40 x 40 cm na 16 rovnakych Stvorcov
(oby¢ajna Stvorcova siet). Kedze o centimetre nejde, budeme $tvorec 10 x 10 cm povazovat za
jednotkovy. Nie je triviadlne ukdzaf, Ze vydlazdenie je pekné, t.j. Ze naozaj musia byt v kazdom
Stvorci naSej Stvorcovej siete prave dve dlazdicky, uhloprieckou oproti sebe. Mozete sa skusit
zamysliet nad tymto tvrdenim, my sme od vas jeho dokaz nevyzadovali. Budeme dlazdicky na
stenu ukladaf tak, aby vydlazdenie bolo pekné a zratame pocet takychto roznych vydlazdickovani.
Toto je tloha o farbeni a kresleni, preto skor, ako zacnete ¢itat vzorové riesSenie, zozetite si papier
a ceruzku.

Nikdy nie je na Skodu pohrat sa s malymi pripadmi, ziskame hlbsi pohlad na problém. Majme
jeden volny, eSte nevydlazdeny Stvorcek 1 x 1. Su dva sposoby, ako nan polozit dlazdicky a ku
kazdému z nich existuju prave dve ofarbenia, bud prva dlazdicka je biela a druhd cierna alebo
naopak (nakreslite si). Preto si 4 moznosti, ako vydlazdit jeden Stvorcek. Tiez si uvedomme,
ze v kazdom pripustnom peknom vydlazdeni st trojuholniky tvoriace Stvorec rdznej farby, preto
pouzijeme naozaj rovnaky pocet bielych a ¢iernych trojuholnikov.

Pozrime sa na stenu 2 x 2. Tu nemo6zeme vydlazdif vSetky Stvoréeky 1 x 1 nezavisle, lebo nie vzdy
dostaneme prinvustné ofarbenie (vvskiiSaite <i). Ak iedna hrana Stvorceka 1 x 1 ie u7 ofarbena
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(Stvorcek susedi s uz vydlazdenym Stvoréekom), méme stéle dve moznosti pre polohu dlazdiciek,
ale iba jednu moznost pre ofarbenie (preco?), teda dokopy dve moznosti pre vydlazdenie tohto
Stvorceka. Ak dve susedné hrany uz st ofarbené, mame prave jednu moznost, ako vydlazdif nas
Stvorcek (rozmyslite si!). A ak st ofarbené viac ako dve hrany alebo dve protilahlé hrany st rovna-
kej farby, nie vzdy existuje pripustné vydléazdenie (0zaj?), preto tomuto pripadu sa pri postupnom
vyfarbovani posnazime vyhnuat. Teraz si sami preskimajte, ako vydlazdif steny 2 x 2 a 3 x 3.
Objavili ste nieco? Mozete pouziti metédu zovSeobecnif aj pre viicsie steny? Ak ano, mali by
ste vedief dokoncif rieSenie aj sami. Nejde to? Zamyslite sa. Dal by sa pouzif vysledok, pocet
vydlaZdeni malej steny? Sktsme. Predpokladajme, Ze vieme pocet ofarbeni (alebo vydlazdeni,
moZeme tieto pojmy volne zamienat, kedZe vlastne hovoria o tom istom) Stvorcovej steny n X n a
pokusme sa vyfarbit stenu so stranou o 1 véésou, (n + 1) x (n + 1). Nech stena n x n obsahujtca
Tavy horny roh je nejako ofarbena. Pocet moznych ofarbeni tejto steny vieme, ozna¢me si ho teda
nejako, napriklad p,,. (O o je oznadenie &' horsie? Viete vymyslief iné vhodné oznacenie?) Podme
ofarbif dosial neofarbené policka. Za¢nime hoci v pravom stlpci hore, ni¢ tym nepokazime, kedze
toto policko tak ¢i tak raz musime ofarbif. Toto policko susedi s jednou uz ofarbenou hranou,
takze ako sme si uz povedali v ivode pri skimani malych pripadov, mame dve moznosti, ako ho
ofarbit. Po jeho vydlazdeni policko pod nim uZz moézeme ofarbit len jednym sposobom (preco?).
Podobne dalsie poli¢ka v tomto stlpci; zafarbenim horného je ofarbenie ostatnjch jednoznacne
urcené, az na pravé dolné rohové policko, tu mame opit dve moznosti. A dolny riadok budeme
farbif sprava, opit vyjde, Ze mame len jednu moznost pre kazdé policko. Teda pre ofarbenie Tavého
horného stvorca n X n mame p,, moznosti, k nim nezavisle vyberieme jednu z dvoch moznosti pre
pravé horné policko a tiez nezavisle jednu z dvoch moznosti pre pravé dolné policko. Takze pocet
ofarbeni Sachovnice (n + 1) x (n+ 1) je

Pl =DPn-2-2=4p,. (1)

Ziadne ofarbenie neratame viackrat; ofarbenia, ktoré spominanym spésobom dostaneme, st rozne.
Rozmyslite si, pre¢o nemozu byt nejaké dve z nich rovnaké — musia sa lisit v ofarbeni aspon jedného
Stvorceka. Este treba ukazat, Ze kazdé pripustné ofarbenie zaratame aspon raz, teda Ze ho vieme
dostat spominanym postupom a Ze iny postup, napriklad zacat so stenou n x n, obsahujicou pravy
dolny roh, nam neprinesie ziadne nové pripustné ofarbenie. Premyslite si to.

Zo vztahu (1) uz lahko vieme zistit pocet vydlazdeni Sachovnice 4 X 4; py = 4dps = 4 - dpy =
4% . 4p, = 4* = 256. (Pre Sachovnicu velkosti n x n Tahko uk4dZeme matematickou indukciou, %
pocet pripustnych peknych ofarbeni je 4™.)

@

Iné riesenie:

Elegantné riesenie dostaneme, ak si vSimneme, ze policka nasej steny, ktoré lezia na uhlopriecke,
vieme ofarbit nezévislo od seba a navyse po ofarbeni uhlopriecky je vydlazdenie celej steny jedno-
znatne ur¢ené (premyslite si). Kazdé zo 4 poli¢ok uhlopriecky vieme ofarbit 4 spésobmi, teda pre
celt uhlopriecku a aj stenu mame 4* = 256 moznych vydlazdeni. Rovnaky postup sa da pouzit aj
pre vicsie steny.

Uloha &.5: Na like sa stretli Sesto, Aria, Katka, Palo, Janci, Tomds, Misko a niekolki riesitelia
KMS a vsetci sa pochytali za ruky do jedného kruhu. V kruhu bolo a chlapcov, b dievcat a chlapec
s chlapcom sa drZali c-krdt, dievéa s dievéatom sa drzali d-krat. Aky bude rozdiel c—d, ak pozndame
len rozdiel a — b?

RieSenie: (opravoval Palo N.)

Oznacme si e pocet drzani medzi chlapcom a dievéatom. Kazdy chlapec méa dve ruky, spolu maju
teda 2a ruk. Chlapcenska ruka drzi chlapensku ruku 2c-krat (lebo drzania medzi chlapcami st
vzéjomné) a dievéenski ruku e-krat. Ked sa nad tym trochu zamyslime, musi ndm byt jasné, ze
2a = 2c¢ + e. Rovnakou tvahou pre diev¢atd dostaneme rovnost 2b = 2d + e. Vyjadrime si e z
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oboch rovnic, e = 2a — 2¢ = 2b — 2d. Odtial uz jednoduchou tupravou ziskame hladany vztah:
a—b=c—d.

Uloha &. 6: Mald Erika este nevie riesit problémy s ¢islami vicsimi ako ona. Pomdzte jej s tymto:
Nech x je prirodzené ¢islo. Ukdzte, Ze 20052242002z +2003 nie je stvorcom Ziadneho prirodzeného
cisla.

Riesenie: (opravoval Misko)

Co je ciefom? Ukazat, Ze nejaky vyraz nie je §tvorcom. Musi teda existovat aspon jeden dévod,
ktorym vieme toto tvrdenie podopriet. Vieme si takyto dovod predstavit? Pozrime sa na malé
pripady. Nech x = 1, potom V(z) = 200522 + 2002z + 2003 = 6010. Preco toto ¢islo nie je
Stvorcom? Ano, odmocnina z neho nie je celé &slo. Niet viak aj nejakého jednoduchsieho kritéria?
Najprv sa trocha zamyslite, az potom ¢itajte dalej. . .

Jedna moznost st odhady. Vieme, Ze 772 = 5929, 782 = 6084, kedze sa 6010 nachidza medzi
dvoma za sebou idicimi Stvorcami, nemoze byt Stvorcom. Skuste pouzit tito metédu na ukézanie
toho, ze 22 + x + 1 nie je §tvorcom pre Ziadne prirodzené &slo . Sktsme iny pristup. Cislo 6010
je delitelné 5, ale nie je delitelné 25, preto to nemoze byt Stvorec — kazdy Stvorec mé exponenty
prvocisel v prvociselnom rozklade parne. Podobne je 6010 delitelné 2, ale nie je delitelné 4. Preto
nie je Stvorcom, ak Stvorec je parny, musi byt delitelny Styrmi. Tu sa pontka dalSia otézka; ¢o
s neparnymi Stvorcami? Ak umocnime neparne ¢islo 2k + 1 (preco takto mozeme zapisat kazdé
nepéarne ¢islo?) na druht, dostaneme (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1, ¢o dava zvySok 1
po deleni $tyrmi. Preto Stvorec moze po deleni Styrmi dévat len zvySok 0 alebo 1 (eSte raz si to
dobre premyslite). Kedze 6010 dava zvysok 2 po deleni $tyrmi, nemoze to byt Stvorec.

Skiisme x = 2. Plati V(2) = 2005 - 22 + 2002 - 2 4 2003 = 14027. Ked vysktsame met6dy z pripadu
r = 1, zistime, Ze niektoré opif funguji: 1182 = 13924 < 14027 < 14161 = 119? a 14027 dava
zvySok 3 po deleni Styrmi, takZe to nemdZze byt Stvorec. Podobne méZeme preskimat niekolko
dalsich malych hodnét x.

Co z nasich zisteni sa d4 pouzif pri rieseni pévodnej tlohy? Prva metéda, odhady, vyzera vo
vSeobecnom pripade netspesne, lebo je tazké najst tieto odhady; problém je najmi v tom, Ze
vyraz V(x) nevieme rozumne upravit na Stvorec (rozumne znamend vyhnaf sa necelym ¢islam,
kedze sktimame $tvorce a delitelnost, to ma zmysel len pre celé ¢isla). Co nam povie ten druhy
pristup, skiimanie zvy$ku po deleni $tyrmi? Nas vyraz V (x) po deleni Styrmi déva rovnaky zvySok
ako vyraz R(r) = x® + 2z + 3, zamyslite sa, prefo. Vieme nieco o zvyskoch $tvorcov (tento
a vSetky dalsie zvysky budeme uvazovat po deleni $tyrmi), tak upravme aj R(z) na Stvorec;
R(z)=2>+2r+1+2= (z+1)2+2. Cislo (z + 1)? je §tvorec, teda dava zvysok 0 alebo 1, preto
R(z) déva zvySok 2 alebo 3. Aj V(x) teda déva zvySok 2 alebo 3, preto nie je $tvorcom. A sme
hotovi. Pre zaujimavost si mozete rozobrat, aky zvySok moze davat Stvorec po deleni tromi. Viete
vymysliet vyraz, ktory nie je Stvorcom kvoli nevhodnému zvysku po deleni tromi?

Uloha &.7: Buggo md v komine schované 2004-ciferné cislo (zapisané v desiatkovej sustave), o
ktorom je zname len to, Ze ked sa z neho zoberie lubovolniych 167 po sebe idicich cifier, bude
vzniknuté 167-ciferné cislo delitelné cislom 2'57. Dokdzte, Ze Buggovo ¢islo je delitelné 22094,
Riesenie: (opravovali Buggo a Mito)

Pre viiésinu Tudi je ndro¢né predstavovat si a pracovat s 2004 alebo 167 cifernymi ¢islami. Skisme
sa pozriet na rovnaké zadanie s mensimi ¢islami a potom sa zamyslime, ¢i ndm rieSenie takejto
jednoduchsej tlohy nejako pomoéze. Predstavme si preto nejaké 8—ciferné ¢islo, pre ktoré plati, ze
ak vezmeme jeho Iubovolné 4 po sebe idtice cifry, bude toto stvorciferné éislo delitelné éislom 22.
Prvé stvorciferné ¢islo zlava tvorené ciframi ag az as, ktoré oznacime ako x, sa dé napisat ako
16k. (Toto vyplyva z predpokladov.) Druhé takéto ¢islo tvorené ciframi a; aZ a4, oznacené y, je
tieZ nasobok 16, teda y = 16/, pricom k, [ st nezaporné celé ¢isla. Aky vztah je teda medzi x a
1? Zictime e 11— 10 -7 — 102 . 0o 4= . (Zamvslite <a nad tvm preco to tak ie ) 7 prednokladov
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mame, ze x aj y su delitelné 16—timi. KedZe y je na Tavej strane rovnice, musi byt aj cela prava
strana delitelnd 16—timi. Po kratkej ivahe, ktoru si iste radi sami vykonéate, zistujeme, Ze a4 je
delitelné 16-timi. KedZe a4 je cifra, teda jednociferné ¢islo, musi to byt 0. Tato Gvaha vyuzivala
iba vlastnost delitelnosti 16 a nie priamo poziciu prelinajtcich sa ¢isel. Preto aj cifry as, as, a;
st rovné 0. Teda celé 8-ciferné ¢&slo bude vyzerat takto: agaragas0000, ¢o je to isté, ako x - 10%.
KedZe x je delitelné 2% a aj 10* je delitelné 2* a tieto ¢isla nasobime, bude nase ,malé“ Buggovo,
t.j. Mifovo, ¢islo delitelné 28. Tak. A teraz pouvazujte nad stvislostou medzi tymto prikladom a
tlohou v zadani a pokuste sa ju eSte raz vyriesSit.

Komentéar: V zadani bola jedna drobné chybicka. Konkrétne predpoklad, Ze ak vezmeme Iubovol-
nych 167 po sebe iducich cifier Buggovho ¢isla, bude toto stosestdesiatsedemciferné ¢islo delitelné
¢islom 2'%7. No Buggovo ¢éislo ma na vsetkych miestach, okrem prvych 167, nutne samé nuly a
preto vybrané ¢isla budi len jednociferné. Teda ak by sme chceli byt tplne korektni, tak Buggovo
¢islo neexistuje a preto méa hocakt vlastnost. Zachranit by sa to dalo napriklad formuléciou ,,. ..

¢islo, tvorené 167-mimi za sebou iducimi ciframi .. .“.

Uloha &.8: Kubo md v rovine n > 9 bodov, pricom plati, Ze ked vyberie lubovolngch 9 z nich,
tak existuju dve kruznice takée, Ze kazZdy z vybranych bodov leZi na aspon jednej z nich. Dokdzte,
Ze existugu dve kruznice také, Ze kazdy z n Kubovych bodov leZi na aspon jednej z nich.

RieSenie: (opravoval Janci)
Zoberme z Kubovych n bodov Tubovolnych 9. Vieme, Ze lezia na dvoch kruzniciach, preto aspori

5 z nich lezi na jednej. Oznacme ju k a body na nej nech st A, B, C, D a E. Rozdelme vSetkych
n bodov na tie, ktoré lezia na k a tie, ktoré na k nelezia.

Ak najviac 3 body nelezia na kruznici k, potom existuje kruznica, ktora nimi prechadza; okrem
pripadu, Ze 3 z nich lezia na jednej priamke (rozmyslite si, pre¢o). Sporom ukazeme, Ze tento
pripad nastat nemodze. Ozna¢me G, H, I tie 3 body, ktoré nepatria k a lezia na jednej priamke.
Kedze n > 9, tak asponn 6 Kubovych bodov patri kruznici k, st to body A, B, C, D, E a Siesty
oznatme F'. Tychto 9 oznacenych bodov musi lezat na dvoch kruzniciach, ozna¢me tieto kruznice
p1 a pg. Zo Siestich bodov A, B, C, D, E, F aspon 3 lezia na jednej z kruznic p;, ps, nech body
A, B, C lezia na p;. Vieme, Ze k Tubovolnym trom bodom neleZiacim na jednej priamke existuje
prave jedna kruznica, ktora nimi prechadza (rozmyslite si, preco). Cize A, B, C uréujt jedint
kruznicu, teda p; je k. Kedze body G, H, I nepatria kruznici k, musia patrit kruznici py, ¢o je
spor s predpokladom, ze body G, H, I lezia na jednej priamke. Takze kazdy z n Kubovych bodov
lezi bud na kruznici k, alebo na kruZnici opisanej bodom, ktoré nelezia na k.

Ak viac ako 3 body nelezia na k, zoberme 5 bodov z k (body A, B, C, D, E) a lubovolné 3 mimo
k (body G, H, I), ktoré nelezia na jednej priamke (preco také 3 body existuju?). Body G, H, I
nam urcia kruznicu [. Ukazeme, Ze vSetky body nepatriace kruznici k£ patria kruznici [. Zoberme
Tubovolny bod X nepatriaci kruznici k rozny od bodov G, H, I. Vieme, Ze tychto 9 bodov (A,
B, C, D, E, G, H, I, X) lezi na dvoch kruzniciach, nech st to p; a ps. Z bodov A, B, C, D, E
musia aspoii 3 lezat na jednej z kruznic p; a ps, ¢ize kruznica k je znovu jednou z nich. Ale body
G, H, I, X nelezia na k, preto musia lezat na jednej kruznici, je zrejmé, Ze touto kruznicou je [.
Nakolko to plati pre lubovolny bod X, plati to pre vSetky body neleziace na k, teda vSetky body
neleziace na k lezia na kruznici [, ¢im sme tvrdenie dokazali.

Uloha &.9: RiZa a Foto si kaZdy vecer krdtia cas nasledujiicou zdbavkou. Riza si zoberie stvorce-
kovy papier velkosti 102 x 102 stvorcekov a Foto si vymysli celistvy vtvar U zloZeny zo 101 takychto
stvorcekov. RuZa si potom zo svojho papiera vystrihne najvacsi mozny pocet kopii titvaru U (pri-
com strihd iba pozdlZ naznacenych linii). Zo vsetkyjch ttvarov U ndjdite aspori jeden, pre ktory je
pocet vystrihnutych kopit minimdlny.

Poznamka: Dva stvorceky spojené len vrcholom netvoria celistvy dtvar.

Riedenie: (opravoval Foto)
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Po dlhsom skusani, skimani a vylepSovani atvarov U sa d4 vymysliet hypotéza, ze hladany Gtvar
U je tvar v tvare kriza, pozostavajuci z jedného stredového §tvorceka, z ktorého na vsetky 4
smery vychadzaji rovné ramené dlhé 25 stvoréekov. Po dalsom dlhSom sktSani a skimani sa da
vymysliet hypotéza, Ze tieto krize sa z papiera 102 x 102 daji vystrihnif maximalne $tyri. Nestaci
vsSak iba najst tento ttvar, treba aj dokazat, Ze je to naozaj ten hladany. Najprv dokdzeme, Ze sa
nedaj vystrihnaf viac ako 4 takéto krize a potom to, Ze z utvaru U akéhokolvek tvaru sa daji
vystrihnat aspon 4 képie.

Dokaz sporom. Predpokladajme, Ze sa da vystrihnat 5 krizov. V§imnime si ich stredové Stvorcdeky.
Tieto sa musia nachddzat vo vzdialenosti asponn 25 Stvorcéekov od kraja, inak by sa na papier
nezmestilo nejaké rameno daného kriza. Vsetkych 5 stredov sa teda musi nachadzat vo vnutri
stredného Stvorca 52 x 52 naseho papiera 102 x 102. Tento sa sklada zo Styroch stvorcov 26 x 26
a podla Dirichletovho principu musi aspon jeden z nich obsahovat dva stredové stvorcéeky. Dva
krize, obsahujtce tieto stredové Stvorceky, sa ale pretinaju (premyslite si, preco) a to je spor s
tym, Ze sa daju oba vystrihnat.

Druha cast je postavend na nasledujicom tvrdeni. Pre kazdy celistvy Gtvar zloZeny z n Stvoréekov
existuje obdlZnik tvaru a x b, do ktorého sa tento utvar zmesti, pricom plati a +b < n + 1. Dokaz
tohoto tvrdenia nie je trividlny, ale ani natolko néro¢ny, aby ho nezvladol urobif kazdy sam.
Podla tohto tvrdenia plati aj to, ze pre kazdy ttvar U existuje ohranicujtci obdlznik, ktorého
sti¢et rozmerov je mensi ako 102. Tak§to obdlZnik sa da vystrihnaf v dvoch protilahljch rohoch
papiera 102 x 102. Ak ho otocime o 90°, d& sa vystrihnit aj v zvys$nych dvoch rohoch toho istého
papiera. Z kazdého tohto obdlZnika sa d4 vystrihnat jeden atvar U, ¢ize z povodného papiera sa
daju vystrihnat aspor 4 képie.

Komentér: Za néajdenie utvaru ste dostali 3 body. Po 3 body sa dali ziskat aj za dokaz prvej a
druhej casti. (3 +3 + 3 = 9) Velka cast z vas sa snazila prva Cast dokazat tak, ze vedla seba
sa zmestia najviac 2 krize, pod seba tiez a kedZze 2 - 2 = 4, maximalny pocet je Styri. Aby bol
tento dokaz kompletny, treba este ukéazaf, Ze sa nedd rozmiestnit 5 krizov tak, aby boli vzdy
najviac 2 vedla seba. Iné velka cast z vas (netvrdim, Ze disjunktné s prvou velkou ¢astou :-)) sa
snazila druhu ¢ast odbavit pomocou tvrdenia typu ,,N&$ ttvar je optimalny, lebo ostatné tutvary
zaberaji menej plochy a tak sa ich tam musi zmestit aspoi tolko isto“. Len toto ako argument
nestaci, lebo napriklad utvar 103 x 1 zabera ovela menej plochy, ale neda sa vystrihnit ani jeden.
Nemozeme mat teda istotu, Ze nejaky ttvar U nebude mat natolko komplikovany tvar, Ze sa nam
tam Styrikrat jednoducho nezmesti.

Uloha &.10: Feldo nasiel na povale stari Sachovi figurku — delfina a spomenul si na vekmi
zabudnuty kaprov problém. Delfin sa moZe hybat o 1 policko doprava, o 1 policko hore alebo o 1
policko po diagondle dolava dole. Na zaciatku stoji delfin v lavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8.
Dd sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby na kaZdom policku stdl prdve raz?

RieSenie: (opravoval Feldo)

Po chvili hrania sa s delfinom zistime, Ze sa ndm nedari prejst s delfinom celti Sachovnicu. St dve
moznosti, bud sme zle sktsali, alebo sa s delfinom naozaj Sachovnica prejst nedd. Prva moznost
je, ze budeme skusat a skasat, pokial nds to neprestane bavit. Nakoniec pripustme, Ze Sachovnica
sa obehat neda. Ale ako to dokézat?

Teraz by som bol rad, keby sa kazdy z vas zamyslel, ako dokdzat, Ze nieco neplati. Ked uz ste
sa zamysleli, tak mozeme pokracovat. Spravne, budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze
delfin obehal celt Sachovnicu. Kde dostat spor? Delfin nie je figiirka ako napriklad strelec, ktory
pri svojom pohybe nemeni farbu policok, na ktorych stoji, ani ako pesiak, ktory ide iba dopredu
(¢i uz rovno, alebo $ikmo).

Vsimnime si, ze pokial si o¢islujeme riadky aj stipce postupne ¢islami 1,2, - - - , 8 zaéinajic z lavého
dolného rohu, tak zistime, ze delfin pri kazdom svojom kroku bud zvysi éslo riadku alebo stipca,
na ktorom <toii o 1 alebo 7nii &<lo riadkn ai stipea o 1
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V tomto okamihu si zas moZeme dat prestavku na zamyslenie. Ved ked som si skisal prejst mensie
Sachovnice, napriklad 3 x 3, tak som ich vedel obehat. Teda naco skiimat jeden krok delfina, ked
nakoniec bude zélezat na velkosti Sachovnice?

Dobre, beriem namietku a skiisim dat odpoved, prec¢o sme sa zaoberali jednym krokom delfina.
Vlastne sa jedna o ideu celého dokazu. Skusim si vS§imnat v pohybe delfina nejaké zdkonitosti
(napriklad u pesiaka je takouto zdkonitostou, Ze v kazdom kroku sa zvysi ¢islo riadku o 1, u
strelca, Ze stcet zmien riadku a stipca je vidy parne &slo a naopak u jazdca je to vzdy neparne
Cislo) a s 1ou sa pokusit dokézaf, ze neprejdem Sachovicu nejakych rozmerov. Teraz prichddza
najfazsi a najdolezitejsi napad celého dokazu — najst takato zakonitost.

Ako na také nieco viem dojst? Asi najlepSie praxou a pocitanim prikladov. Tak a teraz vam to

.....

.....

sme nevyuzili rozmery Sachovnice.

Na zadiatku stoji delfin na policku, ktorého stcet riadku a stipca je 2. Po 63 fahoch presiel celt
Sachovnicu (to je nas predpoklad). Kedze sa zvysok stétu riadku a stipca po deleni troma meni
pravidelne, tak v tychto 63 krokoch budeme stat 21 krat na policku zo zvyskom 0, 1 a 2 (zadiatoéné
policko uz nepoéitame). Ked si ale spoéitame policka, ktorych stcet riadku a stipca dava zvysok
2 po delni troma tak déjdeme k ¢&islu 20 (okrem zaciato¢ného policka) a aj k hladanému sporu.

Uloha &.11: Petovi a Pistovi sa zdala tdto séria prilis jednotvdrna, tak si vymysleli takito po-
ctarsku lahodku. Nech ag,aq,as, ... je neklesajica postupnost nezdapornich celjch cisel takd, Ze
kazdé nezaporné cel€ ¢islo sa dd prdve jednym sposobom vyjadrlit v tvare a; + 2a; + 4ay, kde i, j
a k siu nie nutne rozne. Urcte vsetky mozné hodnoty asgoq.

RieSenie: (opravoval Pista)

(podla Vita Kalu) Takze hladajme ¢leny nasej neklesajicej postupnosti. Keby ag > 0, tak je
a, > 0 pre vSetky nezaporné celé n. Preto ¢islo 0 sa neda napisat v pozadovanom tvare. A to je
spor s tym, Ze sa to da a prave raz. Teda nutne ay = 0. Ozna¢me n; najmensie ¢islo, ktoré sa neda
vyjadrit ako a; +2a; +4ay, pre i, j,k € {0,1,--- ,1}. Keby bol a;41 < ny, tak by to znamenal, Ze sa
dé vyjadrif nejakym poZzadovanym sposobom a tiez ako a;11 = 1-a;41 +2-ag+ 4 - ag. Dostéavame
spor s jednozncénostou. Keby bol a;.1 > n;, tak by bol a,, > n; pre vSetky n > [ + 1. Preto keby
n = a;+2-a;+4-ag, potom nutne ¢, j, k < [, teda mame spor s tym, ze n; sa takto vyjadrif neda.
CiZe jedine a;,; = ny je pripustné. To pre nas znamené aj to, ze ked nasa postupnost existuje, tak
je len jedna, lebo jej ¢leny st jednoznac¢ne urcéené. Teda staci ndjst tu jedint postupnost, alebo
ukézat, ze taka neexistuje.

Definujme postupnost a,, takto: a, = (X, Tm_1 - 2120)s, kde (T Zpm_1 - T120)2 = n je bindrny
zapis ¢isla n. Cize n-ty ¢len je &islo, ktoré dostaneme tak, Ze ¢islo n zapiseme do dvojkovej stistavy
a precitame ho ako keby bolo napisané v osmickovej ststave a toto ¢islo prepiSeme naspit do
desiatkovej ststavy. Napr. ak n = 5: (5)19 = (101),, tento zapis precitame v osmickovej: (101)g =
65 = as.

Teraz uz mame postupnost, a o nej ukdzeme, Ze:

1. kazdé nezaporné celé ¢islo sa da vyjadrit pomocou nej.

2. ziadne ¢islo sa nedé vyjadrif viac ako jednym spdsobom.

Tak podme na to:

1. Majme &slo (Y -+ 0)s, ¥ € {0,1,2,3,4,5,6,7}. Cislo y; sa d4 jednoznacne vyjadrit v tvare
yi = ki + 21; + 4q;, kde ki, l;, q; € {0,1}. (Overte si to sami!) Potom ale mame, Ze (Y, - yo)s =
(K ko)s + 2+ (L -+ lo)s + 4+ (gm - q0)s = K + 2L +4Q. Cisla K, L, Q vo svojom osmickovom
zapise obsahuju iba cifry 0,1 preto pre nejaké 4, j, k bude a; = K, a; = L a a;, = (). Teda kazdé
nezaporné celé ¢islo vieme napisat pomocou tejto postupnosti v pozadovanom tvare.
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2. Z 1. casti vyplyva aj to, Ze ¢isla K, L, () st urcené jednoznacne, teda a;,a;,a su tiez urcené
jednoznacne.

Teda nasa postupnost vyhovuje zadaniu, a uz sme ukazali, Ze je jedind, preto ndm neostéva nic iné,
len uréit hodnotu aggos. 200419 = (11111010100)s, preto asgos = (11111010100)g = 1227100224.

Uloha &. 12: Rado vediicim KMS ozndmil, Ze geometrie nikdy nie je dost a pokracoval takto. Nech
body Ay, By, Cy lezia postupne na vyskach (ako useckach) AA', BB', CC" ostouhlého trojuholnika
ABC' tak, Ze sucet obsahov trojuholnikov ABC:, BC Ay, a CAB;y je rovny obsahu trojuholnika
ABC'. Nech H je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokdzte, Ze body Ay, By, Cy, H leZia na kruznici.
Nakoniec Rado dodal, Ze co riesitelov nezabije, to ich posilni.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Poznamka: Casto budeme v rieseni pouzivat dizku tsecky, preto sa dohodneme, Ze AB bude znacit
aj dl7ku tsecky AB, aby sme nemuseli viade pisat absolitne hodnoty.

Najprv si trocha podiskutujeme o polohe bodov Ay, By, (. Ak aspon dva z nich st totozné s
ortocentrom H, tak sme hotovi. Ak je jeden z nich totozny s H, staci ukdzat, ze body A;, By, Ci,
H nie st kolinedrne (tento dokaz ponechame ¢itatelovi). MoZeme teda predpokladaf, ze vSetky
body Ay, By, C} st rézne od H. Ak by vSetky tri boli na tseku zodpovedajicej vysky medzi
ABC. Podobne, ak by vSetky tri body Ay, By, C; lezali medzi pdtou vysky a bodom H, tak
sucet obsahov danych trojuholnikov bude primaly. Preto sta¢i rozobrat dva pripady; ukaZeme
tu jeden z nich (druhy sa spravi analogicky). Nech A; € AH, B; € B'H, C; € C'H. Skisme
nejako vyuzit rovnost obsahov zo zadania. Trojnasobnym pouzitim znédmeho vzorca pre obsah
trojuholnika S = 1/2 - a - v, dostaneme

AB . C”C’l —|— BC . A/Al —I— CA : B,Bl - ZSABC' .

Ked bod H pospdjame s vrcholmi trojuholnika ABC, dostaneme tri trojuholniky, pri¢om ich
obsahy v sucte opit daji obsah trojuholnika ABC:

AB-C'H+ BC-AH+CA-B'H=2S,pc.
Porovnanim dvoch predchédzajicich vztahov a drobnou tpravou dostaneme

Co s tym? Pozrime sa, ¢o chceme dokéazat. Ako vyhodne popisat, Ze styri body lezia na kruznici?
Moznosti je vela. OpiSeme trom z tychto bodov kruznicu a ukéZeme, Ze na nej lezi Stvrty bod
pomocou obvodovych uhlov (Vita Kala). Vyuzijeme, ze sucet protilahlych uhlov v tetivovom
Stvoruholniku je 180° (Feri Simancik). OpiSeme nejakym dvom roznym trojiciam z nich kruznice a
dokazeme, Ze maju rovnaky polomer (syntetické rieSenie pomocou goniometrie, Stanka Sojdkova).
Alebo nakukneme, ¢o uz mame (vztah (2)) a vS§imneme si podobnost s Ptolemaiovou vetou ( Tomds
Viaria, Ondro Buddc). Na toto rieSenie sa pozrieme blizsie. Ptolemaiova veta hovori, ze body H,
By, A, C) lezia na jednej kruznici (v tomto poradi) prave vtedy, ked plati

HAl'Blcl:HBl'A1C1+H01‘AlBl. (3)

Opit to porovname so (2) ...nechyba vela, a bolo by to to isté. Uplne by stacilo, aby trojuhol-
niky ABC a A;B;C; boli podobné. Su, alebo nie? Lahko si v§imneme, Ze tieto podobnosti st
ekvivalentné s tym, ze body H, By, A, C lezia na kruznici, lebo |[JC'HA| = 90° — [ C'AH| =
90° — (90° — |9 ABA'|) = 3, analogicky |J AHB'| = ~. Co je to podobnost? Nejaké pomery. Tak
si ich spravme. (2) je ekvivalentné s

A AB i
HAleBl'ﬁ—g—FHCl'ﬁ:HBl'Slnﬁ

sin 7y

L HC, - = (4)
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Na vyjadrenie pomerov na pravej strane sme pouzili sinusovi vetu pre trojuholnik ABC'. To isté
by sme mohli spravit aj s (3). Problémom je, Ze sme eSte nedokéazali, ze uhly v trojuholniku
A1 B;C7 maju velkosti a, 3,7. Nemohli by sme dokreslit do obrazka nie¢o nové, aby sme ziskali
trojuholnik, v ktorom by uhly mali tieto velkosti? Zrejme kruZnica opisané trojuholniku H B;C|
pretina tisecku AH v nejakom bode, ozna¢me ho X. Vsimnime si trojuholnik B;C;X. Tento ma
vietky dobré vlastnosti, ktoré chceme. Z Ptolemaiovej vety (analogicky ako pri (3))

HX -B,C, = HB, - XCy + HC, - X B . (5)

Teraz vSak uz vieme pomery strdn v tomto trojuholniku previest na pomery sinusov znamych
uhlov, (5) je ekvivalentné s
XCl XBl sin 5

sin vy
HC, - =HB; - HC, - . 6
BCy * ! By ' sina + ' sina (6)

HX =HDB; -

Aha, porovname (4) a (6) a vidime, ze |HX| = |HA;|. Z toho uz nutne vyplyva, ze X = A; a sme
hotovi.

V pripade, Ze chceme tlohu riesit analyticky, potrebujeme vhodne popisat, Ze Styri body lezia na
kruznici. To nie je lahké, kedZe kruZnica je krivka druhého stupiia a dostavame nelinearne rovnice.
Ovela lahSie sa pracuje s priamkami. Ako previest kruznicu na priamku? Predsa kruznicovou
inverziou so stredom H, ako to spravil Mato Adamcik. Inou moznostou je pouzit analytiku cez
komplexné ¢isla; kazdému bodu v rovine priradime komplexné ¢islo a ratame. Co znamend v
Gaussovej rovine, ze styri body lezia na kruznici?

Iné riesenie:

Krasne a elegantné riesenie nasla Hanka Buddcovd. Co vieme o obsahoch trojuholnikov? Napriklad
toto: Nech p je priamka rovnobezna s priamkou AB a nech bod C' lezi na priamke p. Potom obsah
trojuholnika ABC' nezévisi od polohy bodu C. Co s tym? Vedme bodom C; rovnobezku p so
stranou AB a bodom A; rovnobezku ¢ so stranou BC'. Ozna¢me D prienik priamok p, ¢q. Kde
moze lezat bod By? Z volby p, ¢ vieme, ze S(ABC,) = S(ABD) a S(BCA;) = S(BCD). Zo
zadania mame S(ABC})+ S(BCA;) + S(ACB;) = S(ABC). Aby platil tento vztah, musi bod D
lezat vnutri trojuholnika ABC' (rozmyslite si!). Preto S(ABD)+ S(BCD)+ S(ACD) = S(ABC).
Z tohto v8etkého vyplyva, ze S(ACB;) = S(ACD), teda bod Bj lezi na priamke r prechadzajice;
bodom D a rovnobeznej s AC. A kedze priamky p, ¢, r st kolmé na zodpovedajice vysky, lezia
body Ai, By, C; na Téalesovej kruznici nad priemerom HD.

Tato ideu vyuzil aj Jaro Knebl, ktory tvrdenie zovSeobecnil pre lubovolny bod H vnutri trojuhol-
nika ABC' a body leZiace na kolmiciach na strany trojuholnika. Analogické tvrdenie plati aj pre
Stvorsten v trojrozmernom priestore.

Uloha ¢&.13: Séfmdg Mazo raz v spdnku nechtiac zacaroval stvorec ¢isel a to nasledovne. V ma-
gickom Stvorci n x n st vpisané ¢isla 1,2,...,n* (kaZdé prdve raz). Stredy kaZdych dvoch buniek
Ze suctom vsetkych takiychto vektorov je nulovy vektor.

Pozndmbka: Stvorec povazujte za magicky, ak sucet ¢isel v lubovolnom riadku alebo stlpci je rov-
naky.

RieSenie: (opravoval Mazo)

(podla Tomasa Vdriu) Oznacme si u;; vektor vedtci z bunky s ¢islom ¢ do bunky s ¢islom j
(predpokladdme i > j, kedze dalej budeme uvazovaft len o takychto vektoroch). Chceme dokézat,
ze sicet S =3, . 1i;; je rovny 0.

Zrejme pre i < j plati @2 = U;;+Ujn2, takze S =)

— —

i<j (Uinz — Ujn2). V takomto sicte sa vyskytuju
len vektory i,2 pre k = 1,2,...,n? s nejakymi koeficientami. Sktisme tieto koeficienty vypocitat.
V3imnime <1 bunkt < &<lom £ T4to bunka ie koncovour bunkou pre vektorv 7.5 ien . 10/1. 11
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teda so znamienkom minus je vektor iy,2 zardtany (k — 1)-krat. Zaciatoénou bunkou je bunka s
¢islom k pre vektory wy(p+1), Uk(k42) - - - > Ukn2, teda so znamienkom plus je vektor y,2 zaratany
(n? — k)-krat. Preto koeficient pri tomto vektore je —(k — 1) + (n* — k) = (n? — 2k + 1) (*). Preto
S =31 (n? = 2k + 1)ilje.

Ukézeme, ze prva zlozka S (v smere riadkov) je nulova. Vezmime si nasu tabulku, v nejakej
bunke je n?. Zrejme vektory medzi bunkami stipca, v ktorom je n?, davaji nulovy stdéet v prvej
zlozke. Prinosy ostatnjch vektorov s¢itame po stipcoch. Nech teda nejaky stipec obsahuje ¢isla
T1,Ta,. .., T, Stvorec je magicky, teda z1 + a9+ -+ +x, = (L +2+ -+ +n?)/n = (n® +n)/2.
Pre prinos vektorov medzi bunkami s ¢islami x1, zs, . .., z, kvoli () plati (d je vzdialenost medzi
stipcami s n? a ;)

n

P(d):d-Z(n2—2x,~+1):d(Z(nszl)—l—QZa:i):d(n(n2—|—1) —(n*+n)) =0.

i=1

Toto plati pre vSetky stipce, takze aj stcet tychto prinosov je nulovy a preto prva zlozka S je
nulova. Analogicky sa d4 ukézat, Ze aj druhd zlozka je nulové a teda naozaj S = 0.

Iné riesenie:

Zaujimavé riesenie vyuzivajuce grafy objavil Fer: Simancik. Oznac¢me z1, xo, . . . , x, ¢isla v nejakom
stlpci, ich stéet je S = (1+ 2+ ---+n?)/n = (n® +n)/2. Do bunky s ¢slom =; vchadza x; — 1
Sipok (zo vsetkych mengich ¢isel) a vychadza z nej n? — z; sipok. Teda do celého stlpca vchadza
spolu Y7 (x; — 1) = S — n 8ipok a vychddza z neho > | (n? — 2;) =n* — S = S — n Sipok.
Vytvorme takyto orientovany graf: vrcholy reprezentuji jednotlivé stipce a medzi dvoma vrcholmi
je pre kazdy vektor prave jedna orientovand hrana. Niektoré hrany moézu byt viacnasobné ¢ tvorit
slucky (t.j. zaCinat a kon¢if v tom istom vrchole), to vSak neprekdza. Na zaklade toho, ¢o sme
si uz povedali, vieme, Ze z kazdého vrchola vychadza rovnaky pocet hran, ako do neho vchadza.
Graf sa mdze skladaft z niekolkych komponentov (nestvisiacich ¢asti), vezmime si nejaky z nich. V
tejto Casti existuje uzavrety Eulerov fah (teda vieme ju nakreslit jednym tahom tak, Ze po kazdej
hrane prechddzame prave raz a skon¢ime vo vrchole, v ktorom sme zacali). Toto sa d&4 dokazat
indukciou podla po¢tu hran; vyuzivame, Ze v ziadnom vrchole sa nemozeme zaseknit. Kedze po
prejdeni vietkych hran skonéime v tom vrchole (stlpci), v ktorom sme zacali, je sucet riadkovej
zlozky vektorov medzi stipcami v tejto ¢asti grafu nulovy. Toto plati pre vietky casti grafu, teda
sucet riadkovych zloZiek vektorov v tabulke je 0, kedZe kazdému vektoru z tabulky prislicha prave
jedna hrana. Analogicky ukazeme, 7e sucet stipcovej zlozky vektorov je 0.

Uloha ¢&. 14: A pozdravuje vds aj Tomds: Bod K leZi vo vniitri rovnobeznika ABC D, pricom plati
|CL| = |LK| a |AM| = |MK|, kde L a M si postupne stredy strain AD a CD. Oznac¢me N stred
usecky BK. Ukdzte, Ze | NAK| = |9 NCK]|.

RieSenie: (opravoval Tomés)
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(podla Tomdsa Viriu)

Dokreslime si nieco do obrazka. Mame tam stredy stran.
Mohla by nam pri tejto prilezitosti zist na um stredova
sumernost podla tychto stredov. Nech st teda body A’,
C’ obrazmi bodov C' a A podla stredovej stimernosti so
stredmi v bodoch L, resp. M. Pretoze AD || BC, |A'L| =
21A'C|, 21AL| = |AD| = |BC|, je NA'AL ~ ANA'BC,
teda A je stredom tsecky A’B. Podobne si vieme ukazaf,
ze C' je stredom usecky C’B. Stredné priecky AN a NC' v
trojuholnikoch A’BK a C'BK st rovnobezné s prislusnymi
stranami, matematickejsie zapisané AN || A’K a CN ||
C'K. Dvojice uhlov na obrazku st teda ni¢ iné ako dvojice

rovnakych striedavych uhlov. Staci ndm na koniec ukdzat, A’ A B
ze tieto uhly st rovnaké, t.j. |[JC'KC| = [ A'KA|.
S pomocou zadania vieme, ze |LC| = |KL| = |A’L|, preto niet inej moznosti ako tej, ze bod L

je Stastnym stredom Télesovej kruznice nad primerom A’C'. Rovnaku situdciu preziva bod M.
Zéaverom mozeme teda pisaf

JOKC )+ [SCKA) = |3CKA| = 90° = [JO'KA| = [JOKA| + [ A KA.



