Koreépondenén)'f |\/I atematicky Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha &. 1: Velkd kocka je zloZend z 3 x 3 x 3 rovnakijch malijch kociek. Kolko je vsetkijch kvddrov
(zloZengich z malych kociek) nachddzagicich sa v tejto velkej kocke? Poznamka: Aj kocka je kvdder!

Riesenie: (opravoval Misko R.)

(podla Tomdsa Bzduseka)

Kazdy kvéader v kocke je jednozna¢ne uréeny svojimi dvoma protilahlymi vrcholmi (koncami te-
lesovej uhlopriecky, zamyslite sa). Teda ak chceme zistit pocet vSetkych kvadrov v kocke, staci
nam najst pocet vSetkych takychto dvojic vrcholov, pre ktoré dostaneme kvader. Zaroven vsak
pre kazdu dvojicu vrcholov musime dostat iny kvader. V kocke 3 x 3 mame 4 x 4 mrezovych
bodov. Kazdy z nich je potencidlnym prvym vrcholom nejakého kvadra. Pre kazdy mrezovy bod
v kocke ako prvy vrchol kvidra budeme hladat vSetky mozné druhé vrcholy kvadra (t.j. mozné
konce telesovych uhlopriecok). Nech Tavy dolny roh kocky méa stradnice (0,0,0). Kde vSade méoze
mat kvader s prvym vrcholom v bode (0,0,0) svoj druhy vrchol? Budt to tie mrezové body, ktoré
maju vSetky stradnice vicsie ako (0,0,0), tych je 27. Ak by bol prvy vrchol kvadra v bode (1,1,0),
kde by boli jeho druhé vrcholy? Zase to budu tie mrezové body, ktoré maju vsetky suradnice
viicsie ako (1,1,0); tych je 12. Tie kvadre, ktoré maju druhy vrchol s nejakou stradnicou mensou
ako m4 (1,1,0), sme uz zapocitali v kvaddroch s prvym vrcholom v bode (0,0,0).

Teda ak pre kazdy mrezovy bod zistime pocet bodov, ktoré maju vsetky stradnice vicsie ako dany
bod, a nakoniec to vSetko s¢itame, dostaneme pocet vsetkych kvadrov v kocke. Na obrazku je ku
kazdému mrezovému bodu v kocke zapisany pocet mrezovych bodov, ktoré maju vsetky suradnice
vii¢sie ako dany bod (vrstvy mrezovych bodov st o¢islované odspodu):

l.vrstva 2.vrstva 3.urstva 4.vrstva
0 |0 |0 |0 0 |0 0 O 0 |0 0 O 0 |0 0 O
9 16 |3 |0 6 |4 |2 |0 3 12 |1 |0 0 |0 |0 O
18 |12 |6 |0 12 |8 |4 |0 6 |4 |2 |0 0 |0 |0 O
2r 18 9 0 18 12 6 0 9 6 3 0 0 0 0 O

Sucet vsetkych napisanych poctov je 216, teda aj vSetkych kvadrov v kocke je 216.

Iné riesenie:

V kocke mame 4% = 64 mrezovych bodov. Kazdy z nich je potencidlnym prvym vrcholom nejakého
kvadra. Ku kazdému z tychto vrcholov méZzeme vybraf 43 — 16 — 12 — 9 = 27 opac¢nych vrcholov.
Prec¢o? Uvedomme si, Ze druhy vrchol kvadra musi mat vSetky stradnice rézne od prvého vrcholu.
Inak by sme z tjch dvoch bodov nedostali kvader, ale obdlznik, tise¢ku & bod. Teda to mame
64 - 27 moznosti, ako vybrat dva mrezové body tak, aby urcovali kvader. No v tychto moznostiach
sme urcite zapocitali nejaky kvader viackrat. Konkrétne sme kazdy kvader zapocitali 8-krat — v
kvadri méame 4 dvojice protilahlych vrcholov, pricom kazdy vrchol z dvojice mdze byt aj prvym
aj druhym vrcholom. Teda pocet kvadrov v kocke je 27 - 64/8 = 216.

Skuste si tilohu vyriesit pre vicsie kocky. D4 sa pouzit vysledok pre mali kocku? Dala by sa pouzit
metéda z niektorého riesenia? A ¢o eSte by sme takto mohli zratat? Musi byt teleso na zac¢iatku
kocka?

Uloha ¢&.2: Rovnoramenny trojuholnik, ktorého ramend maji diZku 8 cm, budeme volat osmic-
kovy. Odpovedajte na nasledujice otazky a svoje odpovede oddovodnite.
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a) Je pravda, Ze ¢im je vicsi uhol oproti zdkladni osmickového trojuholnika, tym je viési jeho
obsah?

b) Majme osmickovy trojuholnik, ktorého velkost uhla oproti zdkladni je 30°. Kolkokrdt by sme
museli tento uhol zvicgit (zmensit), aby sa obsah trojuholnika zdvojndsobil?

c¢) Ezxistuje dvojica nezhodnych osmickovijch trojuholnikov s rovnakym obsahom? Ak dno, opiste
takéto dvojice.

RieSenie: (opravovala Erika)

Sktisme odvodit vzfah pre obsah trojuholnika, ak pozname dizky dvoch
jeho stran a, b a velkost uhla v, ktory zvieraju (0° < v < 180°). Vieme,

Ze siny = % (obr. 1). Z toho mame v, = bsin~y. Obsah trojuholnika

ABC jeteda S = %a’ua = %ab sin vy, v nasom pripade S = 32sin~y (kedze

a = b = 8). Teraz sa pokusme odpovedat na zadané otazky.

C a B
a) Z grafu funkcie sinus vidime, Ze pri vzrastajicej
velkosti uhla v sa hodnota sin v zvic¢Suje. No po pre-
siahnuti v = 90° zacne sin+y opét klesat (obr. 2).
Z toho vyplyva, kedZe obsah trojuholnika je rovny : :
32sin~y, ze najskor so zviac¢sujucim sa uhlom v obsah : :

rastie a potom klesa. Teda odpoved na tuto otazku 30° 90° 150% 180°
znie nie.

b) Ak v = 30° , tak obsah trojuholnika je 16. My chceme tento obsah zdvojnésobit, teda ma byt
rovny 32. Mame 32 = 32-siny, ¢ize 1 = sin~y. Vieme, Ze tato rovnost je splnené jedine pre v = 90°
(0° < v < 180°) a teda uhol musime strojnasobit.

¢) Vezmime si dva trojuholniky, z ktorych jeden méa uhol 73 = 30°, druhy 7, = 150°. Plati
siny; = siny, = % a teda takéto dva trojuholniky maju rovnaky obsah, aj ked nie st zhodné.

Komentar: Pri riefeni tlohy a) staéi uviest priklady trojuholnikov, ktoré danti vlastnost nespliaju.

Uloha é&.3: Na strane AC daného trojuholnika ABC' zostrojte bod D taky, Ze obvod trojuholnika
ADB sa rovnd dlzke strany AC.

Riesenie: (opravoval Sesfo)
Méme dany trojuholnik ABC'. Ulohou je zostrojif bod D na strane AC tak, aby obvod trojuholnika
ABD bol rovnaky ako dizka strany AC.

Skor ako zaCneme ¢okolvek zostrojovat, zistime, ¢i mé
vobec zmysel nieco robit, teda ¢i bod D mdZe existovat.
Aby mohol trojuholnik ABD existovat, musi v fiom pla-
tif trojuholnikova nerovnost. Preto |AD|+|BD| > |AB|.
Ked k tejto nerovnosti pripoc¢itame |AB|, dostédvame
|AB| + ‘AD| + |BD| > 2|AB|, teda opagp > 2|AB|
KedZze op app sa ma rovnat | AC|, tak musi platit |[AC| >
2| AB|. Pokial toto neplati, tak hladany bod D vobec neexistuje.

Ak nas trojuholnik ABC ttto podmienku spliia, moZzeme sa pustif do zostrojovania bodu D.
Urobime si nacrtok (obrazok); bod D m4 lezat na strane AC tak, aby |AB|+ |AD|+ |BD| =
|AC|, alebo inak prepisané |AD| + |BD| = |AC| — |AB|. Skrafme si teda stranu AC tym, Ze
na nej zostrojime bod E tak, aby |CE| = |AB|. Potom pre zostavajici tisek AE bude platit:
|AE| = |AC| — |CE| = |AC| — |AB| = |AD| + |BD)|. Use¢ku AE si mozeme rozdelit na 2 tseky
AD a DE. Potom |AD| + |DE| = |AE| = |AD| + |BD|. Dlzka |AD| sa vyskytuje na oboch

stransdch rovnice preto i1 moryme odditat Dostidvame |[DE| = | BD| Teda bod 1D ma bvt rovnako

C E D A
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vzdialeny od bodu B aj od bodu E. Vieme, Ze vSetky takéto body lezia na osi usecky BE. Kedze
bod D ma lezat aj na strane AC, bod D bude priese¢nikom osi BE' a tsecky AC.

Bude v8ak tento priesecnik vZdy existovat? Dostaneme takto vzdy ten spravny bod D? Nemdze
sa staf, Ze tento priese¢nik nebude vyhovovat zadaniu? Overte si, Ze pokial je splnend podmienka
|AC| > 2|AB], tak takto ziskany bod D bude vyhovovat zadaniu.

Postup konstrukcie:

1. AABC (zostrojime trojuholnik ABC')

2. k, k(C,|AB]|)  (kruznica k so stredom v C' a polomerom |AB]|)
3. E, E=ACNk (priese¢nik kruznice k a strany AC je bod F)
4. BE (tise¢ka BE)

5. 0,0jeos BE (priamka o, ktoré je osou BE)

6. D, D=ACnNo (priesetnik priamky o a tusecky AC je bod D)
7. NABD

Na zaver by sa hodilo priklad eSte narysovat.

Uloha ma4 jedno riefenie, pokial |AC| > 2|AB| a ziadne rieSenie, pokial tato podmienka splnend,
nie je.

Komentéar: Kedze v zadani bolo napisané ,zostrojte bod D tak, aby...“, rieSenie by malo obsa-
hovat nacrt, postup konstrukcie, odovodnenie, preco sa napisanym postupom dostaneme k hla-
danému rieSeniu (rozbor), dokaz spravnosti konstrukcie a diskusiu o pocte rieSeni. Ak nejaka z
tychto Casti chybala (chybajice narysovanie sa prepécilo), strhaval som bod.

Diskusia by mala obsahovat to, za akych podmienok mé tloha rieSenie a kolko ich mé&, spolu s
odovodnenim. Pri diskusii treba rozobraf vSetky moznosti, ktoré mézu nastat. Takisto je vhodnej-
Sie robit diskusiu vzhladom na zadané veli¢iny ako v priebehu postupu. Teda diskusia by nemala
byt ,,Pokial sa os pretne s AC, tak mame bod D a inak nie“, pretoZe toto nie sme schopni overit
na zaciatku, ale aZz na zaver postupu. Nerobit diskusiu je velkd chyba, lebo pri nevyhovujicom
zadani moZeme prist k zlému vysledku a nebudeme o tom vediet. Napriklad by sme zostrojili
nevyhovujici bod D. Preto za spravne riesenie bez diskusie bolo 5 bodov. Pri myslienke ,,Asi to
nebude mat vZzdy rieSenie“ bolo 6 bodov. Za podmienku |AC| > |AB| bolo 7 bodov. 8 bodov bolo
za podmienku |AC| > |AB| a vetu ,ked sa os nepretne s AC“. Zamyslite sa nad tym, preco toto
nie je dostato¢na podmienka.

Uloha &.4: 7 rovnakijch pravouhlych rovnoramenniych trojuholnikov zlozte konvexny 4-uholnik,
5-uholnik, 6-uholnik, 7-uholnik, 8-uholnik, 9-uholnik, atd. Pokial sa nejaky n-uholnik zloZit nedd,
skiste to odovodnit. Utvary skladajte z ¢o najmensieho poctu trojuholnikov.

Pozndmka: Konvexny utvar ma vsetky vnutorné uhly mensie ako 180°.

RieSenie: (opravovala Ana)




KMS 2003/04 2. séria letnej casti 4

Cielom tlohy bolo z rovnakych rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov (RRPT) skladat kon-
vexné n-uholniky pre n > 4. Na obrazkoch vidite po rade nakresleny konvexny Stvor-, pit-, Sest-,
sedem- a osemuholnik. Vyvstéva teda otdzka, ci vieme eSte nejaky iny n-uholnik poskladat.
Tato otédzku budeme riesif pomocou uhlov n-uholnika. Stcéet vniatornych uhlov ubovolného n-
uholnika je (n — 2) - 180°. Dokaz tohto tvrdenia je celkom zaujimavy, preto ak ste sa s nim
eSte nestretli, skuste si to. Aké uhly moze mat nas n-uholnik? Rovnoramenny trojuholnik ma uhly
velkosti 45, 45 a 90 stupniov. N&s$ n-uholnik je vytvoreny z takychto rovnoramennych trojuholnikov.
Cize pre uhol vo vrchole n-uholnika plati, Ze je tvoreny vnatornymi uhlami RRPT, preto velkost
kazdého vnutorného uhla n-uholnika je dané st¢tom niekolkych 45 a 90 stuptiovych uhlov. Kedze
n-uholnik musi byt konvexny, jeho vnitorné uhly mozu mat len velkost 45, 90 a 135 stuptiov. Cize
stcet uhlov v n-uholniku, zloZzenom z RRPT, moZe byt maximalne (pri pouziti vSade maximalneho
uhla) n - 135°. Skuto¢ny sucet vntatornych uhlov neméze prevysit maximalny mozny stcet, a teda
musi platit
135-n > 180 (n—2).

Upravime nerovnicu a ziskame n < 8. TakZe vidime, Ze poskladat nedokdZeme n-uholniky pre
n > 9.

.....

odrazilo, Ze zd6vodiiovanie vAm este robi problémy (aj pre vas zrejmych veci). Castym nedostatkom
bola implikicia: Ked rastie n, zvySuje sa aj stucet vnutornych uhlov n-uholnika, a z toho vyplyva,
ze rastie aj uhol v pravidelnom n-uholniku. Ak by bol vzorec pre vypocet su¢tu uhlov n-uholnika
trochu iny, tak to vobec nemusi platit. Niektori sa pokusali dokazovat, Ze trojuholniky musime

.....

Uloha &.5: Nech V je ortocentrum trojuholnika ABC. Dokdste, Ze kruZnice opisané trojuholni-
kom ABV , ACV a BCV maju rovnaky polomer.

RieSenie: (opravovali Janéi a Pista)

V zadani sme mali ortocentrum trojuholnika. Poloha ortocentra mala vplyv na vase tivahy, preto
bolo treba uvazovat 3 pripady: ostrouhly, pravouhly a tupouhly trojuholnik. RieSenie zacnem
s najjednoduchsim pripadom, a to s pravouhlym trojuholnikom. Takze nech trojuholnik ABC' je
pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A. Zrejme ortocentrum V splyva s vrcholom A. Nakreslite
si to! V tomto pripade zrejme nemd zmysel uvazovat kruznicu opisant trojuholniku ABV resp.
ACYV. To znamen4, ze ked trojuholnik je pravouhly, zadanie straca zmysel.

Majme teraz ostrouhly trojuholnik ABC. Oznac¢me si
Ay, By, Cy pity vysok z bodov A, B, C' v tomto po-
radi. Uhly ACyV a V AyC st pravé, hadajte preco. Uhly
AV Cy a CV Ay st vrcholové, preto maju rovnaka vel-
kost. Teda trojuholniky AC,V a C'AyV st podobné, lebo
maju uhly rovnakej velkosti. Potom aj uhly VCA, a
V ACy st rovnakej velkosti, ktorti si ozna¢ime ako a.
Ak si nakreslime opisané kruznice trojuholnikom ABV
a BCV, tak si mozeme v8imnut, Ze tieto kruznice maju

> spolo¢nu tetivu BV. Tuato tetivu vidime z bodu A pod
4 / Co B\ uhlom «, a z bodu C' taktiez pod uhlom «. Toto doka-
zuje, zZe tieto dve kruznice maju rovnaky polomer, staci
si spomentt na vlastnost bodov, z ktorych vidime dana tsecku pod rovnakym uhlom. Analogicky
dokaZzeme, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABV a ACV maju rovnaké polomery, staci si vziat
podobnost trojuholnikov C'ByV a BCyV, potom tvahy zopakujeme. Takto dostaneme, Ze vSetky
tri opisané kruznice maju rovnaky polomer. Teda ostrouhly trojuholnik je hotovy.




KMS 2003/04 2. séria letnej casti

Podme teraz na ten pripad, ktory ste vic¢Sinou ne- \

uvazovali. Co sa stane, ked mame tupohly troju-
holnik? Aj v tomto pripade si oznac¢ime péty vysok
ako Ay, By, Cy. Teraz mozeme uvazovat trojuhol-
niky AAgB a CCyB. Uhly AAyB a C'CyB st pravé.
Uhly AgBA a CyBC' st vrcholové. Teda trojuhol-
niky AAyB a CCyB st podobné. Potom sa rovnaju
aj uhly CoC'B a AgAB. Teraz si opiseme kruznice
trojuholnikom ABV a BCV. Aj teraz je BV spo-
lo¢na tetiva tychto kruznic. Ttato tetivu vidime pod
rovnakym uhlom z bodov A a C'. Preto aj teraz sa
rovnaju polomery tychto kruznic. V dalSich tva-

hach tento trik musime pouzit inak. Napr. chceme _/V

porovnat polomery opisanych kruZnic trojuholni-
kov ABV a AC'V. Spolo¢né tetiva tychto kruznic
je AV. Priamka AV deli rovinu na dve polroviny.

trojuholniku BCV.

By

B

=y
N

Body B a (' lezia v tej istej polrovine, preto musime
ukézat, ze ak usecku AV vidime z bodu C pod uhlom
v, tak z bodu B pod uhlom 180° — ~. Nech teda uhol
ACV ma velkost ~. Trojuholnik C'ByV je pravouhly
s pravym uhlom pri By, preto uhol ByV C mé velkost
90° — 7. Pozrime sa teraz na trojuholnik BCyV. Uhol
pri Cy je pravy, pri V' je uhol velkosti 90° — v, preto
uhol pri B je velkosti 7. Uhol ABCjy je priamy, preto
uhol ABV je 180° — . A toto sme chceli ukazat, lebo
to nam uz dokazuje, ze kruznice opisané trojuholnikom
ABV a ACV maju rovnaky polomer. A uz predtym
sme ukazali, ze tento polomer méa aj kruznica opisana

Tym je priklad vyrieseny. Je to koniec? Nie, eSte sa s
nim da hrat. Ukazali sme, Ze tieto tri kruznice maju rovnaky polomer. Akt mé tento polomer
velkost? Skiuiste ho porovnat s velkostami polomerov inych kruznic, ktoré sa zvykna vyskytovat v
suvislosti s trojuholnikom ABC' — vpisanej, opisanej, pripisanych. ..

Uloha &. 6: Nech A, B st body v réznych polrovindch uréengjch priamkou m. Ndjdite kruznicu k,
ktord prechddza bodmi A, B a na priamke m vytina tisek PQ minimdlnej dizky (PQ je tetiva k).

RieSenie: (opravoval Kubo)

Priesecnik tisecky AB s priamkou M ozna¢me X. Uvazujme
Tubovolni kruznicu prechadzajicu bodmi A, B. Oznac¢me
|AX| = a, |BX| = b, |PX]| = p, |QX]| = ¢, os tsecky
AB = o, kolmicu na priamku m v bode X ozna¢me n. Uva-
zujme A, B ¢ m, potom bod X je vnutornym bodom tetivy
AB, teda je aj vnutornym bodom kruznice k. Preto ¢isla a,
b, p, g st kladné. Z mocnosti bodu X ku kruznici £ vieme,
ze ab = pq. Hladdme minimum su¢tu p + ¢. Pritom vieme, Ze
hodnota stéinu pq je konstantné. Predstavme si, ze dlzky na-
sich tiseCiek uvadzame v centimetroch; potom p+¢q ma rozmer
(jednotku) cm, kym pq je vlastne vyjadrenim nejakej plochy

a mé rozmer cm?. Toto je fazko daf dokopy, preto budeme radsej hlfadat minimum vyrazu (p+q)?,

ktorv ma tiey rozmer cm?2 (1ivaste i 7e +9m nic nestratime) Zreime (m - )2 = 12 & 9nag - g

2
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teda hladdme minimum vyrazu p?+ ¢*. Ako vSetci vieme, Stvorec je nezdporny, preto (p—q)? > 0.
Umocnime, ekvivalentne upravime a dostaneme p? + ¢*> > 2pq. Vieme, Ze 2pq je konstanta (ne-
zévisi od volby kruznice k). Zaujima nés poloha kruznice, pre ktort sa nadobida minimum, teda
chceme vediet, kedy nastava v pouzitej nerovnosti rovnost. To je jednoduché, jedine pre p = q.
Vtedy p + g = 2p = 2V ab.

Preto os P(Q, na ktorej musi lezat bod S, prechddza bodom X, teda je to priamka n. Stred S
kruznice k dostaneme ako prienik n a o. Uz stac¢i iba dokézat, ze vzdy existuje stred S taky, ze
p+q = 2Vab, teda ze 0 a n maji neprazdny prienik. Spravime to sporom. Ak priamky o a n
st rovnobezné, tak AB || m, ¢o je spor s tym, ze A, B nelezia na m a ze A, B lezia v roznych
polrovinach.

Komentér: Vidina z vés zabudla dokdzaf existenciu bodu S takého, ze 22 = v/a-b (-1 bod).
Nikoho z vas nenapadlo uvazovat s A € m alebo B € m, pricom aj takéto body lezia v roznych
polrovinach (zaroven aj v rovnakych)!

Uloha &.7: Dokdzte, e vietky tri strany lubovolného nerovnoramenného trojuholnika moézeme
20icSit (zmensit) o rovnakid hodnotu tak, Ze dostaneme pravouhly trojuholnik.

RieSenie: (opravovali Janka a Miki)

Trojuholnik nie je rovnoramenny, preto bez ujmy na vsSeobecnosti 0 < a < b < ¢ a navySe musi
platit trojuholnikova nerovnost a + b > ¢ (ostatné platia z prvej podmienky).

Povedzme, Ze zmeneny trojuholnik bude mat strany a + =, b+ x, ¢+ = (pre nejaké x € R, ak bolo
x kladné, tak sme strany zvicsili, ak zdporné, tak zmensili). Je jasné, ze aj a+z < b+ z < c+ .
Aby sme dokazali tvrdenie zo zadania, potrebujeme, aby

(1) a+x, b+, c+ 2z boli dlzky stran (teda boli kladné)
(2) a+x, b+ z, ¢+ x mohli tvorit trojuholnik (musi platit trojuholnikovéa nerovnost)
(3) bol ten trojuholnik pravouhly (platila Pytagorova veta)

KedZze z (1) a (2) dostaneme iba nerovnosti,  vypocitame z Pytagorovej vety :

(a+2)*+ (b+2)*=(c+2)
a’? + 2ax + 22 + % + 2bx + 22 = 2 + 2cx + 22
2 +2(a+b—c)r+(a®+bv°—c*) =0

Vysla nam kvadratickd rovnica, dokdzeme, ze bude mat vzdy rieSenie (teda diskriminant bude
nezaporny ).

D = 2a+b—c) —4(a®+0*-A) =
4(a® +b* + ¢ + 2ab — 2bc — 2ac — a® — b* + ¢*) =
= 4(2¢® — 2bc + 2ab — 2ac) = 8(c — b)(c — a)

To je vdaka naSej prvej podmienke vzdy kladné ¢islo a rovnica mé 2 rieSenia.

2¢ —2a —2b =+ /8(c — a)(c — b)

; :c—a—bi\/Q(C—a)(C_b)

T2 =

Teraz ukdZeme, %e pre z = ¢ —a — b+ \/2(c—a)(c—b) plati (1). c+z > b+ax > a+x =
at+c—a—b++/2(c—a)(c—0b) = (c—b)+ /2(c—a)(c—0b) >0, sedi. Plati aj podmienka (2):
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¢+ = je najviicSia strana, teda trojuhonikova nerovnost plati, ak a + x + b+ x > ¢+ x.

V2(c—a)(c—b) > 0
2¢/2(c —a)(c—b) > /2(c—a)(c—1D)
20c—a—0b)+2v/2(c—a)c—b) > (c—a—0b)+ (c—a—Db)+ /2(c—a)(c—b)
r+xr > c—a—b+=x
at+r+b+z > cHu

A to je to, ¢o sme chceli. Druhy korern sme neoverovali, lebo na dokaz tvrdenia ndm stac¢i najst
jednu hodnotu x. Aj tak nesedi. :-)

Uloha &.8: V trojuholniku ABC' oznacme M stred strany AC. Na strandch AB a BC zvolme
postupne body K a N. Dokdzte, Ze ak |9 MK B| = | MNB|, tak kolmice na strany AB, BC a
AC postupne v bodoch K, N a M sa pretni v jednom bode. Zistite, ¢i plati aj opacnd implikdcia.

RieSenie: (opravovali Foto a Mito)

B Prva implikaciu najprv rieSme pre pripad, ze priesec-
nik kolmic z bodov M a K, ktory oznacime S, lezi
nad priamkou AC, teda v rovnakej polrovine ako bod
B a bez ujmy na vseobecnosti |BC| > |AC|. Tato si-
tuécia zahfna pripady, ked S lezi vnutri trojuholnika
ABC' (pozri obr. 8.1), na tsecke BC' (bez obréazku)
alebo mimo trojuholnika (obr. 8.2). Zaoberajme sa
najprv prvym z nich. Pre dané body K, M, S doka-
zeme, ze spojnica bodov N a S je kolméa na priamku
BC, ¢ize bod S bude priesecnikom vsetkych troch kol-
mic. Ozna¢me |J AKM| = «. Stvoruholnik AKSM
je tetivovy, pretoze sucet protilahlych uhlov je 180°.
Pre obvodové uhly nad jeho tetivou AM potom plati,
ze |JAKM| = |[9ASM| = a. Trojuholniky ASM a
CM S st zhodné (rozmyslite si preco) a teda plati | M SC| = a. Ked k tomu priddme rovnost zo
zadania |4 M NC/| = «, zistime, Ze aj $tvoruholnik MSNC' je tetivovy (opif si rozmyslite preco).
V tetivovych Stvoruholnikoch plati, Ze stcet protilahlych uhlov je 180° a kedze uhol C'M S je pravy,
je aj uhol SNC pravy. Tym sme s touto ¢astou hotovi.

C M A

V pripade, ze bod S lezi na strane AB a teda body
K a S splynt, oznacme ich S, budeme postupovat
podobne. Z predchadzajiceho vieme, ze trojuholniky
AMS a CMS st zhodné a |4 SAM| = |[IMCS| =
90° — . Vyuzitim obvodovych uhlov nad tetivou BC'
ziskavame hladané. (Samozrejme treba najprv ukéazat,
ze Stvoruholnik MSNC' je skutocne tetivovy.)

Porozmyslajme teraz nad tym, ako sa postup zmeni,
ak bude bod S lezaf za tseckou BC, teda mimo troju-
holnika. Prvy z tetivovych Stvoruholnikov zmeni naz-
voslovie na ASKM a dovod, preco tetivovy naozaj
je, je opif ten, ze AMS a AKS st pravé uhly nad
rovnakym priemerom. Dalej argumentécia postupuje
analogicky ako v prvom pripade. Teraz sa presuiime s
nasim bodom S na tsecku AC'. (Bez obrazku.) Tento pripad si podrobne rozoberte sami.

C M A
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A teraz sa konecne dostavame k poslednej casti pr-
vej implikacie. Bod S lezi mimo trojuholnika ABC
a v opacnej polrovine urcenej priamkou AC' ako bod
B (obr. 8.3). Bod S je opit priese¢nik kolmic z bo-
dov M a K a ideme dokazovat, Ze spojnica bodov
N a S je kolma na BC'. Overenie faktu, ze stvor-
uholnik AKMS je opiit tetivovy, nechdvame na te-
raz uz skiseného citatela. Opif ak |[JAKM| = «,
tak |[JASM| = 180° — a = |9CSM]|. Zo zadania
aj [JCNM| = « a preto je Stvoruholnik MSCN te-
tivovy. Kedze CNS a CMS st obvodové uhly nad
rovnakou tetivou, rovnaju sa, ¢im ziskavame hladané.

Nakoniec si skuiste premysliet podmienky urcujuce,
¢ bude bod S lezat vnutri trojuholnika ABC' alebo
mimo neho. Na jednej strane to bude stvisiet s vel-
kostou uhla M K B, na druhej s osou strany C'A.

Poznamka: VSimnime si, ze po cely ¢as sme mlcky predpokladali, ze body K a N lezia vnutri
stran trojuholnika. Zamyslite sa nad tym, ako bude situdcia vyzerat, ak niektory z tychto bodov
(pripadne oba) bude lezat vo vrchole trojuholnika ABC.

Podme teraz zistovaf, ¢i plati aj obratend implikacia. (Po chvili.) Teraz, ked uz vieme, ze plati,
podme to dokézaf :) DokdZeme ju len pre pripad, ked bod S (tentokrat je to priesecnik vsetkych
troch kolmic) lezi vo vnutri trojuholnika ABC'. Ostatné pripady, i ked ich treba rozobrat samos-
tatne, podobne ako v prvej implik4cii, nechdvame na ¢itatela. VSimnime si staré zname tetivové
Stvoruholniky AKSM a SMCN. (Citatelovi vrelo odporticame kreslit si vlastny obrazok.) Nech
|9 AKM| = «. VSimnime si, Ze kruznice opisané spomenutym Stvoruholnikom st zhodné. (Ro-
zmyslite si.) Priamo z poznatku, ze AK M a C'NM st obvodové uhly nad tetivami rovnakej dlzky
zhodnych kruznic, ziskavame hladané.

Komentéar: Pri rieseni geometrickych tloh je velmi dolezité dbat na to, aby sme ju vyriesili vSe-
obecne. Toto tspesne nespravil vobec nikto, najblizsie bol Mato Adamcik. Najvicsia chyba je to,
ze si nakreslite iba jeden obrazok a z toho potom tlohu riesite. Vobec sa nezamyslate nad tym, ¢i
by situdcia mohla vyzerat aj inak. No koho to mohlo napadntf, Ze bod S moze lezat aj inde ako
vnutri trojuholnika? Asi kazdého, kto si nakreslil aspon tri rozne obrazky. A to, ze ak je bod S
mimo trojuholnika, tak situacia vyzera trochu inak, sa stava casto.

Tiez je nevhodné pouzivat pre dve opa¢né implikacie jeden obrazok. Pravdupovediac je to hrozné.
Totiz tazko sa predstavuje, Ze treba dokazat to, ¢o uz je nakreslené. Pletie to a vedie k tzv. dokazu
kruhom.

Uloha &.9: Stred tetivy t kruznice k md vzdialenost h od stredu kruznice k. Do kaZdého kruhového
odseku urceného tetivou t je vpisany Stvorec, ktorého dva susedné vrcholy leZia na kruznici k a
2vysné dva vrcholy leZia na tetive t. Zistite velkost rozdielu strdn tychto stvorcov.

Riesenie: (opravovali Buggo a Peto G.)
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Nakreslite si obrazok, ktory vystihuje situaciu opi-

sanu v zadani. Po krétkej iivahe ndm moze byt D
jasné (zamyslite sa nad tym preco), Ze existuje

len jeden spOsob umiestnenia vpisanych stvorcov

— oznacime si ich ABCD a KLMN. Zo zada-

nia vyplyva, Ze Stvorce sa daju zostrojit a preto

sa budeme zaoberaf iba tymto pripadom. Stvorce a a
st teda jednoznacne urcené velkostami r a h. Je
zrejmé, Ze oba Stvorce s osovo stumerné podla
priemeru kruznice k£ kolmého na nasu tetivu. Kedze h
chceme vypocitat rozdiel a — b v zavislosti od K L
dlzky h a polomeru r kruznice k, potrebujeme A B
ziskat nejaké vztahy medzi tymito veli¢inami. Po r
chvilke hrania sa s obrazkom si mézeme vSimnut b
pravouhlé trojuholniky DPS a QNS (pozri ob-

razok 9.1). Body P, ) sme konstruovali ako piity

prislusnych kolmic. Preto pre tieto trojuholniky N M
plati Pytagorova veta.

e
Q

[SliS)

ADPS: r* = (a—h)2+<

2
AQNS: 1 = (b—l—h)2+(§)

Ked ddme pravé strany do rovnosti, dostavame

(a—h)? + <§>2 = (b+h)?+ <g)2

2 2
a2—2ah+h2+aZ - b2+2bh+h2+bZ
2@ 1) = 2h(a+)

a—b = §h
5

Komentar: Uloha sa dala riesit viacerymi spdsobmi, tento bol vSak jeden z najjednoduchsich.
Pripady, ked sa $tvorce nedali zostrojitf, nebolo potrebné rozoberat, nakolko zadanie predpokladalo,
7e sa zostrojit daju.

Uloha &.10: V rovnoramennom trojuholniku ABC (|AB| = |BC|) strednd priecka rovnobeznd so
stranou BC' pretne vpisani kruznicu trojuholnika ABC' v bode F', ktory nelezi na zdkladni AC'.
Dokazte, Ze dotycnica ku vpisanej kruznici v bode F' pretne os uhla AC'B na strane AB.

Riesenie: (opravoval Cermo)
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Zjavne existuje viacero roznych spésobov, ako dané tvrdenie
dokéazat.

V nasom pripade si tilohu pretransformujeme na zistovanie, ¢i
je usecka F'X dotycnicou ku kruznici k vpisanej trojuholniku
ABC'. Vsimnime si na obrazku trojuholnik SGX a trojuhol-
nik SF X, tie maja spolo¢nu jednu stranu SX a pretoze SG
aj SF su polomery kruznice k, plati |SG| = |SF|. Pritom o
strane GX vieme, ze je dotyc¢nicou ku k. Ak sa nam podari
dokazat podobnost (teda aj zhodnost) tychto trojuholnikov,
bude platit: |[J SFX| = |9 SGX| = 90°, teda ze |SF| je sku-
to¢ne dotyc¢nicou ku k. Pozrime sa na velkosti uhlov GSX a
FSX, ktoré si vieme pomerne jednoducho vyjadrit. Pre jed-
noduchost si ozna¢me a = |[J SABy|.

Pretoze ByCy je strednou prieckou v trojuholniku ABC, je
|9 AByCy| = 2a. V rovnoramennom trojuholniku ABC' je os
uhla na zdkladiiu AC' totozné s vyskou, teda |gSByCy| =
90° — 2a. 'V trojuholniku F'SBy st obe ramena polomermi
kruznice k, takze |4 F'ByS| = |q BoF'S|. Uhol FPS je susedny
A C Xk uhlu ByPS a ten je vrcholovy k uhlu SC'B. Velkost uhla
SCB je «, lebo C'S je osou uhla AC'B a ten ma velkost 2a. Preto | F'PS| = 180° — «. Konec¢ne
|9 FSX|=180°— |9 PFS| — |9 FPS| =180° — (90° — 2« + 180° — o) = 3ax — 90°.

Zjavne trojuholniky AGS, AByS a C'ByS st zhodné (plati pre rovnoramenny trojuholnik), takze
[AGSA| = |9 BoSA| = |9 BySC| = 90° — a. Nésledne | GSX| je doplnkom tychto troch do
priameho uhla, preto |4 GSX| = 180° — 3(90° — o) = 3ax — 90°.

Plati, 7ze |[9GSX| = |94 FSX|, teda X je skutofne priese¢nikom vsetkych troch spominanych
useciek. No a teraz by sme si uz mohli vydychnut a hodif rieSenie do obéalky, ale v skuto¢nosti
musime byt ostraziti. Situdcia nemusi vzdy vyzerat ako na obrazku! Pri o < 30° je poradie bodov
Co a X na strane AB opacné. Skuste si premysliet, ¢i aj v tomto pripade mdzeme pouzit tGplne
analogicky postup. Vo vSeobecnosti to nemusi platit, preto je nutné sa o tom zmienit.

Uloha &.11: V rovine je dany konverny pituholnik ABCDE, pre ktory plati |AB| = |BC|,
|CD| = |DE|, |9ABC| = 150°, |[9CDE| = 30° a |BD| = 2 km. Zistite obsah pituholnika
ABCDE.
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RieSenie: (opravovala Katka)

Ozna¢me |AB| = z, |CD| = vy, |AC| = u, |[EC| = v

a v = |qJACE|. Obsah p#tuholnika vypocitame ako su-

¢et obsahov trojuholnikov ABC, ACE a ECD (to plati

vdaka konvexnosti nésho pituholnika). Kedze oba

trojuholniky ABC' aj ECD st rovnoramenné, mame

|4 BCD| = 90° + v. V trojuholnikoch ABC, ECD a BCD
pouzitim kosinusovej vety (vdaka tomu, ze |4 BCD| <

180°) dostaneme:

u? = 22%(1 — cos150°) = 2%(2 + V/3)

v? = 221 — cos30°) = 4*(2 — V/3)
4km?* = 2%+ y* — 2wy cos(90° + ) = 2% + y* + 2wy siny
7 tretej rovnice si vyjadrime sin-~y a tieto tri vztahy vy-

uzijeme pri pocitani obsahu péatuholnika ABC DFE nasle-
dovne:

S = Spaapc+ Saace + Saecp

1 2 : o 1 2 : o 1 :
= 5:10 sin 150 —|—§y sin 30 —|—§uvsm7

22 eV - VB -2t )
N Z+Z+ 4xy

2 yz (4—$2—y2)
B
= 1km?

Pozndmka: Uloha sa dala riesif viacerymi spésobmi, k

peknym rieSeniam patrilo aj preklapanie casti piafuhol-

nika, ¢im ste dostali rovnoramenny trojuholnik, pravouhly
lichobeznik alebo deltoid, ktorého obsah sa dal spocitat priamodiaro.

Uloha ¢&. 12: Dokdzte, e pre kazdé prvocislo p > 3 plati

2 —
(i)
p—1

3

RieSenie: (opravoval Mazo)
(podla Jara Knebla a Tomdsa Viriu)
Zrejme

(219—1) o @t @p-DEp-2)- (D)~ (p—1)!
p—1 pl(p—1)! (p—1)! '

Kedze ¢isla p® a (p — 1)! st nestdelitelné, staci ukazat, ze
P|2p—1)-(p+1)—(p— 1.

Ukéazat delitelnost ¢islom p? nie je jednoduché, napriklad nevieme rozumne vyuzit, Ze vieme zvysok
no deleni n lebo o 7vviku po deleni &<lom 12 to vela nehovor! T.endie bv ga nkazovalo Ye &osi
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je delitelné p. Skisme teda najprv vyriesit Tahsi problém. Preskiimajme zvysok ¢isla V' = (2p —
1)---(p+1) po deleni niz§imi mocninami p (nez budete ¢itat dalej, skiste si to sami). Zrejme

V=02p-1)-(p+t1)=@p@+p-1p+p-2)--p+1)=pE-1)FE-2)---1=(p—1)! (modp).

Co s p*? V predoslom pripade sme vyuzili, Ze sa vieme zbavit jedného p zo zatvoriek. Ale p? uz
takto priamo neobabreme. Skiisme si preto v zatvorkach nejaké p? vytvorit.

V= 2p-1)2p—2)---(p+2)(p+1)
= -0+ (-5 ) (p 25

_1 _12
:Wﬂ?—1>(2p2+2p—4)<2p2+3p—6>"'<2p2+p'p ‘(p )>

p—1 p+1

= 11 20-2) (25 ) = (o 1) Gmods?

Sikovné manipulécie a vhodné roznasobovania teda pomahajt. Navyse si mozeme vSimnuf, Ze
vyraz V mé podobnu $truktiru a rovnako vela ¢lenov ako (p — 1)!. Ak vyraz T'=V — (p — 1)!
uplne poroznasobujeme a upravime, skoro vSetky ¢leny buda obsahovat p s exponentom aspon 3,
preto nas nebudt zaujimat, podstatny je ten zvySok. Ozna¢me

R SR =L SR 1}

1<i<j<p—1 J i=1

T = (p+p—1)(p+p—2) P2+ --(-1))p-((-2)-(-2)(p—-1) =

( 1 +52p —i—Slp—i— ( 1)') —
(' + —1)P2 8% + (=1)P2Sip+ (=1)P H(p— 1))
= 251p (modp )

Z predpokladu p > 3 vyplyva, Ze p je neparne a spomenuté ¢leny existuji. Staci ndm ukazat, ze
p?|2S;, Gispesne sme znizili exponent p o 1. Co dalej? PomoZe ndm trik podobny ako v rieseni pre
p?, poparujeme ¢leny prvy s poslednym, druhy s predposlednym a tak dalej:

p—1 1

251:i(p;1)!:2i<(p;1)!+( >_2Z —1)! pp Efp

Uvézte si, ze kazdy ¢len sumy je celé ¢islo. Sta¢i nam teda ukézat, ze posledna suma je delitelna
¢islom p Aké zvysky mozu nadobudat ¢leny sumy? Bolo by dobré sa zbavit tych ¢isel v menovateli.
Nech - p 1.)) = a; (modp). KedZze 1 < i < p — 1, st i a p nestudelitelné. Preto tato kongruencia
je ekv1valentna s (p—1)! =i(p — 1)a; (modp). Wilsonova veta hovori, Ze pre prvoéislo p plati

(p—1)! = —1 (mod p), takze po drobnej tiprave dostaneme i2a; = 1 (mod p) (*).

Toto je linedrna kongruencia, skiisme si nieco o takychto kongruenciach zistit. Kongruencia ax = 1
(mod p) mé pre pevné a € {1,2,...,p — 1} prave jedno rieSenie, lebo ¢isla a,2a,3a,...,(p — 1)a
davaju rézne zvysky po deleni p (ak by davali nejaké dve z nich rovnaky zvySok, tak ich rozdiel
je delitelny p a z toho uz dostaneme spor). Tychto ¢isel je p — 1 a kazdy zvysok z {1,2,...,p—1}
nadobudne prave jedno z nich.
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Preto existuje pre pevné i prave jedno také b; € {1,...,p—1}, Ze ib; = 1 (mod p). Takisto existuje
prave jedno a; také, ze i*a; = 1 (modp). Toto a; musi byt rovné b?, lebo i*b? = (ib;)* = 1% =

1 (mod p) a teda b; je rieSenim (%). Prei = 1,2,..., p—1 nadobtda b; kazdt z hodnot 1,2,...,p—1

prave raz, teda a; = b? nadobtida hodnoty 12,22, ..., (p — 1)?, opit kazdu préave raz. Preto
-1 -1 -1
U_pz(p—l)!_p 2 (=Dp@p-1)
= =) =) ‘= _
i=1 ip—1i) i=1 i=1 6

Kedze p # 3, je U delitelné ¢islom p a to sme chceli.

Uloha &.13: Nech x # y si redlne ¢isla také, Ze pre Styri po sebe idiice prirodzené ¢isla n je vijraz
" — yn

r—Yy
RieSenie: (opravoval Pefo N.)

celé cislo. Ukazte, Ze potom je tento vyraz celé cislo pre vsetky prirodzené cisla n.

(¢iastoc¢ne podla Tomdsa Vdriu)
Nech vyraz zo zadania je celé ¢islo pre n = m,m + 1,m + 2, m + 3, kde m je nejaké prirodzené
¢islo. Pre lepSiu manipulaciu si jednotlivé vyrazy oznacme

Ao rm — ym | B_ xm—f—l _ ym+1 | o xm+2 _ ym+2 | D— xm+3 _ ym+3
rT—Y rT—Yy =Y rT—Y
Skuisajme sa s celymi ¢islami A, B, C, D hrat. Kombinujme ich, ¢i ndm nevyjde nejaky vhodny
vyraz. Pritom v menovateli kazdého vyrazu je v exponentoch iné ¢islo. Aby sme mali Sancu
pri odéitani nejaké ¢leny zrusit (chceme ¢o najjednoduchsi vysledok), musia byt v odéitovanych
virazoch exponenty rovnaké. To dosiahneme napriklad pri odéitani AC' od B2 Skutoc¢ne, po
uprave dostaneme

B?* — AC = (ay)™

Kedze A, B, C' su celé ¢isla, je celé aj (zy)™. Podobne dostaneme

C? — BD = (ay)™!, BC — AD = (x +y)(zy)™,

takze aj vyrazy (zy)™™ a (x + y)(xy)™ st celé ¢isla. Oznacme zy = p. KedZe p™ ! aj p™ st celé
¢isla, nutne ich podiel p je raciondlne ¢islo. Pomerne jednoducho mozno odvodit tvrdenie, Ze ak je
nejaka mocnina racionalneho d¢isla celym ¢islom, potom je toto racionalne cislo tiez celé — skiiste
si to (sta¢l nam na to vediet, Ze ak st dve ¢isla nesudelitelné, tak st nestudelitelné aj ich mocniny).
Na zaklade toho je p celé cislo.

Oznac¢me eSte  + y = ¢. Pri tomto oznaceni sa d& vSimnut, ze C = ¢B — pA a D = qC — pB.
Plati to aj v8eobecnejsie. Ak ozna¢ime V,, = (2™ — y")/(z — y), tak

Vn+2 = an-‘rl - an . (1)

Naviac V; =1 a V5 = ¢. Na celo¢iselnost vSetkych V,, (to chceme dokazaf) teda sta¢i celo¢iselnost
¢isel p a q (stadi pouzit indukciu a (1)). Zatial mame iba celo¢iselnost p. Cislo ¢ je podielom celych
cisel (z + y)(zy)™ a (zy)™, je teda raciondlne. Potrebujeme uz iba dokazaft, Ze je celé. Pomoze
nam vyjadrenie (1). Pouzijic ho pre malé n mame

Vi=q-q—p-1=¢"—p,

Vi=q(@®—p)—p-q=¢"—2pq,
Vs = q(q® — 2pq) — p(¢® — p) = ¢* — 3pg® + p*,
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Lahko si mozno v§imnut a indukciou dokézat, ze kazdé V,, sa da vyjadrit ako polyném v premenne;j
q s celoCiselnymi koeficientami (p je celé ¢islo), pricom najvyssia mocnina ¢ ma koeficient 1.
Z vyjadrenia V;, = A tak mame rovnicu

qm71+(___)qm*2_|_...—|-(...)—AIO, (2)

(v zatvorkach si nejaké celé ¢isla) ktorej raciondlnym koretiom je ¢. Podla zndmeho kritéria, ak
koren polynomickej rovnice je racionalne ¢islo a/b (a, b st nestdelitelné), potom a deli absolatny
¢len a b deli koeficient pri najvyssej mocnine, ktory je v nasom pripade 1. Kazdy racionalny koren
(2) je teda nutne celé ¢islo, preto aj ¢ je celé ¢islo, ¢o sme cheeli dokazat.

Poznamka: V rieSeni sme potichu zanedbali moznost zy = 0 (delili sme vyrazom zy). Jej osobitné
preSetrenie vam vSak nebude robit tazkosti.

Uloha ¢&. 14: St dané kladné redlne ¢isla z, y, z, a, b, ¢, také Ze x +y+2=1a0<a <b < c.
Ukazte, Ze )
(azx + by + c2) (E—i-y%—E) < M.

a b ¢ 4ac
RieSenie: (opravoval Tomés)
Najprv by sme si mali nerovnost trochu ostrielat. Napriklad zistit, kedy nastava rovnost. Obyc¢ajna
fintu @ = b = ¢ nam zakazuje priamo zadanie, ani x = y = z = 1/3 nevedie k cielu. VSimnime si,
ze prava strana nezavisi od b (a vébec nie od z, y, z !). To ndm nasepkava k tomu, Ze vitaznym
tahom by mohlo byt y = 0. Skuto¢ne. Rovnost nastava iba v pripade z = z = 1/2 pre Tubovolné
a, b, c. Prizrime sa teraz na riesenie.

Oznacme si zatvorky na lavej strane dokazovanej nerovnosti takto

x
A=ax+by+cz, B:—+y+z-
a b ¢
Zadanie hovori, Ze mame dokazat AB < (a+c)?/(4ac). Pohrajme sa s vyrazom A+ acB. Doplnime

si to na zaciatku AG nerovnostou a upravujeme

TGS = o st ) (oot (045 -
= @+-p+y(b+ ) =@+ +y(b+F-a-c) =
_ (a+c)+y<bz—l—ac;ab—bc):(a+c)+y((b—a)b(b—c))S
< (ato).

Posledna nerovnost (x) plati, pretoze zo zadania (0 < a < b < c¢) viemeb—a >0>b—¢, 0 <y,

0 < b, takze
b—a)(b—
Y (—( a)b( C)) <0.

Ak sa teraz pozrieme na zaciatok a koniec nasich tuprav, po umocneni a jednoduchej tprave
dostaneme, po ¢om nam srdce pistalo.

Komentéar: Ostava mi len podotknit, ze Vita Kala si zasltzil 8 bodov za to, Ze ukazal velmi pekné
zovsSeobecnenie:

Pre z1,20,...,2,, n>2, 21+ 20+ - +x,=1a0<a <ay <--<a, plati
T z Tn a1 + an)?
<a1$1+a2x2+...+anl’n)(_1+_2+...+_>gg

ay  a an 4aia,



