Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 2. série zimnej Casti

Uloha &.1: Do krusnice s polomerom 1 vpiseme obdlZnik so Sirkou b a vyskou h a rovnoramenny trojuholnik
so zdkladriou dizky b, ktord je sicasne stranou obdlznika. Pre aké hodnoty h maji obdlznik a trojuholnik rovnaksy
obsah?

RieSenie: (opravovala Janka)

Bolo si treba uvedomit, ze mozu nastat dve situacie. K obdlzniku vpisanému do kruznice vieme

totiz podla podmienok v zadani nakreslif rovnoramenny trojuholnik dvoma spdsobmi (pozri - >
obrézok). S~ L7
1. Trojuholnik méa s obvodom obdlZnika okrem zékladne spolo¢né dva body, . 2757 N

2. trojuholnik nem okrem zakladne s obdlZnikom spoloény bod.

Oznac¢me si (ako na obrazku) vysku v trojuholniku v a vzdialenost stredu kruZnice
od zakladne trojuholnika d. KedZe je obdlznik do kruznice vpisany, stred kruznice je
priese¢nikom jeho uhlopriecok, a teda h = 2d. Aby sa obsahy trojuholnika a obdlznika 1F
rovnali, musi platit b-v/2 = b - h. Vyuzitim oboch rovnic dostdvame v = 2h = 4d.
KedZe trojuholnik je rovnoramenny, vieme v oboch pripadoch polomer kruznice (ktory
je 1) pekne vyjadrit pomocou d a v.

1. V prvom pripade 1 =v — d =4d — d = 3d, z ¢oho mdme h =2d =2-1/3 = 2/3,
2. v druhom podobne 1 =v+d=4d+ d = 5d, ¢ize h=2d =2-1/5=2/5.

Overenim zistime, Ze vypoc¢itané hodnoty naozaj vyhovuja zadaniu, a teda hladané hodnoty h st 2/3 a 2/5.

Uloha é&. 2: Zostrojte lichobeinik ABCD, ak pozndte dizky jeho uhlopriecok, dizku priecky spdjajicej stredy nerov-
nobeznych protilahlych strdn a jeden z uhlov pri zdkladni.

D c C

Riesenie: (opravovali Peto G. a Lucy) q
Ked sa pozrieme na priklad, zistime, Ze zo zadanych tda-

jov nevieme ani lichobeznik, ani Ziaden trojuholnik priamo
skonstruovat. Problémom je teda, kde zacaf. Istym vodit- f
kom by ndm mohlo byt, Ze v tilohe je zadana dlzka strednej
priecky lichobeznika s, pri¢om vieme, 7e plati s = (a+c)/2 P a a B ¢ X
(premyslite si, pre¢o). To znamena, Ze dizku a + ¢ vieme

zostrojif ako 2s. Ak si do nasho nacértu (pozri obrazok) k zékladni a priddme dizku zékladne ¢, dostaneme bod
X. Skiisme sa teraz pozriet na Stvoruholnik BXCD, ktorj nam takto vznikol. Usecky BX a CD st rovnako
dlhé a lezia na rovnobeznych priamkach, preto musi byt Stvoruholnik BX C D rovnobeznikom. To ale znamené, ze
|XC| = |BD| = f, teda trojuholnik AXC uz dokdzeme zostrojit (vieme, Ze jeho strany su dlhé 2s, f a e, kde e
a f st zadané dizky uhlopriecok). Teraz staci najst body D a B, ¢o uz nie je problém. Ak bodom C povedieme
rovnobezku s priamkou AX (oznafme si ju ¢) a v bode A zotrojime rameno zadaného uhla «, potom priese¢nik
tohto ramena s priamkou ¢ bude prave bod D. No a bod B dostaneme ako priese¢nik priamky AX s priamkou
rovnobeznou s priamkou CX vedenou bodom D. Tym sme zostrojili hladany lichobeznik.

Z popisanej konstrukcie dobre vidiet, Ze takto zostrojeny lichobeznik spliia vietky podmienky zadania. Nezabud-
nime nakoniec na diskusiu o poéte rieSeni. Viac ako jedno rieSenie uréite nedostaneme (vyplyva to z rozboru
a konstrukcie), ale moze sa staf, ze pre niektoré hodnoty zadanych dizok a uhla nedostaneme Ziadne riesenie. V pr-
vom rade, rieSenie neexistuje, ak sa nAm nepodari zostrojif trojuholnik so stranami dizok 2s, f a e (t.j. ak 2s, f a e
nespliiaji trojuholnikové nerovnosti). Dalej sa méze stat, ze bod B padne pri konstrukcii mimo vnttra tsecky AX,
v takom pripade riesenie tiez neexistuje (skuste uréit podmienky pre s, f, e a «, kedy také niefo nastane, nie je to
vobec jednoduché!). No a nakoniec sa moze stat, Ze zostrojeny Stvoruholnik nebude lichobeznik, ale rovnobeznik
(rovnobezniky sa medzi lichobezniky zvicsa nezaraduji — aj v zadani bolo, Ze pozname dlzku priecky spéajajiicej
stredy nerovnobezngch protilahljch stran). V takom pripade tiez riesenie neexistuje.

Treba eSte pripomenit, Ze v zadani sice nebolo priamo napisané, Ze zadanym uhlom je uhol «, ale ak by sme dostali
zadany iny uhol, rieSenie by bolo podobné — premyslite si, ako by sa zmenilo.
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Uloha é&.3: Mdme dani kruznicu k, priamku p a ¢islo r. Ndjdite vsetky kruznice, ktoré sa dotykaji priamky p
a kruznice k a maju polomer velkosti r. Dotyk kruznic uvaZujte vnitorny aj vonkajsi. Prevedte diskusiu o pocte
riesent.

Riesenie: (opravovali Cermo a Janéi)

Najskor si rozmyslime, kde lezia stredy hladanych kruznic. Polomer kruznice k oznaéme R a vzdialenost priamky p
od stredu kruznice k£ oznacme u. Mnozinu vSetkych stredov kruznic s polomerom r, ktoré sa dotykaju priamky
p, tvoria dve rovnobezky vzdialené od p o r. Pre jednoduchsie vyjadrovanie ich ozna¢me pyi, & pu—r (Putr je ta
rovnobezka, ktora lezi v opacnej polrovine uréenej priamoku p ako stred kruZmice k, p,—, je t4 druhd). Podobne
mnozinu vSetkych stredov kruznic s polomerom 7, ktoré sa dotykaja kruznice k, tvoria dve s nou stuistredné kruznice
polomerov R+ r a |R — r|, ozna¢me ich kry, a kjr_,|. Pretoze sa hladané kruznice dotykaji zaroven p aj k, ich
stredy budu lezat na prieniku tychto dvoch mnozin.

KedZe princip hladania kruznic je rovnaky pre vSetky usporiadania, dopodrobna odvodime iba jeden pripad (R < u)
a pre ostatné uvedieme len pocty moznych rieSeni (t.j. pocty roznych kruznic pre dané r). Majme pevne dant
kruZnicu k a priamku p, ktora je jej nese¢nicou. Pozrime sa najskor, aké prieseéniky sa tu mozu vyskytovat. Zjavne
priamka p, ., sa nikdy nepretne ani s jednou z kruznic kg1, a kjg_,|. Kruznice teda moze pretat len priamka p, .,
pricom do tvahy prichddza pocet priese¢nikov 0 az 4. Ak r + (R+ 1) < u, t.j. r < (u — R)/2, tak ich este ani raz
priblizovat ku stredu kruznice k a potom vzdalovat a polomer kruznice kg, bude stdle rast, takZze pre vSetky r
spliiajiice (v — R)/2 < r bude mat priamka p,_, s kruznicou kg, prave dva prieseéniky. Ostédva nam este vysetrit
prienik p,_, s k|g—,|. Dotyk nastane, ak bude splnena podmienka 7+ |R —r| = u, ¢o v pripade R < u plati len pre
mozno najst v tabulke (&isla udavaji pocet roznych riesent).

Teraz uZ sta¢i rozobrat vSetky ostatné usporiadania p a k vzhladom na rézne r. Pre lepsiu ndzornost odporiuc¢ame
kreslit si obrazky (ndm sa nezmestili).

1. u=0
* 0<r<R/2 8
* r=R/2 6
* r>R/2 4

2.0<u<R
O<r<(R—u)/2
r=(R—u)/2
(R—u)/2<r<(R+u)/2
r=(R+u)/2

> (R+wu)/2

L S S S o
IS B I e )

3. u=R
* 0<r 4 (tu sa musime dohodnit, ze zhodné kruznice tiez pokladdme za dotykajice sa,
inak by pre r = R boli iba 3 rieSenia)

4. R<u

0<r<(u—R)/2
r=(u—R)/2
(u—R)/2<r<(R+u)/2
r=(R+u)/2
r>(R+u)/2

o S S S o
=W N = O

Uloha &. 4: Mdme pravouhli suradnicovi sustavu (kartezidnsku). Body A, B, C, D maji porade siradnice [0, 0],
[4, 3], [3, 1], [4, 0]. Dokdzte, Ze velkost uhla BAC' je rovnd velkosti uhla CAD.

Riesenie: (opravovali Buggo a Tina)

Co urobime ako prvé? Nakreslime si obrazok a doii vietky informécie zo zadania.
V tlohach ako tato sa Casto oplati obrazok si ¢imsi vylepsit (napriklad dokreslit B
nejaké nové body, tsecky) a néajst tam &osi, o by ndm pri dokazovani pomohlo
(napriklad zhodné trojuholniky). Iste tusite, ¢o bude nasledovat ;-). Zostrojme
si novy bod E so stradnicami [5,0] (ako na obrazku). Bod E lezi na ramene AD C
uhla CAD, takze urcite plati rovnost |JCAD| = |<CAE]|. Preto staci, ked uka-
zeme, 7e |[{BAC| = |4CAE)|. Pozrime sa teraz na zubky trojuholnikom BAC
a EAC. A Dy E

e Zjavne |AE| = 5; pravouhly trojuholnik ADB mé odvesny dizok 3 a 4, preto prepone AB neostava ni¢ iné
ako byt dlhou 5 jednotiek.
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e Usecka BC je rovnako dlhé ako C'E, obe st uhloprieckami obdlznikov so stranami 2 a 1.
e Stranu AC maju trojuholniky spoloént.

V tomto momente vidime, Ze trojuholniky BAC a EAC st zhodné (podla vety sss) a teda velkosti zodpovedajtcich
si uhlov st rovnaké. Preto |SBAC| = |[JCAE| = |<CAD|, ¢o sme chceli ukazat.

Iné riesenie:

Pozrime sa na priklad trosku inak. Do obrazka si zakreslime vSetky zadané body, pospajajme ich vSetky navzajom
¢larami, chvilku sa na ne divajme a rozmyslajme. Vidite nie¢o zaujimavé? Je tam pravouhly trojuholnik BAD
a v jeho vnitri nejaké tri tsecky, vSetky konciace v bode C vnutri trojuholnika a zacinajice v jeho vrcholoch.
Chceme dokézat zhodnost uhlov BAC a CAD, to by mohlo nejak stvisiet s tise¢kou AC, v8ak? Ak by boli zadané
uhly zhodné, AC by rozdelovala uhol BAD na dve rovnaké ¢asti, bola by jeho osou. To, Ze DC' je osou uhla ADB,
vidime z obréazka. Ak by sa nam podarilo ukazat to isté aj o BC, vyhrali by sme, pretoze ak sa ndm v jednom bode
pretna dve osi vnutornych uhlov v trojuholniku, ta tretia (v tomto pripade AC) si uz nemd z ¢oho vyberat. Ako
zistime, ze BC' je osou uhla ABD? Os uhla je mnozina bodov rovnako vzdialenych od ramien tohto uhla. Preto
staci dokazaft, ze vzdialenost bodu C od priamky AB je 1.

Kratko spomenieme este jeden, Casto sa vyskujtci sposob riesenia, vyuzitim niektorého z goniometrickych vzoréekov
a jeho tipravou. Castokrat nasledovalo vyvodenie zéveru, ze ak napriklad tg 4 BAC = tg JCAD, potom musi platit
rovnost |[SBAC| = |SCAD|, ¢éo by bolo tplne v poriadku, ak by potvora tg nebola periodickou. Na vyhnutie sa
akymkolvek problémom si sta¢i uvedomit (a spomenit), ze st oba uhly z prvého kvadrantu.

Komentar: Niektori z vas riesili ilohu takym spésobom, Ze vyratali pomocou funkcie arctg hodnotu uhlov BAD
a C'AD. Tieto hodnoty vam vsak prezradila kalkulacka a v pripade tejto funkcie neméme zaruku, Ze to, ¢o vravi
kalkulacka, je naozaj absoltne presné ¢islo. Ak by velkost aspoin jedného z tychto uhlov bola iracionélne ¢islo
(s nekonecne dlhym neperiodickym desatinnym zdpisom), potom by ndm kalkulacka urcite nedala presni odpoved.
Dalsi podobny spdsob riesenia tlohy bol taky, ktory vyuzival rysovanie. Presnejsie povedané, dokaz sa zakladal na
tom, Ze ste nieco narysovali (napr. stred vpisanej kruznice) a z toho, Ze sa na obrazku pretali nejaké priamky v tom
spravnom bode (pri vpisanej kruznici v bode ('), ste usudili, tvrdenie plati.

Oba tieto typy rieSenia maju jedni spolo¢n chybu. Je fiou nepresnost. Ani v jednom pripade nevieme totiz zarudit,
Ze nas postup je tplne presny a ze sme sa nedopustili nejakej malickej chybicky. Mozete si povedat, Ze malicka
chyba ndm urcite nemodze vadit a Ze tvrdenie vlastne viac-menej plati aj tak. Problémom ale je, ked uz chyba nie
je malicka, ale velka a obrovska (¢o ak by sme vSetko zvidsili 1000 krat?). Naviac zadanim dlohy bolo dokézaft, Ze
sa tie uhly rovnaju presne. Bez najmensej malilinkatej chyby. Takze rieSenie, ktoré ukéze (alebo dokéze?), ze sa
nase uhly rovnaju priblizne, nie je spravne, lebo nedokézalo plnt zhodu. Tak pozor na rozdiel medzi slovickami
priblizne a presne ;-).

Uloha &.5: V rovine lezi pit bodov O, A, B, C, D, pricom A, B, C, D st vrcholmi konvezného stvoruholnika.
Pre ich vzdialenosti plati |OA| < |OB| < |OC| < |OD|. Dokdzte, Ze pre obsah P stvoruholnika ACBD vZdy plati

1
P < 2(104] + |0D|)((0B| +0C]) .

Zistite, kedy mastdva rovnost.
Pozndmka: Stvoruholnik je konvexny prdve vtedy, ked kazdy jeho vnutorny uhol je mensi ako 180°.

RieSenie: (opravovali Dada a Palo)

Zavedme si oznaenie a = |AO|, b = |BO|, ¢ = |CO|, d = |DO|, e = |AB|,
f = |CD|. Dalej nech U je priese¢nik uhloprie¢ok AB, CD a v,, v}, st po rade
vysky v trojuholnikoch AC' D, BC'D na stranu C' D. Zrejme obsah P §tvoruhol-
nika ACBD mézeme vyjadrit ako sicet obsahov spominanych trojuholnikov.
Méme tak

fva  foe [ (va+wp)
470 . 1
2 + 2 2 (1)
Zrejme v, < |AU|, vy < |UB|, preto s vyuzitim (1) plati
p< f'(lAU\2+ UB|) _ f\;lBl _ \CD|2'|AB| ' @)

Z trojuholnikovych nerovnosti mame |AB| < |AO| + |OB| = a + b a tiez
|CD| < |CO| + |OD| = ¢ + d. Dalej preto dostdvame nerovnost

‘AB|'2|CD| < (“b);”d) _ %(ac—kad—kbc—i—bd) . 3)

Spojenim nerovnosti (2), (3) ziskame vztah

P=

P < —(ac+ ad+ bc+bd) , (4)

DN =
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ktory uz pripomina nerovnost, ktort sa snazime dokéazat. T4 ma v nasom oznaceni tvar

P<iatdbto :%(ab—i-ac—i—bd—i—cd). (5)

N

Teraz by nés potesilo, keby sme vedeli dokdzat, Ze prava strana nerovnosti (5) je vzdy vicsia ako prava strana
nerovnosti (4). Skusme ich teda od seba odéitat a upravovat. Dostavame

%(&b—kac—kbd—!—cd)—%(ac—kad—kbc—l—bd):%(ab—!—cd—ad—bc):
= Jleld—t) ~a(d ) = 2(c—a)(d—b) (6)

Zo zadania vieme, ze o < b < ¢ <d, preto (c—a) >0, (d—>b) >0 ateda (c—a)(d—>b) > 0. Ako vidime,
vyraz (6) je vzdy nezéporny, preto plati

(ab+ ac+bd + cd) . (7)

DN =

1
§(ac—|—ad+ be+ bd) <
Teraz uz vieme véetko potrebné. Stadi ndm spojit nerovnosti (4), (7) a méme
1 1
P§i(ab—i—ac—l—bd—&—cd)zi(cﬂ-d)(b—&-c), (8)

¢o je presne to, ¢o sme potrebovali. Vyborne. A to je vSetko? Nie, nie. ESte sme predsa boli zvedavi, kedy nastéva
rovnost. Ked si eSte raz pozorne prezrieme nas postup, zistime, Ze rovnost v (8) nastava prave vtedy, ked nastéva
rovnost vo vztahoch (2), (3) a (7), pretoze vysledna nerovnost

P§w%ﬂg%(ac+ad+bc+bd)§%(a+d)(b+c) 9)

vznikla ich spojenim. V prvom vztahu nastdva rovnost prave vtedy, ked st uhlopriecky na seba kolmé. Aby bola
rovnost v druhom vztahu, musi bod O leZat zaroveii na uhlopriecke AB i na uhlopriecke CD, ¢ize musi splyvat
s priese¢nikom uhlopriecok U. A nakoniec, posledné rovnost plati vtedy, ked (¢ — a) = 0 alebo (d — b) = 0, teda
ked a =b=c alebo b =c¢=d (tusme nendpadne vyuzili aj podmienku zo zadania a < b < ¢ < d). Preto
rovnost plati pre Stvorec alebo deltoid, v ktorom s tri spojnice U s vrcholmi stvoruholnika zhodné, pridom O lezi
v prieseéniku uhlopriecok U. A to je uz naozaj vsetko.

Komentar: Zadanie bolo mierne zékerné — §tvoruholnik bol oznaceny nestandardne ACBD (nie ABCD). Mnohi
ste sa nechali nachytat a riesili ste tak int1 tilohu. Nastastie aj toto alternativne tvrdenie bolo pravdivé a jeho dokaz
bol podobnej naroénosti ako dokaz povodného tvrdenia (skuste si to za domécu tlohu). Preto sme vam uznavali
aj takéto rieSenia, ale na vystrahu sme vam strhli jeden bod. Nabudtce si ¢itajte zadania pozorne ;-).

Uloha é&. 6: Mdme pravouhlij rovnoramenny trojuholnik ABC' s pravijm uhlom pri vrchole C. K nemu je priloZeny
pravouhly rovnoramenny trojuholnik CDE s pravym uhlom pri vrchole C tak, Ze polpriamka CD je totoznd s
polpriamkou CB. Oznacme P, Q, R, S porade stredy useciek AB, BD, DE a EA. Dokazte, Ze Stvoruholnik
PQRS je stvorec.

RieSenie: (opravovali Hanka a Mazo)

Najprv si ako v kazdej geometrickej tlohe nakreslime velky pre- 0
hladny obrazok. Poriadne sa naiti pozrieme a kedZe rieSenie na nas
len tak samé nezazmurka, precitame si poriadne zadanie a pome-
dzi riadky sa pokusime zistit, ako by to nase riesenie vlastne mohlo
vyzerat. V zadani sa spominaji stredy tseciek. Co by nis malo
pritom napadnit? Moznost{ je hned niekolko (taznice, stredné
priecky, stredova simernost, ... ) a aj ked vSetky asi k cielu nepo-
vedt, niekedy je uZitoéné sa nad nimi zamysliet. S taZnicami sa pri
dokazovani, Ze nejaky Stvoruholnik je Stvorec, asi daleko nedosta- 5
neme, takze skiisme radsej tie stredné priecky. Bod P je stred AB E S C A
a bod S je stred AE. Co teda vieme o tisecke PS? Je to predsa

stredné priecka v trojuholniku ABE (prezieravo si do obrazka dokreslime tisecku BE). Bod R je stred ED a Q je
stred BD, teda RQ je strednou prieckou trojuholnika BED. Ale z toho potom dostaneme |PS| = |EB|/2 = |RQ)|
a navySe RQ a PS st rovnobeiné s BE. Podobne RS je stredné priecka trojuholnika ADE a PQ je stredna priecka
trojuholnika ADB, teda |RS| = |AD|/2 = |PQ| a RS a PQ su rovnobezné s AD. Tymto sa nasa uloha zna¢ne
zjednodusila: staci ndm dokézaf, ze |AD| = |BE| a ze AD je kolmé na BE (zamyslite sa, preco). VSimnime si tro-
juholniky CAD a CBE. Plati |[SECB| = | DCA| = 90°, |CD| = |CE| (lebo trojuholnik EC'D je rovnoramenny
pravouhly) a |BC| = |AC| (lebo trojuholnik ABC' je tieZ rovnoramenny pravouhly). Teda podla vety sus, ktort
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vsetci dobre pozname, su trojuholniky CAD a CBE zhodné a navySe jeden z nich dostaneme oto¢enim druhého
0 90° proti smeru hodinovych ruéiciek (presvedcte sa sami). Uz len si mySlienky utriedit v hlave a dostaneme, Ze
|AD| = |BE| a navySe AD a BE s na seba kolmé. A to sme predsa chceli, no nie?

Pozndmka: Kolmost AD | BFE sa d4 dokazaf este jednym zaujimavym sposobom. Staéi si vSimnif, ze bod B je
prieseénikom vySok v trojuholniku ADE (preco?).

Iné riesSenie:

Celé situécia je uréend velkostou trojuholnikov ABC a CDE. Ozna¢me teda velkosti stran tychto trojuholnikov a
a b. Mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a < b (rozmyslite si; pripad a = b je trividlny). Podme zistit
¢osi o bodoch P, Q, R, S. Zrejme |ES| = |SA| = (a+b)/2, preto |SC| = |SA| — |CA| = (a+b)/2—a=(b—a)/2.
Podobne |BQ| = |DQ| = |DB|/2 = (|[DC| — |BC|)/2 = (b — a)/2. V pravouhlom trojuholniku ABC' je bod P
stredom prepony, teda je aj stredom Télesovej kruznice nad priemerom AB; tejto kruZnici patri bod C, takze
|PA| = |PB| = |PC|. Preto trojuholniky PCA a PBC su rovnoramenné a plati [PBC| = |[JPCA| = 45°,
z toho vyplyva, ze |SPBQ| = | PCS| = 135°. Zhrnutim poznatkov dostaneme, Ze trojuholniky PBQ a PCS st
zhodné podla vety sus, teda |PQ| = |PS| a PQ L PS (rozmyslite si, vyplyva to z toho, ze CP 1 AB). Analogicky
(cez trojuholniky RSC a RQD) sa ukaze, ze |RQ| = |RS| a RS L RQ. K dokonceniu dokazu staci dokazat, ze
stvoruholnik PQRS s takymito vlastnostami musi byt $tvorec, ¢o nechdvame vam ako Tahké cvicenie.

Komentar: Dalsi mozny pristup k riefeniu je zapodéitat si. Napriklad najprv dokazat pomocou kosinusovej vety pre
vhodné trojuholniky, Ze Stvoruholnik PQRS mé vsetky strany rovnakej dizky, teda je to kosostvorec, a potom
ukézaf, Ze ma uhlopriecky rovnakej dlzky (z Pytagorovej vety). Na dokaz kolmosti RS L SP pomoze i sinusové
veta. A pobavit sa mohli aj ti, ¢o oblubuju vektory ¢i stradnicové sistavy.

Naslo sa pér riesitelov, ktori si do zadania doplnili predpoklad o rovnosti strdn trojuholnikov ABC a CDE a riesili
velmi jednoduch tlohu. Jej spravne rieSenie sme ocenili 1 bodom.

Uloha &.7: Vnitri daného uhla s vrcholom V je dany bod P. Vedte bodom P priamku p tak, aby mal trojuholnik
AV B minimdlny obsah, pricom A, B su priesecniky priamky p s ramenami uhla.

RieSenie: (opravovali Misko a Mifo)

Najprv sa len tak hrajme. Majme nejakd priamku pg, ktord pretina
ramend uhlu v bodoch Ag, By. Nech |AgP| > |ByP| (pre opaény pri- Az X

pad je postup analogicky). Dalej majme nejakd inti priamku p;, ktord

prechddza bodom P a pretina ramena uhlu v bodoch A; a Bj, pri- P

¢om Bj je ,napravo“ od By. Opiit predpokladajme, ze |A; P| > |B1 P|.

Rozmyslite si, pre¢o taka priamka musi existovat. Porovnajme teraz, o

kolko sa zmenil obsah trojuholnika A; BV v porovnani s trojuholnikom 1y, B, B,
AgByV. Bodom A; vedme rovnobezku s ramenom V By. Tam, kde sa

pretne s priamkou p;, majme bod X (pozri obrézok). Trojuholnik A; X P je podobny s trojuholnikom ByB;P
podla vety wuu. Kedze |A1P| > |B1P|, tak Sa,xp > Sp,B,p- Zjavne plati Sa,p,v = Sa,B,v — SB,BoP + SAgA, P
a Saga,p = Sa,xp + Saga, x. Kedze vSak Sa,xp > Sp,B,p, tak Sa,B,v > Sa,B,v. (Rozmyslite si to.) Teda
vidime, Ze obsah trojuholnika sa zmensil, ked sme bod By posunuli do bodu Bj.

UvaZujme teraz, ako musia byt postavené body Ag, By, aby sa obsah trojuholnika AqBgV uZ nemohol zmensit.
Kym je |AgP| > |BoP|, vieme vzdy viest takt priamku p;, aby bol obsah nového trojuholnika A;B;V mensi
od obsahu trojuholnika AgByV. Ak by bolo |AgP| < |BoP|, sta¢i iba zmenif oznacenie bodov Ay, By a modZeme
postupovat rovnako. Cize ak je |AgP| > |BoP|, tak vieme najst trojuholnik A; B; P s mensim obsahom, podobne,
ak je |AgP| < |ByP|, vieme najst trojubolnik s mensim obsahom. Skusme teraz pripad, ked |4gP| = |ByP|. Ak
zopakujeme postup z prvej Casti rieSenia, lahko dokdZeme, Ze vtedy je obsah naozaj miniméalny. Urcite si to skiuste.
Konstrukcia: Rameno V By zobrazime v stredovej simernosti podla bodu P. Tam, kde sa jeho obraz pretne s ra-
menom V Ag, dostaneme bod A. Bod B potom dostaneme ako priesecénik priamok AP a V By.

Diskusia: Ulohu nemé zmysel riesit, ked je | AV B| > 180°. Ak je uhol mensi ako 180°, tak existuje prave jedno
rieSenie.

b
S

Uloha &.8: Na strane BC lichobeznika ABCD (BC || AD) je zostrojensj bod P tak, Ze |JAPM| = |SDPM|,
kde M je priesecnik uhlopriecok AC a BD. Dokdzte, Ze bod B je rovnako vzdialeny od priamky DP ako bod C od
priamky AP.

RieSenie: (opravoval Foto)

Pri rieSeni geometrickych tloh si musime v prvom rade nakreslit dobry obrazok. Nakreslime si nejaky vSeobecne
vyzerajuci lichobeznik a v nom body M a P tak, ako je to v zadani. Pri kresleni lichobeznika si dame pozor na to,
aby nevyzeral moc konkrétne (napriklad rovnoramenne), to by nas mohlo viest k mylnym tvaham. Aby bol tento
obrazok naozaj dobry, treba do neho este dokreslit par detailov, ktoré sa nam pri dokazovani tvrdenia mozu zist.
V prvom rade si nakreslime vzdialenosti, ktorych rovnost chceme dokéazat, ¢ize do obrazku dokreslime tsecky C'C'4
a BBp, kde Cy4 je pita kolmice z bodu C priamku AP a Bp je pita kolmice z bodu B na priamku DP. Dalej
si vS§imneme, Ze kazd4a z uhlopriecok lichobeznika nam ,vyraba“ nejaké striedavé uhly a do obrazka vyznacime, Ze



KMS 2004,/05 2. séria zimnej Casti 6

uhly DAC a ACB st rovnako velké, podobne aj uhly ADB a DBC'. Teraz je hned vidno, Ze trojuholniky DAM
a BCM st podobné. Priamka PM je podla zadania osou uhla APD a vzdialenost kazdého jej bodu od priamky
AP je rovnaké ako od priamky DP. Toto plati aj pre bod M. Dokreslime si do obrazku tsecky MM a M Mp,
kde body M4 a Mp st pity kolmic z bodu M na priamky AP a DP. Teraz uZ je obrazok dobry a moézeme sa
vrhnit na samotny dokaz.

Vsimnime si, Ze tsecky MM, a CC,4 sa podobaji ako vajce vajcu. Cim to asi moze byt spdsobené? Predsa
podobnostou trojuholnikov M AM 4 a CAC 4! Z tejto podobnosti okrem iného vieme, Ze

[MMa| _ |MA|

[CCal — |CA[”

Analogicky aj |MMp| _ |MD|
Dl _

|BBp| — |BD|"

Skasme teraz upravovat rovnost, ktortt uz pozname.

IMM4| = |MMp|
|M A |MD|
m‘wcﬂ = W‘|BBD|
| M A| |M D]
lcC = ———.|BB
wMLHMA|| Al waHMD|‘ il
1 1
eIV S|CCu| = BT -|BBp|
VA [MD|
1 1
5 1CCal = e BBl
[CB| CCa [BC|
[AD| +1 DA +1
|CC4| = |BBp|.

V predposlednom kroku sme vyuzili podobnost trojuholnikov DAM a BCM. Tym sme dokézali, ¢o bolo treba
dokézat. Kedze vSak ide o geometrickii tilohu, eSte sme neskondili! Na zdver treba napisat diskusiu! T4 bude
tentokrat sice strucnd, ale to nijako neuberd na jej dolezitosti. Bod P bude lezat vzdy vnutri strany BC' (zamyslite
sa preco nemdze byt totozny s bodom B alebo C), preto pre kazdy lichobeznik bude situicia na obrazku vyzerat
prudko podobne. A7 teraz sme skonéili.

Uloha é&.9: Je dany uhol s vrcholom O a kruinica k, ktord sa dotyka jeho strin v bodoch A a B. Polpriamka p
prechddza bodom A, je rovnobeind s OB a pretina kruznicu k v bode C. Usecka OC' pretina kruznicu k v bode E.
Priamky AE a OB sa pretinaji v bode L. Ukdzte, Ze plati |OL| = |LB].

Komentar: T4to tloha sa ukdzala ako mimoriadne pestra a podarilo sa vam ju vyriesit velmi vela rdéznymi spo-
sobmi. Niektori stavili na podobnost trojuholnikov, ini nadSenci pouzili mocnost bodu ku kruznici, sinusovi alebo
kosinusovil vetu a nasli sa aj odvazlivci, ktori tento priklad spocitali pomocou analytickej geometrie.

Riesenie: (opravovali Miki a Rasto)

My si ukadzeme jedno rieSenie vyuzivajice najméi
vetu o obvodovych, stredovych a tisekovych uhloch
a tiez sinusovi vetu. T4 hovori, Ze pomer stran a si-
nusov protilahlych uhlov v trojuholniku je rovnaky
(a/sina = b/sin 8 = ¢/sinv).

Najskor si prieseénik priamok OC a BA oznaéime F
a este nech [JOCA| = «. Vzdialenosti bodu O od
dotykovych bodov A a B st rovnaké, ozna¢me ich x.
Uhly BOC a OC A st striedavé, lebo OB||AC, preto
|XBOC| = |[OCA| = a. Usekovy uhol OAE pri-
slichajuci tetive AE mé rovnaka velkost ako ob-
vodovy uhol ACF prisltchajuci tej istej tetive AF,
preto [SJOAE| = |[SECA| = a. Uhly BCE a BAE
st obvodové nad tetivou BE, preto maji rovnaki
velkost. Nech |[<BCFE| = |{BAE| = 3.
Trojuholnik ABO je rovnoramenny, preto |[SOAB| = |SOBA|, a kedze |SOAB| = |SOAE| + |SEAB| = a+ (3,
tak aj [SOBA| = a+ (8. Uhly OBA a CAB su striedavé, preto tiez |[JCAF| = o + (.

a+0
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Trojuholnik ABC ma dva vnitorné uhly rovnakej velkosti, a preto je rovnoramenny. Dizku jeho ramien si ozna¢me
BA| = |BC| = y.
Zo sinusovej vety v trojuholniku OC'B plati
r Yy
sin3  sina

Upravime si to na tvar
rsina =ysing.

Obsah trojuholnika OAL je rovny 1| AL|z sin « a obsah trojuholnika BAL zasa 1| AL|ysin 3. Po dosadeni napriklad
za x sin o dostavame, Ze obsahy tychto trojuholnikov st rovnaké. A to je to, ¢o sme chceli, lebo tieto dva trojuholniky

maju spolo¢nt vysku (kolmica z bodu A na priamku OB) a teda musia maf rovnako dlhé aj zakladne, ¢o st usecky
OL a BL. Hotovo.

Uloha é&.10: Ukdzte, e v euklidovskej rovine neexistujii 4 body také, Ze vzdialenost medzi kazdymi dvoma bodmi
je nepdrne prirodzené cislo.

RieSenie: (opravovali Erika a Jozef)

(Podla Ondra Buddca.) Budeme dokazovat sporom. Nech teda mame v rovine
4 body a medzi nimi neparne celociselné vzdialenosti. Pozrime sa na to, ako to
bude vyzerat. Najprv si uvedomime, na ¢o vela z vas prislo, ze ziadne 3 z tychto
bodov nemézu lezat na jednej priamke. Ak by sa totiz také 3 nasli (nech sa volaja
X,Y,Z v tomto poradi na priamke), potom |XY| + |YZ| = |XZ|, teda stdet
dvoch neparnych ¢isel by bol neparne ¢islo, ¢o je spor. Takisto ziadne 2 body zo
Stvorice nesplyvaju (inak by bolo | XY| = 0, ¢o je parne ¢islo). Takze body tvoria
Stvoruholnik (nie nutne konvexny). Urite v tomto Stvoruholniku existuje vrchol,
pri ktorom ma uhol velkost mensiu nez 180°, ozna¢me ho A a ostatné vrcholy oznaéme klasicky B, C a D. Dalej
pooznacujme a = |AB|, b = |AC|, ¢ = |AD|, e = |BC|, f = |BD|, g = |CD|, |9CAD| = a a [ BAC| = (. A teraz
si skiisime napisat kosinusové vety pre trojuholniky ACD, ABC a ABD a vyjadrif si z nich kosinusy uhlov «, 8
a a + B. Po usilovnom pocitani zistime, ze

2 b2_ 2 2 b2_ 2 2 2 £2
cosa = ST =9 COSﬂ:aJrzibe’ cos(a+f) = L=
a

2be 2ac

Kosinus stuétu uhlov vieme prepisat podla stc¢tového vzorca ako
cos(a+ ) = cosacos —sinasin .

Tento si trosku upravime, aby sme v fiom nemali sinusy (lebo tie nepozndme ;-)). Osamostatnenim vyrazu so
sinusmi a umocnenim na druht dostaneme tvar

(1 — cos® a)(1 — cos? 3) = cos® acos® 3 — 2 cos acos Bcos (o + B) + cos? (a + f3) .

(Vyuzili sme znédmy vztah sin?z = 1 —cos? x.) V lom uz pozname vsetko, takze len s ismevom dosadime a ¢akame,
¢o vyjde. A vyjde (po prisludnej tprave) vztah

4202 — (P 4+ 02 — )% — (a2 + 12 — )2 = b2 (a? + % — £2)2 — (2 + b2 — ¢?)(a® + b2 — e2)(a® + 2 — f2).

No a teraz prichddza chvila, ked vyuzijeme, Ze éisla a, b, c, e, f, g su neparne prirodzené. Vo vzfahu, ktory sme
dostali, mame iba Stvorce tychto Cisel. No a my vieme, ze Stvorce neparnych ¢isel davaji po deleni Styrmi zvySok
1. Skasme to pouzit a zistit, aky zvySok dava prava a lava strana naSej rovnosti. Zistime, ze lava dava zvySok 2
a prava dava zvySok 0. No a to je hladany spor, takze sme hotovi ;-).

Uloha é&.11: V trojrozmernom priestore je dangjch n bodov A1, As, ..., A, tak, Ze kaZdé tri z nich tvoria trojuholnik
s jedngm uhlom vicsim ako 120°. Dokdzte, Ze je mozZné€ pospdjat vietky tieto body do lomenej &iary Ai,, Ay, -,
A;,, tak, aby kazdé dve susedné hrany lomenej ciary tvorili uhol vicési ako 120°.

RieSenie: (opravoval Poko)

(Podla Katariny Skrovinovej.) Na tivod si dokdZeme dve pomocné tvrdenia.

Turdenie 1 (,trojublovd® nerovnost). Nech A, B, C, D st 4 rozne body v trojrozmernom priestore. Potom plati

[FADB| + |4 BDC| = |[$ADCY, (1)

pricom uvazujeme konvexné uhly.

Dokaz: Oznaéme polpriamky DA, DB, DC postupne a, b, c. Ked lezia vSetky 4 body v jednej rovine, bud a,
b, ¢ patria do jednej polroviny, alebo nepatria. Oba tieto pripady si mozeme lahko nakreslit a tiez Tahko pre ne
zdovodnime nerovnost (1). Zaujimavejsia (a nie az tak zrejma) je situécia, ked A, B, C, D neleZia v jednej rovine. Ak
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uhol ADC nie je najvicsi spomedzi tych troch uhlov, potom (1) zrejme plati. Nech je najvicsi z nich. Na polpriamke
AC zvolme bod X tak, aby |[JCDX| = |¥CDB|. Dalej sme predpokladali, ze |¥ ADC| > [4CDB], preto bod X
bude zarovenn vnitornym bodom usecky AC. Na polpriamke DB zvolime bod Y tak, aby |DX| = |DY|. Vidime,
Ze trojuholniky Y DC a XDC st zhodné podla vety sus, preto aj |YC| = |XC|. Z trojuholnikovej nerovnosti
v trojuholniku AY C' dostaneme

|[AX|+ |XC| = |AC| < |AY |+ |Y C|.

Teda |AX| < |AY| a (kedZe trojuholniky ADX a ADY maji zhodné dve a dve strany) tiez [JADX| < |<ADY|.
K poslednej nerovnosti s uhlami staéi pripocitat |[FCDX| = |[4CDY | a mame dokdzany vztah (1).
Tvrdenie 2. Nech A, B, C, D su 4 rozne body v trojrozmernom priestore. Potom plati

|SADB| + | BDC| + | ADC| < 360°, (2)

pricom uvazujeme konvexné uhly.
Doékaz: Pripad, ked vSetky $tyri body leZia v jednej rovine, si premysli kazdy sdm. Nech A, B, C, D nelezia v jednej
rovine. Ozna¢me polpriamky DA, DB, DC opit a, b, c. Dalej ozna¢me p takd rovinu, ktort polpriamky a, b,
¢ pretinaju postupne v troch roéznych bodoch K, L, M a navySe kolmy priemet P bodu D do p lezi vo vnutri
trojuholnika K'LM. Taka rovina vzdy existuje (premyslite si, preco). Vsimnime si uhly KDL a KPL. KedZe
KD je prepona pravouhlého trojuholnika K DP, plati |KD| > |KP|. Podobne aj |LD| > |LP|. Trojuholniky
KDL a KPL majt spoloént stranu K L. Dalsie dve strany st v prvom z nich vzdy vicsie, ako im prislichajice
strany v druhom trojuholniku. Ked trojuholnik K DL otoc¢ime okolo tisetky KL do roviny p, dobre uvidime (a po
dokresleni vySok na stranu KL v trojuholnikoch KDL a KPL aj dokdzeme), ze | K PL| > |< K DL|. Obdobnym
postupom sa dopracujeme aj k nerovnostiam | LPM| > |[SLDM| a |SMPK| > |[SMDK|. Kedze P je vnitorny
bod trojuholnika K LM, plati |SKPL|+ | LPM|+ |[SMPK| = 360°. Spolu mame (2).
Podme teraz dokazat tvrdenie zo zadania. Mnohi z vés ho dokazovali matematickou indukciou. Nasledujtci postup
nam vsak d4 lepsiu predstavu o tom, ako si tie body v priestore rozmiestnené. Nebudeme sa zaoberat trividlnymi
pripadmi, ked n < 3. Ked n = 3, potom do lomenej ¢iary vyberieme ramend uhla viicésieho ako 120° v trojuholniku
A1A3A5. V dalsom budeme uvazovat n > 4.
Nech body A, ..., A, vyhovuja podmienke v zadani. V kazdom trojuholniku A;A; Ay, je jeden uhol vacsi ako 120°
body spomedzi Ay, ..., A,. V dalsSom odstavci ukdzeme, ze B; ani B, nemodzu byt vrcholmi uhla vicsieho ako 120°.
V kazdom trojuholniku B; B, K je najdlhsia strana By B,,, preto najvicsi uhol bude oproti nej, t.j. pri vrchole K.
Nech st teraz K, L dva body spomedzi A4,..., A, rozne od By a B,. Uz vieme, ze | B1 KB, | > 120° a takisto
|<B1LB,| > 120°. Preto |{ K B1B,| < 60° a |{LB1B,| < 60°. Z toho a z trojuhlovej nerovnosti pre body K, By, L
a By vyplyva

120° > |[<KB1B,| + |<Bn,B1L| > |[< KB L. (3)

Lenze potom musi nutne platit | K By L| < 60°. Rovnako by sme postupovali pre trojuholniky KLB,,.
Predpokladajme teraz, Ze existuji také dva body K, L spomedzi A, ..., A, rozne od By, pre ktoré |B1 K| = |B1 L|.
Potom je trojuholnik K LB; rovnoramenny so zakladiiou K L. Uhly pri zdkladni st rovnaké, teda nutne mensie
ako 120°. Naposledy sme vS8ak ukazali, ze aj | K B1L| < 120°, takze predpoklad |B; K| = |B;L| bol nespravny
BQ, Ceey Bn—l tak, ze

|Ble| < |BlBj| pre 1<i< 7 <n. (4)

Dokazme, ze pri takomto oznaceni bude pre 1 < j < i < n platit |B,B;| < |B,B,|. Predpokladajme, Ze to neplati.
Existuju preto 4, j také, ze |B1B;| < |B1B;| a stcasne |B,,B;| < |B,,Bj|, teda | B1B;B;| < | B1B;B,| a sutasne
|<B,B;B;| < |4B,B;B;|. Uhly B1B;B; a B, B;B; su tak nie najvéi¢sie uhly trojuholnikov B1B;B; a B, B;B;
a podla uz spominaného st oba mensie ako 60°. Podla trojuhlovej nerovnosti méme

|<lBlBjBn| < |§:BlB]Bz| + ‘ﬁBnB]BzI < 60° 4+ 60° = 120°.

To je spor.

Pre 2 < i < n — 1 nemdze byt bod B; prili§ vzdialeny od priamky By B,, (lebo | B;B;B,| > 120° — zamyslite,
ako vyzerd mmnozina vSetkych bodov X v priestore, pre ktoré plati |[¢B1;XB,| > 120°). Body Bi,...,B, sa
nachadzaju s nie velkym rozptylom od priamky B;B,, priblizne za sebou. Preto je prirodzené predpokladat, Ze
hladand vyhovujtica lomend ¢iara bude prave By, ..., B,. Na to musime dokézat, Ze vo vSetkych trojuholnikoch
B;B;11Bit2,1 <i<n—2 plati |§:BiBi+1Bi+2| > 120°.

Ak i = 1, potom zo (4) vieme, Ze |B1Bs| < |B1Bs|, a teda | B1B2Bs| > | B1B3B2|. Z (3) zasa vieme, Ze
| Bo By B3| < 120°, preto nutne | By BaBs| > 120°. Podobnu situiciu, ale z duhej strany, méme pre ¢ = n — 2.
Nech teraz 1 < i < n — 2. UvaZujme body By, B;, B;+1 a B;yo. Urcite plati | B1B;B;+1| > 120°. (V trojuhol-
niku B1B;B;11 je |B1B;i| < |B1Biy1|, ¢ize opat |AB1B;B;y1| > |<B1Bi11B;|. A dalej zasa raz z (3) vyplyva
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Podla tvrdenia 2 je stéet uhlov | By B; Biy1|+ |4 B1B; Bita| 4| Bi+1BiBita| < 360°. Velkosti prvych dvoch uhlov
uz odhadnit vieme, preto nutne | B;1B;B;t2| < 120°.

Uz sme skoro na konci s dokazom. Uvedomme si, ze vdaka tomu, Ze pripady ¢ = 1 a ¢ = n — 2 sme oSetrili zv1ast, si
teraz body B;, resp. B;io rozne od By, resp. B,. Preto mdZeme postup z predoslého odstavca pouzit aj na body
B, Bi, Bi+1 a B;y2 a dostaneme | B;1B;12B;| < 120°. A z toho je uZ zrejmé, Ze | B; B;11B;12| > 120°, ¢o sme
chceli dokdzat.

Uloha é&.12: Ndjdite vietky redlne riesenia (x1,...,x5) sustavy nerovnic
(] — w3w5) (25 — w3w5) < 0
(23 — z421) (23 — 471) < 0
(23 — z520) (2] — z522) < 0
(22 — zy23) (22 —z123) < 0
(3 — mowa) (2} — wawy) < 0

RieSenie: (opravoval Pista)

(Podla Feriho Simandika a Ondra Buddcéa.) Ako ste si uréite v8imli, nasa stistava nerovnic je cyklickd. Mo6zu nastat
dva pripady — aspon jedno z z; je nulové alebo vSetky x; st nenulové.

1. pripad: Predpokladajme, Ze asporti jedno z z; je nenulové. KedZe mame cyklickt stistavu, bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme predpokladat, ze x5 = 0. Potom z prvej nerovnice dostaneme 33 < 0, teda asponi jedno z 1, 72 je nulové.
Analogicky z tretej nerovnice x3z3 < 0, teda asponi jedno z x3, 4 je nulové. Teda modzu nastat Styri moznosti.

(i) Ak 1 = x3 = 0, tak z piatej nerovnice z32% < 0, teda asponi jedno z z2, ¥4 je nulové.
(i) Ak z7 = x4 = 0, tak z druhej nerovnice 2322 < 0, teda aspoii jedno z xo, x3 je nulové.
(iii) Ak xo = 23 = 0, tak z druhej nerovnice x3x3 < 0, teda aspon jedno z 1,24 je nulové.
(iv) Ak x5 = x4 = 0, tak zo Stvrtej nerovnice 7222 < 0, teda aspoi jedno z z1, r3 je nulové.

Vidime, ze v kazdom pripade dostaneme aspoii $tyri nuly, a to znamend, Ze najviac jedno x; je nenulové. Ked si
dosadime do ststavy tieto nuly, tak v kazdej nerovnici bude asponi jeden ¢initel nulovy, teda nerovnice budi splnené.
TakZe sme dostali riesenia typu [0,0, 0,0, ], [0,0,0,¢,0],[0,0,¢,0,0],[0,t,0,0,0], [¢,0,0,0,0], kde ¢t € R. Samozrejme,
pre t = 0 tieto riesenia splyvaju.

2. pripad: Predpokladajme, ze vSetky z; st nenulové. Po s¢itani nerovnic a mensej iiprave dostaneme

ZC%(.’L’g — x5)2 + .I'%(Ig — 304)2 + m%(wl — x4)2 + l‘%(l‘g — 9L‘5)2 + scg(xg — x5)2 +

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+a5(r1 — 24)° +23(w2 — x5)° + 24 (w1 — w3)° + 25(21 — 23)° + 25(x2 — 24)° < 0.
Zrejme sucet Stvorcov je nulovy prave vtedy, ked st vSetky Stvorce nulové. Kazdy s¢itanec je v tvare x%(xa — )2,
kde @ # j # k # i, a kedze x; # 0, musi platif x; = ;. To ale znamend, Ze x3 = x5, T3 = T4, T1 = T4, T2 = Ts
atd. Cize do tvahy prichddza iba riesenie typu z; = 25 = 23 = 24 = x5 # 0. Ak ho dosadime do ststavy nerovnic,
presvedcime sa o tom, ze vyhovuje.
Tym je tloha vyriesena.
Komentar: Michal Prusdk vo svojom rieseni pouzil metddu, ktord funguje aj pre n > 5, kde n je poCet neznamych,
resp. pocet nerovnic, ktoré su tvaru (a? — I’i+2$i+4)($?+1 — Tiyo%itq) < 0, pricom indexy berieme modulo n
ait=1,...,n.

Uloha é&.13: Ndjdite vietky prvocisla p, q, pre ktoré je zlomok

(57 - 2)(51 — 2)
Ppq

celym cislom.

RieSenie: (opravoval Tomas)

Najprv si urobme jedno cvidenie. Nech r je prvocislo. Uk4dzme, Ze 5" — 2" je delitelné prvocislom r prave vtedy, ked
r = 3. Vzorny $tudent by napisal: Ak r = 3, tak dosadime a mame, Ze skuto¢ne 5% — 23 = 117 = 32 - 13, a teda to
plati. Na druhej strane, ¢islo 5" — 2" nie je pre ziadne prirodzené ¢islo r delitelné dvoma ani piatimi. Také r to byt
nemdze. Ak je r prvocislo rozne od 2 a 5, tak (r,2) = (r,5) = 1, t.j. st nestdelitelné. Potom z malej Fermatovej

vety mame
1=2""1=5"1(mod r). (D)
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Naésledne, ak mé r delit 5" — 2", tak

A)

0=5 -2 =5.51-2.2 1 & 5.1 _2.1-3 (mod r),

z ¢oho méme 3 | . Jediné vyhovujice prvodéislo je teda r = 3.
Vréafme sa k povodnej tllohe. Rozoberme najprv Specidlne hodnoty p, ¢. Rovnako ako v cviceni, 5™ — 2™ nie je pre
Ziadne prirodzené ¢islo n delitelné dvoma ani piatimi, takZe p ani ¢ nemoze byt piaf ani dva. Skisme este, ¢o ak
p = 3 (prvodisla v zadani moZeme vymenit, moznost ¢ = 3 nemusime rozoberat). Potom mame zistit, pre ktoré
prvodisla ¢ je zlomok

(5% —23) (57 —29)  3%.13(57—27) 3-13(57—29)

3-q 3-q q

celym ¢islom. Prvocislo ¢ mé delit Citatela, musi teda delit jedného z troch ¢initelov (toto funguje, iba ak je to
prvodislo!). Ak si spomenieme na cviéenie, ostdvaji ndm iba moznosti ¢ = 3 alebo ¢ = 13. Obe vyhovujd, rieSeniami
st teda dvojice (3,3), (3,13), (13,3). UkdZeme, Ze iné uz nebudi.
Ostal ndm pripad p,q > 5. Vdaka symetrii mozeme predpokladat, ze ¢ > p. Preéitajme si eSte raz zadanie, znovu
si spomefime na cvidenie a ostane ndm iba moznost p | 59 — 29. Pouzitim (A) méme aj p | 57~ — 2P~1. Urobime
mali fintu. Cislo ¢ je prvoéislo a ¢ > p, preto ¢ a p — 1 st nestdelitelné (premyslite si to!). Potom existujt také
prirodzené &isla a a b, ze aq — b(p — 1) = 1 (toto je zndme tvrdenie a zdroveii cvicenie 2 na domécu ulohu). Na
zéver oznac¢me k zvySok po deleni ¢isla 59 prvoéislom p, t.j. k = 57 = 29(mod p) a umne napiSme

3=5.1—2.1° ) 5. 5001 _ . 90p-1) _ 5D+l _ gb(p-1+1 _ jea _gag = pa _je (mod p),

¢o nespliia ziadne prvoéislo p > 5.

Uloha é&. 14: Kruznicu vpisani trojuholniku ABC oznac¢me k a body jej dotyku so stranami BC a AC postupne Dy
a Ey. Na strandch BC a AC zvolime body Do a Ey tak, aby |CDs| = |BD;| a |CEs| = |AE4|, bod P je priesecnik
useciek ADy a BEo. Kruznica k pretina usecku ADo v dvoch bodoch, ten blizsie k bodu A oznacime Q. UkdZte, Ze
plati |AQ| = | D3 P).

Riesenie: (opravoval Peto)

Je dobré pamitat si o vpisanej kruznici jednu vec. Jej dotykové
body delia strany na tseky, ktorych dizku vieme pomocou diZok
stran jednoducho vyjadrif. Konkrétne, ak (pri zvyfajnom ozna-
¢eni dlzok stréan trojuholnika ABC') polozime s = (a + b+ ¢)/2,
tak (v stlade s oznafenim v zadani) mame |AE;| = s — a a tiez
|CD;| = |CE1| = s — ¢. Zo zadanych rovnosti |C D3| = |BD4|,
|CEs| = |AE,| pritom dostaneme |BDg| = |CD,|, |AE;| = |CE|
(sta¢i si nakreslit obrézok). Vyuzitim predchddzajiceho tak zis-
kame |BD;| = |AE3| = s — c. Teraz si musime spomentt, Ze aj
dlzky tisekov od vrcholov k dotykovym bodom pripisanych kruznic
maju podobny tvar. Presnejsie, ak X je bod, v ktorom sa kruz-
nica pripisand k strane BC' dotyka tejto strany, tak |[BX| = s—c.
Bod D; je teda prave tym dotykovym bodom X. (Rovnako aj Es
je dotykovy bod kruZnice pripisanej k strane AC, ale to potrebovat nebudeme.)

Obohateni o cenné informécie si celt situdciu nakreslime. Oznac¢me T bod, v ktorom sa kruznica pripisana
k strane BC' dotyka predizenia strany AC. Posledny krat pouzijeme vedomosti o dlzkach tisekov dotyénic a uvedo-
mime si, ze |CT| = s—b. Nemozno si nev§imnuf, Ze obe sledované kruznice na obrazku st rovnolahlé v rovnolahlosti
so stredom A (je to prieseénik ich spoloénych vonkajsich dotyénic). Taktiez kri¢i do o¢i, Ze v tejto rovnolahlosti
sa bod Q zobrazi do bodu Dy a bod E; do bodu T'. Zaujima nés dlzka tsecky AQ, preto si napisme, ¢o pre fiu
dostaneme vdaka uvedenej rovnolahlosti. Vieme, ze |AQ| : |ADs| = |AE4| : |AT|, takze

|AE1| S —

a
|AT| | 2|_b+(s—b)

s —

4Q| = —~|AD|. 1)

|ADs| =

Venujme sa teraz vyjadreniu dlzky tsecky Do P. Na to nebudeme potrebovaf ni¢ zlozitejsie ako zopar sinusovjch
viet. Oznacéme si velkosti uhlov ako na obrazku. Z trojuholnikov PBDy a APFE> méame

|DoP| s—c  |AP| . |AP|  sine
- = — = — , takze = — .
sin sinw  siny |DsP|  sing
Z trojuholnika BC'Ey zasa
s—a a __a takse sin __a

sing  sin(r—1) sing’ sing s—a’
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Dosadenim do predoslého dostaneme

|AP|  a
|DoP| s—a

a nasledne

|D2P| o ‘D2P‘ - 1 1 Ss—a
|ADy|  |AP|+ |DyP| AP o '

Mame tak
s—a
|D2 P| =

|ADs|. (2)

Porovnanim (1) a (2) mame |AQ| = |D2P)|.

Komentar: Na vyriesenie tejto tlohy bolo ddlezité maf v hlave zakorenené vedomosti o dizkach tisekov dotycnic
k vpisanej a pripisanej kruznici (tieto sa daji odvodit pomerne jednoducho, skiste si to sami). Bez nich by sme
neobjavili rovnolahlost a tazko by sa ndm vyjadrovala dizka |AQ|. Dizka | Dy P| sa dala vyjadrit roznymi sposobmi,
napriklad pouzitim réznych podobnosti ¢i pomocou Cevovej vety.
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