
Kore¹pondenèný Matemati
ký SeminárStratené príklady z 1. sérieÚloha è. 1: Majme dané kladné 
elé èísla p a q. Zistite, èi je èíslo p + q nepárne, ak viete, ¾e èíslo p3 � q3 jenepárne. Platí opaèné tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zd�vodni».Rie¹enie: (opravoval Vojto)Èíslo je párne práve vtedy, keï ho vieme zapísa» ako 2�(nieèo) a nepárne práve vtedy, keï ho vieme zapísa» ako2�(daèo)�1 prípadne ako 2�(voµaèo)+1, kde nieèo, daèo a voµaèo sú 
elé èísla. Vieme, ¾e p3�q3 je nepárne. Aby smezistili, èi p + q je nepárne, vy¹etrime, akej parity m�¾u by» èísla p a q. Vyskú¹ajme teda v¹etky kombiná
ie parítèísel p, q a v¹ímajme si, u ktorý
h je p3 � q3 nepárne (prièom k a l budú kladné 
elé èísla):� ak je p aj q párne: p3 � q3 = (2k)3 � (2l)3 = 8k3 � 8l3 = 2(4k3 � 4l3)� ak je p párne a q nepárne: p3� q3 = (2k)3� (2l+1)3 = 8k3� 8l3� 12l2� 6l� 1 = 2(4k3� 4l3� 6l2� 3l)� 1� ak je p nepárne a q párne: p3� q3 = (2k+1)3� (2l)3 = 8k3+12k2+6k+1�8l3 = 2(4k3+6k2+3k�4l3)+1� ak je p aj q nepárne: p3 � q3 = (2k + 1)3 � (2l + 1)3 = 8k3 + 12k2 + 6k + 1 � 8l3 � 12l2 � 6l � 1 == 2(4k3 + 6k2 + 3k � 4l3 � 6l2 � 3l)Vidíme, ¾e p3 � q3 je nepárne práve vtedy, ak práve jedno z èísel p, q je nepárne. Bez ujmy na v¹eobe
nosti, ne
hp je párne a q nepárne, potom p+ q = 2k + (2l+ 1) = 2(k + l) + 1,èo je nepárne èíslo (rovnaký výsledok dostaneme, aj keï by bolo p nepárne a q párne). Èi¾e ak p3 � q3 je nepárne,tak aj p+ q je nepárne.Opaèné tvrdenie: zistite, èi èíslo p3 � q3 je nepárne, ak viete, ¾e p + q je nepárne. Opä» sa pozrime na v¹etkykombiná
ie parity èísel p, q a v¹ímajme si, u ktorý
h je p+ q nepárne (kde k a l sú stále kladné 
elé èísla):� ak je p aj q párne: p+ q = 2k + 2l = 2(k + l)� ak je p párne a q nepárne: p+ q = 2k + (2l+ 1) = 2(k + l) + 1� ak je p nepárne a q párne: p+ q = (2k + 1) + 2l = 2(k + l) + 1� ak je p aj q nepárne: p+ q = (2k + 1) + (2l + 1) = 2(k + l + 1)Vidíme, ¾e p + q je nepárne práve vtedy, ak práve jedno z èísel p, q je nepárne. Ako potom dopadne p3 � q3 smeu¾ rozobrali v prvej èasti; p3 � q3 bude tie¾ nepárne. Èi¾e platí aj obrátené tvrdenie.Komentár: Niektorí písali þvieme, ¾e n3 = n, p3 = p . . . ïalej vieme, ¾e n � n = p, n � p = n, . . . a e¹te vieme,¾e n + n = p, n + p = n, . . . ÿ. Nevieme! Bolo to treba dokáza» (napríklad tak, ako sme to urobili vy¹¹ie). Lebod�kazy tý
hto tvrdení boli podstatnou èas»ou rie¹enia tohto príkladu.Úloha è. 7: Pe»o má nekoneènú ¹tvorèekovú sie». Pom�¾te mu zisti», pre ktoré N z mno¾iny f1, 2, : : :, 8g je splnenánasledujú
a podmienka: Existuje ofarbenie políèok tejto siete na èierne a biele také, ¾e ka¾dé èierne políèko susedípráve s N èiernymi políèkami a ka¾dé biele políèko susedí práve s N bielymi políèkami (políèka spolu susedia,ak majú spoloènú stranu alebo vr
hol).Rie¹enie: (opravovali Ba¹ka a Rú¾a)Postupne rozoberieme v¹etky N od 1 po 8.Ak by malo existova» ofarbenie políèok Pe»ovej nekoneènej siete spåòajú
e podmienku pre N = 1, musí sa tamna
hádza» jedno políèko èiernej farby (rozmyslite si, èo by sa stalo, ak by sa tam ¾iadne èierne políèko nena
hádzalo).Nazvime si ho základné a 8 susedov µubovoµného políèka nazvime okolím daného políèka. Z platnosti podmienkymusí by» v okolí tohto základného èierneho políèka práve jedno èierne a teda zvy¹ný
h 7 biely
h. No ne
h bytoto jedno èierne políèko susedilo so základným stranou alebo vr
holom, v¾dy by naproti nemu le¾ia
e biele políèko(v zmysle stredovej súmernosti so stredom v strede základného políèka) malo minimálne dvo
h biely
h susedov (lebov obo
h prípado
h susedí s aspoò dvoma bielymi políèkami z okolia základného políèka), èo je spor s platnos»oupodmienky a preto sie» pre N = 1 neexistuje.Pre N = 2; 3; 4; 5 ofarbenie existuje. Vzhµadom na nekoneènos» Pe»ovej siete uvádzame len koneèné výrezy (v¹etky,ktoré sme spolu s vami objavili):
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N = 2 N = 3 N = 3

N = 4 N = 4 N = 4 N = 5 N = 5Ne
h pre N = 6 ofarbenie siete existuje. Z podobný
h d�vodov ako v prípade N = 1 sa tam musí na
hádza» jednoèierne políèko. Nazvime si ho základné a ¹tvore
, ktorý vytvára spolu so svojim okolím nazvime základný ¹tvore
.V okolí základného políèka musí by» práve 6 èierny
h a teda zvy¹né dve sú biele. Ak by niektoré z tý
hto biely
hpolíèok susedilo so základným stranou, malo by vo svojom okolí 5 políèok zo základného ¹tvor
a, no nanajvý¹ jednoz tý
hto piati
h by bolo biele (druhé biele políèko z okolia základného), tak¾e to na¹e biele políèko by malo aspoò¹tyro
h èierny
h susedov, èím by nemohlo ma» vo svojom okolí 6 biely
h políèok. Èi¾e obe biele políèka z okoliazákladného susedia so základným vr
holom. Potom v¹ak obe majú vo svoji
h okolia
h tri políèka zo základného¹tvor
a a v¹etky sú èierne, teda obe m�¾u ma» maximálne 5 susedný
h políèok biely
h, èo je spor s platnos»oupodmienky, a preto sie» pre N = 6 neexistuje.Pre N = 7 ofarbenie vyhovujú
e podmienke neexistuje. Doká¾eme to sporom. Ne
h existuje ofarbenie vyhovujú
epodmienke, zrejme sa v òom na
hádza jedno èierne políèko (d�vody sú podobné, ako v prípade N = 1), nazvime siho základné. V jeho okolí musí by» práve 7 èierny
h a teda zvy¹né jedno je biele. Ne
h by toto biele políèko susediloso základným stranou alebo vr
holom, v¾dy by malo vo svojom okolí aspoò 3 èierne políèka (lebo v obo
h prípado
hsusedí s èiernym základným políèkom a s aspoò dvoma èiernymi z okolia základného políèka), tak¾e by malo najvia
5 biely
h susedov, èo je spor s platnos»ou podmienky a preto sie» pre N = 7 neexistuje.Po jednodu
hej úvahe zistíme, ¾e ak by malo existova» ofarbenie pre N = 8, muselo by by» jednofarebné (v¹etkypolíèka siete sú biele, respektíve èierne). Po d�kladnom zamyslení sa nad platnos»ou podmienky pri takomto ofarbení(odporúèame previes», prípadne si pozrie» komentár) zistíme, ¾e takéto ofarbenie podmienke vyhovuje, teda preN = 8 ofarbenie existuje.Komentár: U¾ samotný fakt, ¾e si Pe»o zohnal nekoneènú ¹tvorèekovú sie», napovedal, ¾e by mohol ma» s òou veµkýproblém. No stalo sa, ¾e nielen on mal problém, ale aj veµa jeho pomo
níkov :). V èom bol pes zakopaný? Via
eríz vás nesprávne po
hopili podmienku zo zadania. Jednak v tom, ¾e si mysleli, ¾e sie» nem�¾e by» jednofarebná,keï¾e sa v zadaní hovorí o ofarbení políèok na èierne a biele. Dvak v tom, ¾e tvrdili, ¾e jednofarebná sie» nespåòapodmienku N = 8 pre tú farbu, ktorá sa v sieti nena
hádza. Preèo to tak nie je? Prvá èas» podmienky sa pýta,èi existuje ofarbenie políèok tejto siete na èierne a biele, teda èi vieme políèka siete rozdeli» na dve mno¾iny {{ na mno¾inu èierny
h a mno¾inu biely
h políèok (prièom ka¾dé políèko sa na
hádza práve v jednej z ni
h). Keï¾enikde v zadaní nie je obmedzenie, ¾e by jedna z tý
hto mno¾ín nemohla by» prázdna, prázdna by» m�¾e. Spojkaþaÿ má medzi slovíèkami þèierneÿ a þbieleÿ len oddeµova
í 
harakter a v ¾iadnom prípade neskrýva v sebe význam,¾e z ka¾dej farby tam musí by» aspoò jedno políèko. Druhá èas» podmienky hovorí, ¾e ka¾dé políèko musí susedi»práve s N políèkami rovnakej farby, èo (v kontexte s prvou èas»ou) znamená, ¾e ka¾dé políèko, ktoré v sieti existuje(a teda má buï bielu alebo èiernu farbu) musí susedi» práve s N políèkami rovnakej farby. A jednofarebná sie»spåòa túto podmienku pre N = 8, lebo ka¾dé políèko, ktoré v sieti existuje má okolo seba 8 susedov rovnakej farbya políèka druhej farby v sieti neexistujú, tak¾e do sporu s podmienkou nepri
hádzajú (keï¾e o ni
h podmienka niènehovorí).Prísnej¹ie sme hodnotili dokazovanie neexisten
ie ofarbení, keï¾e toto bola podstatná èas» príkladu, èo sa týkaformulá
ie my¹lienok a argumentá
ie.Vzorové rie¹enia 2. série letného semestraÚloha è. 1: Pomalý pavúk Jozef sa pohybuje po stole rovnomernou rý
hlos»ou 10 
entimetrov za minútu.Na zaèiatku ka¾dej minúty sa otoèí o 30Æ doprava. Jozef takto 
estuje u¾ 73 minút. V polovi
i sedemdesiatej¹tvrtej minúty si povedal, ¾e od zaèiatku ïal¹ej minúty sa zaène otáèa» pre zmenu o 10Æ doµava. Vráti sa niekedypo sedemdesiatej ¹tvrtej minúte Jozef na miesto, na ktorom u¾ bol? Ak áno, kedy najsk�r?



KMS 2004/05 2. séria letnej èasti 3Rie¹enie: (opravoval Pe»o G.)
A12A1A2A3A4A5A6 A7 A8 A9 A10A11Skúsme si najprv premyslie», po akej dráhe sa bude Jozef pohybova». Ka¾dúminútu sa pohne o 10 
m vpred a potom sa otoèí o 30Æ doprava. Keï¾e uhol,o ktorý sa otáèa, je v ka¾dom kroku rovnaký a navy¹e 360Æ je jeho 
eloèísel-ným násobkom (360 = 12 � 30), opí¹e po 12 taký
hto otoèenia
h Jo¾ko plnýuhol a bude otoèený rovnako ako na zaèiatku. Okrem toho sa v ka¾dom krokupohne aj o rovnakú då¾ku, po taký
hto 12 kroko
h teda nakreslí na stole pra-videlný 12-uholník a o
itne sa spä» v bode, v ktorom zaèal. Jeden takýtovýlet mu bude trva» 12 minút, èi¾e v¾dy po uplynutí nejakého násobku tohtoèasu bude znova v bode, z ktorého vy¹iel. To platí aj pre èas 72 minút odzaèiatku, keï¾e 6 � 12 = 72. Preto po 74. minúte { keï Jozef podµahne spon-tánnemu rozhodnutiu a zmení svoj sp�sob 
estovania { sa bude na
hádza» vbode A3 (vr
holy 12-uholníka sme si oznaèili postupne A1 a¾ A12 v poradí,v akom nimi Jo¾ko pre
hádza, prièom zaèínal v A1). Od tohto momentu sa bude Jozef otáèa» v¾dy o 10Æ doµavaa z predo¹lý
h úvah vyplýva, ¾e tentoraz nakreslí pravidelný 36-uholník v opaènej polrovine urèenej priamkouA2A3 (360 : 10 = 36). Strany tohto 36-uholníka sú rovnako dlhé, ako strany 12-uholníka, preto¾e Jozef 
hodí stálerovnako rý
hlo. Do bodu A3 sa Jozef vráti otoèený rovnako ako minule, preto tam musí prís» po úseèke A2A3. Na¹edva mnohouholníky budú ma» teda spoloènú stranu A2A3, Jozef preto prvý raz po 74. minúte príde do známy
hmiest práve v bode A2, èi¾e 35 minút od zmeny svojho správania.Poznámka: Skúste sa zamyslie», ako by vyzerala Jozefova dráha, ak sa otáèa o 144Æ. Bude to opä» mnohouholník?A èo ak sa otáèa o (p2)Æ?Úloha è. 2: V obdå¾niku ABCD máme lomenú èiaru z vr
holu A do vr
holu C takú, ¾e µubovoµná z rovnobe¾iekso stranami obdå¾nika ju pretína najvia
 v jednom bode. Doká¾te, ¾e då¾ka tejto lomenej èiary nie je väè¹ia akopolovi
a obvodu obdå¾nika.Rie¹enie: (opravoval Mi»o)Pozrime sa najprv na to, ako m�¾u vyzera» lomené èiary, ktoré spåòajú podmienku zo zadania. Zaènime èiarou,ktorá nemá ¾iadny zlomový bod. (Kreslite si obrázok, najlep¹ie veµký a prehµadný.) Keï¾e táto èiara spája bodyA a C, musí by» zhodná s uhloprieèkou obdå¾nika. Dobre, ale ako dokáza», ¾e je krat¹ia ako polovi
a obvodu? Asiste si v¹imli, ¾e úseèka AC je preponou pravouhlého trojuholníka ABC. Potrebujeme teda dokáza», ¾e preponapravouhlého trojuholníka je krat¹ia ako súèet odvesien.Èo vieme o pravouhlom trojuholníku? Asi najznámej¹í poznatok nám poskytuje Pytagorova veta, ktorá v na¹omprípade hovorí jACj2 = jABj2 + jBCj2. My ale 
h
eme dokáza» nerovnos» jACj < jABj+ jBCj. Ako na òu? Nie jeto »a¾ké { staèí odmo
ni» vyjadrenie z Pytagorovej vety a dosadi» ho do nerovnosti. (Nezabúdajme, kedy mo¾noodmo
òova» rovnosti.) Dostávame nerovnos»pjABj2 + jBCj2 < jABj+ jBCj,ktorej platnos» by sme 
h
eli overi». Av¹ak po umo
není a jednodu
hej úprave máme 0 < 2jABj � jBCj, èo zjavneplatí, keï¾e AB a BC sú úseèky. Výborne, to by bolo.Skúsme teraz prejs» k èiare, ktorá má práve jeden zlomový bod. Oznaème ho X (nový obrázok). Zamyslime sa, èivieme nejakým u¾itoèným sp�sobom vyu¾i» poznatok z pred
hádzajú
i
h úvah. (Na tomto mieste naozaj treba na
hvíµu presta» èíta» a samostatne porozmý¹µa».) Áno, to vyu¾itie je skutoène priamoèiare. Tentokrát si v¹ímamedva pravouhlé trojuholníky AXA1 a XB1B. (Isto láskavému èitateµovi nerobí problémy domyslie» si, odkiaµ a preèosa vzali body A1 a B1.) Då¾ka lomenej èiary je tentokrát rovná jAX j+ jXCj a u¾ vieme, ¾e táto då¾ka je men¹iaako súèet då¾ok jAA1j+ jA1Bj+ jBB1j+ jB1Cj, ktorý sa ale rovná a+ b. Vyzerá to sµubne, zdá sa, ¾e sme naozajna nieèo pri¹li.Skúsme teraz u¾ uva¾ova» v¹eobe
ne. Oznaème si v¹etky zlomové body èiary a im prislú
hajú
e body na straná
hobdå¾nika. (Asi je zbytoèné pripomína», ¾e vlastný obrázok opä» m�¾e by» u¾itoèný.) V¹imnime si, ¾e spojni
ebodov na straná
h a im prislú
hajú
i
h zlomový
h bodov sú naozaj rovnobe¾né so stranami obå¾nika. (Presnej¹ie:s dvoma sú rovnobe¾né a na dve sú kolmé.) Je to sp�sobené tým, ¾e body na straná
h sme kon¹truovali pomo
ourovnobe¾iek so stranami obå¾nika. Vïaka tomu ka¾dej odvesne prislú
ha rovnako dlhý úsek na strane obdå¾nika.Z pred
hádzajú
i
h úvah vieme, ¾e prepony malý
h pravouhlý
h trojuholníkov sú krat¹ie ako súèty odvesien.Zároveò vieme, ¾e ak sèítame v¹etky prepony, tak dostaneme då¾ku lomenej èiary.Teda posledný krok spoèíva v tom, ¾e porovnáme súèet då¾ok úsekov na straná
h a då¾ky samotný
h strán. Inýmislovami, potrebujeme dokáza», ¾e jednotlivé úseky sa neprekrývajú. To nám staèí, preto¾e ¾iadny úsek nepresahujemimo niektorej zo strán { vyplýva to z toho, ¾e zo zadania je lomená èiara vnútri obdå¾nika. Pouva¾ujme, èo byznamenalo, ¾e niektoré dva úseky sa prekrývajú. Keï¾e nad ka¾dým úsekom je odvesna a nad ka¾dou odvesnou jeprepona, tak by to znamenalo, ¾e na nejakom mieste sú nad sebou dve prepony. Av¹ak ka¾dá prepona je èas»ouèiary a teda keby sme v tomto mieste zobrali rovnobe¾ku so stranou obdå¾nika, pretla by lomenú èiaru aspoòv dvo
h bodo
h, èo odporuje zadaniu. Teda úseky sa neprekrývajú, èo znamená, ¾e súèe» i
h då¾ok je krat¹í akopolovi
a obvodu, èo sme mali dokáza».



KMS 2004/05 2. séria letnej èasti 4Komentár: Pri tomto príklade má zmysel poukáza» na niekoµko zaujímavý
h ve
í. Napríklad ste si asi v¹imli, ¾e smedokázali ostrú nerovnos» medzi då¾kou èiary a polovi
ou obvodu, aj keï v zadaní je neostrá. Nie je »a¾ké uvedomi» si(a ani dokáza»), ¾e rovnos» zo zadania platí práve vtedy, keï 
elá lomená èiara le¾í na obvode. Ïal¹ou zaujímavos»ouje, ¾e tvrdenie platí pre µubovoµný rovnobe¾ník, nielen pre obdå¾nik. Toti¾ v¹ade, kde sme vyu¾ívali Pytagorovuvetu, mo¾no pou¾i» trojuholníkovú nerovnos», je to dokon
a e¹te jednodu
h¹ie. Veï si to skúste. Úplne na záversi predstavme mesto, kde sú v¹etky uli
e na seba buï kolmé, alebo sú rovnobe¾né. Teda ak sa v takomto meste
h
eme prepravi» medzi dvoma bodmi, m�¾eme ís» len vodorovne, alebo zvislo. Skúste porozmý¹la», aké dlhé súnajkrat¹ie 
esty medzi dvoma µubovoµnými bodmi v porovnaní s 
estami v obyèajnom meste.Úloha è. 3: Majme danú kru¾ni
u k a µubovoµný bod A. Bodom A veïme µubovoµné priamky, ktoré m�¾u vytnú»tetivu na kru¾ni
i k. Nájdite mno¾inu stredov tý
hto tetív.Rie¹enie: (opravovala Janka)Hµadáme mno¾inu stredov v¹etký
h tetív, ktoré vytína priamka pre
hádzajú
a bodom A na kru¾ni
i k. Preto by smemali nájs» nejakú vlastnos», ktorú maju stredy tetív spoloènú a pomo
ou ktorej budeme vedie» hµadanú mno¾inupopísa». O tetive vieme, ¾e jej os pre
hádza stredom kru¾ni
e, v ktorej le¾í. (Ak nevieme, daná vlastnos» vyplývaz toho, ¾e trojuholník vytvorený prieseèníkmi tetivy s kru¾ni
ou a stredom kru¾ni
e je rovnoramenný, a teda pätavý¹ky na tetivu le¾í v jej polovi
i.)
AX Y ZSk

Nakreslime si situá
iu v zadaní. Oznaème Y stred tetivy XZ.U¾ vieme, ¾e uhol SY A je pravý. Teraz si u¾ len staèí uvedomi»,¾e to platí pre ka¾dú tetivu (okrem tej, ktorá pre
hádza bodom S,vtedy je bod Y toto¾ný práve s bodom S). Z toho vyplýva, ¾e stredka¾dej tetivy le¾í na Tálesovej kru¾ni
i nad priemerom SA. Navy¹estred tetivy v¾dy le¾í vo vnútri kru¾ni
e k, a teda hµadanou mno-¾inou m�¾e by» len tá èas» Tálesovej kru¾ni
e nad priemerom SA,ktorá le¾í vo vnútri k. E¹te sa musíme presvedèí», ¾e naozaj ka¾dýbod Y popísanej mno¾iny je stredom nejakej tetivy, ktorú vytínapriamka pre
hádzajú
a bodom A na kru¾ni
i k. Ak je Y r�zny odS, tak uhol SY A je pravý a teda Y je stredom tetivy, ktorú AY vytína na k. Ak Y = S, tetiva, ktorú vytína AY ,je vlastne priemerom kru¾ni
e a teda Y je jej stredom.Ostáva u¾ len diskusia. Ak je bod A toto¾ný s bodom S, ka¾dá tetiva bude vlastne priemerom, a teda jej stred budebod S. V tomto prípade je hµadanou mno¾inou bod S. Ak le¾í A vo vnútri k (av¹ak mimo S), hµadanou mno¾inouje 
elá Tálesova kru¾ni
a nad priemerom SA (lebo le¾í 
elá vo vnútri kru¾ni
e k). Ak bod A patrí kru¾ni
i, rie¹enímje Tálesova kru¾ni
a nad priemerom SA bez bodu A. A nakonie
, ak bod A le¾í mimo kru¾ni
e k, rie¹ením je oblúkTálesovej kru¾ni
e, ktorý le¾í vo vnútri k.Úloha è. 4: Uhol pri vr
hole trojuholníka je rozdelený dvoma priamkami na tri rovnaké uhly. Tieto dve priamkyrozdeµujú protiµahlú stranu trojuholníka na tri úseky. M�¾e sa sta», ¾e najdlh¹í úsek na strane bude ten stredný?Rie¹enie: (opravoval Pi¹ta)Neèítajte, pokiaµ nemáte poruke 
eruzku a papier. Nene
hajte sa odradi» då¾kou d�kazu. Postup je jednodu
hý,staèí pozna» základný vzore
 pre obsah trojuholníka, súèet vnútorný
h uhlov trojuholníka a podobné malièkosti.Proste èítajte v¹et
i, lebo tento príklad vyrie¹il iba jeden rie¹iteµ (Vlado Ujházi) a e¹te ïal¹í dvaja-traja s men¹íminepresnos»ami èi neúplne a tieto rie¹enia u¾ vyu¾ívali tvrdenia, ktoré nemusia pozna» v¹et
i prvá
i.Ne
h ná¹ trojuholník je ABC a ne
h tie dve priamky rozdeµujú uhol pri vr
hole A na tri rovnaké èasti. Prieseèníkytý
hto dvo
h priamok zo stranou BC si oznaème X a Y tak, aby B, X , Y a C le¾ali na strane BC v tomto poradí.Zo zadania potom máme, ¾e j<)BAX j = j<)XAY j = j<)Y ACj = Æ. Ïalej si oznaème v trojuholníku ABC uhly prijednotlivý
h vr
holo
h ¹tandardným sp�sobom �, � a 
. V¹imnime si, ¾e trojuholníky BAX , XAY a Y AC majújednu spoloènú vý¹ku v, ktorá patrí k vr
holu A. Potom zo známeho vzor
a pre obsah trojuholníka dostaneme,¾e najdlh¹í z úsekov BX , XY , Y C bude ten, ktorý je stranou trojuholníka s najväè¹ím obsahom. Tak¾e poïmeporovnáva» obsahy trojuholníkov BAX , XAY a Y AC.Oznaème si E bod na polpriamke AX , pre ktorý jAEj = jACj. Potom podµa vety sus sú trojuholníky CAY a EAYzhodné, lebo majú spoloènú stranu AY , j<)EAY j = j<)CAY j a jEAj = jCAj. Teda trojuholníky CAY a EAY majúrovnaký obsah! V¹imnime si polohu bodu E. Ak je tento bod vzdialenej¹í od bodu A ako bod X , tak v trojuholníkuEAY je obsiahnutý trojuholník AXY . To znamená, ¾e obsah trojuholníka EAY je väè¹í ako obsah trojuholníkaAXY . My v¹ak 
h
eme dosiahnu», aby nebol obsah trojuholníka EAY väè¹í, lebo potom by bol úsek CY dlh¹íako XY . Teda by sme potrebovali, aby nebol bod E þzaÿ bodom X . Zo zhodnosti trojuholníkov CAY a EAYvieme, ¾e j<)CY Aj = j<)EY Aj = '. Aby bod E nebol za bodom X , musí plati» j<)EY Aj � j<)XYAj. Len¾ej<)AY X j = 180Æ�' a tak potrebujeme, aby bol ' � 180Æ�', teda ' � 90Æ. Toto v¹ak znamená, ¾e v trojuholníkuAY C má plati» Æ + 
 � 90Æ, lebo súèet vnútorný
h uhlov v trojuholníku je 180Æ.A u¾ sme vo �nále . . . Keï tieto úvahy zopakujeme z druhej strany, t. j. pre trojuholníky ABX a AXY ,tak dostaneme, ¾e má plati» j<)BXAj = ! � 90Æ, teda aj � + Æ � 90Æ.



KMS 2004/05 2. séria letnej èasti 5No a teraz spoèítajte súèet vnútorný
h uhlov v trojuholníku ABC.�+ � + 
 = 3Æ + � + 
 = (Æ + �) + (Æ + 
) + Æ � 90Æ + 90Æ + Æ > 180Æ:A toto nem�¾e nasta». Teda nevieme dosiahnu» v ¾iadnom trojuholníku, aby ten stredný úsek XY bol najdlh¹í.Komentár: Keï si nakreslíte obrázok a na základe toho vyhlásite nieèo, tak to potom treba nejako dokáza», lebo tenobrázok m�¾e by» zvádzajú
i. M�¾e sa sta», ¾e uvidíme nieèo, èo v skutoènosti neplatí, alebo platí iba pre nejaké¹pe
iálne prípady. Preto je nutné na¹e pozorovania poriadne matemati
ky zd�vodni». Napríklad veµa z vás uvidelo,¾e v rovnostrannom trojuholníku je stredný úsek rovnako dlhý ako tie krajné. Keï sa raz nauèíte sínusovú vetu,tak si zrátajte tie då¾ky a vyjde vám, ¾e tie krajné sú via
 ako o 13; 7% dlh¹ie ako stredný. Ale ak sa o tom 
h
etepresvedèi» hneï teraz, tak si vezmite èo najväè¹í papier a nakreslite si naò èo najväè¹í takýto trojuholník a mo¾nouvidíte ten rozdiel. Som zvedavý, ako skon¹truujete presnú tretinu uhla. Kto to urobí dobre, má u mòa èokoládu,resp. nejaké ovo
ie, ak ne
h
ete v mladom veku prís» o zuby.
A B C D

E
FGÚloha è. 5: Bl¹ka Ba¹ka skáèe po dvo
h ramená
h uhla ako na obrázku. V¹etkyjej skoky sú rovnakej då¾ky. Zaèína z vr
holu uhla a po siedmy
h skoko
h sa vrátinaspä» do tohto vr
holu. Aká je veµkos» uhla?Rie¹enie: (opravovali Jakub a Zuzka C.)(Podµa Petry Polányiovej .) Veµkos» uhla GAB, ktorú potrebujeme vypoèíta»,oznaème �. Je zrejmé, ¾e trojuholník ABC je zhodný s trojuholníkom AGF(Ssu) a tie¾, ¾e trojuholník BCD je zhodný s trojuholníkom GFE (Ssu). Z tohovyplýva, ¾e aj trojuholníky ACD a AFE sú zhodné podµa vety sus. Teda jADj = jAEj, preto trojuholník DEA jerovnoramenný so základòou DE. Tak¾e j<)ADEj = j<)AEDj = (180Æ � �)=2 = 90Æ � �=2.Teraz tento uhol vyjadrime aj inak a z toho získame rovni
u pre uhol �. Zo zadania vyplýva, ¾e trojuholníky AFG,ACB, BDC, EGF , FDE a CED sú rovnoramenné. Preto:(4AFG) j<)AGF j = 180Æ � 2� =) j<)CGF j = 2�(4GEF ) j<)GEF j = j<)CGF j = 2� =) j<)GFEj = 180Æ � 4� =)=) j<)EFDj = 180Æ � j<)GFEj � j<)AFGj = 3�A keï¾e trojuholník FDE je rovnoramenný, tak dostávame j<)EFDj = j<)FDEj = 3�. Tak a máme iné vyjadreniepre veµkos» uhla ADE. Dajme to do rovnosti:j<)ADEj = 90Æ � �2 = 3� ;preto � = 180Æ=7. Komentár: Keï¾e skoro v¹et
i z vás vyrie¹ili tento príklad úplne správne (správny
h postupov jesamozrejme via
ero, vo vzorovom rie¹ení je uvedený iba jeden z ni
h), tak je zbytoèné písa» tu nejaký komentár. . . :)Ale skúste sa zamyslie» nad tým, aký veµký by bol uhol, ak by bl¹ka spravila iba pä» skokov namiesto siedmi
h. Aèo ak by bolo skokov 25?Úloha è. 6: Daný je uhol AV B a v òom le¾ia
a kru¾ni
a k, ktorá sa nemusí dotýka» ramien uhla. Nájdite na nejbod P , pre ktorý je súèet vzdialeností bodu P od ramien AV a BV minimálny.Rie¹enie: (opravovali Erika a Lu
ia)

BV
A

Pd2x2d1 x1
Ako prvý krok ná¹ho rie¹enia zredukujme v¹eobe
ný problémna problém tro
hu konkrétnej¹í. Podµa zadania úlohy sa kru¾-ni
a m�¾e na
hádza» na µubovoµnom mieste vnútri uhla AV B.Posuòme ramená tohto uhla tak, aby sa dotýkali kru¾ni
e (akona prvom obrázku). V¹imnime si, ¾e µubovoµný bod P danejkru¾ni
e má súèet vzdialeností od ramien uhla AV B rovnýsúètu vzdialeností od posunutý
h ramien a veµkostí posunutiajednotlivý
h ramien (teda 
elková vzdialenos» bodu P od ra-mien uhla je x1+x2+d1+d2). Keï si uvedomíme, ¾e vzdiale-nosti d1 a d2 sú pre danú kru¾ni
u kon¹tantné (premyslite si),zredukuje sa nám v¹eobe
ný problém na úlohu nájs» bod Ps najmen¹ím súètom vzdialeností za predpokladu, ¾e sa kru¾-ni
a dotýka ramien uhla.Teraz, keï sme si úlohu znaène zjednodu¹ili, pri
hádza zlo¾itej¹ia èas» ná¹ho rie¹enia (daná kru¾ni
a sa u¾ dotýkaramien uhla). Tipnime si polohu bodu P a potom sa pokúsme dokáza» na¹u hypotézu. Ná¹ tip je, ¾e bod P budele¾a» na spojni
i vr
hola V a stredu danej kru¾ni
e S. O tomto bode sa pokúsime ukáza», ¾e spåòa po¾adovanúvlastnos». D�kaz tohto tvrdenia si vy¾aduje siahnu» hlb¹ie do na¹i
h znalostí z geometrie alebo vymyslie» nieèo nové.Skúsme nájs» mno¾inu bodov vnútri uhla AV B, ktoré majú od ramien uhla rovnakú vzdialenos» (pod rovnakouvzdialenos»ou sa u¾ myslí súèet vzdialeností od jednotlivý
h ramien).
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BV
A

Y2NL
Y1M XO

V¹imnime si, ¾e body Y1 a Y2 také, ¾e jV Y1j = jV Y2j, sú rovnakovzdialené. Teraz skúsme ukáza», ¾e aj body na úseèke Y1Y2 sú rovnakovzdialené. Zvoµme si teda µubovoµný bod X na úseèke Y1Y2; uká¾eme,¾e preò platí jY1Lj = jMX j + jNX j (body M , N , L sú volené tak,ako na druhom obrázku). Spustime kolmi
u z bodu X na spojni
uLY1. Takto dostaneme bod O. Keï¾e útvar LNXO je obdå¾nik, takjXN j = jLOj. Takisto sa dá µahko ukáza», ¾e uhlyMXY1 a OY1X súrovnako veµké (rozmyslite si to). Keï¾e sú oba trojuholníky MXY1a OY1X pravouhlé, majú zhodné uhly MXY1 a OY1X a rovnakúpreponu, sú podµa vety usu zhodné. Èi¾e jOY1j = jMX j. Z tohomáme jY1Lj = jOY1j+ jOLj = jMX j+ jNX j. Jednodu
hou úvahousa dá overi», ¾e iba tieto body majú takú istú vzdialenos» ako bod Y1; bodom nele¾ia
im na úseèke Y1Y2 vediemerovnobe¾ku s touto úseèkou a o nej vieme èosi poveda» zopakovaním rovnakej úvahy ako pre úseèku Y1Y2. Rozmyslitesi to a zapamätajte, táto úvaha sa èasto pou¾íva na d�kaz obrátenej impliká
ie (vyu¾ijeme impliká
iu u¾ dokázanú).
BV

A
P

Tak¾e teraz sme u¾ k 
ieµu veµmi blízko. Zistili sme, ¾e mno¾ina bodovs rovnakou (vopred danou) vzdialenos»ou je základòa rovnoramen-ného trojuholníka s vr
holom V a ramenami, ktoré le¾ia na ramená
huhla AV B (a ¾iadne iné body, rozmyslite si, preèo je toto d�le¾ité).Teda bod P nájdeme tak, ¾e zostrojíme dotyèni
u k danej kru¾ni
irovnobe¾nú so zákµadòou rovnorammenného trojuholníka popísanéhovy¹¹ie. Vieme, ¾e také existujú dve, ale my vezmeme ten bli¾¹í bodk vr
holu uhla V (preèo?). Dotykový bod tejto dotyèni
e s kru¾ni
ouje hµadaný bod P . Tým sme úlohu vyrie¹ili, a vám zostáva na do-má
u úlohu ukáza», ¾e takto zvolený bod le¾í na osi uhla. Na tre»omobrázku je naznaèená kon¹truk
ia bodu P .Komentár: Aj keï úloha nebola zlo¾itá, k správnemu výsledku so správnym d�kazom sa dostalo len málo z vás.Odrazilo sa to samozrejme na bodovaní. Ak ste si pozorne èítali vzorové rie¹enie tohto príkladu, v¹imli ste si,¾e aj pri taký
hto úlohá
h sa dá nájs» korektný d�kaz. Tvrdenia typu þkeï toto bude bli¾¹ie, tamto bude ïalejÿnie sú v matematike veµmi vítané, preto¾e i
h úplný d�kaz je èasto »a¾¹í, ne¾ p�vodná úloha. Preto by sme vámodporuèili sa im vyhnú» a rad¹ej sa pokúsi» o iné d�kazy. Spomeòte si na to, keï budete v budú
i
h sériá
h rie¹i»podobné úlohy. M�¾ete si to vyskú¹a» na tejto: V rovine máme daný trojuholník a priamku p. Nájdite bod tohtotrojuholníka, ktorý má od priamky p najväè¹iu vzdialenos». Koµko taký
hto bodov existuje? M�¾e i
h by» via
 akojeden? M�¾u by» dva alebo tri? Keï úspe¹ne vyrie¹ite aj túto úlohu, skúste ïal¹iu vymyslie» sami. Èo tak kvádera priamka, èi rovina v priestore?Úloha è. 7: Na polkru¾ni
i nad priemerom AB le¾í bod M . Na úseèke AB le¾í bod K. Stred kru¾ni
e pre
hádzajú
ejbodmi A, M , K oznaème P a stred kru¾ni
e pre
hádzajú
ej bodmi M , K, B oznaème Q. Doká¾te, ¾e body M , K,P a Q le¾ia na jednej kru¾ni
i.Rie¹enie: (opravovali Dada a Mi¹ko)
� �2� 2�

A B
M

KP
QCh
eme ukáza», ¾e body P , K, Q a M le¾ia na jednej kru¾ni
i, t. j. ¾e ¹tvo-ruholník PKQM je tetivový (dá sa mu opísa» kru¾ni
a). ©tvoruholník jetetivový práve vtedy, keï súèet nejaký
h jeho protiµahlý
h uhlov je 180Æ.V¹imnime si teraz obrázok. Bod M le¾í na Tálesovej kru¾ni
i nad prieme-rom AB, teda uhol AMB je pravý. Oznaème j<)BAM j = � a j<)ABM j = �.Keï¾e súèet vnútorný
h uhlov v trojuholníku je 180Æ, platí � + � = 90Æ.V¹imnime si trojuholník AMK a bod P . UholKAM prislú
ha tomu istémuoblúku ako uhol KPM . Teda uhol KAM je obvodový k stredovému uhluKPM a teda j<)KPM j = 2j<)KAM j = 2�. Podobne je to aj s trojuholníkom BKM . Uhol KBM je obvodovýk stredovému uhlu KQM , èi¾e j<)KQM j = 2j<)KBM j = 2�. Keï¾e platí � + � = 90Æ, tak platí 2� + 2� = 180Æ.To znamená, ¾e súèet protiµahlý
h uhlov (j<)KPM j+ j<)KQM j) v ¹tvoruholníku PKQM je 180Æ, èi¾e ¹tvoruholníkPKQM je tetivový, èo sme 
h
eli dokáza».Otázkou v¹ak je, èi pre µubovoµnú polohu bodov M a K bude situá
ia vyzera» tak, ako na na¹om obrázku. Na¹erie¹enie by nefungovalo, keby uhly KAM a KPM (resp. uhly KBM a KQM) neprislú
hali tomu istému oblúku.Èi¾e bod P (Q) by le¾al v opaènej polrovine urèenej priamkou KM ako bod A (B). M�¾e také nieèo nasta»? UholKAM (KBM) je urèite ostrý. Keby bol bod P (Q) v opaènej polrovine ako bod A (B), tak by bol uhol KPM(KQM) prislú
hajú
i tomu istému oblúku ako uhol KAM (KBM) zjavne vaè¹í ako 180Æ. No my vieme, ¾e preobvodové a stredové uhly platí j<)KPM j = 2j<)KAM j. Keï¾e je uhol KAM (KBM) ostrý, jeho dvojnásobok nedánikdy uhol väè¹í ako 180Æ, èo je spor. Teda bod P (Q) musí le¾a» v tej istej polrovine ako bod A (B).Komentár: Veµa z vás úlohu v podstate zvládlo. Veµmi èasto ste v¹ak zabudli uva¾ova» nad tým, ¾e to nie v¾dymusí vyzera» tak, ako na va¹om obrázku.



KMS 2004/05 2. séria letnej èasti 7Úloha è. 8: V rovine je daný rovnostranný trojuholník ABC. Doká¾te, ¾e existuje kladná kon¹tanta k taká, ¾e preka¾dý bod X danej roviny m�¾eme vhodne zvoli» znamienka + a � tak, ¾e platí�v1 � v2 � v3 = k;kde v1, v2, v3 sú postupne vzdialenosti bodu X od priamok AB, BC, CA.Rie¹enie: (opravoval Miki)
A B

C
Xa aaobr. 1

Najprv si skúsme zvoli» niekoµko r�zny
h pol�h bodu X . Ak ho trafíme do vr
holaná¹ho trojuholníka (napr. A), zistíme, ¾e k = p3a=2 = v, èo je jediný kladnývýsledok výrazu �v1 � 0� 0.Teraz si v¹ímajme bodyX vnútri trojuholníka. Keï¾e vzdialenosti boduX od AB,BC, AC sú v¹etky men¹ie ako vý¹ka trojuholníka, potrebujeme dokáza», ¾e v1 ++v2 + v3 = p3a=2. Dobrá pom�
ka bude vyjadrenie obsahu trojuholníka ABCako súèet obsahov trojuholníkov XAB, XBC a XCA.SABC = av2 = av12 + av22 + av32 ;v = v1 + v2 + v3 :
1C
2C1A 2A 1B2B

obr. 2 A B
C

X obr. 3 A B
CX

obr. 4Ak X bude le¾a» mimo trojuholníka, m�¾e nasta» via
ero r�zny
h situá
ií (akovidno na obr. 2). Pozrime sa na prípad, keï bod X le¾í vo výseku 1A (obr. 3)a zase si pospájajme X s vr
holmi trojuholníka ABC. In¹pirovaní pred
hádzajú-
im postupom vyjadríme obsah trojuholníka ABC pomo
ou obsahov trojuholní-kov XAB, XBC a XCA:SABC = av2 = �av12 + av22 � av32 ;v = �v1 + v2 � v3 :V prípade 1B bude v = v1 � v2 � v3 a v 1C zase v = �v1 � v2 + v3.Nakonie
 si nakreslíme prípad 2B a skúsime nejako vyjadri» S4ABC . Z obrázka vidno, ¾e to budeSABC = SXAB + SXBC � SXAC ;av2 = av12 + av22 � av32 ;v = v1 + v2 � v3 :A v prípado
h 2A a 2C to vyjde v = v1 � v2 + v3 a v = �v1 + v2 + v3.Ak X le¾í na niektorej z priamok AB, BC alebo AC, m�¾eme pou¾i» rovnaký postup ako v µubovoµnej priµahlejoblasti. Pre ka¾dý bod roviny sme na¹li také rozdelenie znamienok, ¾e výraz �v1 � v2 � v3 je kon¹tantný a týmsme tvrdenie dokázali.Úloha è. 9: V trojuholníku ABC je v¹etko oznaèené ako obvykle. Ak je uhol � dvakrát taký veµký ako uhol �, taka2 = b(b+ 
). Doká¾te. Platí aj obrátená impliká
ia?
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�
2� ��A B
C

B0

b a



Zaènime prvou impliká
iou. Máme dokáza», ¾e v trojuholníku ABC, kde � = 2�,platí a2 = b(b + 
). V geometri
ký
h úlohá
h nám väè¹inou súèin nejaký
h då¾okveµa nenapovie, no keï si ho upravíme na pomer då¾ok, tak v òom m�¾eme uvidie»podobnos» nejaký
h trojuholníkov. Tak teda upravme. Z a2 = b(b+ 
) dostávameab = b+ 
a � (1)U¾ len niekde na obrázku nájs» dva trojuholníky s takýmito då¾kami strán, zisti»,¾e sú podobné a vyhrali sme! Då¾ka b+ 
 sa v základnom obrázku nena
hádza, taksi ju vytvorme. Na polpriamke CA vyznaème bod B0 tak, aby jB0Aj = 
 a zároveòaby bod B0 nele¾al na úseèke AC (obrázok). Veµkos» uhla BAB0 je 180Æ � 2�a keï¾e trojuholník AB0B je rovnoramenný, veµkosti uhlov AB0B a B0BA sú �.V¹imnime si trojuholník ABC a trojuholník BB0C. Majú rovnaké vnútorné uhly,èi¾e sú podobné a platí v ni
h, ¾e pomery zodpovedajú
i
h si strán sú rovnaké,teda platí aj (1), èi¾e platí dokazované a2 = b(b+ 
).Poïme teraz na opaènú impliká
iu. Ne
h platí a2 = b(b+
) (teda platí aj (1)), máme zisti», èi platí � = 2�. Podobneako predtým si oznaèíme bod B0 (nakreslite si vlastný obrázok). Trojuholníky ABC a BB0C majú spoloèný uholpri vr
hole C a strany (ramená tohto uhla) v rovnakom pomere (1), preto sú tieto dva trojuholníky podobné. Majúpreto zhodné veµkosti vnútorný
h uhlov CB0B a CBA, z èoho dostávame � = 2�. Preto platí aj opaèná impliká
ia.Úloha è. 10: Ne
h AB je priemer kru¾ni
e k a O je jej stred. Vnútri úseèky AB zvoµme bod C. Uva¾ujme ibajeden z oblúkov AB, kolmi
a na AB 
ez bod C pretína tento oblúk v bode D. Kru¾ni
a vpísaná do útvaru CBD(t. j. dotýkajú
a sa krat¹ieho oblúka BD a úseèiek CB a CD) sa dotýka úseèky AB v bode J .a) Doká¾te, ¾e jADj = jAJ j.b) Doká¾te, ¾e DJ je osou uhla CDB.Rie¹enie: (opravovala Hanka)

A BC
D

JK LO
k la) (Podµa Jakuba Závodného.) Oznaème l kru¾ni
u vpísanú do útvaru CBDaK, L po poradí jej dotykové body s úseèkou CD a kru¾ni
ou k. Body L,Ka A le¾ia na jednej priamke, lebo kru¾ni
e k a l sú rovnoµahlé v rovnoµahlostiso stredom L (bod K sa v tejto rovnoµahlosti zobrazí do bodu le¾ia
ehona kru¾ni
i k, prièom dotyèni
a v tomto bode bude rovnobe¾ná s dotyèni
ouCD kru¾ni
e l, preto tento bod na k je A).Z Tálesovej vety vyplýva, ¾e j<)ALBj = j<)KLBj = 90Æ. Keï¾e aj uholKCB je pravý, ¹tvoruholníkKCBL je tetivový. Z mo
nosti boduA ku kru¾-ni
i jemu opísanej vieme, ¾e jACj � jABj = jAKj � jALj. Z mo
nosti bodu A ku l vyplýva, ¾e jAKj � jALj = jAJ j2.Èi¾e jAJ j2 = jACj � jABj. Trojuholník ABD je pravouhlý, preto preò platí Euklidova veta o odvesne, ktorá hovorí,¾e jADj2 = jACj � jABj. Tak¾e jAJ j2 = jADj2, a keï¾e jAJ j a jADj sú kladné èísla, práve sme dokázali rovnos»jADj = jAJ j.b) Táto èas» u¾ bola jednodu
h¹ia (hlavne pre tý
h, ktorí pri tom vyu¾ili èas» a)). Oznaème j<)DABj = 2�. U¾ smedokázali jAJ j = jADj, teda j<)AJDj = j<)ADJ j = 90Æ � �. Trojuholník CDJ je pravouhlý, preto j<)CDJ j = �.Uhol j<)ADBj je pravý, teda j<) JDBj = 90Æ � j<)ADJ j = 90Æ � (90Æ � �) = � = j<)CDJ j. Priamka DJ je osouuhla CDB.Komentár: Samozrejme, prvá èas» i¹la aj bez mo
nosti. Staèilo pou¾i» dostatoène veµa Pytagorový
h viet na správnetrojuholníky a niekedy elegantne, inokedy drevorubaèsky sa príklad dal dopoèíta». Vtedy v¹ak bolo treba da» pozorna diskusiu, preto¾e poradie bodov C;O; J m�¾e by» r�zne. I¹lo to analogi
ky, ale tí z vás, ktorí si na to aninespomenuli, majú menej bodov (a nabudú
e si dajte pozor!).Úloha è. 11: Kru¾ni
a k1 sa v bode T zvonka dotýka kru¾ni
e k2. Na k2 uva¾ujme µubovoµný bod P nele¾ia
ina spojni
i stredov obo
h kru¾ní
. Bodom P vedieme dotyèni
e ku k1, ktoré sa jej dotknú v bodo
h A a B. PriamkyAT , BT pretnú k2 znovu postupne v bodo
h C, D. Priamka CD pretne dotyèni
u ku k2 vedenú bodom P v bode M .Urète mno¾inu v¹etký
h mo¾ný
h pol�h bodu M , keï meníme polohu bodu P .Rie¹enie: (opravoval Pe»o)Keï nakreslíme via
ero obrázkov, nadobudneme pevné presvedèenie, ¾e hµadané bodyM le¾ia na spoloènej dotyèni
ikru¾ní
 k1 a k2 vedenej bodom T (oznaème ju t). Zamyslime sa preto, ako by sa to dalo dokáza».
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P � `T C

DMt pk1
k2

Oznaème p dotyèni
u ku k2 vedenú bodom P . Ch
eme vlastne dokáza»,¾e priamky t, CD a p sa pretínajú v jednom bode (potom toti¾ nutneprieseèník CD a p le¾í na t). Dobre vieme, ¾e t je 
hordálou kru¾ní
 k1a k2. Ak nájdeme tretiu kru¾ni
u ` takú, ¾e CD je 
hordálou kru¾ní
k1 a ` a p je 
hordálou kru¾ní
 k2 a `, budeme hotoví. Vieme toti¾,¾e tri 
hordály tro
h kru¾ní
 (ku ka¾dej dvoji
i kru¾ní
 jedna 
hordála)sa pretínajú v jednom bode. (D�kaz tohto tvrdenia je veµmi jednodu
hý.Staèí si uvedomi», ¾e 
hordála dvo
h kru¾ní
 je mno¾ina bodov majú
i
hk nim rovnakú mo
nos».)Uká¾eme, ¾e vhodnou þkru¾ni
ouÿ ` je bod P (
hápaný ako kru¾ni
azdegenerovaná do jedného bodu). I keï to nie je klasi
ká kru¾ni
a, v¹etkyve
i s mo
nos»ou fungujú. Mo
nos» bodu X ku tejto þkru¾ni
iÿ budejednodu
ho èíslo jXP j2. Sami sa presvedète, ¾e þ
hordálouÿ takejto zdegenerovanej kru¾ni
e a inej klasi
kej kru¾ni
eje tie¾ priamka.Zrejme p je 
hordálou kru¾ni
e k2 a þkru¾ni
eÿ P (staèí si spomenú», ¾e mo
nos» sa poèíta ako druhá mo
ninavzdialenosti od dotykového bodu). PT C
D

B
Ak1

k2
Zostáva teda overi», ¾e CD je 
hordálou kru¾ni
e k1 a þkru¾ni
eÿ P . Na totreba ukáza», ¾e C aj D má ku kru¾ni
i k1 rovnakú mo
nos» ako ku þkru¾-ni
iÿ P . T. j. staèí odvodi» rovnostijCT j � jCAj = jCP j2 a jDT j � jDBj = jPDj2: (1)Zaènime koneène úlohu rie¹i». Uhly DPT a DCT sú obvodové k tetive DTkru¾ni
e k2, sú preto rovnako veµké. Kru¾ni
e k1 a k2 sú rovnoµahléso stredom rovnoµahlosti T . V tejto rovnoµahlosti sa trojuholník BAT zo-brazí na trojuholník DCT , uhly DCT a BAT sú teda rovnako veµké. Uhol BAT je obvodový a uhol DBP jeúsekový k tetive TB kru¾ni
e k1, a tak aj tieto dva uhly sú rovnako veµké. Spojením pred
hádzajú
i
h tro
h úvahdostávame, ¾e uhly DPT a DBP sú rovnako veµké. Trojuholníky DPT a DBP majú okrem tý
hto dvo
h rovnakoveµký
h uhlov e¹te spoloèný uhol pri vr
hole D, sú teda podobné. Preto platíjPDjjDBj = jDT jjPDj ;odkiaµ prenásobením dostaneme druhú rovnos» z (1). Zrejme prvú rovnos» z (1) dostaneme zopakovaním podobnéhopostupu pre trojuholníky CPT a CAP .Tým sme dokázali, ¾e M le¾í na priamke t pre µubovoµnú dovolenú polohu bodu P . Urèite M 6= T , lebo 
ez Tpre
hádza p len pre P = T a taká poloha bodu P je v zadaní zakázaná. Ka¾dým iným bodom M 0 priamky t viemevies» dotyèni
u p ku kru¾ni
i k2 (r�znu od t), ktorá sa jej dotkne v bode P nele¾ia
om na spojni
i stredov kru¾ní
.K tomuto bodu prislú
ha nejaký bod M na priamke p a u¾ sme dokázali, ¾e musí le¾a» na t. Nutne teda M 0 =Ma preto M 0 do hµadanej mno¾iny bodov patrí.Záver : Hµadanou mno¾inou bodov je spoloèná vnútorná dotyèni
a kru¾ní
 k1 a k2 bez bodu T .Úloha è. 12: Nájdite v¹etky prosté funk
ie f : N ! N také, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n platíf(f(n)) � n+ f(n)2 �Poznámka: Prostá funk
ia je taká, ¾e pre v¹etky x, y platí f(x) = f(y) =) x = y.Rie¹enie: (opravoval Buggo)V úvode si ujasnime niektoré základné ve
i. Pod mno¾inou prirodzený
h èísel N budeme rozumie» v¹etky nezáporné
elé èísla (teda aj nulu). Ïalej f(f(� � � f| {z }k (n) � � � )) budeme znaèi» ako fk(n).Hµadanou funk
iou je f(n) = n (8n 2 N).Najprv si doká¾eme pomo
né tvrdeníèko f(n) < n) 8k 2 N n f0g : fk(n) < n.D�kaz matemati
kou induk
iou:1Æ k = 1 : f(n) < n platí triviálne z predpokladu tvrdenia.2Æ (8l 2 N n f0g; l < k : f l(n) < n)) fk(n) < n: Z nerovnosti zo zadania mámef(f(fk�2(n))) � fk�2(n) + fk�1(n)2 �



KMS 2004/05 2. séria letnej èasti 10Ïalej podla indukèného predpokladu platífk�2(n) + fk�1(n)2 < n+ n2 �A preto aj fk(n) < n:Teraz ideme dokáza» samotné tvrdenie. Doká¾eme dve nerovnosti, z ktorý
h nutne vyplynie po¾adovaná rovnos».1. 8n 2 N : f(n) � nSporom. Ne
h 9n 2 N také, ¾e f(n) < n. Podµa ná¹ho pomo
ného tvrdenia vieme, ¾e v¹etky hodnoty, ktoré m�¾emez n získa» opakovaným pou¾itím f , budú men¹ie ako n. Tie¾ vieme, ¾e èísel men¹í
h ako n je koneène veµa (konkrétnepresne n). To ale znamená (podµa Diri
hletovho prin
ípu), ¾e existujú také èísla k; l (k < l), ¾e fk(n) = f l(n).Do fk(n) sme sa dostali z èísla n. Z neho sme sa potom dostali do f l(n) tak, ¾e ¾iadna z medzihodn�t nebola n(vyplýva z na¹ej vetièky z úvodu). To je ale spor s injektívnos»ou funk
ie f . Preto 8n 2 N : f(n) � n.2. 8n 2 N : f(n) � nSporom. Ne
h 9n 2 N také, ¾e f(n) > n. Potom z podmienky zo zadania dostávamef(f(n)) � f(n) + n2 < f(n) + f(n)2 = f(n):Ïalej vyu¾itím u¾ dokázanej nerovnosti dostávamef(f(n)) � f(n):Má nám teda zároveò plati» f(f(n)) < f(n) aj f(f(n)) � f(n), èo je zjavne spor. Preto 8n 2 N : f(n) � n.Aby boli splnené obe nerovnos»i, musí plati» f(n) = n. Takto de�novaná funk
ia je urèite prostá a tie¾ pre òu platíaj nerovnos» zo zadania.Komentár: Úlohu ste rie¹ili pekne a via
erými sp�sobmi, na¹lo sa aj v¹eobe
nej¹ie tvrdenie.Úloha è. 13: Ne
h n > 1 je prirodzené èíslo a X je mno¾ina s n prvkami. Ne
h A1; A2; : : : ; A101 sú podmno¾inymno¾iny X také, ¾e zjednotenie µubovoµný
h 50 z ni
h má via
 ako 50n=51 prvkov. Doká¾te, ¾e z tý
hto podmno¾ínsa dajú vybra» tri také, ¾e ka¾dé dve z ni
h majú aspoò jeden spoloèný prvok.Rie¹enie: (opravoval Mi»o)(Podµa Ondra Budáèa.) Najprv sa dohodnime, ¾e slovo podmno¾ina bude oznaèova» niektorý
h pä»desiati
h mno-¾ín Ai zo zadania. Samotné tvrdenie doká¾eme nepriamo. Ne
h je daná n-prvková mno¾ina X s podmno¾inamiA1,: : : ; A101, z ktorý
h ¾iadne tri nemajú spoloèný prvok. Ka¾dý prvok mno¾iny X sa buï nena
hádza v ¾iadnej,alebo sa na
hádza v práve jednej, alebo v práve dvo
h podmno¾iná
h Ai. Oznaème poèty taký
hto prvkov postupnea, b, 
. ®iadny prvok sa nem�¾e na
hádza» v tro
h alebo via
erý
h podmno¾iný
h Ai, bol by to spor s predpokla-dom. Máme teda n = a+ b+ 
 ; spoèítajme teraz súèet poètov prvkov v¹etký
h podmno¾ín. Tento súèet rozdelímena príspevky, ktorými prispievajú prvky þtypovÿ a, b a 
. Zrejme prvky typu a neprispievajú nièím. Ka¾dý prvoktypu b je v práve jednej mno¾ine Ai, musíme ho teda zapoèíta» toµkokrát, koµko existuje podmno¾ín, ktoré obsahujúdanú mno¾inu, preto¾e toµko je aj zjednotení. Prvky typu 
 sa na
hádzajú v práve dvo
h mno¾iná
h, rozdeµme tedapodmno¾iny obsahujú
e niektorý z prvkov typu 
 na dve skupiny: tie, ktoré obsahujú obe mno¾iny, v ktorý
h sadaný prvok na
hádza, a tie, ktoré obsahujú práve jednu z tý
hto mno¾ín. Získali sme súèet poètov prvkov v¹et-ký
h podmno¾ín, av¹ak tento súèet nie je men¹í ne¾ súèet poètov prvkov v¹etký
h zjednotení pä»desiati
h mno¾ínAi. Keï tento výraz predelíme poètom zjednotení, dostaneme horný dohad priemerného poètu prvkov v takomtozjednotení. Teda �10049 �b+ ��9948�+ 2�9949�� 
�10150 � = 50 � b101 + 151 � 
202 < 5051(a+ b+ 
) = 5051n:Z toho sa dá µahko ukáza», ¾e aspoò jedno zjednotenie obsahuje menej ako 50n=51 prvkov, èo zakonèuje d�kaz.Poznámka: V¹imnime si, ¾e sme dokázali málièko silnej¹ie tvrdenie, preto¾e sme vyu¾ili slab¹í predpoklad þ. . . obsa-huje aspoò 50n=51 prvkov.ÿ Mimo
hodom, na tomto rie¹ení sa tie¾ ukazuje, aké výrazné nedostatky má prirodzenýjazyk pri popisovaní matemati
ký
h javov a zákonitostí.Úloha è. 14: Ne
h m a n sú prirodzené èísla. Doká¾te, ¾e ak m je nepárne, tak èíslo13mn mXk=0�3m3k�(3n� 1)kje 
elé.
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Re!

!2 !3 = 1p32
�p32�12

Porozmý¹µajme, ako by sa výraz zo zadania dal vyjadri» bez pou¾itia sumy. Oznaème3p3n� 1 = q. V¹etky sèítan
e danej sumy sa vyskytujú aj v binomi
kom rozvojivýrazu (1 + q)3m. Problém je, ¾e v tomto rozvoji sa vyskytujú aj iné (dokon
a ira-
ionálne) sèítan
e. Radi by sme sa i
h zbavili, t. j. 
h
eme z binomi
kého rozvojapone
ha» len ka¾dý tretí sèítane
. Keby sme 
h
eli pone
ha» len ka¾dý druhý, staèiloby namiesto výrazu (1 + q)3m pou¾i» dlh¹í výraz (1 + q)3m + (1� q)3m. Podobne sipom�¾eme aj v na¹ej situá
ii. Potrebujeme v¹ak na to komplexné èísla. Medzi nimiexistuje èíslo ! také, ¾e !3 = 1 a 1 + ! + !2 = 0;konkrétne je takým ! = �1=2 + (p3=2)i (dobre to vidie» na obrázku). Vïaka nemu m�¾eme sumu zo zadania(presnej¹ie jej trojnásobok) prepísa» nasledovne (overte si, ¾e naozaj):3 mXk=0�3m3k�(3n� 1)k = (1 + q)3m + (1 + !q)3m + (1 + !2q)3m: (1)Na prvý pohµad to vyzerá, ¾e sme si veµmi nepomohli, lebo o deliteµo
h pravej strany v (1) nevieme priamo nieèopoveda». Uvedomme si najprv d�le¾itú ve
. Pravá strana v (1) je súètom 3m-tý
h mo
nín koreòov polynómup(x) = (x� 1)3 � q3 = x3 � 3x2 + 3x� 1� (3n� 1) = x3 � 3x2 + 3x� 3n:Oznaème pre ïal¹ie úvahy uvedené korene x1, x2, x3 a polo¾me sk = xk1 + xk2 + xk3 . Podµa (1) vidíme, ¾e na¹ouúlohou je dokáza», ¾e s3m je pre nepárne m deliteµné èíslom 3m+1n. ¥ahko mo¾no vypoèíta» hodnotu sk pre malé k.Dostávame s0 = 3; s1 = 3; s2 = 3; s3 = 9n; : : : (2)Skúsme pre jednodu
h¹ie vyjadrenie ïal¹í
h hodn�t sk nájs» nejaký rekurentný vz»ah. Po 
hvíµke hrania sa dosta-nemesk+3 = xk+31 + xk+32 + xk+33 == (xk+21 + xk+22 + xk+23 )(x1 + x2 + x3)� (xk+11 + xk+12 + xk+13 )(x1x2 + x2x3 + x3x1) + (xk1 + xk2 + xk3)x1x2x3 == 3sk+2 � 3sk+1 + 3nsk:Pri poslednej úprave sme vyu¾ili otrepané Vietove vz»ahy. (V¹imnime si peknú ve
 { koe�
ienty v rekurentnomvz»ahu sú rovnaké ako koe�
ienty polynómu p, len s opaènými znamienkami. Podobne by nám to vy¹lo aj pripolynóme vy¹¹ieho stupòa s väè¹ím poètom koreòov. Je dobré do budú
nosti si to zapamäta».)Tvrdenie u¾ teraz veµmi jednodu
ho doká¾eme induk
iou. Z rekurentného vz»ahu vidíme, ¾e ak sú sk, sk+1 a sk+2deliteµné èíslom 3r, je sk+3 deliteµné èíslom 3r+1. Odtiaµ je u¾ iba kr�èik k tomu, ¾e s3m je deliteµné èíslom 3m+1(zvládnete ho sami, staèí pou¾i» (2)). V¹eobe
ne platí (ani to vám nebude robi» problém)3b k3 
+1 j sk: (3)Dokáza», ¾e pre nepárne m dokon
a 3m+1n delí s3m, je len o málo nároènej¹ie. Pomo
ou odvodeného rekurentnéhovz»ahu mo¾no toti¾ poµahky dosta» nový rekurentný vz»ahsk+7 = 63nsk+2 + 9(n2 � 3n� 3)sk+1 + 27n(2n+ 1)sk;z ktorého vidie» (vyu¾ijú
 (3)), ¾e ak je s3m deliteµné èíslom 3m+1n, tak s3m+6 je deliteµné èíslom 3m+3n. M�¾emeteda rozbehnú» induk
iu, ktorej prvý krok máme v (2).Tým je úloha vyrie¹ená. http://kms.sk/


