Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Stratené priklady z 1.série

Uloha &.1: Majme dané kladné celé ¢isla p a q. Zistite, ¢i je cislo p + q nepdrne, ak viete, Ze cislo p* — ¢° je
nepdrne. Plati opacné tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zdévodnit,

Riesenie: (opravoval Vojto)

Cislo je parne prave vtedy, ked ho vieme zapisat ako 2-(nieco) a neparne prave vtedy, ked ho vieme zapisat ako
2-(daco)—1 pripadne ako 2-(volaco)+1, kde nieco, daco a volaco st celé ¢isla. Vieme, ze p* — ¢ je neparne. Aby sme
zistili, ¢i p 4+ ¢ je neparne, vySetrime, akej parity mdzu byt ¢isla p a g. VyskaSajme teda vSetky kombinacie parit
¢isel p, q a viimajme si, u ktorych je p* — ¢® nepérne (pricom k a [ budi kladné celé ¢isla):

e ak je p aj g parne: p? — ¢® = (2k) — (20)3 = 8k> — 8I3 = 2(4k3 — 413)
e ak je p parne a g neparne: p? — ¢ = (2k)% — (20 +1)% = 8k3 — 813 — 1212 — 61 — 1 = 2(4k> — 41> — 612 - 31) — 1
e ak je p neparne a q parne: p> — ¢ = (2k+1)% — (21)® = 8k® + 12k + 6k + 1 — 81° = 2(4k® + 6k> + 3k — 41°) + 1

e ak je p aj ¢ neparne: p* —¢® = 2k + 1) — (20 + 1) = 8k* + 12k* + 6k + 1 —81° — 121> -6l — 1 =
= 2(4k? + 6k + 3k — 413 — 612 — 31)

Vidime, ze p® — ¢° je neparne prave vtedy, ak prave jedno z ¢isel p, ¢ je neparne. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
p je parne a g neparne, potom

prqg=2k+ 20 +1)=2(k+1)+1,

¢o je nepérne ¢islo (rovnaky vysledok dostaneme, aj ked by bolo p neparne a ¢ parne). Cize ak p* — ¢° je nepérne,
tak aj p + q je neparne.

Opacné tvrdenie: zistite, ¢i ¢islo p® — ¢ je nepédrne, ak viete, Ze p + ¢ je neparne. Opiit sa pozrime na vietky
kombinAcie parity ¢isel p, ¢ a v8imajme si, u ktorych je p + ¢ neparne (kde k a [ st stéle kladné celé ¢isla):

e ak je paj g parne: p+q=2k+2l =2(k+1)

e ak je p pdrne a g neparne: p+q=2k+ 20+ 1) =2(k+1)+1
e ak je p nepdrne a g parne: p+q=2k+1)+2l=2(k+1)+1
e ak je paj g nepdrne: p+q=2k+1)+ (20 +1)=2(k+1+1)

Vidime, e p + ¢ je neparne prave vtedy, ak prave jedno z &isel p, ¢ je neparne. Ako potom dopadne p* — ¢° sme
uz rozobrali v prvej ¢asti; p> — ¢° bude tiez neparne. Cize plati aj obratené tvrdenie.

Komentdr: Niektori pisali ,,vieme, ze n® = n, p® = p ... dalej vieme, Ze n —n =p,n —p =n, ... a eite vieme,
zen+n=p n+p=mn,...“ Nevieme! Bolo to treba dokizat (napriklad tak, ako sme to urobili vyssie). Lebo
dokazy tychto tvrdeni boli podstatnou ¢astou rieSenia tohto prikladu.

Uloha &.7: Peto md nekonecni $tvorcekovi siet. Pomézte mu zistit, pre ktoré N z mnoZiny {1, 2, ..., 8} je splnend
nasledujica podmienka: Ezxistuje ofarbenie policok tejto siete na cierne a biele také, Ze kaZdé cierne policko susedi
prdve s N diernymi polickami a kazdé biele policko susedi prive s N bielymi polickami (policka spolu susedia,
ak maji spolocéni stranu alebo vrchol).

RieSenie: (opravovali Baska a Riza)

Postupne rozoberieme vsetky N od 1 po 8.

Ak by malo existovat ofarbenie poli¢ok Pefovej nekone¢nej siete splhajice podmienku pre N = 1, musi sa tam
nachadzat jedno poli¢ko ¢iernej farby (rozmyslite si, ¢o by sa stalo, ak by sa tam Ziadne ¢ierne policko nenachddzalo).
Nazvime si ho zakladné a 8 susedov lubovolného poli¢ka nazvime okolim daného policka. Z platnosti podmienky
musi byt v okoli tohto zdkladného ¢ierneho policka prave jedno Cierne a teda zvySnych 7 bielych. No nech by
toto jedno Cierne policko susedilo so zakladnym stranou alebo vrcholom, vzdy by naproti nemu leziace biele policko
(v zmysle stredovej simernosti so stredom v strede zadkladného policka) malo minimélne dvoch bielych susedov (lebo
v oboch pripadoch susedi s asponi dvoma bielymi politkami z okolia zdkladného policka), ¢o je spor s platnostou
podmienky a preto siet pre N = 1 neexistuje.

Pre N = 2,3,4,5 ofarbenie existuje. Vzhladom na nekonecnost Petovej siete uvddzame len konecéné vyrezy (vSetky,
ktoré sme spolu s vami objavili):
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Nech pre N = 6 ofarbenie siete existuje. Z podobnych dévodov ako v pripade N = 1 sa tam musi nachidzat jedno
¢ierne policko. Nazvime si ho zakladné a Stvorec, ktory vytvara spolu so svojim okolim nazvime zdkladny Stvorec.
V okoli zdkladného policka musi byt prave 6 ¢iernych a teda zvy$né dve st biele. Ak by niektoré z tychto bielych
policok susedilo so zakladnym stranou, malo by vo svojom okoli 5 poli¢ok zo zakladného $tvorca, no nanajvys jedno
z tychto piatich by bolo biele (druhé biele policko z okolia zakladného), takZe to nase biele poli¢ko by malo aspon
Styroch ¢iernych susedov, ¢im by nemohlo mat vo svojom okoli 6 bielych poli¢ok. Cize obe biele policka z okolia
zékladného susedia so zdkladnym vrcholom. Potom vSak obe maja vo svojich okoliach tri policka zo zdkladného
Stvorca a vSetky st Cierne, teda obe mozu mat maximdalne 5 susednych policok bielych, ¢o je spor s platnostou
podmienky, a preto siet pre N = 6 neexistuje.

Pre N = 7 ofarbenie vyhovujice podmienke neexistuje. Dokazeme to sporom. Nech existuje ofarbenie vyhovujtce
podmienke, zrejme sa v iom nachddza jedno ¢ierne policko (ddvody st podobné, ako v pripade N = 1), nazvime si
ho zékladné. V jeho okoli musi byt prave 7 ¢iernych a teda zvysné jedno je biele. Nech by toto biele policko susedilo
so zékladnym stranou alebo vrcholom, vzdy by malo vo svojom okoli aspon 3 ¢ierne policka (lebo v oboch pripadoch
susedi s ¢iernym zdkladnym polickom a s aspon dvoma Giernymi z okolia zédkladného policka), takze by malo najviac
5 bielych susedov, ¢o je spor s platnostou podmienky a preto siet pre N = 7 neexistuje.

Po jednoduchej avahe zistime, Ze ak by malo existovat ofarbenie pre N = 8, muselo by byt jednofarebné (vsetky
policka siete st biele, respektive ¢ierne). Po dokladnom zamysleni sa nad platnostou podmienky pri takomto ofarbeni
(odporacame previest, pripadne si pozriet komentar) zistime, Ze takéto ofarbenie podmienke vyhovuje, teda pre
N = 8 ofarbenie existuje.

N =4

Komentér: Uz samotny fakt, Ze si Peto zohnal nekoneéni §tvoréekovii siet, napovedal, Zze by mohol mat s hou velky
problém. No stalo sa, Z7e nielen on mal problém, ale aj vela jeho pomocnikov :). V ¢om bol pes zakopany? Viaceri
7 vas nespravne pochopili podmienku zo zadania. Jednak v tom, Ze si mysleli, Ze siet nemdZe byt jednofarebna,
ked7e sa v zadani hovori o ofarbeni poli¢ok na ¢ierne a biele. Dvak v tom, 7e tvrdili, 7e jednofarebna siet nesplha
podmienku N = 8 pre ta farbu, ktord sa v sieti nenachadza. Preco to tak nie je? Prva ¢ast podmienky sa pyta,
¢i existuje ofarbenie poli¢ok tejto siete na Cierne a biele, teda ¢i vieme policka siete rozdelit na dve mnoZiny —
— na mnozinu ¢iernych a mnozinu bielych poli¢ok (pri¢om kazdé policko sa nachddza préve v jednej z nich). Kedze
nikde v zadani nie je obmedzenie, 7e by jedna z tychto mnozin nemohla byt prazdna, pradzdna byt moze. Spojka
»a“ mé medzi slovickami ,¢ierne” a ,biele* len oddelovaci charakter a v ziadnom pripade neskryva v sebe vyznam,
7e z kazdej farby tam musi byt aspon jedno policko. Druhé ¢ast podmienky hovori, Ze kazdé policko musi susedit
prave s N polickami rovnakej farby, ¢o (v kontexte s prvou ¢astou) znamenad, ze kazdé policko, ktoré v sieti existuje
(a teda mé bud bielu alebo ¢iernu farbu) musi susedit prave s N polickami rovnakej farby. A jednofarebnd siet
splha tto podmienku pre N = 8, lebo kazdé politko, ktoré v sieti existuje ma okolo seba 8 susedov rovnakej farby
a policka druhej farby v sieti neexistuj(, takZe do sporu s podmienkou neprichddzaji (kedZe o nich podmienka nié¢
nehovori).

PrisnejSie sme hodnotili dokazovanie neexistencie ofarbeni, kedze toto bola podstatna cast prikladu, ¢o sa tyka
formulacie myslienok a argumentacie.

Vzorové riesenia 2.série letného semestra

Uloha &.1: Pomaly pavik Jozef sa pohybuje po stole rovnomernou rychlostou 10 centimetrov za minitu.
Na zaciatku kaZdej minuty sa otoci o 30° doprava. Jozef takto cestuje uz 73 minut. V polovici sedemdesiatej
Sturtej mindty si povedal, Ze od zacdiatku dalsej minity sa zaéne otdcat pre zmenu o 10° dolava. Vrati sa niekedy
po sedemdesiatej Stvrtej minite Jozef na miesto, na ktorom uz bol? Ak dno, kedy najskor?
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RieSenie: (opravoval Petfo G.)

Skisme si najprv premysliet, po akej drahe sa bude Jozef pohybovat. Kazda
minGtu sa pohne o 10 cm vpred a potom sa oto¢i o 30° doprava. KedZze uhol,
o ktory sa otaca, je v kazdom kroku rovnaky a navyse 360° je jeho celocisel-
nym nasobkom (360 = 12 - 30), opiSe po 12 takychto otoceniach JoZko plny
uhol a bude otoceny rovnako ako na zaciatku. Okrem toho sa v kazdom kroku
pohne aj o rovnaki dlzku, po takychto 12 krokoch teda nakresli na stole pra-
videlny 12-uholnik a ocitne sa spit v bode, v ktorom zacal. Jeden takyto
vylet mu bude trvat 12 minat, ¢ize vzdy po uplynuti nejakého nasobku tohto
¢asu bude znova v bode, z ktorého vysiel. To plati aj pre ¢as 72 mintat od
zaCiatku, kedze 6 - 12 = 72. Preto po 74. minite — ked Jozef podlahne spon-
tdnnemu rozhodnutiu a zmeni svoj spdsob cestovania — sa bude nachadzat v
bode As (vrcholy 12-uholnika sme si oznadili postupne A; az Ay v poradi,
v akom nimi Jozko prechédza, pri¢om zacinal v A;). Od tohto momentu sa bude Jozef otdcat vzdy o 10° dolava
a z predoslych avah vyplyva, ze tentoraz nakresli pravidelny 36-uholnik v opac¢nej polrovine urcenej priamkou
As A3z (360 : 10 = 36). Strany tohto 36-uholnika s rovnako dlhé, ako strany 12-uholnika, pretoze Jozef chodi stéle
rovnako rychlo. Do bodu Aj sa Jozef vriti oto¢eny rovnako ako minule, preto tam musi prist po usecke A, A3. NaSe
dva mnohouholniky budi mat teda spolo¢ni stranu As Az, Jozef preto prvy raz po 74. mintte pride do znamych
miest prave v bode A,, ¢ize 35 minit od zmeny svojho spravania.

Pozndmka: Skiste sa zamysliet, ako by vyzerala Jozefova draha, ak sa otac¢a o 144°. Bude to opét mnohouholnik?
A ¢o ak sa otaca o (v/2)°?

Uloha ¢&.2: V obdlzniku ABCD mdme lomenii ¢iaru z vrcholu A do vrcholu C taki, Ze lubovolnd z rovnobeziek
so stranami obdlZnika ju pretina najviac v jednom bode. Dokdzte, Ze dlzka tejto lomenej Ciary nie je vicsia ako
polovica obvodu obdlZnika.

Riesenie: (opravoval Mito)

Pozrime sa najprv na to, ako mozu vyzerat lomené ¢iary, ktoré spliaji podmienku zo zadania. Za¢nime &iarou,
ktord nemd Ziadny zlomovy bod. (Kreslite si obrézok, najlepsie velky a prehladny.) KedZe tato ¢iara spdja body
A a C, musi byt zhodna s uhloprieckou obdlznika. Dobre, ale ako dokazaf, ze je kratia ako polovica obvodu? Asi
ste si v§imli, Ze tsecka AC je preponou pravouhlého trojuholnika ABC. Potrebujeme teda dokdzat, Ze prepona
pravouhlého trojuholnika je kratsia ako stcet odvesien.

Co vieme o pravouhlom trojuholniku? Asi najzndmejsi poznatok ndm poskytuje Pytagorova veta, ktord v nasom
pripade hovori |AC|?> = |AB|? + |BC|*>. My ale chceme dokazaf nerovnost |AC| < |AB| + |BC|. Ako na fu? Nie je
to tazké — stac¢i odmocnit vyjadrenie z Pytagorovej vety a dosadit ho do nerovnosti. (Nezabtdajme, kedy moZno
odmochovat rovnosti.) Dostdvame nerovnost

|AB|%? + |BC|? < |AB| + |BC|,

ktorej platnost by sme chceli overit. AvSak po umocneni a jednoduchej Gprave méame 0 < 2|AB| - |BC|, ¢o zjavne
plati, kedze AB a BC st usecky. Vyborne, to by bolo.

Sktsme teraz prejst k ¢iare, ktord mé prave jeden zlomovy bod. Ozna¢me ho X (novy obréazok). Zamyslime sa, ¢i
vieme nejakym uzitoénym spdsobom vyuZit poznatok z predchddzajicich Gvah. (Na tomto mieste naozaj treba na
chvilu prestat ¢itat a samostatne porozmyslat.) Ano, to vyuzitie je skutoéne priamociare. Tentokrét si viimame
dva pravouhlé trojuholniky AX A; a X By B. (Isto ldskavému ¢itatelovi nerobi problémy domysliet si, odkial a preco
sa vzali body 4; a B;.) Dlzka lomenej ¢iary je tentokrat rovna |AX| 4 |XC| a uz vieme, 7e tato dizka je mensia
ako sticet dizok |AA;| + |A;B| + |BB;| + |B1C|, ktory sa ale rovna a + b. Vyzer4 to slubne, zd4 sa, Ze sme naozaj
na nieco prisli.

Skisme teraz uz uvazovat vSeobecne. Oznac¢me si vSetky zlomové body ¢iary a im prislichajice body na strandch
obdl7nika. (Asi je zbytotné pripominat, 7e vlastny obrazok opif méze byt uzito¢ny.) Vsimnime si, 7e spojnice
bodov na strandch a im prisltchajicich zlomovych bodov st naozaj rovnobené so stranami oblZnika. (Presnejsie:
s dvoma st rovnobezné a na dve su kolmé.) Je to spdsobené tym, Ze body na strandch sme konstruovali pomocou
rovnobeziek so stranami oblznika. Vdaka tomu kazdej odvesne prislticha rovnako dlhy tisek na strane obdlznika.
7 predchadzajtucich tvah vieme, Ze prepony malych pravouhlych trojuholnikov st kratsie ako stcty odvesien.
Zéaroveh vieme, 7e ak s¢itame vietky prepony, tak dostaneme dlzku lomenej &iary.

Teda posledny krok spoéiva v tom, 7e porovname stéet dizok tsekov na stranich a dlzky samotnych stran. Inymi
slovami, potrebujeme dokazat, Ze jednotlivé tiseky sa neprekryvaji. To ndm staci, pretoZe Ziadny Gsek nepresahuje
mimo niektorej zo stran — vyplyva to z toho, ze zo zadania je lomend ¢iara vnitri obdlznika. Pouvazujme, ¢o by
znamenalo, Ze niektoré dva tseky sa prekryvaju. Kedze nad kazdym tsekom je odvesna a nad kazdou odvesnou je
prepona, tak by to znamenalo, Ze na nejakom mieste st nad sebou dve prepony. AvSak kazda prepona je Castou
¢iary a teda keby sme v tomto mieste zobrali rovnobezku so stranou obdlznika, pretla by loment ¢aru aspon
v dvoch bodoch, ¢o odporuje zadaniu. Teda tseky sa neprekryvaja, ¢o znamend, 7e stcet ich dlzok je kratsi ako
polovica obvodu, ¢o sme mali dokézat.
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Komentér: Pri tomto priklade mé zmysel poukazat na niekolko zaujimavych veci. Napriklad ste si asi v§imli, Ze sme
dokézali ostrt nerovnost medzi dlzkou ¢iary a polovicou obvodu, aj ked v zadani je neostré. Nie je tazké uvedomit si
(a ani dok4zat), Ze rovnost zo zadania plati prave vtedy, ked celd lomen4 ¢iara lezi na obvode. Dal3ou zaujimavostou
je, ze tvrdenie plati pre fubovolny rovnobeznik, nielen pre obdlznik. Totiz vSade, kde sme vyuzivali Pytagorovu
vetu, mozno pouzif trojuholnikovii nerovnost, je to dokonca este jednoduchsie. Ved si to skiiste. Uplne na zaver
si predstavme mesto, kde st vSetky ulice na seba bud kolmé, alebo st rovnobezné. Teda ak sa v takomto meste
chceme prepravit medzi dvoma bodmi, mozeme ist len vodorovne, alebo zvislo. Skiiste porozmyslat, aké dlhé s
najkrat8ie cesty medzi dvoma fubovolnymi bodmi v porovnani s cestami v oby¢ajnom meste.

Uloha é&.3: Majme dant kruznicu k a lubovolny bod A. Bodom A vedme lubovolné priamky, ktoré mozu vytnit
tetivu na kruznici k. Najdite mnoZinu stredov tychto tetiv.

RieSenie: (opravovala Janka)

Hladdme mnozinu stredov v8etkych tetiv, ktoré vytina priamka prechddzajica bodom A na kruznici k. Preto by sme
mali najst nejaka vlastnost, ktortt maju stredy tetiv spolo¢nii a pomocou ktorej budeme vediet hladanii mnozinu
popisat. O tetive vieme, Ze jej os prechddza stredom kruznice, v ktorej lezi. (Ak nevieme, dand vlastnost vyplyva
z toho, Ze trojuholnik vytvoreny priese¢nikmi tetivy s kruznicou a stredom kruznice je rovnoramenny, a teda péita
vysky na tetivu lezi v jej polovici.)

Nakreslime si situdciu v zadani. Ozna¢me Y stred tetivy X Z.
U7 vieme, ze uhol SY A je pravy. Teraz si uz len staci uvedomit,
Ze to plati pre kazda tetivu (okrem tej, ktord prechddza bodom S,
vtedy je bod Y totoZny prave s bodom S). Z toho vyplyva, Ze stred
kazdej tetivy lezi na Talesovej kruznici nad priemerom SA. NavysSe
stred tetivy vzdy lezi vo vnutri kruznice k, a teda hladanou mno-
/ 7inou mdoze byt len t4 c¢ast Tédlesovej kruznice nad priemerom S A,
/ ktord lezi vo vnutri k. ESte sa musime presved¢it, Ze naozaj kazdy
i .~ P bod Y popisanej mnoziny je stredom nejakej tetivy, ktori vytina
-7 priamka prechadzajica bodom A na kruznici k. Ak je Y rozny od
S, tak uhol SY A je pravy a teda Y je stredom tetivy, ktort AY vytina na k. Ak Y = S, tetiva, ktora vytina AY,
je vlastne priemerom kruznice a teda Y je jej stredom.
Ostéva uz len diskusia. Ak je bod A totoZny s bodom S, kazda tetiva bude vlastne priemerom, a teda jej stred bude
bod S. V tomto pripade je hladanou mnozinou bod S. Ak lezi A vo vnutri k& (av8ak mimo S), hladanou mnoZinou
je celd Talesova kruZnica nad priemerom S A (lebo leZi celd vo vnutri kruZnice k). Ak bod A patri kruZnici, rieSenim
je Talesova kruznica nad priemerom SA bez bodu A. A nakoniec, ak bod A lezi mimo kruznice k, rieSenim je obluk
Téalesovej kruznice, ktory lezi vo vnutri k.

Uloha &.4: Uhol pri vrchole trojuholnika je rozdeleny dvoma priamkami na tri rovnaké uhly. Tieto dve priamky
rozdeluji protilahli stranu trojuholnika na tri iseky. MoZe sa stat, Ze najdlhsi usek na strane bude ten stredni?

RieSenie: (opravoval Pista)

Netitajte, pokial neméate poruke ceruzku a papier. Nenechajte sa odradif dizkou dékazu. Postup je jednoduchy,
stac¢i poznat zakladny vzorec pre obsah trojuholnika, stcet vnitornych uhlov trojuholnika a podobné malickosti.
Proste ¢itajte vSetci, lebo tento priklad vyriesil iba jeden riesitel ( Viado Ujhdzi) a eSte dalsi dvaja-traja s mensimi
nepresnostami ¢i netplne a tieto rieSenia uz vyuzivali tvrdenia, ktoré nemusia poznat v8etci prvaci.

Nech n&s trojuholnik je ABC' a nech tie dve priamky rozdeluji uhol pri vrchole A na tri rovnaké ¢asti. Priese¢niky
tychto dvoch priamok zo stranou BC si ozna¢me X a Y tak, aby B, X, Y a C lezali na strane BC' v tomto poradi.
Zo zadania potom médme, 7ze | BAX| = |$ X AY| = |[Y AC| = 4. Dalej si ozna¢me v trojuholniku ABC' uhly pri
jednotlivych vrcholoch standardnym sposobom «, 5 a . VSimnime si, ze trojuholniky BAX, X AY a Y AC maja
jednu spolo¢na vysku v, ktord patri k vrcholu A. Potom zo zndmeho vzorca pre obsah trojuholnika dostaneme,
7e najdlhsi z Gsekov BX, XY, Y C bude ten, ktory je stranou trojuholnika s najvic¢sim obsahom. TakZe podme
porovnéavat obsahy trojuholnikov BAX, X AY a Y AC.

Ozna¢me si E bod na polpriamke AX, pre ktory |[AE| = |AC|. Potom podla vety sus st trojuholniky CAY a EAY
zhodné, lebo maji spolo¢nt stranu AY, [JEAY| = |4 CAY | a |EA| = |CA|. Teda trojuholniky CAY a EAY maja
rovnaky obsah! V§imnime si polohu bodu E. Ak je tento bod vzdialenejsi od bodu A ako bod X, tak v trojuholniku
EAY je obsiahnuty trojuholnik AXY. To znamend, %e obsah trojuholnika EAY je vicsi ako obsah trojuholnika
AXY. My v8ak chceme dosiahnut, aby nebol obsah trojuholnika EAY vicsi, lebo potom by bol tsek CY dlhsi
ako XY. Teda by sme potrebovali, aby nebol bod E ,za* bodom X. Zo zhodnosti trojuholnikov CAY a EAY
vieme, ze |[SCY A| = |[SEY Al = ¢. Aby bod E nebol za bodom X, musi platit |[<EY Al < |4XYA|. Lenze
| AY X| = 180° — ¢ a tak potrebujeme, aby bol ¢ < 180° — ¢, teda ¢ < 90°. Toto vSak znamen4, Ze v trojuholniku
AY C ma platit 6 + v > 90°, lebo sticet vnutornych uhlov v trojuholniku je 180°.

A uZ sme vo findle...Ked tieto Gvahy zopakujeme z druhej strany, t.j. pre trojuholniky ABX a AXY,
tak dostaneme, 7e mé platit | BX A| = w < 90°, teda aj 8+ § > 90°.
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No a teraz spocitajte sucet vnatornych uhlov v trojuholniku ABC.
a+B8+v=3+8+vy=(0+B)+ (0 +v)+d>90°+90°+ 4 > 180°.

A toto nemdze nastat. Teda nevieme dosiahnut v Ziadnom trojuholniku, aby ten stredny tisek XY bol najdlhsi.

Komentéar: Ked si nakreslite obrazok a na zdklade toho vyhldasite niefo, tak to potom treba nejako dokazat, lebo ten
obrazok mdze byt zvadzajici. Moze sa stat, ze uvidime nieco, ¢o v skutoc¢nosti neplati, alebo plati iba pre nejaké
$pecidlne pripady. Preto je nutné nase pozorovania poriadne matematicky zdovodnit. Napriklad vela z vas uvidelo,
7e v rovnostrannom trojuholniku je stredny tsek rovnako dlhy ako tie krajné. Ked sa raz naucite sinusovi vetu,
tak si zratajte tie dlzky a vyjde vam, Ze tie krajné sti viac ako o 13, 7% dlhsie ako stredny. Ale ak sa o tom chcete
presvedd¢it hned teraz, tak si vezmite ¢o najvicsi papier a nakreslite si nan ¢o najvicsi takyto trojuholnik a mozno
uvidite ten rozdiel. Som zvedavy, ako skonStruujete presni tretinu uhla. Kto to urobi dobre, ma u mna ¢okoladu,
resp. nejaké ovocie, ak nechcete v mladom veku prist o zuby.

E
Uloha &.5: Biska Baska skdce po dvoch ramendch uhla ako na obrazku. Vietky C
jej skoky st rovnakej dlzky. Zacina z vrcholu ubla a po siedmych skokoch sa vrdti
naspdt do tohto vrcholu. Aka je velkost uhla? G
RieSenie: (opravovali Jakub a Zuzka C.)
(Podla Petry Poldnyiovej.) Velkost uhla GAB, ktort potrebujeme vypoditat, A > T D

oznatme a. Je zrejmé, ze trojuholnik ABC' je zhodny s trojuholnikom AGF

(Ssu) a tiez, ze trojuholnik BC'D je zhodny s trojuholnikom GFE (Ssu). Z toho

vyplyva, 7e aj trojuholniky ACD a AFE st zhodné podla vety sus. Teda |AD| = |AE|, preto trojuholnik DEA je
rovnoramenny so zakladiiou DE. Takze [ ADE| = |SYAED| = (180° — a)/2 = 90° — a/2.

Teraz tento uhol vyjadrime aj inak a z toho ziskame rovnicu pre uhol a. Zo zadania vyplyva, ze trojuholniky AFG,
ACB, BDC, EGF, FDE a CED st rovnoramenné. Preto:

(AAFG) |XAGF| = 180° — 20 => |JCGF| = 2a
(AGEF) IXGEF| = |4CGF| =20 = [JGFE|=180° — 40 =
— |JEFD| =180° — [SGFE| — |$AFG| = 3a

A kedZe trojuholnik FDE je rovnoramenny, tak dostdvame |{ EFD| = | FDE| = 3a. Tak a mame iné vyjadrenie
pre velkost uhla ADE. Dajme to do rovnosti:

IS ADE| = 90° — % =3a,

preto o = 180°/7. Komentar: KedZe skoro vSetci z vas vyriesili tento priklad aplne spréavne (spravnych postupov je
samozrejme viacero, vo vzorovom rieSeni je uvedeny iba jeden z nich), tak je zbytoc¢né pisat tu nejaky komentér. .. :)
Ale skuste sa zamysliet nad tym, aky velky by bol uhol, ak by blgka spravila iba pit skokov namiesto siedmich. A
¢o ak by bolo skokov 25?7

Uloha &. 6: Dangj je uhol AVB a v fiom leFiaca kruznica k, ktord sa nemusi dotykat ramien uhla. Ndjdite na nej
bod P, pre ktory je sicet vzdialenosti bodu P od ramien AV a BV minimdlny.

RieSenie: (opravovali Erika a Lucia)

Ako prvy krok nésho rieSenia zredukujme vSeobecny problém
na problém trochu konkrétnejsi. Podla zadania tlohy sa kruz-
nica moZe nachadzat na fTubovolnom mieste vnttri uhla AV B.
Posufime ramend tohto uhla tak, aby sa dotykali kruznice (ako
na prvom obrizku). V8imnime si, Zze Tubovolny bod P danej
kruznice mé stacet vzdialenosti od ramien uhla AV B rovny
sti¢tu vzdialenosti od posunutych ramien a velkosti posunutia
jednotlivych ramien (teda celkové vzdialenost bodu P od ra-
mien uhla je z1 + x2 +di +ds). Ked si uvedomime, Ze vzdiale-
nosti d; a da st pre dant kruznicu konStantné (premyslite si),
zredukuje sa nam vSeobecny problém na tlohu néajst bod P
s najmen§im suctom vzdialenosti za predpokladu, zZe sa kruz- V B
nica dotyka ramien uhla.

Teraz, ked sme si tlohu zna¢ne zjednodusili, prichddza zloZitejsia ¢ast nasho rieSenia (dand kruZnica sa uz dotyka
ramien uhla). Tipnime si polohu bodu P a potom sa pokiisme dokdzat nasu hypotézu. N4S tip je, Ze bod P bude
lezat na spojnici vrchola V' a stredu danej kruznice S. O tomto bode sa pokisime ukazat, 7e splia pozadovant
vlastnost. Dokaz tohto tvrdenia si vyzaduje siahnut hlbsie do na8ich znalosti z geometrie alebo vymysliet nie¢o nové.
Sktisme najst mnozinu bodov vnttri uhla AV B, ktoré maji od ramien uhla rovnaka vzdialenost (pod rovnakou
vzdialenostou sa uZz mysli sicet vzdialenosti od jednotlivych ramien).
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Vsimnime si, Ze body Y; a Y5 také, ze |VYi| = |VY3|, st rovnako
vzdialené. Teraz skGisme ukézat, Ze aj body na tisecke Y, Y5 st rovnako
vzdialené. Zvolme si teda lubovolny bod X na tsecke Y7Y>; ukdzeme,
ze pren plati |[Y1L| = |[MX|+ [NX]| (body M, N, L st volené tak,
ako na druhom obrazku). Spustime kolmicu z bodu X na spojnicu
LY;. Takto dostaneme bod O. Kedze titvar LN XO je obdlznik, tak
|XN| = |LO|. Takisto sa da lahko ukdzat, ze uhly M XY; a OY1 X st
rovnako velké (rozmyslite si to). KedZe st oba trojuholniky M XY
a OY1 X pravouhlé, maja zhodné uhly M XY; a OY; X a rovnaku

DR preponu, st podla vety usu zhodné. Cize |OY;| = |MX]|. Z toho
v LN b B méme |[Y1L| = |0OY1| + |OL| = |MX| + |[NX|. Jednoduchou tivahou
sa da overit, ze iba tieto body maja taka istG vzdialenost ako bod Y7; bodom neleZiacim na tsecke Y1Y5 vedieme
rovnobezku s touto tiseckou a o nej vieme ¢osi povedat zopakovanim rovnakej ivahy ako pre tisecku Y7 Y. Rozmyslite
si to a zapamiitajte, tdto ivaha sa Casto pouZziva na dokaz obrédtenej implikdcie (vyuZijeme implikaciu uz dokdzana).

A

Takze teraz sme uz k cielu velmi blizko. Zistili sme, Ze mnozina bodov
s rovnakou (vopred danou) vzdialenostou je zdkladia rovnoramen-
ného trojuholnika s vrcholom V' a ramenami, ktoré lezia na ramenach
uhla AV B (a Ziadne iné body, rozmyslite si, preco je toto dolezité).
Teda bod P najdeme tak, 7ze zostrojime dotyc¢nicu k danej kruznici
rovnobezni so zédkladhou rovnorammenného trojuholnika popisaného
vyssie. Vieme, ze také existuji dve, ale my vezmeme ten blizsi bod
k vrcholu uhla V' (preco?). Dotykovy bod tejto dotyénice s kruznicou
je hladany bod P. Tym sme tlohu vyrie§ili, a vdm zostdva na do-
mécu ulohu ukézat, Ze takto zvoleny bod leZi na osi uhla. Na tretom
obrazku je naznacend konstrukcia bodu P.

V B

Komentér: Aj ked Gloha nebola zloZita, k spravnemu vysledku so spravnym dokazom sa dostalo len mélo z vas.
Odrazilo sa to samozrejme na bodovani. Ak ste si pozorne ¢itali vzorové rieSenie tohto prikladu, v8imli ste si,
ze aj pri takychto tlohach sa da néjst korektny dokaz. Tvrdenia typu ,ked toto bude blizsie, tamto bude dalej“
nie st v matematike velmi vitané, pretoZze ich Gplny dokaz je ¢asto tazsi, nez povodnd tloha. Preto by sme vam
odporudili sa im vyhnat a radSej sa pokusit o iné dokazy. Spomente si na to, ked budete v budicich séridch riesit
podobné tlohy. Mozete si to vysktsat na tejto: V rovine mame dany trojuholnik a priamku p. Ndjdite bod tohto
trojuholnika, ktory mé od priamky p najvicsiu vzdialenost. Kolko takychto bodov existuje? Moze ich byt viac ako
jeden? Mozu byt dva alebo tri? Ked tispesne vyrieSite aj ttito tilohu, skiiste dalsiu vymyslief sami. Co tak kvader
a priamka, ¢i rovina v priestore?

Uloha &.7: Na polkruznici nad priemerom AB lezi bod M. Na tsecke AB lezi bod K . Stred kruznice prechddzajicej
bodmi A, M, K oznaéme P a stred kruznice prechddzajicej bodmi M, K, B ozna¢me Q. Dokdzte, Ze body M, K,
P a @ leZia na jednej kruznici.

RieSenie: (opravovali Dada a Migko)

Chceme ukazat, Ze body P, K, @ a M lezia na jednej kruZnici, t.j. ze §tvo-
ruholnik PKQM je tetivovy (d4 sa mu opisat kruznica). Stvoruholnik je
tetivovy prave vtedy, ked stcet nejakych jeho protilahlych uhlov je 180°.
Vsimnime si teraz obrazok. Bod M lezi na Télesovej kruznici nad prieme-
rom AB, teda uhol AM B je pravy. Ozna¢me |[{BAM| = a a |[{ABM| = (.
Ked7e stcet vnatornych uhlov v trojuholniku je 180°, plati a + 5 = 90°.
Vsimnime si trojuholnik AM K a bod P. Uhol K AM prislicha tomu istému
obltku ako uhol KPM. Teda uhol K AM je obvodovy k stredovému uhlu
KPM ateda |[SKPM| = 2|<KAM| = 2a. Podobne je to aj s trojuholnikom BK M. Uhol KBM je obvodovy
k stredovému uhlu KQM, ¢ize |[SKQM| = 2|4 KBM| = 28. Kedze plati a + § = 90°, tak plati 2a + 238 = 180°.
To znamend, 7e stucet protilahlych uhlov (| KPM|+ | KQM]|) v Stvoruholniku PK QM je 180°, ¢ize Stvoruholnik
PKQM je tetivovy, ¢o sme chceli dokazat.

Otézkou v8ak je, ¢i pre lubovolnt polohu bodov M a K bude situdcia vyzerat tak, ako na nasom obrazku. Nage
rieSenie by nefungovalo, keby uhly K AM a KPM (resp. uhly KBM a KQ@QM) neprislachali tomu istému oblaku.
Cize bod P (Q) by lezal v opa¢ne]j polrovine uréenej priamkou K M ako bod A (B). Mbze také nieco nastat? Uhol
KAM (KBM) je uréite ostry. Keby bol bod P (Q) v opac¢nej polrovine ako bod A (B), tak by bol uhol KPM
(KQM) prisltchajici tomu istému obliku ako uhol KAM (KBM) zjavne vacsi ako 180°. No my vieme, Ze pre
obvodové a stredové uhly plati | K PM| = 2|4 K AM|. KedZe je uhol K AM (K BM) ostry, jeho dvojndsobok ned4
nikdy uhol vicsi ako 180°, ¢o je spor. Teda bod P (@) musi lezat v tej istej polrovine ako bod A (B).

Komentér: Vela z véds Glohu v podstate zvladlo. Velmi casto ste v8ak zabudli uvazovat nad tym, Ze to nie vzdy
musi vyzerat tak, ako na vasom obrazku.
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Uloha &.8: V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC. Dokdzte, Ze existuje kladnd konstanta k takd, Ze pre
kazdy bod X danej roviny moZeme vhodne zvolit znamienka + a — tak, Ze plati

:i:Ul :|:’U2:i:1)3:k,

kde vy, vo, v3 si postupne vzdialenosti bodu X od priamok AB, BC, C A.

RieSenie: (opravoval Miki)

Najprv si skiisme zvolit niekolko réznych poléh bodu X. Ak ho trafime do vrchola
nagho trojuholnika (napr. A), zistime, 7e k = v/3a/2 = v, ¢o je jediny kladny
vysledok vyrazu +v; £ 0 £ 0.

Teraz si v§imajme body X vnttri trojuholnika. KedZe vzdialenosti bodu X od AB,
BC, AC st vetky mensie ako vyska trojuholnika, potrebujeme dokazat, ze vy +
+vy 4+ v3 = v/3a/2. Dobra pomdcka bude vyjadrenie obsahu trojuholnika ABC
ako stcet obsahov trojuholnikov X AB, X BC a XCA.

g _av _ avy  avs  avs
ABC — 2 - 2 2 2 ’
v = v +U2+U3.
c C
1C
X
2B 2A
A
14 20 1B B A B
X
obr. 2 obr. 3 obr. 4
Ak X bude lezat mimo trojuholnika, moZe nastat viacero rdznych situdcii (ako
vidno na obr. 2). Pozrime sa na pripad, ked bod X lezi vo vyseku 14 (obr. 3)
a zase si pospdjajme X s vrcholmi trojuholnika ABC'. In$pirovani predchadzaji-
cim postupom vyjadrime obsah trojuholnika ABC pomocou obsahov trojuholni-
kov XAB, XBC a XCA:
_av _ _av av;_aw
Sapc = 5 = 5 T 5
v = —v1 +vy—v3.
V pripade 1B bude v = vy — vy —v3 a v 1C zase v = —vy — v + v3.

Nakoniec si nakreslime pripad 2B a sktsime nejako vyjadrit Saapc. Z obrazka vidno, Ze to bude

SaBc = Sxa+ SxBc —Sxac,
av avy avy avs
— = — 4=
2 2 2 2
v = vV +vy—v3.

A v pripadoch 24 a 2C to vyjde v = vy — vy +v3 a v = —vy + V2 + V3.

Ak X lezi na niektorej z priamok AB, BC alebo AC, moZzeme pouZit rovnaky postup ako v lubovolnej prilahlej
oblasti. Pre kazdy bod roviny sme nasli také rozdelenie znamienok, 7ze vyraz £v; £ vs &+ v3 je konstantny a tym
sme tvrdenie dokazali.

Uloha &.9: V trojuholniku ABC je vsetko oznacené ako obuykle. Ak je uhol a dvakrdt taky velky ako uhol B, tak
a® = b(b+ c). Dokdzte. Plati aj obrdtend implikdcia?
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Riesenie: (opravoval Rasto)

Zac¢nime prvou implikdciou. Mame dokazat, Zze v trojuholniku ABC, kde a = 24,

vela nenapovie, no ked si ho upravime na pomer dfzok, tak v iom mézeme uvidiet
podobnost nejakych trojuholnikov. Tak teda upravme. Z a? = b(b + ¢) dostavame

g_b-l—c
b a

(1)

U# len niekde na obrazku najst dva trojuholniky s takymito dizkami stran, zistit,
7e st podobné a vyhrali sme! Dl7ka b+ ¢ sa v zdkladnom obrazku nenachédza, tak
si ju vytvorme. Na polpriamke C'A vyzna¢me bod B’ tak, aby |B’A| = ¢ a zdroven
aby bod B’ nelezal na usecke AC (obréazok). Velkost uhla BAB' je 180° — 24
a kedZe trojuholnik AB'B je rovnoramenny, velkosti uhlov AB'B a B'BA su 3.
V&imnime si trojuholnik ABC' a trojuholnik BB'C. Maja rovnaké vnitorné uhly,
¢ize su podobné a plati v nich, ze pomery zodpovedajuicich si stran si rovnaké,
teda plati aj (1), ¢ize plati dokazované a® = b(b + c).

Podme teraz na opa¢nti implikaciu. Nech plati a> = b(b+c) (teda plati aj (1)), mame zistit, ¢i plat{ @ = 23. Podobne
ako predtym si oznacime bod B’ (nakreslite si vlastny obrézok). Trojuholniky ABC a BB'C majt spolo¢ny uhol
pri vrchole C a strany (ramené tohto uhla) v rovnakom pomere (1), preto s tieto dva trojuholniky podobné. Maja
preto zhodné velkosti vnttornych uhlov CB'B a CBA, 7 ¢oho dostdvame a = 2/3. Preto plati aj opacné implikécia.

BI

Uloha &.10: Nech AB je priemer kruznice k a O je jej stred. Vnitri isecky AB zvolme bod C. Uvazujme iba
jeden z oblikov AB, kolmica na AB cez bod C pretina tento oblik v bode D. Kruznica vpisand do dtvaru CBD
(t.j. dotgkajica sa kratsieho oblika BD a iseciek CB a CD) sa dotyka isecky AB v bode J.

a) Dokazte, Ze |AD| = |AJ|.
b) Dokazte, Ze DJ je osou uhla CDB.

RieSenie: (opravovala Hanka)

a) (Podla Jakuba Zdvodného.) Oznatme | kruznicu vpisand do Gtvaru CBD D
a K, L po poradi jej dotykové body s tiseckou C'D a kruznicou k. Body L, K k

a A lezia na jednej priamke, lebo kruznice k a I st rovnolahlé v rovnolahlosti
so stredom L (bod K sa v tejto rovnolahlosti zobrazi do bodu leziaceho
na kruznici &, pricom dotyc¢nica v tomto bode bude rovnobezna s dotyc¢nicou
CD kruznice [, preto tento bod na k je A).

Z Télesovej vety vyplyva, Ze |SALB| = |<KLB| = 90°. KedZe aj uhol .

KCB je pravy, §tvoruholnik K C'BL je tetivovy. Z mocnosti bodu A ku kruz- A e J B
nici jemu opisanej vieme, ze |AC| - |AB| = |AK| - |AL|. Z mocnosti bodu A ku I vyplyva, ze |AK|- |AL| = |AJ|?.
Cize |AJ|? = |AC| - |AB|. Trojuholnik ABD je pravouhly, preto preii plati Euklidova veta o odvesne, ktora hovori,
7e |AD|?> = |AC| - |AB|. Takze |AJ|?> = |AD|?, a kedze |AJ| a |AD] st kladné &isla, prave sme dokdzali rovnost
|AD| = |AJ|.

b) Tato ¢ast uz bola jednoduchsia (hlavne pre tych, ktori pri tom vyuzili ¢ast a)). Oznacme | DAB| = 2a. Uz sme
dokazali |AJ| = |AD]|, teda |4 AJD| = |$ADJ| = 90° — a. Trojuholnik CDJ je pravouhly, preto |[SCDJ| = a.
Uhol |4 ADB]| je pravy, teda |[<JDB| = 90° — |[SADJ| = 90° — (90° — a) = a = | CD.J|. Priamka D.J je osou
uhla CDB.

Komentér: Samozrejme, prva cast isla aj bez mocnosti. Stacilo pouzit dostatocne vela Pytagorovych viet na spravne
trojuholniky a niekedy elegantne, inokedy drevorubadsky sa priklad dal dopoéitat. Vtedy vSak bolo treba dat pozor
na diskusiu, pretoZze poradie bodov C,0,J mdZe byt rozne. I§lo to analogicky, ale ti z vas, ktori si na to ani
nespomenuli, maji menej bodov (a nabudtce si dajte pozor!).

Uloha &.11: Kruznica ki sa v bode T zvonka dotyka kruznice ky. Na ko wvazujme lubovolny bod P neleziaci
na spojnici stredov oboch kruznic. Bodom P vedieme dotycénice ku ki, ktoré sa jej dotkni v bodoch A a B. Priamky
AT, BT pretni ks znovu postupne v bodoch C, D. Priamka CD pretne dotycénicu ku ks vedent bodom P v bode M.
Uréte mnoZinu vetkijch mozngch poldoh bodu M, ked menime polohu bodu P.

Riesenie: (opravoval Peto)

Ked nakreslime viacero obrazkov, nadobudneme pevné presvedcenie, Ze hfadané body M lezia na spolo¢nej doty¢nici
kruznic k; a ks vedenej bodom T' (ozna¢me ju t). Zamyslime sa preto, ako by sa to dalo dokézat.
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Ozna¢me p dotycnicu ku ks vedenit bodom P. Chceme vlastne dokazat,
Ze priamky ¢, CD a p sa pretinajia v jednom bode (potom totiZ nutne
prieseénik CD a p lezi na t). Dobre vieme, Ze t je chordédlou kruznic k,
a ka. Ak najdeme tretiu kruznicu ¢ taka, ze CD je chorddlou kruznic
ki a £ a p je chordilou kruznic k; a £, budeme hotovi. Vieme totiz,
Ze tri chordaly troch kruZnic (ku kazdej dvojici kruznic jedna chordéla)
sa pretinaja v jednom bode. (Dokaz tohto tvrdenia je velmi jednoduchy.
Stadi si uvedomit, Ze chorddla dvoch kruZnic je mnozina bodov majacich
k nim rovnakd mocnost.)

Ukdzeme, Ze vhodnou ,kruZnicou“ ¢ je bod P (chdpany ako kruZmica
zdegenerovand do jedného bodu). I ked to nie je klasickd kruZznica, vSetky
veci s mocnostou funguji. Mocnost bodu X ku tejto ,kruznici“ bude
jednoducho &islo | X P|?. Sami sa presvedcte, Ze ,,chorddlou” takejto zdegenerovanej kruznice a inej klasickej kruznice
je tiez priamka.

Zrejme p je chordélou kruznice ks a ,kruznice“ P (staci si spomentt, Ze mocnost sa pocita ako druh& mocnina
vzdialenosti od dotykového bodu).

A
Zostava teda overit, ze C'D je chordalou kruZnice k; a ,kruZnice“ P. Na to ks
treba ukazat, ze C aj D mé ku kruznici k; rovnaka mocnost ako ku ,kruz-

nici“ P. T.]. sta¢i odvodit rovnosti

CT|-|CA| =|CP|? a |DT|-|DB|=|PDJ. (1)

Zac¢nime konec¢ne tlohu riesit. Uhly DPT a DCT st obvodové k tetive DT
kruZnice ko, st preto rovnako velké. Kruznice ki a ks si rovnolahlé
so stredom rovnolahlosti 7'. V tejto rovnolahlosti sa trojuholnik BAT zo-
brazi na trojuholnik DCT, uhly DCT a BAT st teda rovnako velké. Uhol BAT je obvodovy a uhol DBP je
usekovy k tetive T'B kruznice k1, a tak aj tieto dva uhly st rovnako velké. Spojenim predchadzajicich troch tivah
dostdvame, ze uhly DPT a DBP st rovnako velké. Trojuholniky DPT a DBP majt okrem tychto dvoch rovnako
velkych uhlov eSte spolo¢ny uhol pri vrchole D, st teda podobné. Preto plati

|PD|  |DT|
\DB|  |PD|’

odkial prendsobenim dostaneme druht rovnost z (1). Zrejme prva rovnost z (1) dostaneme zopakovanim podobného
postupu pre trojuholniky CPT a C AP.

Tym sme dokézali, ze M lezi na priamke ¢ pre fubovolni dovoleni polohu bodu P. Uréite M # T, lebo cez T
prechddza p len pre P = T a taka poloha bodu P je v zadani zakdzana. Kazdym inym bodom M’ priamky ¢ vieme
viest doty¢nicu p ku kruZnici ks (roznu od t), ktord sa jej dotkne v bode P neleZziacom na spojnici stredov kruznic.
K tomuto bodu prislicha nejaky bod M na priamke p a uz sme dokazali, Ze musi leZat na t. Nutne teda M' = M
a preto M' do hladanej mnoziny bodov patri.

Zdver: Hladanou mnozinou bodov je spoloéna vnatornd doty¢nica kruznic k; a ko bez bodu T'.

Uloha &.12: Ndjdite vietky prosté funkcie f : N — N také, e pre kazdé prirodzené cislo n plati

Femy) < 2

Pozndmka: Prostd funkcia je takd, Ze pre vsetky x, y plati f(z) = fly) = v =y.

Riesenie: (opravoval Buggo)
V tvode si ujasnime niektoré zakladné veci. Pod mnoZinou prirodzenych ¢isel N budeme rozumiet vietky nezdporné
celé ¢isla (teda aj nulu). Dalej f(f(--- f(n)--+)) budeme znacit ako f*(n).

————r

k
Hladanou funkciou je f(n) =n (Vn € N).

Najprv si dokdzeme pomocné tvrdenitko f(n) < n = Vk € N\ {0} : f*(n) < n.
Doékaz matematickou indukciou:

1° k=1: f(n) < n plati trividlne z predpokladu tvrdenia.

2° (VI e N\ {0};1 < k: fl(n) <n) = f¥(n) < n: Z nerovnosti zo zadania mame

I )
- 2

FF(F*2(n)))
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Dalej podla indukéného predpokladu plati

FE20) 4 ) _ntn
2 < 2

A preto aj
) <n.

Teraz ideme dokazat samotné tvrdenie. DokaZzeme dve nerovnosti, z ktorych nutne vyplynie pozadovand rovnost.
1.¥neN: f(n) >n

Sporom. Nech 3n € N také, ze f(n) < n. Podla nd§ho pomocného tvrdenia vieme, ze vSetky hodnoty, ktoré moZzeme
z n ziskat opakovanym pouzitim f, buda mensie ako n. Tiez vieme, Ze ¢isel mengich ako n je koneéne vela (konkrétne
presne n). To ale znamend (podla Dirichletovho principu), ze existuji také ¢isla k,l (k < 1), ze f*(n) = f'(n).
Do f*(n) sme sa dostali z ¢isla n. Z neho sme sa potom dostali do f!(n) tak, Ze ziadna z medzihodnét nebola n
(vyplyva z naSej veticky z ivodu). To je ale spor s injektivnostou funkcie f. Preto Vn € N: f(n) > n.

2.¥neN: f(n)<n

Sporom. Nech 3n € N také, ze f(n) > n. Potom z podmienky zo zadania dostdvame

) +n _ f(m) + [(n)
2 < 2

f(F(n)) < = f(n).

Dalej vyuzitim uz dokdzanej nerovnosti dostavame

f(f(n)) = f(n).

M4 ndm teda zaroven platit f(f(n)) < f(n) aj f(f(n)) > f(n), ¢o je zjavne spor. Preto Vn € N: f(n) > n.
Aby boli splnené obe nerovnosti, musi platit f(n) = n. Takto definovana funkcia je urcite prostd a tiez pre nu plati
aj nerovnost zo zadania.

Komentér: Ulohu ste riesili pekne a viacerymi spdsobmi, naslo sa aj vieobecnejsie tvrdenie.

Uloha &.13: Nech n > 1 je prirodzené islo a X je mnoZina s n prokami. Nech Ay, Ay, ..., Ajo1 st podmnoZiny
mnoziny X také, Ze zjednotenie lubovolnych 50 z nich md viac ako 50n/51 prvkov. Dokdzte, Ze z tychto podmnoZin
sa daju vybrat tri take, Ze kaZdé dve z nich maji aspon jeden spolocény prvok.

RieSenie: (opravoval Mito)

(Podla Ondra Buddca.) Najprv sa dohodnime, Ze slovo podmnoZina bude oznacovat niektorych pitdesiatich mno-
7in A; zo zadania. Samotné tvrdenie dokdZeme nepriamo. Nech je dand n-prvkovd mnoZina X s podmnoZinami
Aq,...,A101, z ktorych ziadne tri nemaju spolo¢ny prvok. Kazdy prvok mnoziny X sa bud nenachddza v Ziadnej,
alebo sa nachadza v prave jednej, alebo v prave dvoch podmnozinach A;. Ozna¢me pocty takychto prvkov postupne
a, b, c. Ziadny prvok sa nemdze nachadzat v troch alebo viacerych podmnozinych A;, bol by to spor s predpokla-
dom. Mame teda n = a + b+ ¢; spocitajme teraz sucet poctov prvkov vSetkych podmnoZin. Tento sicet rozdelime
na prispevky, ktorymi prispievaju prvky ,typov® a, b a c¢. Zrejme prvky typu a neprispievaji ni¢im. Kazdy prvok
typu b je v prave jednej mnozine A;, musime ho teda zapodcitat tolkokrat, kolko existuje podmnoZin, ktoré obsahuja
dani mnozinu, pretoZe tolko je aj zjednoteni. Prvky typu ¢ sa nachddzaja v prave dvoch mnozinach, rozdelme teda
podmmnoZiny obsahujice niektory z prvkov typu ¢ na dve skupiny: tie, ktoré obsahuji obe mnoziny, v ktorych sa
dany prvok nachadza, a tie, ktoré obsahuji prave jednu z tychto mnozin. Ziskali sme stcet poctov prvkov vset-
kych podmnozin, av8ak tento stcet nie je mensi neZ stcet po¢tov prvkov vsetkych zjednoteni pitdesiatich mnozin
A;. Ked tento vyraz predelime poc¢tom zjednoteni, dostaneme horny dohad priemerného poctu prvkov v takomto
zjednoteni. Teda

(4o)b+ [(ie) +2(ig)]c _50-b 151-c 50

(1o 01 T 202 <51

a+b+c):%n.

Z toho sa d4 Tahko ukdzat, Ze aspon jedno zjednotenie obsahuje menej ako 50n/51 prvkov, ¢o zakon¢uje dokaz.

Poznamka: Vsimnime si, ze sme dokazali malicko silnejSie tvrdenie, pretoze sme vyuzili slabsi predpoklad ,,. .. obsa-
huje aspon 50n/51 prvkov.“ Mimochodom, na tomto rieSeni sa tieZ ukazuje, aké vyrazné nedostatky ma prirodzeny
jazyk pri popisovani matematickych javov a zdkonitosti.

Uloha &.14: Nech m a n st prirodzené ¢isla. Dokdzte, Ze ak m je nepdrne, tak c¢islo

3%” Zm: @Z) (3n — 1)k

k=0

je celé.
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Riesenie: (opravoval Peto)

Porozmyslajme, ako by sa vyraz zo zadania dal vyjadrit bez pouzitia sumy. Oznaéme pIm
v3n —1 = ¢q. VSetky séitance danej sumy sa vyskytuji aj v binomickom rozvoji
virazu (1 + ¢)3™. Problém je, Ze v tomto rozvoji sa vyskytuji aj iné (dokonca ira- w V3

ciondlne) s¢itance. Radi by sme sa ich zbavili, t.j. chceme z binomického rozvoja
ponechat len kazdy treti s¢itanec. Keby sme chceli ponechat len kazdy druhy, stacilo
by namiesto vyrazu (1 + ¢)*™ pouzit dlhii vyraz (1 + ¢)*™ + (1 — ¢)*™. Podobne si

pomdzeme aj v nasej situdcii. Potrebujeme vSak na to komplexné ¢isla. Medzi nimi _% w3=1 Re
existuje ¢islo w také, ze
S BVE]
wd=1 a 1+w+w? =0, w? 2
konkrétne je takym w = —1/2 + (v/3/2)i (dobre to vidiet na obrazku). Vdaka nemu mozeme sumu zo zadania
(presnejSie jej trojndsobok) prepisat nasledovne (overte si, Ze naozaj):
= (3m
33 ()@= DF = @ ™ + (1w + (14 P (1)
k=0

Na prvy pohlad to vyzerd, ze sme si velmi nepomohli, lebo o deliteloch pravej strany v (1) nevieme priamo nieco
povedat. Uvedomme si najprv ddlezitt vec. Prava strana v (1) je s¢tom 3m-tych mocnin korefiov polynému

plx)=(x—-1P° - =232 +32-1-B3n—-1)=2> — 32> + 3z — 3n.

Ozna¢me pre dalsie Givahy uvedené korene z;, x5, x3 a polozme s, = z¥ + 2% + 2%, Podla (1) vidime, ze naSou
tlohou je dokdzat, Ze s3,, je pre neparne m delitelné ¢islom 3™+ 'n. Lahko mozno vypo&itat hodnotu sy pre malé k.
Dostavame

So = 3, s1 = 3, S = 3, s3 = 9n, e (2)

Skiisme pre jednoduchsie vyjadrenie daldich hodndt sy, najst nejaky rekurentny vztah. Po chvilke hrania sa dosta-
neme

Sky3 = a:'f+3 + w§+3 + z§+3 =
= (22 4 22 L b () 4 2o 4 x) — (2T 2T 4 2B Y (220 + zoms 4 xz2) 4 (2 4 28+ 2B 2202 =
= 3Sk+2 — 3Sk4+1 + 3Nsk.

Pri poslednej aprave sme vyuzili otrepané Vietove vztahy. (VSimnime si peknt vec — koeficienty v rekurentnom
vztahu st rovnaké ako koeficienty polynému p, len s opa¢nymi znamienkami. Podobne by ndm to vyslo aj pri
polynéme vy§sieho stupia s via¢sim poc¢tom koretiov. Je dobré do budicnosti si to zapamiitat.)

Tvrdenie uz teraz velmi jednoducho dokdZeme indukciou. Z rekurentného vztahu vidime, Ze ak si sy, Sg+1 @ Sgy2
delitelné &slom 37, je spy3 delitelné ¢islom 371, Odtial je uz iba krodik k tomu, ze ss,, je delitelné ¢islom 3™+
(zvladnete ho sami, sta¢i pouzit (2)). VSeobecne plati (ani to vim nebude robit problém)

3lsl+t g (3)

Dokézat, ze pre neparne m dokonca 3™+1n deli s3,,, je len o mélo naro¢nejsie. Pomocou odvodeného rekurentného
vztahu mozno totiz polahky dostat novy rekurentny vztah

Ski7 = 63nsp2 +9(n? — 3n — 3)spy1 + 27Tn(2n + 1)s4,

7 ktorého vidiet (vyuzijtc (3)), Ze ak je sz, delitelné ¢islom 3™+ 1n, tak s3m,i6 je delitelné ¢islom 3™+3n. Mozeme
teda rozbehntt indukciu, ktorej prvy krok mame v (2).
Tym je tloha vyriesena.

http://kms.sk/



