Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 3. série letného semestra 2004 /2005
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Uloha é&. 1: Daji sa v ¢isle 54 806 372 navzdjom vymenit dve cislice tak, aby vzniknuté c¢islo bolo delitelné dsmimi?
Ak ano, ndjdite vetky moznosti.

Riesenie: (opravovala Erika)

Predpokladajme, Ze sme vymenili dve cifry a dostali sme ¢islo delitelné 6smimi. Kedze ¢islo je delitelné dsmimi
prave vtedy, ked je jeho posledné trojcislie delitelné 6smimi, budeme hladat také vymeny, ktoré toto kritérium
budi spliat. KedZze posledné trojéislie nie je delitelné ésmimi, musime vymietiaf cifru z tohto trojéislia. Ulohu si
rozdelime prirodzene na tri podilohy, podla toho, ktort cifru z posledného trojéislia vymiename.

a) Vymieflame cifru na mieste jednotiek, teda v naSom pripade &islicu 2. KedZe ¢islo delitelné 6smimi musi byt
pérne, tak st kandidatmi na vymenu Sestka a nula (osmicka a $tvorka nevyhovuja, lebo potom by nase ¢islo
nebolo delitelné styrmi). Lahko overime, ze ¢islo 54 802 376 je delitelné 6smimi.

b) Vymiefiame ¢islo na mieste desiatok, teda sedmicku. Tu overime vSetkych Sest moznosti (¢islo 2 uz nevymie-
name). Po overeni kritéria delitelnosti 6smimi ndm vyhovuje len vymena sedmicky s pitkou, teda dostdvame
¢islo 74 806 352.

¢) Vymietiame ¢&islo na mieste stoviek, teda trojku. KedZe &slo 72 je delitelné 6smimi, bude ¢islo a72 delitelné
dsmimi prave vtedy, ked bude a00 delitelné 6smimi. Lahko overime, Ze to je vtedy, ked je &islo a parne. Teda
s trojkou mézeme vymenit vSetky parne éisla (dvojku uz nevymietiame). Takto dostaneme $tyri nové ¢isla.

Nasa tloha mé Sest rieSeni: 54 802 376, 74 806 352, 54 803 672, 54 836 072, 54 306 872 a 53 806 472.

Uloha é&.2: Kde bolo, tam bolo, na like je pit trpaslikov, Erika, Feri, Kika, Lucia a Mazo. Kazdy z nich md
na hlave bud cervent, alebo modri ciapku. Aj ked Ziadny trpaslik nevidi svoju ciapku, ten, ktory md cervent
ciapku, vZdy hovori pravdu. Trpaslik, ktory md modrd ciapku, vZdy klame. Jednotlivi trpaslici povedali nasledujice
vyroky:

Erika: ,,Vidim tri modré a jednu cerveni ciapku.“

Feri: ,Vidim styri cervené ciapky.“

Kika: ,Vidim jednu modri a tri cervené ciapky.“

Lucia: ,Vidim styri modré ciapky.“
Zistite, aké ciapky mozu mat jednotlivi trpaslici. Ndjdite vsetky moZnosti.
Komentéar: Na zaciatok par slov k zadaniu. ,,Jednotlivy trpaslici“ maju byt samozrejme s mikkym ,,i* po ,,v* a kazdy
trpaslik vidi vSetkych Styroch ostatnych. Nastastie t4 prva chyba vas nepoplietla a nad pripadom, Ze nejaky trpaslik
nemusi vidiet vSetkych ostatnych, Spekuloval iba V. Ujhdzi, ale on poslal aj dve rieSenia pre spravne zadanie (dno,
spolu tri).
Riesenie: (opravoval Miki)
A teraz sa venujme rieSeniu naSej tlohy. Ako bolo spomenuté v zadani (posledné veta), musime prebrat vSetky
moznosti rozdelenia ¢iapok medzi trpaslikov, inak si nemodzeme byt isti, Ze mame naozaj vSetky moznosti. To
mozeme urobit viacerymi spésobmi.

1. Rozoberieme vsetkjch 32 moznosti a vyskrtame tie, v ktorych si jednotlivé tvrdenia odporuji. Ano, je to
dobry spdsob, ale chceme vam ukdzat aj iné, a preto to sem vSetko vypisovat nebudeme. Hlavna slabina
moznosti?).

2. Vela vasich rieseni bolo zaloZenych na rozobrati tychto dvoch pripadov:

a) Vsetci $tyria trpaslici, ktori nie¢o povedali, st klaméri a teda maji modra ¢iapku. Tu mame eSte dve
moznosti pre Maza. Ak mé Mazo tiez modra ¢iapku, tak Lucia mé predsa len pravdu (a to nesedi, lebo
s modrou ¢iapkou mé klamat). A ak mé Mazo ¢ervent Giapku, tak hovori pravdu zase Erika, ¢o tiez
nesedi. Vyborne, tdto moznost sa ndm uzavrela. Ak m4 mat tato tloha rieSenie, tak jeden zo Styroch,
ktori prehovorili, hovori pravdu.
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b) Aspoii jeden z tych, ktori nieco povedali, hovori pravdu. Teraz skiimajme, kto by to mohol byt.
Ak Erika hovori pravdu, na hlave mé ¢ervenu ¢iapku. Feri vidi asponn dve modré Giapky z tych troch,
ktoré videla Erika, teda klame a na hlave ma modra. Lucia vidi Erikinu ¢ervent ¢iapku a hovori, Ze
vidi iba modré, takze tiez klame. Kika vidi modré ¢iapky na Feriho a Luciinej hlave a vravi, ze vidi iba
jednu modra — klame a na hlave ma aj ona modru ¢iapku. Ostédva Mazo. Predpokladali sme, Ze Erika
mé pravdu a vidi tri modré a jednu éervenu ¢iapku. Mazo preto musi maf na hlave tii jednu ervenu
¢iapku, ktora vidi Erika. Mame jedno riesenie.
Teraz nech je Feri ten, ¢o hovori pravdu. Potom maji na hlavach vSetci cervené ¢iapky. No to by museli
vSetci hovorit pravdu. Zo zadania vidime, Ze traja z nich uréite klamu. TakZe Feri nemd pravdu.
Ak hovori pravdu Kika, potom je medzi piatimi trpaslikmi len jedind modra ¢iapka. Kika mé na hlave
taktiez Cerveni. LenZe trpaslicky Erika a Lucia hovoria, Ze modrych ¢apic vidia viac (Erika tri a Lucia az
Styri). To znamend, ze Erika aj Lucia uréite klami. No kedZe je na like len jedna modré ¢iapka, jedna
z trpaslic mé na hlave ¢ervena ¢iapku aj napriek tomu, ze klame. A to nesmie, preto Kika nehovori
pravdu.
Posledné moznost je, ze vravi pravdu Lucia. To znamena, Ze vSetci ostatni klami a na hlavdch maju
modré ¢iapky. Napriek tomu hovori Erika pravdu, lebo vidi Luciinu cerventd ciapku a vSetky ostatné
modré. No Erika s modrou ¢iapkou na hlave predsa nemdze mat pravdu.

Nasli sme jedno rieSenie a prebrali sme vSetky moznosti. Hotovo.

3. Toto tretie rieSenie je podobné druhému, ale jeho cielom je analyzovat vyroky trpaslikov v takom poradi, aby
sa nam rieSenie ,nevetvilo“ a mali sme ¢o najmenej moznosti.

Najprv uvazujme nad Ferim. Ak by hovoril pravdu, vSetci maja cervené ¢iapky. Ale napriklad Erika klame,
ked tvrdi, Ze vid{ tri modré ¢iapky a jednu éervenii. Ona totiz vidi samé ¢ervené ¢iapky. Takze Feri musi mat
modru ¢iapku.

Teraz Lucia, ak mé Gervend, tak ostatni (aj Erika) maji modré. No Erika vravi, Ze vidi tri modré a jednu
derveni ¢iapku, ¢o je pravda. No ako by Erika mohla hovorif pravdu, ked mé na hlave ¢iapku modrej farby?
Preto aj Lucia mé modru ¢iapku.

Potom ale vidime, ze Kika nemoze vraviet pravdu (lebo vidi aspoii dve modré ¢iapky), a teda ma tiez modri.

Pri Erike sa rozoberaniu nevyhneme. Povedzme, ze mala pravdu a okolo nej st tri modré a jedna cervend
¢iapka. Potom jediné ¢ervend ¢iapka, ktora vidi, patri Mazovi (Feri, Lucia aj Kika maji modré). Méme prvé
rieSenie. A teraz predpokladajme, ze Erika tiez klame. Z predchédzajiceho nam vyplyva, Ze uz vidi tri modré
¢iapky. Ak mé klamat, musi byt aj t4 posledna (Mazova) modra. Potom by ale Lucia mala pravdu, no uz
sme zistili, Ze nemoze. Nase prvé rieSenie teda ostalo jediné a tieZ sme uvazovali nad vSetkymi moZznostami.

4. Stvrté riesenie ndm poslal V. Ujhdzi a rozoberaniu pripadov sa vyhol este lepsie. Za¢nime netradi¢ne Mazom.
Ak ma totiz Mazo Cervenu ¢iapku, Lucia neméze vidiet $tyri modré ¢iapky a musi mat na hlave modra (lebo
klame). Potom ale aj Feri musi mat modri, pretoze ur¢ite vidi aspori po jednej ¢iapke z kazdej farby. Z toho
vyplyva, Ze aj Kika mé& modrid, lebo vidi dve modré ¢iapky (Lucia, Feri) a jednu ¢ervent (Mazo). Erika
hovori pravdu a na hlave ma cervent ¢iapku. Okolo vidi Luciu, Kiku a Feriho s modrymi ¢iapkami a Maza
s ¢ervenou. To je naSe riesenie.

A ak ma Mazo modrt ¢lapku, Feri ma modra tiez (urdite vidi aspoii jednu modra ¢iapku, no vravi, ze vidi
iba Cervené). Z toho vyplyva, Ze aj Kika ma modri, pretoze t4 uz ma na obzore modré ¢iapky aspoii dve
(Mazovu a Feriho), ale hovori, Ze vidi len jednu. Teraz ak mé Erika ¢ervent, vidi ¢ervenua ¢iapku na Luciinej
hlave (v8etci zvy$ni maja ¢iapky modré), ale Lucia s ¢ervenou ¢iapkou by musela vidiet §tyri modré, no Erika
mé na hlave ¢erveni. Ak by mala Erika modra, tak aj Lucia musi mat modra (aby Erika nehovorila pravdiva
vetu), ale to tiez nemdze, lebo by v skutocnosti videla $tyri modré ¢iapky a hovorila pravdu. Mazo teda modra
¢iapku na hlave mat nemdze a ostalo nam jediné riesenie.

Vidime, ze pri takjchto ,rozoberacich* tlohach sa oplati hladat rézne postupy, lebo to moze usetrif vela pisania
a sprehladnif ¢astokrat komplikované rieSenie.

Uloha é&. 3: Zistite, kolkymi sposobmi moZeme z mnoZiny {1,2,3,...,19,20} vybrat trojprvkovii podmnozinu, ktorej
stcin prvkov je delitelny Styrmi.

Riesenie: (opravoval Misko)

Zamyslime sa, ako mozeme vybraf tri ¢isla z mnoziny {1,2,...,20} tak, aby ich sué¢in bol delitelny 4. Ak vyberieme
vSetky tri ¢isla parne, tak ich stéin bude uréite delitelny 4 (dokonca aj 8). Ak vyberieme dve parne ¢isla a jedno
nepéarne, tak stale ich sicin bude delitelny 4. Ak vyberieme dve nepérne &isla, potom tretie ¢islo musi byt delitelné
4. Ak by sme totiz vybrali dve neparne ¢isla a jedno parne, ale nedelitelné 4, potom stéin tychto troch ¢isel by nebol
delitelny 4. Podobne by nebol delitelny 4 ani stéin troch neparnych ¢isel. Cize mame tri moznosti, ako vyberat.
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Co je podstatné, tieto tri moznosti sa navzajom vylu¢uju, teda bud plati jedna, alebo druh4, alebo tretia. Nemozu
nastat Ziadne dve z nich naraz. Z toho vyplyva, Ze celkovy pocdet moznych vyberov sa bude rovnat siétu poctov
moznych vyberov pre jednotlivé moznosti. Nasou dalSou tulohou je zistit tieto pocty.

e Vyberame tri parne ¢isla. Parnych ¢isel v mnozine {1, 2, ..., 20} je 10. KedZe nezélezi na poradi ¢isel (vyberame
trojprvkové podmnoziny), tak pocet roznych vyberov troch parnych éisel bude (130) = 120 (kombindcie bez
opakovania).

e Vyberame dve parne ¢isla a jedno neparne. Parnych ¢isel je 10, rovnako ako neparnych. Pocet roznych dvojic
parnych cisel je (120) = 45. Ku kazdej z tychto dvojic mozeme priradit hocijaké neparne ¢islo a vzdy dostaneme
iny vyber. Teda pocet roznych vyberov v tomto pripade bude 45 - 10 = 450.

e Vyberame dve nepérne ¢isla a jedno delitelné 4. Pocet dvojic neparnych ¢isel (podobne ako to bolo s pdrnymi
¢islami v predchadzajicom pripade) je (120) = 45. Ku kaZdej z tychto dvojic mézeme priradit hocijaké ¢islo
delitelné 4 (a vzdy dostaneme iny vyber). Pocet ¢isel delitelnych 4 v mnozine {1,2,...,20} je 5. Teda podcet
vyberov v tomto pripade bude 45 - 5 = 225.

KedZe pozndme pocty vyberov pre jednotlivé moznosti, vieme zratat aj celkovy pocet moznych vyberov. Ten bude
120 + 450 + 225 = 795.

Komentér: Uloha nebola tazka a v podstate ste ju zvladli. Velmi délezity bol vyber moznosti, ako vyberaf trojice
tak, aby ich stéin bol delitelny 4. ZIjm vyberom ste si tlohu trochu stazili. Casto ste tiez zabudali na to, e pri
vybere trojic nezalezi na poradi.

Uloha &.4: Ruza a Dada striedavo umiestriuji kvetinky na policka Sachovnice rozmerov 7 x 3. KaZdé z dievcat
v kaZdom tahu poloZi prdve jeden kvietok na niektoré z prdzdnych policok. RuZine kvetinky st slnecnice a Dadine st
ruze. Vitazkou je td, ktord prvd poloZi svoju kvetinku na vsetky tyri rohové policka nejakého obdlznika, tvoreného
polickami Sachovnice. Dokdzte, Ze tdto ich hra je velmi zdbavnd, to znamend, Ze nikdy nemoéZe skoncit remizou.
RieSenie: (opravoval Rasto)

Zacnime pozorovanim, Ze remiza nastane vtedy, ak dievCaté zaplnia celt Sachovnicu kvetinkami a zaroven nebudu
existovat §tyri kvetinky, ktoré st vrcholmi obdlznika. Poktsime sa najst také rozlozenie, aby nastala remiza. Budeme
si véimat, ako moézu vyzeraf stipce Sachovnice. Spolu existuje osem roznych usporiadani kvetiniek v stipci:

R R R R S S S S
R R S S R R S S
R S R S R S R S

Z nich si musime vybraf sedem roznych. Ak by sa totiz medzi tymito siedmymi stipcami vyskytli dva rovnaké, tak
kvetinky v nich ndm vytvoria obdiznik (rozmyslite si prec¢o). Ak si vyberieme aj stipec zo samych ruzi, tak potom si
uz mozeme vyberaf len stipce, ktoré obsahujt menej ako dve ruze (inak by vznikol obdlznik). Tie st vSak iba Styri
a my potrebujeme zaplnif este Sest miest, ¢ize nejaky stipec sa nAm uréite zopakuje. Podobne to dopadne, aj ked si
vyberieme miesto stlpca so samymi ruzami stlpec so samymi slne¢nicami. Preto tieto dva stipce nemézeme vybrat
(remiza nenastane). Ostava nam teda uz len Sest roznych stipcov na sedem roznych miest, preto sa jeden z nich
musi zopakovaf. KedZe sa viak jeden stipec vyskytne viackrat, tak vznikne obdlZnik a teda nenastane remiza. To
néas vedie k zaveru, ze Riza a Dada nemozu usporiadat kvetinky na Sachovnicu tak, aby hra skonéila remizou. Hra
je preto velmi zadbavna. :) Skiuste si rozmyslief, pre aké plany n x 3 je hra zdbavna. A ¢o, keby sme sa pozreli na
plan tvaru n x 4 alebo dokonca n x m?

Uloha &.5: Ndjdite vsetky dvojice redlnych cisel (p, q), pre ktoré plati p + ¢ = 2005 a zdroveri md rovnica
2% + px + q = 0 dve celociselné riesenia.

RieSenie: (opravovali Katka a Mazo)

Nech sktimané rovnica 22 + px + ¢ = 0 m4 dva celoéiselné korene x;, 2. Potom sa této rovnica d4 napisat v tvare
(r — x1)(z — 22) = 0, po tprave 22 + (—x1 — x2)x + 2172 = 0. Porovnanim koeficientov (mame jednu rovnicu
zapisani dvoma roznymi sposobmi) dostévame pre ¢isla p, g vztahy

b= —T1 — X2, (1)
qg= x1Ts.

Vieme, Ze p + ¢ = 2005 a kedZe ¢isla p, ¢ st uréené vztahmi (1), hladdme celé &isla x4, x4, pre ktoré plati
X1Txg9 — X1 — T2 = 2005. (2)

Toto nespliiaji Tubovolné celé ¢isla, napriklad k 2o = 4 dostaneme jedint moznost pre 1, ale nebude to celé &islo.
Sktsme sa teda na (2) divat ako na linedrnu rovnicu pre z; s parametrom x5 a zistime, pre ktoré x5 ma celo¢iselné
riesenie. Upravou rovnice (2) dostaneme
xo + 2005  x9 — 14 2006 2006

xro — 1 To — 1 Xro — 1

T =
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a kedZe toto je celé ¢islo, musi byt x5 — 1 delitelom ¢isla 2006. (Tato Gvahu si dobre rozmyslite. Aj ipravy, ktoré sme
spravili. Pouzivaju sa ¢asto.)

Delitele ¢isla 2006 najrychlejsie zistime pomocou rozkladu na prvoéisla. Verime, ze to uz zvladdnete Tavou zadnou
sami. K néjdenym z; a x5 dordtame zo vztahov (1) &isla p, ¢. Dostaneme 8 dvojic (—2009,4014), (—1007,3012),
(—137,2142), (—95,2100), (2005,0), (1003,1002), (133,1872), (91,1914), pre ktoré este musime overit, ¢i rovnica
2% + px + ¢ = 0 ma celo¢iselné riesenia. Aj ked sa vAm tento krok zd4 nepodstatny, rozmyslite si, preéo je ddlezity.
Pozndmka: Rovnica (2) sa d4 riesit aj elegantnejsie, upravou lavej strany na stéin dvoch ¢initelov dostaneme
(1 — 1)(x2 — 1) = 2006. K rieSeniu sa dostaneme takisto pomocou rozkladu ¢isla 2006 na prvodisla.

Iné rieSenie:

Rovnica 2 4 pr + ¢ = 0 ma dve rieSenia 2, 5 = (—p & V/D)/2, ak je jej diskriminant D = p? — 4¢ kladny. Ak st
tieto riesenia celociselné, tak ich dvojnasobky st parne celé ¢isla. Predstavme si ¢iselnt os. Medzi ¢islami 2z a 2z9
sa v strede nachadza ¢islo —p, od oboch tychto &isel je pritom vzdialené v/D. Z toho je jasné, Ze &isla —p, p, VD
su celé.

Preto diskriminant D je $tvorcom nejakého celého é&isla a. Kedze D > 0 a (—a)? = a?, mozeme predpokladat, Ze a je
prirodzené. Vieme, Ze p+q = 2005, teda ¢ = 2005—p, preto plati D = p?—4q = p?—4(2005—p) = p*+4p—8020 = a?.
Ako budeme riesit tak(to rovnicu v celych ¢islach? Na pravej strane je Stvorec, na lavej je tieZ nejaky Stvorec,
ku ktorému ¢osi pripoc¢itame. To ¢osi nemoze byt hocijaké: rozdiely medzi Stvorcami postupne narastaja, ako tieto
Stvorce zvicSujeme, preto ak vieme, Ze rozdiel dvoch Stvorcov je konStanta, tak tieto Stvorce nemézu byt prilis
velké a prinajhorSom preskiimanim niekolkych moznosti ich najdeme. (Pozrite si ilustraény priklad v poznamke za
rieSenim.)

V nasom pripade si eSte musime pomoct tpravou lavej strany, aby sme dostali rozdiel dvoch Stvorcov ako konstantu
a nie cosi zavisiace od p. Podme na to:

p?+4p—8020 = a2

p?4+4p+4—4-8020 = da?

(p+2)*—-8024 = a?
(p+2)%—a®> = 8024

Mame, ¢o sme chceli, rozdiel dvoch stvorcov je konstanta. Cislo 8024 je vsak privelké, aby sme rozoberali moznosti
pre p+2 a a ako v ilustra¢nom priklade. Preto skisime nieco iné. Lava strana naSej rovnosti sa d4 podla zndmeho
vzorca m? — n? = (m + n)(m — n) rozlozit na saéin. Bude to na nie¢o dobré? Ano: &islo 8024 sa d4 na séin dvoch
éinitelov rozlozit len niekolkymi sposobmi a teda stadi rozobraf niekolko moznosti, v kazdej z nich dostaneme
stustavu rovnic s dvoma rovnicami a dvoma nezndmymi. Jednu moznost tu rozoberieme, ostatné nechdvame na
¢itatela. Nech

(p+2+4a)(p+2—a)=68-118.
Ked7e a > 0,jep+2+a>p+2— a, preto

p+2+4a 118,
p+2—a = 68.

Riesenim tejto ststavy rovnic je dvojica p = 91, a = 25. Doratame g = 2005 — p = 1914 a overime, ¢i dvojica
(91,1914) skutocne vyhovuje vSetkym podmienkam tlohy.

Skiiste si pouzitt metédu precviéit na niekolkych tlohach, napriklad: Najdite vSetky celé ¢isla x, y, pre ktoré plati
x? = 3zy + 10.

Pozndmka: Najdime prirodzené éisla ¢, d také, ze ¢ —d? = 7. Zrejme ¢ = 1,2 je primalo, vtedy je lava strana mengia
ako 7. Pre ¢ = 3 mame d? = 2, také celé ¢islo d neexistuje. Pre ¢ = 4, d = 3 sme nasli jednu vyhovujiicu dvojicu.
Inak ¢ > 5. Zrejme d < ¢, inak povedané, d < ¢ —1. Preto —7T=d?> - < (c—1)2—c? = —2¢+1< -2-5+1=—9
a to je spor, nerovnost —7 < —9 zjavne neplati. V tomto pripade uz ziadne vyhovujice ¢ nendjdeme.

2

Uloha é&. 6: Uvazujme nasledujice vyjroky o rovnici x|x| + px + q = 0.

a) Md najviac tri redlne riesenia.

b) Md najmenej jedno redlne riesenie.

¢) Md redlne riesenie, iba ak p* — 4q > 0.

d) Md tri redlne rieSenia, ak p <0 a g > 0.

Kolko z nich je pravdivjch? Svoje turdenie zdovodnite.

RieSenie: (opravovali Hruska a Mito)

Pozrime sa najprv na to, ako mézu vyzerat vSetky potencidlne rieSenia danej rovnice. Rozdelme si najprv redlne
¢isla na dva intervaly, (—o0,0) a (0, +0c0), a podla definicie absolitnej hodnoty prepiSme dant rovnicu na rovnice

xQ—px—qzo, x2+px—|—q:0.
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Diskriminant prvej rovnice bude D; = p? 4+ 4q a druhej Dy = p? — 4q. Pre mozné korene tjchto rovnic potom méme
vztahy z12 = (p £ vVD1)/2 a 234 = (—p £ v/D3)/2. Aby tieto €isla naozaj boli korenmi, musia lezaf v danom
intervale, teda z12 < 0 a £3 4 > 0. Z tychto podmienok po drobnych tpravich dostdvame, Ze vietky vyrazy

—p+VpPtde,  —p-VPPH+4q, —p+VpP—4q, —p— VPP -4

musia byt vicsie ako nula. (Rozmyslite si tieto Gpravy.) Teraz ukdZeme, Ze tieto nerovnosti nemozu vsetky platit
stucasne. Na to nam staci ukdzat, Zze druhd a $tvrtd nerovnost nemozu platit sticasne. Opét po drobnej tiprave
zistujeme, 7e /D aj /Do musia byt mensie ako —p. Hned si vimneme, Ze ak p > 0, tak tieto rovnosti nemozu
platit, pretoze odmocniny st nezdporné. Teda p musi byt zdporné, rovnako ako obe strany nerovnosti a moézeme
ich umocnit. Snazivy Citatel iste po kratkej iprave zisti, Ze to vedie k podmienkam ¢ < 0 a ¢ > 0, ktoré zrejme
nemdzu platit obe stcasne. Tym sme dokazali, ze ¢ast a) plati. Poznamenévame eSte, Ze sme predpokladali, Ze oba
diskriminanty s nezdporné, ¢o sme mohli, pretoZe sme sa snazili maximalizovat pocet rieSeni. Ako drobné cvicenie
na doma ponechévame rozmyslief si, pre¢o sme niektoré neostré nerovnosti nahradili ostrjymi, a pre¢o sme to mohli
urobif.

Najprv prezradime, ze ¢ast b) naozaj plati. Dokazat sa to d4 mnohymi spésobmi; najc¢astejsie ste vyuzivali takyto
postup: Pozrieme sa, za akych podmienok dochadza k neexistencii jednotlivych rieseni a ukaZzeme, Ze tieto pod-
mienky nemozu byt splnené vsetky sucasne. Tento postup je sice spravny, ale zaroveri velmi pracny a vyzaduje
nutné, aby bol diskriminant zéporny, ¢o sa odrazilo na nesprédvnosti rieSenia. Omnoho lahsia cesta je vSimuf si, aké
znamienko mé ¢. Nastavaju teda pripady ¢ > 0, ¢ = 0 a ¢ < 0 a pre kazdy z nich treba ukézaf, Ze existuje aspon
jedno riesenie. Uvazujme najprv ¢ < 0. Potom méame Do > p? a x3 = (—p++/D2)/2 je vzdy kladné a teda skuto¢ne
je rieSenim. Zvysné dva pripady sa spravia velmi podobne a prenechdvame ich teraz uz nedockavému éitatelovi :).
Dvoma sposobmi dokazeme, Ze Cast c) zo zadania je nepravdivd. Prvy sposob je, Ze nijdeme protipriklad, teda
také parametre p a ¢, Ze p*> — 4q < 0 a zaroveni bude mat rovnica realne rieSenie. Z predchadzajticeho postupu si
mozno vsimnif, ze ak pre tieto parametre bude platit p? 4+ 4¢g > 0, riesenie moze existovat. Po chvilke hladania
nachadzame kombinédciu p = 2, ¢ = 3, o ktorej si lahko overite, Ze mé vSetky pozadované vlastnosti. Druhé rieSenie
Casti ¢) je jednoduchsie — jednoducho to vyplyva z ¢asti b). Totiz ak m4 nasa rovnica rieSenie vzdy, tak ho mé, aj
ked neplati p? — 4¢q > 0.

Podobne aj pre ¢ast d) existuje protipriklad, je nim kombindcia koeficientov p = —3, ¢ = 4, pri ktorej mé rovnica
iba jedno riesenie, ako ste uz uréite stihli overit.

Celkovo teda mame, Ze pravdivé si vyroky a) a b), zvysné dva st nepravdivé.

Pozndmka: NajdolezitejSou castou rieSenia bolo uvedomit si, Ze aby rovnica mala rieSenie, nestaci, ak je jej dis-
kriminant kladny, ndjdeny koreri musi tiez padnit do daného intervalu. Presne rovnako nestaci, aby koren padol
do daného intervalu; pokial diskriminant nie je nezdporny, nie je to rieSenie. TieZ nie je zbyto¢né kontrolovat, ¢i
mozno dand nerovnost umocnit, pretoze inak takyto postup vedie k nekorektnym vysledkom.

Uloha é&.7: Osem spevdkov sa zicastnilo hudobného festivalu, kde vystipili s m piestiami (m > 0). KaZdi piesen
spievali Styria z nich a kaZdd dvojica spievala v rovnakom poéte piesni ako lubovolnd ind dvojica. Aké je najmen-
sie m, pre ktoré je to mozné? Svoje tvrdenie zdovodnite.

Riesenie: (opravovali Buggo a Pista)

Najprv vyratajme, kolko je roznych dvojic. Je ich (2) = 28. Ked su $tyria spevaci na pddiu, tak je tam vlastne
6 roznych dvojic. Napriklad ked st na pédiu spevaci A, B, C, D, tak je tam tychto Sest dvojic: AB, AC, AD, BC, BD
a CD. To znamend, Ze ak na festivale odznelo m pesniciek, tak dokopy spievalo 6m dvojic. Ak kazda dvojica
spievala spolu k-kréat, dokopy spievalo 28k dvojic. Teda plati 6m = 28k. Hladdme najmensie m, pre ktoré této
rovnost nastane. Rovnicu zjednodusme, prejde do tvaru 3m = 14k. Cisla 3 a 14 st nestidelitelné, preto m musi byt
delitelné 14-mi. Potom najmensie m, ktoré prichaddza do tvahy, je m = 14. To eSte neznamend, Ze ¢islo 14 naozaj
vyhovuje. Potrebujeme ukézat, Ze existuje taky festival, na ktorom sa d& odspievat 14 pesniciek s potrebnymi
podmienkami. Cislo 14 nie je az také velké, preto najjednoduchsie je vypisaf tie pesnicky podla spevékov:
(Spevékov si oznac¢ime A, B, C, D, E, F, G a H.)

1: ABCD 2: AFGH 3: AEBF 4: ACEH 5 ADGB 6: ACFG 7. ADEH
8: BHDF 9: BCEG 10: BHCF 11: BHEG 12:CDGH 13:CDEF 14: DEFG

Tym je tloha vyriesena.

Uloha &. 8: Najviac kolko veZi je moiné umiestnit na Sachovnicu rozmerov m x n tak, aby kaZdd vea ohrozovala
prdve dve dalsie? Svoje tvrdenie dokdzte.

Poznamka: Dve veZe sa ohrozujiu, ak su umiestnené v rovnakom riadku alebo stlpci a medzi nimi sa nenachddza
ind veza.
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RieSenie: (opravoval Jakub)

Najskor si rozoberme pripad, ked aspoii jeden z rozmerov Sachovnice je rovny 1. Vtedy Sachovnica vyzerd ako pésik.
Ak by boli na nej umiestené nejaké veZe, existovala by aspon jedna krajnd, a ta by ohrozovala iba jednu vezu.
Takze v tomto pripade (m = 1 alebo n = 1) plati, Ze hladany maximalny podet vezi je 0.

A &o ostatné Sachovnice? V podstate kazdy z vas prisiel na to, Ze asponi m + n vezi sa tam vzdy da naukladat
(napriklad tak, ze ulozime veze do celého najlavejSieho stipca, aj do celého najhornejsieho riadku a este jednu
vezu do pravého spodného rohu — to, Ze to sedi, si mozZete aj sami lahko overit). Aby bola tloha tplne vyriesend,
potrebujeme este ukézat, ze viac ako m—+n sa ned4. Existuje kopa roznych dokazov. Uvedieme tu iba jeden, ktory sa
zdé byt najjednoduchsi.

Vsimnime si, ze kazda veza ohrozuje okolo seba Styri smery (aj ked je v rohu alebo na okraji Sachovnice!). Pred-
stavme si, Ze méme nejaké rieSenie (rozlozenie vezi). Potom z lubovolnej veZe musia byt v prave dvoch smeroch
dve veze a prave dva smery musia byt volné. V tychto dvoch volnych smeroch si predstavme polpriamky vedice
zo stredu veze a nazvime ich ,volné polpriamky“. Kazda z tychto dvoch volnych polpriamok pretne jednu okra-
jovu stranu okrajového Stvoréeka Sachovnice (tto stranu nazvime ,okrajova tsecka“). Este je dolezité si vSimnut,
Ze jedna takato okrajové tsecka nemodze byt prefatd viac ako jednou volnou polpriamkou (to je zrejmé). Tak, a to
je vSetko. KedZze okrajovych tseéiek je na Sachovnici 2 - (m + n) (je to obvod Sachovnice) a kaZdej vezi prislichaji
prave dve okrajové usecky, je zrejmé, ze vezi nemoze byt na Sachovnici viac ako 2 - (m +mn)/2 = m + n.
Komentér: Vymysliet nejaky spravny dokaz (a dotiahnut ho dokonca) zjavne nebolo velmi lahké, kedZze velkej ¢asti
z vas sa to nepodarilo. Ale potesilo nas, aké rozne napady ste pri dokazovani mali. Vié¢sina z nich naozaj viedla
k spravnemu rieSeniu. Nakoniec eSte uvddzame hodnotenie tlohy: 1 bod za Specidlny pripad, ked m = 1 alebo
n = 1, 3 body za néjdenie postavenia pre m +n vezi a 5 bodov za dokaz, ze viac ako m + n vezi sa neda rozostavit.

Uloha é&.9: K danym ¢islam 7 a 2 utvorime postupnost 7,2,1,4,2,4,8,8,3,2,... tak, Ze postupne ndsobime dvojice
susedniyjch clenov a visledok pripojime ako dalsi jeden alebo dva cleny v zdvislosti od toho, ¢i je sucin jednomiestne
alebo dvojmiestne ¢islo. Dokdzte, Ze Cislica 6 sa v postupnosti objavi nekonecne velakrdt.

RieSenie: (opravoval Ruza)

(Podla Misa Takdcsa.) Vypisme si tito postupnost aj dalej:

77 271747 2’47 878737 2’ 6)47 2747 6’ 1)27 2747 87 8)2747 6’ 274)8737 2’
67471’6’8)27471’2’8)37272’4’6)17272’4’4767478’1’67'"

Vidime, Ze v postupnosti sa vyskytuje trojica za sebou iducich ¢islic 4, 6,4, ktorda obsahuje sledovant ¢islicu 6.
Ukézeme, zZe tato trojica sa v postupnosti vyskytne nekonecne velakrat a ukdzeme to sporom. Predpokladajme, Ze
trojica ¢islic 4, 6, 4 sa v postupnosti nachadza konecne velakrat. Vezmime si posledni trojicu 4, 6,4 (ur¢ite taka exis-
tuje, kedze aspoii jedna sa tam nachadza). Dvojice susednych éislic kazdej trojice (Stvorice, alebo dlhsej sekvencie)
sa vynasobené nachadzaju niekde dalej v postupnosti. Preto ¢islice 2,4, 2, 4, ktoré dostaneme vynasobenim posled-
nej trojice 4, 6,4 sa vyskytuju niekde dalej v postupnosti. Niekde dalej sa potom musia nachadzat aj vyndsobené
CGislice 2,4, 2, 4. Takto postujeme dalej a dostavame

7,2,...4,6,4,...2,4,2,4,...8,8,8,...6,4,6,4,. ..

Vidime, Ze niekde dalej v postupnosti sa trojica 4, 6,4 musi znova vyskytnat, ¢o je spor s predpokladom, Ze sa uz
vyskytla posledny raz.

To znamena, Ze trojica za sebou iducich éislic 4, 6,4 sa v postupnosti objavi nekoneéne velakrat. KedZe tato trojica
obsahuje ¢&islicu 6, tak aj éislica 6 sa v postupnosti objavi nekone¢ne velakrat, ¢o bolo treba dokazat.

Uloha &. 10: Ndjdite vietky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost

fly+zf(2) = fly) + 2f(2)

pre kaZdu trojicu redlnych cisel x, y, z.

Riesenie: (opravovala Hanka)

(Podla Fera Simancika.) Ako sa riesi funkciondlna rovnica? Kedze rovnost zo zadania mé platit pre vSetky mozné
hodnoty z, y, 2z, na zaciatok vyskisame niekolko $pecidlnych kombinécii x, y, z. UZ len treba prist na to, ¢o nam
pomdze najviac.

Dosadme za (x,y, z) hodnoty (1,0,0):

f(0) = f(0) + f(0) = £(0) = 0.

Funkcia f(x) =0 (pre vSetky redlne ¢isla x) je zjavne rieSenim nasej funkcionalnej rovnice.
Nech dalej existuje také k, ze f(k) # 0. Dosadme (z,0, k):

f(kf(z)) = 2 f (k). (3)
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Mozeme si vSimnut, ze ak pre nejaké a, b plati f(a) = f(b), potom f(kf(a)) = f(kf(D)), a teda podla rovnosti (3)
af(k) =bf(k). To je ekvivalentné s rovnostou a = b, teda hladana funkcia je prosta.

Do (3) dosadme = = 1 a dostavame f(kf(1)) = 1- f(k). Odtial kf(1) = k, ¢o plati len vtedy, ked f(1) = 1.
(Rozmyslite si, preco je k nenulové.)

Do rovnice zo zadania dosadme (z,0,1):

f(f(@) = f(0) +2f(1) == (4)
Nech y = 0, z = f(2), potom f(2f(f(2))) = f(2?) = f(2)?, ¢ize f(x) > 0 pre vietky x > 0. Dosadenim z = 1
do rovnice zo zadania ziskame

fly+2)=fly)+ f(2). (5)

Nech teraz z = —y:

fly—y) = fly)+ f(~y)
—fly) = f(-y).

Vidime, Ze nasa funkcia je neparna. Uz vieme, Ze f(z) > 0 pre z > 0, teda bude platit, ze f(z) < 0 pre x < 0. Tak,
a uz sa blizime k zveru. Cim dalej, tym viac sa ndm nasa funkcia za¢ina podobat na funkciu f(z) = x. Uz to len
trochu celé dotiahnut.
Predpokladajme, Ze existuje také k, ze

k) =k+1, (6)
[ # 0. Potom

@ ©) ®) 6
k= f(f(k) = f(k+1) = f(k)+ f() = k+1+ f()

Teda existuje [ také, ze f(I) ma opacéné znamienko ako [ a to je v spore s tym, ¢o vieme o funkcii f. Tym sme ukézali,
ze f(x) = x pre vSetky x € R. Této funkcia je naozaj rieSenim nasej funkcionédlnej rovnice a spolu s f(z) = 0 st to
jediné rieSenia.
Komentar: Mnohi z véas sa dostali az k rovnosti (5) a potom ukézali, Ze pre racionalne ¢&isla je jedinym riesenim
okrem f(x) =0 jedine f(x) = x. To ndm v8ak eSte nestadi na to, aby sme ju len tak mohli rozsirit na reélne é&isla.
Dalsia vec je, ze nestaci, ak preverite konstantné, potom linearne funkcie a napriklad aj dokazete, ze ani polynémy
vysSieho stupiia nevyhovujd. RieSenim funkcionédlnej rovnice totiz moze byt aj napriklad f(z) = sin(x), f(x) = 2%
a mnohé iné.

Uloha &.11: Ndjdite vietky dvojice celociselnyich parametrov (p, q), pre ktoré md rovnica
a® —y® =pry+q

s nezndmymi x, y nekonecne vela rieseni v obore celyjch cisel.

RieSenie: (opravoval Peto)

Obe nezndme v rovnici st umocnené na tretiu. Pokiisme sa znizit exponent asporii pri jednej nezndmej — uvidime,
¢i ndm to nejako pomdze. Dosiahneme to substiticiou x = y + z. Dostaneme tak novi rovnicu s neznamymi y a z.
T4 bude mat nekonecne vela rieseni v celych ¢islach prave vtedy, ked ich bude mat aj pévodnd rovnica (premyslite
si, preco). Upravami novej rovnice dostavame

(y+2°% -y = ply+2)y+q
3y*z + 3y2® + 2° Yy +pyz + g,
(Bz—p)y®+ (322 —p2)y+ (z*—¢q) = 0. (7)

Méme tak vzhladom na nezndmu y nanajvys kvadratick rovnicu (7). Snazme sa zistit, pre ktoré hodnoty nezna-
mej z bude mat rovnica (7) rieSenie vzhladom na neznamu y. Pre hodnotu z = p/3 nadobudne rovnica tvar

0-4°+0-y+(p/3)>—q=0,

t.j. bude mat nekonecne vela rieseni v pripade, ze (p/3)* = q a Ziadne riesenie inak.

Zaoberajme sa dalej len hodnotou z # p/3. Vtedy je v rovnici (7) koeficient pri y? nenulovy, takZe riesenie bude
moct existoval len v pripade, Ze diskriminant bude nezéporny (samozrejme, celoéiselné rieSenie nemusi existovat
ani pri nezdpornom diskriminante, je to vSak nutnd podmienka). Pre diskriminant D rovnice (7) mame

D = (32" — pz)® =43z — p)(2° — q) = —32" — 2pz® + p*2* + 12¢z — 4pq.

Teda D je vzhladom na nezndmu z polyném Stvrtého stupiia, pri¢om pri ¢lene z* je zéporny koeficient. Z toho
priamo vyplyva, Ze D je nezéporny len pre konecne vela celoéiselnych hodnoét z. (Sta¢i si spomentf na to, ako
vyzerd graf polynomickej funkcie. Samozrejme, presny dokaz by bolo treba urobit detailnejsie.)



KMS 2004,/05 3. séria letnej Casti 8

Tym sme uz tlohu vyriesili. Zhriime si na zéver, ¢o sme odvodili. V pripade, ze (p/3)3 # ¢, pre z = p/3 (bez ohladu
na to, ¢i p/3 je celé ¢islo alebo nie) nemé rovnica (7) Ziadne rieSenie a pre z # p/3 je len konecéne vela celo¢iselnych
hodnot z, pre ktoré moze mat rovnica (7) rieSenie. Zaroveti pre kazdé z # p/3 moze mat rovnica (7) s neznadmou y
najviac dve rieSenia (je to kvadraticka rovnica). Takze ak (p/3)3 # q, existuje len konec¢ne vela celoéiselnych riesent
substituovanej (a aj pévodnej) rovnice.

V pripade, Ze (p/3)® = ¢, ma rovnica (7) nekone¢ne vela rieseni (y, z), pri¢om y je fubovolné celé ¢islo a z = p/3
(kedze p, q sa celé a (p/3)3 = q, tak aj p/3 je celé a teda aj z je celé). Netvrdime, Ze toto st vSetky rieSenia
danej rovnice, staéi, Ze ich je nekonec¢ne vela. Pre povodnu rovnicu to znamena, Ze ma nekonecne vela rieSeni tvaru
x =y + p/3, kde y je lubovolné celé ¢islo (presvedéte sa sktiskou, ze je to tak).

Hladanymi dvojicami parametrov st preto také celoéiselné dvojice (p,q), ktoré spliaja (p/3)® = ¢, t.j. dvojice
(3k, k3), kde k je Tubovolné celé &slo.

Komentér: Viaceri ste sa dopracovali k rovnici (7), o ktorej ste prehlésili, ze ak z # p/3, tak je to kvadratickd rovnica,
a teda mé len kone¢ne vela rieseni. Zabudli ste na to, Ze ten konecny pocet rieseni by mohol existovat pre nekonec¢ne
vela roznych hodnot z, teda rieSeni by bolo nekoneéne vela. Bolo treba este urobit ivahu s diskriminantom. Ak by
nam diskriminant vysiel s kladnjym koeficientom pri z*, kfudne by mohlo existovat nekoneéne vela rieseni.

Uloha &.12: Nech O je vnitorny bod trojuholnika ABC. Priamky OA, OB, OC pretinaji strany trojuholnika
po rade v bodoch Ay, By, C1 (po rade réznych od bodov A, B, C). Nech Ry, Ra, R3, R st polomery kruZnic
optsanych postupne trojuholnikom OBC, OCA, OAB, ABC'. Dokdzte, Ze

|OA;| |OB| |OCh|

R+
|AA;[ " BB, |CC|

Ry + R3 > R.

RieSenie: (opravoval Foto)
Tato tlohu vyriesil a poslal len Ondro Buddé. Bud mu za to veénd sléava. :) RieSenie sa dozviete na ststredeni.

Uloha é&.13: Nech a,b, ¢ si také redlne ¢isla, Ze polynom P(x) = 23+ ax® +bx + ¢ md tri redlne korene (nie nutne
rozne). Dokdzte, Ze plati
12ab + 27¢ < 6a® + 10(a® — 2b)%/2.

Kedy nastdva rovnost?

Riesenie: (opravoval Peto G.)
Dokazovanii nerovnost moéZeme prepisat do tvaru

—6a(a? — 2b) < —27c¢ + 10(a® — 2b)*/2. (8)

Ozna¢me si korene polynému P(z) ako d, e, f. Potom pomocou Vietovych vztahov

@ = —@+e+))
b = de+ef+df
c = —def
ziska nerovnost podobu
6(d+ e+ f)(d?* +e* + f2) < 27def + 10(d? + €2 + f2)3/2. (9)

Ak d? + €% + f2 = 0, tak (9) zjavne plati, a navySe v nej nastéva rovnost. Inak moéZeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, Ze |d| < |e| < |f| a kedZe v nerovnosti sa nevyskytuje ziaden absolatny ¢len a vSetky ¢leny st stupiia
3, nezéalezi na velkosti hodnot d, e, f, ale iba na ich vzdjomych pomeroch, teda si ich mozeme znormovat prijatim
predpokladu d? + e? + f2 = 9. Tym sa nerovnost (9) zmeni na

2(d+e+ f) —def <10. (10)
7Z nasich predpokladov potom dostédvame

Q2d+e+f)—def)? = (2(d+e)+ f(2—de))? <

(d+e)?+ )4+ (2—de)?) = (11)
(9 — 2de)(8 — 4de + (de)?) =

= 2(de)® + (de)?® — 20de + 72 =

= (de+2)*(2de — 7) + 100. (12)

IN

Z uvedenych predpokladov ale vyplyva, ze f2 > 3. Preto 2de < d?> + €2 = 9 — f2 < 6, teda (2de — 7) < 0
a (de +2)? > 0, ¢ize dostavame (2(d + e + f) — def)? < 100, &m je dokdzané (10) a tym aj cela nerovnost.
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Pozrime sa teraz na to, kedy nastévaji rovnosti. V (11) nastane prave vtedy, ked (d+e)(2—de) = 2f (overte si to!)
a (12) sa rovna 100 prave vtedy, ked de+2 = 0. Aby platila rovnost v (10), musi navyse platit 2(d+e+ f) —def > 0.
Tieto podmienky spolu s nagimi povodnymi predpokladmi ndm uréuju d = —1 a e = f = 2. Takze ked upustime
od predpokladov d? + e+ f2 =9 a |d| < |e| < | f|, dostaneme, Ze v (9) nastava rovnost prave vtedy, ked (d, e, f) je
permutéciou (—t,2t,2t) pre nejaké t € Ry a v (8) teda nastava rovnost prave vtedy, ked a = —3t, b =0 a ¢ = 4¢3,
opiit pre nejaké t € R

Uloha é&.14: V rovine trojuholnika ABC je dany bod O a kruznica k prechddzajica bodom O tak, Ze priamky OA,
OB a OC pretinaji kruZnicu k po rade v bodoch P, Q, R, réznych od O. Body K, L, M (v tomto poradi) si
druhé priesecniky kruznice k s kruznicami opisanymi trojuholnikom BOC, AOC, AOB, rozne od bodu O Dokdzte,
ze priamky PK, QL, RM prechddzaji jedngm bodom.

Pozndmka: 1. Zapis (XY Z) znamend kruznicu opisant trojuholniku XY Z.

2. Pre objekt X (bod, priamku, kruznicu) nech je X’ jeho obraz v kruznicovej inverzii (popisanej v dalsom texte).
(To neznamen4, Ze obraz nebudeme znacit aj inak, ako uvidite dalej. :))

3. Zapis AB je orientovana velkost tisecky ADB.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Precitame si zadanie a skusime si nakreslit obrazok. Na prvy pokus to
akosi nejde a nakoniec usudime, Ze sa s takouto tlohou skoro ni¢ uzi-
to¢né robit ned4. Mame Styri kruznice a tri priamky prechadzajtce bo-
dom O. Sktsme tlohu pretransformovat pouzitim kruZnicovej inverzie
so stredom v bode O. Tento bod sa sice zobrazi do nevlastného bodu
roviny, ale ponechajme oznacenie O tomu pdvodnému (ostatné body
A, B,C,..., R st obrazy). Priamky AO, BO, CO st samodruzné. Ob-
razom kruznice k je priamka k’, na ktorej leZia body K, L, M, P, Q,
R, ktoré navyse po rade lezia na priamkach (BOC)', (AOC), (AOB), R M P Q L K
AO, BO, CO. (Pozrite si ilustraény obrézok.)

Podstatné je, ako sa zmeni tvrdenie tlohy. Mame dokézaf, ze kruznice (OPK), (OQL), (ORM) maju spolo¢ny
bod rézny od bodu O. Toto plati prave vtedy, ked maja tieto tri kruznice spoloéni chorddlu. A toto dokézeme
napriklad tak, ze vezmeme chordalu ¢ kruznic (OQL), (ORM) a néjdeme na nej bod, ktory ma rovnaki mocnost
ku kruzniciam (OPK) a (OQL). Tento bod mézeme zvolit lubovolne, ale chceme taky, o ktorom sa nadm to bude
lahko dokazovat. Preto vezmeme priese¢nik priamky ¢ s priamkou &’ (ozna¢me ho X). Jeho mocnost ku kruzniciam
(OPK) a (OQL) vieme dobre vyjadrit. Ak bod X neexistuje, zvolime inak priamku ¢. Premyslite si to. Staci
dokézat, 7e plati XP - XK = XQ - XL, pri¢om z volby bodu X vieme, Ze

XQ. XL - X&- X, (13)

Vezmime si siradnicovi stistavu na priamke &’ s po¢iatkom X (zaujimaji nés iba vzdialenosti medzi bodmi na tejto
priamke). Nech k, I, m, p, ¢, r st suradnice bodov K, L, M, P, Q, R. Rovnost (13) teda hovori g/ = rm. Chceme
dokézat, ze pk = ¢l. To zo samotného vztahu (13) nevyplyva, potrebujeme zachytit Struktiru mimo priamky &’
a previest ju na vzfahy medzi stradnicami skimanjch bodov.

Z Menelaovej vety pre trojuholniky OPQ, OQR, ORP a priamky AB, BC, C'A dostavame

OA PM Q5 _, OB QK RC _,  OC RL PA
PA QM OB

" OB RK OC ' RC PL 04

po vynasobeni PM - QK - RL = QM - RK - PL, prepisané do stiradnic

(m=p)(k—q)(l =r) = (m—q)(k—r)( - p). (14)

Z rovnosti gl = rm a (14) vyplyva (pk —ql)(r+m —q—1) = 0. V pripade r +m = ¢+ dostavame {M, R} = {Q, L}

a zaver je zrejmy; inak pk = gl a dokazali sme, ze XP - XK = X(@ - X L. Hotovo.



