Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Uloha &.1: Rozdelte dva zhodné pravidelné Sestuholniky spolu na Sest Casti tak, aby ste z tychto casti vedeli
poskladat rovnostranny trojuholnik (bez medzier alebo prienikov tychto casti).

RieSenie: (opravoval Miki)

Sktisime si nakreslit dva zhodné pravidelné Sestuholniky a jeden vi¢si rovnostranny trojuholnik a hned narazime
na problém. Sacet obsahov Sestuholnikov by sa mal rovnat obsahu trojuholnika, pretoze pri rezani a skladani sa
obsah nestrdca ani nepribudne. Aké maji mat naSe Gtvary strany? Pravidelny Sestuholnik je zloZzeny zo Siestich
rovnostrannych trojuholnikov, ktorych stranu si oznacime z. Stranu velkého trojuholnika si oznatme y. Kedze
vieme, 7e Sa = av,/2, zistime si velkost vySky v rovnostrannom trojuholniku. Z Pytagorovej vety vypocitame,
7e v, = aV/3/2 a preto Sa = a*v/3/4. Obsah velkého trojuholnika je teda Sa = y2v/3/4. Obsah dvoch pravidelnych
Sestuholnikov bude S = 12221/3/4. Tieto vysledky majt byt rovnaké:

y2V/3 1222/3
4 4 ’
= Vi2z,
= 2\/533.

Teraz si mdZeme obrazky poriadne nakreslit a pustit sa do strihania — alebo asponi do kreslenia rezov a casti.

Mozeme zacat tak, ako na obrazku, ale velmi to nepoméaha: Sestuholniky si te-
raz rozdelené na 12 rovnakych casti a trojuholnik na 4, pricom z troch malych
trojuholnikov neviem poskladat ten jeden vic¢si. MoZeme vyskusat eSte niekolko
inych moznosti, ale ¢o ak nikam nevedi? Treba rezy hladat cielavedome. Ked
skladame casti dokopy, musia ndm sediet uhly. Aj tie vnutri, kde prikladame c¢asti
k sebe, a tiez uhly v rohoch nasho trojuholnika. Preto ma zmysel skasat reza-
nia na atvary so Sestdesiatstupfiovymi uhlami. Dalsia délezita vec st dlzky. Casti
Sestuholnikov, ktoré prikladdme pozdl# strany velkého trojuholnika, musia mat
strany, ktoré v st¢te dajt dlzku strany tohto trojuholnika. (Toto st podstatné veci pre riesenie vietkych tloh tohto
typu, dobre si ich uvézte a pozrite si pozndmku za rieSenim.)

Pozrime este raz na naSe rovnice vo svetle ivah z predchadzajiceho odstavca. Strana velkého trojuholnika je
22/3 = 412\/5/2 a to je vlastne Stvornasobok vysky toho malého trojuholnika v Sestuholniku. Skiisime teda rezat
Sestuholnik cez vysky malych trojuholnikov.

Ked rozdelime kazdy maly trojuholnik na polovicu cez vysku, dostaneme spolu 24 trojuholnikov,
ktoré uz nie st rovnostranné, ale zo Siestich tychto trojuholnikov uz vieme poskladat Stvrtinu nasho
povodného trojuholnika a zo vSetkych 24 poskladdme cely trojuholnik. Jediny problém je v tom,
7e v zadani od nés chceli, aby sme to zvladli na 6 ¢asti a nie 24. Teraz vSak staci zarucit, aby sa kazd4
z tych 6 Casti skladala z niekolkych najmensich trojuholnikov a mame vyhrané. Po chvili skiania na to urcite
pridete. Keby nie, tu je jedno z moznych rieseni.

Pozndmka: Pomocou trojuholnikov alebo $tvorcov vieme vydlazdit cel rovinu.
Viete to dokazat? A viete vydlazdit rovinu pomocou lichobeznikov ¢i pravidel-
nych Sestuholnikov? Pomocou pravidelnych pdtuholnikov rovnakej velkosti rovinu
vydlazdit nevieme. Skuste to dokdzat pomocou tvah z tohto vzorového rieSenia.
A keby tie pravidelné pdtuholniky mohli mat rozne velkosti? Neglo by to? A ¢o
pravidelné sedemuholniky?

Dalgou zaujimavou tilohou je rozrezat trojuholnik na niekolko (kone¢ne vela) ¢asti
tak, aby sa z nich dal poskladat Stvorec. Dokazete to? A viete poskladat z pra-
videlného pétuholnika pravidelny Sestuholnik, ak maji rovnaky obsah? Téato posledna tloha je naozaj tazka, ale
ked sa k nej prepracujete postupne cez tie ostatné, mohli by ste to zvladnut. (A ked to dokézete, skiste sa spytat
svojho ucitela matematiky, ¢i to dokdze aj on. :))

Uloha &. 2: Daleko-predaleko, v krajine pisti a stromov, Zil si stastne kmeti beduinov na cele s ndcelnikom Omarom.
Omar bol midry a spravodlivy ndcelnik, preto sa rozhodol vysporiadat sa aj s kradeZou slona, ktord sa jedného dria
v kmeni odohrala. Ndjst zlodeja nebolo tazké, ale na velké prekvapenie vsetkych bolo tazké ndjst majitela slona.
Vedelo sa, Ze slon patri jednému z trojice Ahmed, Mehak a Zafir, pricom je vieobecne zndme, Ze kaZdy z nich bud

vZdy klame, alebo vZdy hovori pravdu. Tito traja muZzi predniesli pred Omarom nasledujice vyroky:
Ahmed: ,Slon patri Zafirovi.“
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Mehak: ,Maj slon to nie je.*“

Zafir: ,Asponi dvaja z nds klamai.“

7 tyjchto vyrokov Omar, aj napriek svojej velkej midrosti, nemohol urcit, komu slon patri. To ho trochu nahnevalo,
a tak povedal: ,No tak, komu z vds slon naozaj patri?“ Zafir mu odpovedal a odpovedou bolo meno jedného z mich,
teda jedno z mien Ahmed, Mehak a Zafir. Potom uz Omar vedel, komu slon patri. Viete to uz aj vy?

Riesenie: (opravovala Katka)

Rozoberieme dva pripady: Zafir hovor{ pravdu (i) a Zafir klame (ii).

(i) Zafirov vyrok je pravdivy, a preto aspon dvaja musia klamat. KedZe Zafir hovori pravdu, Ahmed a Mehak musia
klamat. Aby tvrdenia Ahmeda a Mehaka boli nepravdivé, musi slon patrit Mehakovi (sta¢i si uvedomit, ¢o plati,
ak klamali). Zafir je pravdovravny, a preto mohol Omarovi odpovedat na otézku, komu patri slon, jedine meno
Mehak.

(#1) Zafirov vyrok je nepravdivy, a preto najviac jeden z trojice klamal. Vieme, Zze Zafir klamal, Ahmed a Mehak
museli hovorit pravdu. Z tvrdeni Ahmeda a Mehaka tak vieme, Ze slon patril (v tomto pripade, keby Zafir klamal)
Zafirovi. Zafir je klamér, a preto mohol Omarovi povedat meno Ahmed alebo Mehak.

Poslednou tlohou bolo vZit sa do Omarovej pozicie. Zo zadania vieme, Ze Omar uZ vedel uréit vlastnika slona.
Z predchadzajucich tvah zase vyplyva, 7e Omar od Zafira nemohol poc¢ut meno Zafir. Tato moznost mdzeme
vylacit. Ak by Zafir povedal meno Mehak, Omar by nevedel uréit, ktory z pripadov (4), (i), nastal, v oboch totiz
mohol Zafir povedat Mehakovo meno a kedze v tychto pripadoch patri slon roznym ludom, nevedel by ani urcit
jeho majitela. Ak by v§ak Omar po¢ul Ahmedovo meno, vedel by, Ze Zafir musi klamat, nastava pripad (ii) a teda
slon patri Zafirovi.

Zafir povedal meno Ahmed a slon patri Zafirovi.

Komentér: Ulohu sa vam podarilo riegit celkom tispeine a réznymi zaujimavy sposobmi. Niektori z vas sa viak
nedokézali tplne ,vzit“ do Omara, a preto lohu nedotiahli do konca. Ak mate menej bodikov, skiiste sa zamysliet,
kde ste nespravne postupovali (naznagdila som vam to vo vaSich rieSeniach, ale poriadne si to musite aj vy uvedomit
vo vagich hldvkach). Logické Glohy st krdsne v tom, Ze nemusite vediet vela, len pouZivat hlavu. Tak $up do toho :).

Uloha &.3: Je zndme, e $tvorec (druhd mocnina) kaZdého nepdrneho prirodzencho Cisla ddva po deleni cislom
2 zvysok 1.
a) Bude tento zvysok rovny 1 aj po deleni jednotlivymi ¢islami 4, 8, 16, resp. 327
b) Vezmime lubovolné prirodzené cislo, ktoré nie je delitelné ¢islom 3. Bude jeho $tvorec po deleni ¢islom 3 ddvat
zvy$ok 12 Aké zvysky bude ddavat po deleni cislom 99
RieSenie: (opravovala Lenka)
a) Vezmime si [ubovolné nepérne ¢islo. Vieme ho nejako rozumne zapisat tak, aby sme zachytili to, Ze je nepdrne?
Asi si spomeniete na zapis v tvare 2n + 1, kde n je celé ¢islo. Vtedy totiz mdzeme za n dosadit také ¢islo, aby
sme dostali neparne ¢islo, aké len chceme. Dobre, mame teda neparne ¢islo 2n + 1; ¢o sa stane po tom, ako ho
umocnime? Dostavame

(2n +1)? = 4n® +4n + 1.

Viimnime si, ze 4n? + 4n je delitelné ¢islami 2 aj 4. Preto ¢islo 4n? + 4n + 1 dava zvy$ok 1 po deleni kazdym z &isel
2 ad.

Ako to vyzera so zvySkami po deleni ¢islom 8?7 Pouzitie zapisu 2n + 1 ndm uz prili§ nepomdze, pretoze Cleny,
ktoré ndm vystupuji po umocneni, maju koeficient Styri. Ak si pozorne v§imneme, ako sme postupovali, mozno
nds napadne, Ze sa oplati sktsit zapis 4n + 1, respektive 4n + 3 (nezabtidajme, Ze stéle uvazujeme iba o neparnych
¢islach). Po umocneni tychto vyjadreni dostdvame

(4n+1)? = 16n°+8n+1,
(4n+3)? = 160> +24n+9=16n">+8-3n+8 + 1.

TakZe nakoniec kazdy vyraz pozostdva zo suctu niecoho, ¢o je delitelné ¢islom 8 a ¢isla 1. Teraz uz jasne vidime,
7e vSetky neparne ¢isla po umocneni davaja zvySok 1 po deleni dsmimi.

A ako je to so zvySkami po deleni ¢islami 16 a 327 Tam to zial nefunguje uz s ¢islom 3. Po umocneni dostaneme 9
a to dava po deleni ¢islami 16 aj 32 zvysok 9.

b) Ostava ndm zistit, aké zvysky davaji druhé mocniny ¢isel, ktoré nie st delitelné tromi, po deleni ¢islom 9.
Jedna moznost, ako postupovat, je zapisat dané ¢islo ako 9n + z, kde z je zvySok tohto ¢isla po deleni ¢islom 9,
a tieto vyjadrenia umocnit pre konkrétne hodnoty z, ktoré nie su delitelné tromi. Napriklad pre z = 5 dostdvame
(9n +5)% = 81n2 4+ 90n + 25 = 81n? + 90n + 18 + 7, teda ¢isla tohto tvaru ddvaji zvysok 7. Ind moznost je vratit
sa k vyjadreniam v tvare 3n + 1, respektive 3n 4+ 2, umocnit ich a v8imat si, aké zvysky mdze po deleni davat
¢len 6n, respektive 12n. (Pretoze po deleni deviatimi ¢len 9n? ddva vzdy zvySok nula a ¢len 1 dava vzdy zvy3ok
jedna.) Rozoberieme pripad pre 12n, druhy nechdvame na ¢itatela, ktory sa uz isto nevie dockat. (Inymi slovami:
ukézeme, ako postupovat. NS postup je dostatoéne nazorny a zaroven umoznuje vyrie§it aj druhy pripad. Preto by
ste mali byt bez problémov schopni tento postup aplikovat. A mali by ste ho skusit, aby ste si ho osvojili a vedeli ho
aktivne pouzivat, nielen pasivne mu rozumiet.) Cislo 12n ddva po deleni deviatimi zrejme rovnaky zvysok ako 3n,
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ktoré budeme sktimat. Sktisme teraz za n dosadit malé ¢isla, 0,1, 2, ... Dostavame postupne 0,3,6,9,12,15,18, ...
Nas ale zaujimaja iba zvysky, takze mame 0, 3,6,0,3,6,0,... To vyzera podozrivo, otazka teraz je, ¢i sa naozaj
stdle opakuju iba tieto tri zvysSky, alebo nie. Teraz by ste mali skisit nad touto otdzkou porozmyslat, pokisit sa
ju zodpovedat a svoju odpoved aj dokdzat a az potom pokracovat v ¢itani. Uz méte? Vyborne, len pre tiplnost
uvedieme dokaz toho, Ze zvySky sa naozaj opakuji. Konkrétne chceme dokazat, Zze 3n a 3(n + 3) davaja rovnaky
zvy$ok po deleni ¢islom 9. To je ale pomerne zrejmé, kedze 3(n + 3) = 3n + 9 a 9 dava po deleni ¢islo 9 zvySok 0.
Teda druhé mocniny ¢isel, ktoré nie st delitelné tromi, davaji po deleni deviatimi niektory zo zvyskov 1,4, 7.

Poznamka: Ukézeme si, naco je skiimanie zvyskov dobré. Je to jeden zo zakladnych spdsobov dokazovania nemoz-
nosti niecoho. Takyto dokaz musime robit tak, Ze nevyuZivame vlastnosti Ziadneho konkrétneho spdsobu, musime
ukézat, Ze sa to nedd spravit Ziadnym sposobom — takZze treba vylacit aj sposoby, ktoré vopred nepozname, nielen
dokézat nefunkénost nejakého konkrétneho.

M4 rovnica z? + 2 = 5y nejaké celo¢iselné rieSenie? Odpoved je nie, pretoZe prava strana nadej rovnice moze po
deleni $tyrmi dat iba zvy3ok 0 alebo 1 a lava strana zase dava iba zvysky 2 alebo 3. Uloha pre vés: zistite, ¢i sticet
trindstich $tvrtych mocnin nejakych celych ¢sel moze byt 1711. Dalsiu aplikiciu tivahy o zvyskoch najdete v tilohe
¢islo 9.

Komentar: Niektori ste boli v rieSeniach trosku neddsledni a poriadne ste neukazali, preco sa zvySok zmeni po umoc-
neni ¢isla tak, ako sa zmeni. Ini ste predpokladali, ze ak moze mat ¢islo po deleni ¢islom 9 nejaké zvysky, tak tie
isté zvySky potom musia mat aj druhé mocniny. Takéto tvrdenie sa sice na prvy pohlad moze zdat jasné a tplne
spravne, no aj takéto ,jasné“ tvrdenia si treba vzdy overit. Inak sa vam to mdZe vypomstit, pretoze nakoniec to
tvrdenie pravdivé nebude, tak ako teraz.

Uloha &.4: Danka mala v zoSite napisané tri rozne nenulové cifry. Vytvorila z nich vietky mozné trojciferné cisla
a tie scitala. Vyslo jej cislo 2125. Neskor si uvedomila, Ze jedno z trojcifernych cisel zabudla pripocitat. Ktoré to
bolo?

Riesenie: (opravoval Jakub)

Oznacme si Dankine tri cifry ako a, b, ¢. Z nich vyrobila tieto trojciferné ¢isla: 100a + 10b + ¢, 100a + 10c + b,
1006 + 10a + ¢, 100b + 10c¢ + a, 100c+ 10a + b, 100¢ + 10b + a. Keby ich vSetky s¢itala, vyslo by jej 222- (a + b+ ¢).
Ona v8ak na jedno zabudla (ozna¢me si ho z), a tak jej vyslo 2125. Z toho vieme, ze 2125 + z = 222 - (a + b + ¢),
kde a, b, ¢ st cifry ¢isla z, a teda (a4 b+ ¢) je ciferny sacet Cisla x. Dolezité je, ze 2125+ z musi byt nejaky nasobok
222, ktory je mensi ako 3125 (lebo x < 1000) a vicsi ako 2224 (lebo z > 99). Do Gvahy prichddzajt iba tieto $tyri
nasobky:

(7) 11222 = 2442, teda x = 317 — vyhovuje, lebo ciferny stcet = je 11.

(i3) 12-222 = 2664, teda z = 539 — nevyhovuje, lebo ciferny sti¢et x nie je 12.

(4i4) 13- 222 = 2886, teda = 761 — nevyhovuje, lebo ciferny sicet x nie je 13.

(iv) 14 - 222 = 3108, teda = = 983 — nevyhovuje, lebo ciferny stcet z nie je 14.

Takze cislo, na ktoré Danka zabudla, moze byt jedine 317.

Komentér: Vela z vés rieSilo lohu inak. Snazili ste sa vyrie§it rovnicu 2125 = 122a + 212b + 221¢, ¢o viedlo
k rozoberaniu vela roznych moZnosti. Nabudice sa skiste uz na zaciatku rieSenia tlohy zamysliet nad tym, ako
vyskisat ¢o najmenej moznosti (ndsobkov 222 zjavne nie je vela).

Uloha ¢&.5: Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna krajina. V tejto krajine si Zili dievéatd a chlapci, a Zili si $tastne,
pretoZe kaZdy mal aspori jedného kamardta. Jedného dna sa deti rozhodli, Ze sa zabavia, a preto usporiadaji. dve
sutaze: volejbalovy turnaj a matematicki olympiddu. Pochopitelne, Ze obe sutaZe sa uskutocénili presne v ten isty
cas. Vsetkym detom sa sice pacili obe sutaZe, ale kaZdy sa zucastnil prave jednej z nich. ,NuZ, nevadi,“ povedali
st deti a pretoZe st zvedavé, dodali: ,, Poprosim teda niektorého zo svojich kamardtov, aby mi prezradil, ako bolo na
druhej sutazi.

Vasou ulohou je dokdzat, Ze deti sa mohli rozdelit na obe siutaZe tak, aby kaZdé z nich malo kamardta na druhej
sutaZi (teda na tej, ktorej sa nezicastnilo).

RieSenie: (opravovali Dada a Mito)

poucné a elegantné.

Tvrdenie dokédZeme matematickou indukciou vzhladom na pocet deti, oznaéme ho n. Kedze kazdé dieta mé aspon
jedného kamarata, v prvom indukénom kroku sa budeme zaoberat pripadom n = 2. Tento pripad je v8ak trividlny,
staci jedno dieta poslat na jednu sitaz a druhé na druht. Predpokladajme teraz, Ze naSe tvrdenie plati pre nejaké
n > 2, dokazeme, ze plati aj pre n + 1. Majme na zdklade indukéného predpokladu vyhovujtce rozdelenie n deti
do dvoch skupin. ,Nové“, (n + 1)-vé, diefa ma aspoii jedného kamarata. Ak m4 iba jedného alebo st vSetci jeho
kamaréti v rovnakej skupine, sta¢i ho dat do opacnej skupiny. Ak mé nové dieta kamaratov v oboch skupinéch,
je jedno, do ktorej ho umiestnime. Toto rozdelenie zjavne vyhovuje zadaniu.

Pozndmka: V8imnime si, Ze toto rieSenie ndm nedava takmer ziaden vhlad do podstaty problému, aj ked je pomerne
podarené. Je to ukdzka sily matematickej indukcie pri tvrdeniach podobného druhu.
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Iné rieSenie:

Dieta, ktoré ma kamarata v druhej skupine, budeme nazyvat spokojné. Dajme najprv vSetky deti do jednej sku-
piny. Krokom budeme rozumiet to, Ze vyberieme jedno z nespokojnych deti a preradime ho. Takyto krok budeme
opakovat, az kym nebudt vSetky deti spokojné. Teraz dokazeme, Ze tento algoritmus naozaj povedie k rozdeleniu
s pozadovanymi vlastnostami a navyse Zze skonéi v kone¢nom ¢ase!. Kazdym nasim krokom zabezpeéime, Ze dieta,
ktoré sme preradili, uz bude spokojné, pretoze predtym bolo so vSetkymi svojimi kamaratmi v jednej skupine a pre-
radili sme ho, pricom jeho kamaratov sme nechali tam, kde boli. Teda nielenze preradené dieta sa stane spokojnym,
ale aj vSetci kamarati preradeného dietata budi spokojni, a navySe sa nemoze stat, ze niektoré spokojné dieta by
sa stalo nespokojnym. Pristavme sa na chvilu pri tom, preco sa nemdze ziadne dieta stat nespokojnym. Keby sa
stalo nespokojnym, znamenalo by to, ze v opac¢nej skupine malo iba jedného kamarata a toho sme preradili. To je
vSak v spore s vyberom deti v kroku, pretoZe sme sa dohodli, Ze budeme vyberat iba nespokojné deti. ESte zostava
dokézat konecnost algoritmu. Na zac¢iatku sme mali koneéne vela deti, povedzme n, a teda aj najviac n nespokoj-
nych deti. Ukazali sme, ze v kazdom kroku sa pocet nespokojnych deti zmensi aspon o jedna, teda algoritmus po
najviac n krokoch zastane. Hotovo.

Poznamka: Aj ked uvedené rieSenia st nepochybne zaujimavé, asi sa vam zd4, ze je pomerne tazké na nieco podobné
prist. S tym samozrejme stihlasime; myslienku rieSenia, ktort objavit bolo asi najjednoduchsie, teraz popiseme. Deti
budeme rozdelovat do skupin postupne. Na zaciatku hociktoré dieta zaradime do jednej zo skupin, dalej budeme
postupovat tak, Ze vSetkych eSte nezaradenych kamardtov v8etkych deti, ktoré sme zaradili naposledy, ddme do
opacnej skupiny. KedZe kazdé dieta ma aspon jedného kamardta, mohlo by sa zdat, Ze takto rozdelime vSetky deti,
¢o vSak nie je pravda. Najjednoduchsi protipriklad tvoria Styri deti, pricom prvé sa kamarati s druhym a tretie
so Stvrtym. Teraz by ste uz mali vediet povedat, ako pri naSom rozdeleni postupovat, aby sme nakoniec zaradili
vSetky deti.

Komentdr: NajcastejSou chybou vo vasich rieseniach bolo to, Ze ste sa nezmienili o tom, Ze vase rozdelenie je spravne
(v&imnite si, Ze tto ¢ast sme — zdmerne — vynechali pri rieSeni, ktoré sme nacrtli v pozndmke). Ak v nagom rieSeni
priamo zostrojujeme nejaké rozdelenie, ktoré vyhovuje zadaniu, je vhodné postupovat v dvoch krokoch. V prvom
povieme ,aha, toto je rozdelenie a takto ho zostrojime“, v druhom kroku dokizeme, ze toto rozdelenie naozaj
funguje, teda splia vietky podmienky zo zadania. Skoro vietci ste tieto dve ¢asti spajali do jednej a nerozlisovali
medzi nimi, ¢o vSak zrejme nie je vhodné, pretoZze sa potom mdZe lahko stat, Ze podcenite dolezitost dokazu,
pripadne nan Gplne zabudnete. Za nespomenutie nutnosti dokazu, respektive za jeho neuskutocnenie, sme strhavali
tri body. Dva sa dali stratit za to, ak vaSe rieSenie nefungovalo pre rozdelenia typu uvedeného v pozndmke.

Uloha é&.6: Nech z, y, z st lubovolné redine ¢isla.

a) Dokazte, Ze ak plati y <1 <z, tak plati aj zy+1<z+y;

b) Ak si splnené vsetky tri predpoklady 1<z, y<z a y+z<z+1, tak plati y < z.

Riegenie: (opravovali Rasto a Durigko)

Maéame na prvy pohlad dva podobné typy tloh, ktoré v8ak vyrieSime mierne odli§nymi pristupmi:

a) Vsimnime si nerovnost zy + 1 < z + y, ktort chceme dokézat. V takomto tvare asi len tazko vidime jej savis
s podmienkami, z ktorych mame vychadzat. Nemozeme sa vSak nechat odradif. Velmi ¢asto ndm malé Gpravy
dokazu povedaf viac, ako by sme ¢akali. Samozrejme, roznych Giprav je nepreberné mnozstvo. Treba sktsat nejaké
nidejne vyzerajice. Casto pomdze, ked si ddme vietky ¢leny na jednu stranu a skiisime to rozlozit na si¢in. Pozrime
sa, ako sa da upravit nasa nerovnost:

zy+1 < x4y,
zy+l—z—-y < 0,
(z-1y-1) < 0.

Tu uZ pekne vidime, ze poslednd nerovnost plati v dvoch pripadoch. Bud je 2 < 1 < y, alebo y < 1 < z, ¢o je néas
pripad. Pozor v8ak! Takto m6Zzme postupovat iba v tom pripade, ak st naSe Upravy ekvivalentné. Inak povedané,
musime sa pozriet, ¢i mdZzeme medzi krokmi postupovat korektne aj zozadu smerom k tomu, z ¢oho sme vychadzali.
V nafom pripade to naozaj plati. Velky pozor si vSak treba davat, ak pracujeme s nerovnostou, kde sa vyskytuji
zlozitejsie vyrazy s druhymi mocninami, odmocninami a podobne. VSimnime si este, Ze tymto postupom sme ukézali
tiez to, Ze druhd implikacia neplati a teda nerovnost zy + 1 < x + y ndm eSte nezarucuje, ze y < 1 < x.

Vrafme sa teraz na chvilu k tomu neprebernému mnozstvu tprav, ktoré mame k dispozicii. Okrem pristupu,
ktory ste prave videli, je dalSou prirodzenou moznostou skusit upravit predpoklady tak, aby sa ,viac podobali“
na tvrdenie, ktoré sa snazime dokézat. Napriklad skiisme nerovnost y < 1 vyndsobit ¢islom = a k obom strandm
prirdtat 1. Dostdveme nerovnost zy + 1 < z + 1, ktord na zéklade predpokladov plati (z > 1 > 0). Keby platilo
z+ 1<z +y, ziskali by sme odhad, ktory by ndm zabezpedil platnost dokazovaného tvrdenia. Toto v8ak neplati;
nas odhad je prili§ ,,hruby“. Mohli by sme teraz vyskagat podobnym spdsobom upravit niektord zo zvys$nych dvoch
(rozmyslite si) nerovnosti v predpokladoch. Skiste si to a porozmyslajte nad tym, ¢o ste dostali a preco.

ITé4to Cast je dolezitd. TotiZ to, %e algoritmus vedie k spravnemu vysledku ndm nie je ni¢ platné, ak algoritmus nikdy neskonéi a teda
spravny vysledok nevyprodukuje.
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Dalsim z osvedéenych postupov je substittcia tvaru z = 1 4+ a, y = 1 — b, kde a,b st kladné redlne ¢isla. Prave
tato substiticiu sme zvolili prave z dovodu, Ze nové premenné a,b su kladné a s takymi sa Casto pracuje lepSie
(napriklad niektoré zndme nerovnosti platia iba pre kladné ¢isla). NavySe ked sa nad predchddzajicou vetou
zamyslime, mozeme si v&imnif, Ze premenné z bola kladna uz aj predtym. Co by sa teda stalo, ak by sme nahradili
uvedenym spdsobom iba y? Skiste si tlohu vyriesit aj tymito spdsobmi a porovnajte ich. (Toto sme vAm nehovorili
zbyto¢ne :), vSimnite si, ako za¢ina rieSenie tlohy ¢islo 10.)

b) Na druht nerovnost pdjdeme priamodiarejsie. Znova si v8ak v8imnime, ¢o chceme dokazat. Vidime, Ze v nerov-
nosti < y sa nenachadza z, a teda sa ho budeme chciet rozumnym sposobom zbavit. Vyuzitim ohrani¢enia y < z
dostaneme s pomocou dal$ej nerovnosti z predpokladu ini nerovnost 2y < y + z < z + 1, ¢im sme sa z-ka naozaj
zbavili. Uvidime, ¢ ndm to pomdze. Z dalSieho ohrani¢enia 1 < x v8ak dostdvame x + 1 < 2z, ¢o ndm v spojeni
s predchadzajicou nerovnostou dava 2y < 2z, teda y < z.

Takéto nahridzanie pomocou ohraniceni ndm moze ¢asto pomoct v tlohdch o poznanie tazgich, takze je velmi
prospe$né zautomatizovat si podobné Upravy, aby sme sa tym potom nemuseli zdrzovat (taZisko tazsich tloh
spoéiva v nieCom inom). Tiez si treba vzdy uvedomit, ¢i robime nahrddzanie v sprdvnom smere a teda ¢i st Gpravy
korektné. Skiuste si teraz na precvicenie vyskasat tento priklad: Majme tri predpoklady b < 2, ¢ < a+ 1 a nakoniec
d+1<b, kde a, b, c,d st kladné redlne c¢isla. Dokézte, ze a + b > cd.

Uloha &.7: Okolo ohiia sedi n+ 1 psov (n > 1). Jeden z nich je bankdr a md n kariet, ostatni nemajii ani jednu
kartu. V jednom kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne roznych), z ktorjch kaZdy md asponi jednu kartu a
spolu maji asponi dve. Zoberieme jednu kartu od psa A a dime ju jednému zo susedov psa B a zoberieme jednu
kartu od psa B a ddme ju jednému zo susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnijch krokov mozZeme dostat do
situdcie, Ze kazdy pes okrem bankdra md jednu kartu?

Riegenie: (opravovali Bus a Cermo)

Najjednoduchsia cesta, ako sa pustit do tohto problému, je preverit, ako mdZe vyzerat pohyb kariet pre najmeSie
zoskupenia psov. Tu hned narazime na dva problémy. Prvym je, ako vobec zacat. Mame jedini moznost, ako spravit
krok, zvolime za A aj B bankdra (a potom dame karty bud po jednej jeho susedom, alebo obe jednému zo susedov;
pripad n = 1 vyrie§ime osobitne). Druhym problémom je, Ze operdcia presunu kariet je komplikovand a treba
zakazdym dbat na splnenie niekolkych podmienok. Nevedeli by sme pomocou nej realizovat nejaké ,,jednoduchgie“
operacie, s ktorymi sa ndm bude lahsSie pracovat? Uvedomme si, ze pri dokaze nemoznosti dosiahnutia cielovej
situdcie budeme musiet uvazovat povodni operaciu presunu kariet, nestaci zobrat do ivahy len niektoré odvodené
operacie, pretoze povodnou operdciou sa mozno dé dosiahnut cosi viac. Tak ¢ tak, pri hladani moZného postupu
modzu tieto jednoduchsie operdcie pomdct.

Jednu operéciu sme uz nasli: ak mé niektory pes aspon dve karty, moze po jednej posunit susedom tak ako bankar
na zaciatku. D4 sa to pomocou 8ipok kreslit do obrazka. Iné uZito¢na operécia je takato: ak mame za sebou iducich
psov, ktori maja 1,1,0 kariet, tak vieme jednou operaciou dosiahnut situdciu 0,1,1 (rozmyslite si, ako). Inak
povedané, vieme kartu posunit psovi o dve pozicie dalej, pokial pes, ktorého preskakujeme, mé aspon jednu kartu.
(Obe zatial spomenuté operécie vieme obrétit, mohlo by sa to hodit.)

Skisme s touto obmedzenou mnoZinou operacii najst postup, ktorym sa dostaneme z pociato¢nej do cielovej pozicie
pre malé n. Velmi nazornou pomdckou moze byt kreslenie obrazkov.

3 1 0 4 2 1 0

v TN ¥\

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 O 0 O 1 0 1 1

.....

.....

(sktste sami na zdklade obrézkov popisat také postupy).

Zostali nam pripady, kde n = 4k + 1, ktoré vytrvalo odoldvaji snahe o najdenie rieenia. MoZzeme skisit pouZzit
povodné operécie namiesto tych odvodenych, ale k cielu blizsie nebudeme. Dalo by sa dokézat, ze v tomto pripade
nie je mozné dosiahnut cielovii poziciu z pociatocnej?

Pri naSich pokusoch sme zistili, Ze sa ndm nedari posunit kartu o jedno miesto. Vieme ju posuniat o dve miesta.
Alebo ju sice posunieme o jedno, ale sti¢asne sa nam premiestni ind karta. V dokaze nemoznosti potrebujeme vylacit
vSetky moZné sposoby. NemoZnost znamend, Ze cielova pozicia obsahuje ¢osi, ¢o pociato¢nd neobsahuje a pritom
to nevieme popisanymi operdciami pridat. Hodnota, ktord sa nemeni, aj ked robime akékolvek pripustné operacie,
sa nazyva invariant. Co sa nemeni v naom pripade? O¢islujme psov — bankar méa ¢&islo 1 a ostatni sti oéislovani
zaradom v smere hodinovych rucic¢iek. Ozna¢me P stacéet poctov kariet, ktoré maji psi s parnymi ¢islami. Ozna¢me
N sucet poctov kariet, ktoré maju psi s neparnymi ¢islami. Vieme, Ze na zaciatku N = 4k+1 a P = 0. VSimnime si
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rozdiel P — N. Na zadiatku je tento rozdiel 4k + 1 a na konci 0 (overte si). MoZe sa zmenit pri vykondvani operécii?
Ak vybrani psi A, B maja pérne ¢isla, tak P sa zmen$i 0 2 a N zmen§i o 2 (susedmi psa s parnym &islom sa psi
s neparnym ¢islom a naopak, plati to aj pre psa 1, overte si to). Ak vybrani psi maji nepérne ¢isla, tak P sa zvicsi
02 a N sazmen$i o 2. A ak jeden z vybranych psov ma parne ¢islo a druhy neparne, tak P ani N sa nezmenia.
TakZe rozdiel P — N sa sice zmenit mdZe, ale nie jeho zvySok po deleni dvoma. Inak povedané, tento zvySok bude
vzdy taky, ako v pociatocnej pozicii, teda 1. Nikdy nemoézeme dosiahnut poziciu, kde je tento zvySok rovny 0, preto
ani cielovl poziciu.

Na zéver si to mozeme zhrnat. Dosiahnut cielov poziciu z pociato¢nej nevieme, ak n dava zvySok 1 po deleni
Styrmi a vieme v kazdom inom pripade.

Skuste si hladanie invariantov na dal$ich dlohach. Napriklad: médme na stole tri pohéare, otoené dnom nadol.
Mbzeme Tubovolné dva z nich chytit a oto¢it dnom nahor. Vieme takymito krokmi dosiahnut, aby vSetky pohéare
boli otocené dnom nahor? A ¢o ak madme pohdrov 9 a otocit mozeme naraz fubovolnych 5 z nich?

Uloha &. 8: Graf funkcie f : R — R md dva stredy symetrie. Dokdzte, e funkcia f sa dd napisat ako sicet linedrnej
a periodickej funkcie.

RieSenie: (opravovala Erika )

Mame funkciu f definovant na realnych ¢islach. To znamend, Zze kazdému redlnemu ¢islu je priradena nejaka
funkéna hodnota, a dokonca je tato hodnota prave jedna. NaSou tlohou je dokéazat, Ze f sa dd napisat ako stcet
linearnej a periodickej funkcie. Budeme postupovaf tak, Ze obe tieto funkcie ndjdeme a dokazeme, ze naozaj splhaja
poziadavky zadania.

Oznacme stredy simernosti funkcie Sy, Ss. Ukdzme najskor, ze stredy simernosti patria grafu funkcie. Nech stred
S; m4 stradnice (z1,y1). Nech y; # f(z1). Potom v stredovej simernosti podla stredu S; sa bod (z1, f(z1))
zobrazi do nového bodu (z1, f(21) + 2(y1 — f(z1)). Tento bod musi patrit grafu funkcie. V bode z; tak mame dve
rozne funkéné hodnoty, ¢o je v spore s definiciou funkcie. Teda S; patri grafu funkcie (podobne to vieme ukazat
pre stred S2). Ako dosledok tohto méme, Ze tieto stredy nemozu mat rovnak( z-ovi stradnicu. (Premyslite si to
a uvedomte si, Ze toto vieme dokédzat aj bez znalosti, Ze stredy simernosti patria grafu funkcie f.) Teda S; mé
stradnice (z1, f(z1)) a Se stradnice (za, f(z2)), pricom x1 # .

Sktisme sa teraz na chvilu pozriet na tlohu z geometrického hla- Yy
diska. Vieme, ze ak médme dva rézne stredy stimernosti a zo-
brazime nejaky utvar postupne podla tychto dvoch stredov,
dostaneme utvar, ktory bude oproti pdvodnému atvaru iba po-
sunuty o dvojndsobok spojnice tychto dvoch stredov. (Skiste
toto dokazat geometricky. Uvedomte si vztah strednej priecky
trojuholnika k jeho zdkladni.) Mame teda, Ze aj cely graf sa
po zobrazeni podla oboch stredov na seba posunie. Zostrojme
priamku prechadzajicu oboma stredmi Sy, S>. Tato priamka >é
sa da zapisat ako linedrna funkcia g (to ndm zarucuje vlast-

nost, ze stredy S; a Sy maji roznu z-ova stradnicu). Ked sa

pozrieme na obrazok, zistime, ze pre kazdé x plati \\/

f(@) = g(x) = [z + 2(x2 — 21)) — g(2 + 2(22 — 71)).

Tento rozdiel funkcii ndm vytvara novia funkciu, ktort budeme oznacovat h(z). Ako vidime, je periodicka s periédou
2(xy — 1). Co funkcia h(z) vyjadruje? Vyjadruje ,dizku“ tsecky, ktorti vytina na grafe funkcii f a g rovnobezka
s osou y (nemdzeme povedat, Ze je to dlzka, lebo niekedy moze byt h(x) zaporné). Podarilo sa ndm teda napisaf
funkciu f ako stcet linearnej funkcie g a periodickej funkcie h.

Mozno by ste povedali, ze Giloha je uz vyrieSend. No kedze sa jedna o funkcie, geometricky pristup nestac¢i. Ved nie-
ktoré funkcie sa nakreslit vobec nedaja. (Sktste napriklad nakreslit Dirichletovu funkciu, ktord mé na racionalnych
¢islach funkéni hodnotu jedna a na iraciondlnych ma funként hodnotu nula. Je tato funkcia periodicka? S akou
najmengou periédou?) Preto eSte vyrie§ime tlohu algebraicky. Samozrejme, geometricky pohlad ndm pri vymyslani
tohoto rieSenia velmi pomdze.
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Zobrazme bod (z, f(z)) v stredovej simernosti podla bodu S;. Dostavame,
ze obrazom tohto bodu je bod

(221 — 2,2f(z1) — f(=)).

Ked tento novy bod zobrazime v stredovej simernosti podla Sy, obraz
bude mat stradnice

(2(x2 — 21) + 2, 2(f (z2) — f(z1)) + f(2)).

Teda ak oznaéime 2(zy — 1) pismenom a a 2(f(x2) — f(x1)) pismenom b,
dostavame

f(a+a:) = f(aj) + b. (221 = z,2f(z1) — f(z))

KedZe a je nenulové (stredy S;, So maja rozne z-ové suradnice), dostali sme novy zaujimavy vyraz (geometricky
tento vyraz predstavuje posunutie). Zvolme teraz funkciu g(z) = (b/a)z (tato funkcia je rovnobezna so spojnicou
stredov stimernosti). Ozna¢me h(z) = f(z) — g(z). Ukdzme, Zze tato funkcia je periodicka s periédou a. Na to ndm

treba ukazat, ze h(z + a) = h(z). Zistime, ¢omu sa rovna h(z + a).

M +a)= f(+a) ~ gla+a) = f(2) + b= gz +a) = f() + b= Sz +a) = f() +b— o 7~ b=h(z).

Teda h(z) je periodickd funkcia s periédou a. Z toho mame, ze funkcia f sa dd zapisat ako sucet funkcii g, h, kde g
je linearna funkcia a h je periodicka funkcia.

Komentér: Pri rieSeni sa da prist na vela veci. Niektori z vas pri§li na to, Ze ak mé graf funkcie dva rdzne stredy
stimernosti, tak ich m& nekone¢ne vela. Potom riefenie ukondili tym, ze niet ¢o dokazovat, lebo funkcia, ktorej
graf ma dva stredy stimernosti, neexistuje. Je sice pravda, ze neexistuje funkcia, ktorej graf ma prdve dva stredy
stmernosti, ale v zadani slovko ,prave“ nebolo.

Uloha &.9: Nech m, n si kladné celé cisla. Dokdzte, Ze cislo 5™ + 5" sa dd napisat ako siucet dvoch Stvorcov prdave
vtedy, ked je ¢islo m —n pdrne.

RieSenie: (opravovali Hanka a Ferac)

Na zaciatku je dolezité uvedomit si, ¢o to vlastne mame dokézat. Ako prva by ndm mala udriet do o¢i fraza ,prave
vtedy, ked”. To znamend, Zze musime ukazat dve tvrdenia. Jednak, Ze pre m a n rovnakej parity vieme napisat
vyraz 5™ + 5" ako stucet dvoch $tvorcov a naopak, ak jedno z c¢isel m, n je parne a druhé neparne, tak ziaden
takyto zapis neexistuje. (Namiesto opacnej implikicie dokazujeme jej obmenu, pretoZe je to vyhodnejsie.) Tak hor
sa na to.

Dokaz prvej implikacie si rozdelime na dve Casti: najprv vezmeme obe m a n parne a potom obe neparne. Prvy
pripad je jednoduchy. Pre m a n parne st totiz obe ¢isla 5™ a 5™ Stvorce, ich stcet je teda ocividne st¢tom dvoch
$tvorcov. V druhej ¢asti sa ndm to zacina komplikovat. Co robif? Asi najlepsou radou je skusat rozkladat dany
vyraz na sucet dvoch Stvorcov pre nejaké konkrétne hodnoty m a n (napriklad aj pomocou poécitac¢a) a hladat
v tom isté pravidelnosti. S trochou $tastia mozeme takto dospiet k nasledovnému rozkladu (poloZime m = 2k + 1
an=20+1).

52k+1 + 52l+1 — 5(52k + 52l) — (4 + 1)(52k + 521) —
(2-5%)+ (5" +(2:5)° +(5)° =
(2-5% — 52 + (5% + 25?2

To je stcet dvoch §tvorcov. Stoji za pov§imnutie, Ze znamienka v zatvorkdch mdZzeme medzi sebou vymenit a hod-
nota vyrazu sa nidm nezmeni, preto rozklad na sucet $tvorcov nemusi byt uréeny jednoznacne.

No a teraz druhd implikdcia. Pozor, nemdZeme len jednoducho tvrdit, Zze 5™ + 5™ nevieme Zziadnymi Gpravami
vyjadrif priamo ako sti¢et dvoch tvorcov. Co ak by tie §tvorce vobec nestiviseli s mocninami piitky? Co ak by sa
nedali podla nich pekne vyjadrit? My chceme poriadny dokaz a tu prichddza na rad delitelnost a skiimanie zvyskov.
Ako by to malo fungovat? Stvorce celjrch ¢isel mozu dévaf len niekolko réznych zvyskov po deleni niektorymi ¢slami.
Po deleni trojkou len zvysky 0 a 1, po deleni Stvorkou tiez len 0 a 1 a podobne. (Pozrite si Glohu 3.) A rovnako
to funguje aj s mocninami pétky: po deleni tromi st to striedavo zvysky 2 a 1, po deleni Styrmi je zvySok vzdy 1
(sktste si tieto veci dokdzat sami). Stacilo by ndm ndjst ¢islo, po deleni ktorym by dévali sacty Stvorcov vzdy iné
zvy$ky ako sti¢ty mocnin pitky s exponentami roznej parity, tieto by sa teda nikdy nemohli rovnat. Po pociato¢nych
netdspechoch sa dostaneme a7 k ¢islu 8, ktoré splia tieto poziadavky. Cislo 5" totiz dava po deleni osmic¢kou zvySok
5 pre n neparne a 1 pre n parne, ¢ize 5™ + 5" bude vzdy ddvat zvySok 6. A ¢o Stvorce? Tie ddvaju zvysky 0, 1
alebo 4 a sacet ziadnych dvoch z tychto cisel nie je 6.

Komentdr: Podaktori z vds dokdzali indukciou, Ze 5 + 5%*! sa d4 napisat ako sacet dvoch §tvorcov pre vsetky ¢
(Co sa d& potom jednoducho rozsirit na vSetky neparne m a n). Takto dostaneme rekurentné vyjadrenie Stvorcov.
Skiste si odvodit, Ze v skuto¢nosti to bude ten isty rozklad ako vo vzorovom rieseni.
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Uvedomte si, 7e pri skiimani zvyskov netreba skusat vSetky ¢isla. Ak uz napriklad vieme, Ze delenie dvojkou a troj-
kou nevedie k cielu, nemé zmysel sktsat delit Sestkou, nedd ndm to o ni¢ viac. Sta¢i sa teda zamerat na prvocisla
a mocniny prvocisel.

A ako sme hodnotili? Za vyrieSenie prikladu pre obe m a n parne sa dalo ziskat 0 bodov, 4 body sme davali za cast
s neparnymi ¢islami a 5 bodov bolo za opa¢ni implikaciu. Samozrejme nejaky ten bodik hore-dole za naznaky
spravneho postupu ¢i drobné chyby.

Pozndmka: Stcet Stvorcov je dobre prestudovanou oblastou tedrie ¢isel. Uz Fermat objavil, Ze prirodzené ¢islo sa
dé napisat ako sii¢et dvoch $tvorcov prave vtedy, ked vSetky prvodisla tvaru 4k + 3, ktoré sa vyskytuja v jeho pr-
vociselnom rozklade, maji parny exponent. Prvy kompletny ddkaz tohto tvrdenia pochddza od Eulera. Zakladnym
kametiom ddkazu je tzv. Lagrangeova identita (a® + b?)(c? 4+ d?) = (ac+ bd)? + (ad — be)?, podla ktorej sti¢in dvoch
¢isel, ktoré sa daju napisat ako sicet dvoch Stvorcov, je tiez sa¢tom dvoch §tvorcov. V8imnite si, Ze v naSom dokaze
pre m a n neparne vyuzivame prave tto identitu. A ¢o ak povolime viac ako dva §tvorce? Iba ¢isla tvaru 4™ (8k+7)
sa nedaju vyjadrit ako stcet troch $tvorcov a Styri Stvorce uz stadia na napisanie vSetkych prirodzenych ¢isel (toto
tvrdenie je zndme ako Lagrangeova veta o $tyroch Stvorcoch). No a vobec sa nemusime obmedzovat len na $tvorce.
Existuje totiz funkcia g takd, Ze kazdé prirodzené ¢islo sa da napisat ako stéet najviac g(n) n-tych mocnin. Funkcia
g rastie velmi rychlo: g(2) = 4, ¢(3) = 9, g(4) = 19, g(5) = 37, g(6) = 73... Treba vSak podotknit, Ze dokaz
tohto tvrdenia bol ndjdeny az v dvadsiatom storoéi a je velmi komplikovany. Ak véds tdto téma uputala, urcite sa
poobzerajte na internete (napr. mathworld.wolfram.com), d4 sa tam néjst fira zaujimavych materidlov.

Uloha &.10: Pre redlne cisla a, b, ¢ plati a + b+ ¢ = 0. Dokdzte, Ze potom plati nerovnost

a’b? + b%c? + a® + 3 > 6abe.

RieSenie: (opravoval Pefo)

Pri prvom pohlade na nerovnost vidime, Ze lava strana je vzdy kladnd (dokonca vii¢sia alebo rovné trom), zatial
¢o pravéa strana moze byt zdpornd alebo nulova. Preskimajme teda najskor, pre aké hodnoty a, b, ¢ plati 6abc < 0.
Urdite to plati, ak je aspon jedna z nich rovna 0; vtedy 6abc = 0. Ked st dve hodnoty kladné a jedna zapornd, tak
6abc < 0. Nakolko a + b + ¢ = 0, nemdzu byt vSetky hodnoty kladné, takisto nemozu byt vsetky zaporné. Ostala
nam tak jedind moznost, ze dve hodnoty spomedzi a, b, ¢ st zdporné a jedna kladnd; pre vSetky ostatné pripustné
moznosti sme ukéazali, ze

a’b? 4+ b2c® + 2’ + 3 > 3 > 0 > 6abe,

teda pre ne dokazovand nerovnost plati.

Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze a > 0, b < 0 a ¢ < 0 (ak nerovnost dokdzeme pre takéto
hodnoty, vdaka jej symetrickosti to rovnako urobime pre zostavajice moznosti). Nerovnosti sa dobre dokazuji,
ak premenné, ktoré v nich vystupuja, sa kladné. Ozna¢me preto x = —b a y = —c (zo zapornosti b, ¢ médme z > 0
ay > 0). Z predpokladu a + b + ¢ = 0 dostdvame a = x + y. Po dosadeni do dokazovanej nerovnosti a drobnych
upravach dostavame

a’b? + b*c? 4 c*a® 4+ 3 > 6abc,
(z +y)°a® +2°y* +y* (@ +y)* +3 > 6(z + y)ay, (1)
o+ oyt + 223y + 229° + 32%y% 4+ 3 > 622y + 621>, (2)

Ak dokéZeme, Ze nerovnost (2) plati pre lubovolné kladné ¢isla z, y, bude platit aj povodna nerovnost (premyslite
si, prefo). Na prvy pohlad sme Glohu prili§ nezjednodusili. Av8ak vdaka Sikovnému preznaceniu sme na lavej aj
pravej strane dostali vyrazy s kladnymi premennymi a s kladnymi znamienkami. Nerovnosti takéhoto typu sa casto
daji dokézat pomocou AG-nerovnosti (t.]. zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom).
Tomuto nasved¢uje aj to, Ze pre x = y = 1 plati rovnost. (To objavime pri ski8obnom dosadeni viacerych hodnot.
Neskasali ste dosadzat konkrétne hodnoty? Preco?)

Na pravej strane st dva ¢leny. Kazdy z nich chceme odhadnit zhora stétom niektorych ¢lenov z lavej strany.
Inymi slovami, Tavii stranu chceme rozdelif na dve &asti, jedna bude vicsia ako ¢len 6z2y, druhd vicsia ako ¢len
6xy>%. Nalavo mame o.i. ¢leny 3z2y? a 3, ktoré st symetrické vzhladom na z a y. V rozdeleni Tavej strany sa teda
hiddam rozdelia ,napoly“. Neparna trojka sa v8ak deli na dve rovnaké casti zle, preto dokazovani nerovnost eSte
vynasobme dvoma. Dostaneme

221 + 2yt + a2y + day® + 627y + 6 > 1227y + 1229°. (3)
Teraz uz po kriatkom skagani pohodlne objavime dve AG-nerovnosti

4 4 3 3 3 3 2,2 2,2 2 9

+at+ By + 2y + 2Py +ay’ oty +a?y i +a?y? +1+1+ 1
T T Ty + Ty + Ty + Ty = Yy 7Y Ty 12/3:243112:332:4/,
4 4 3 3 3 3 2 92 2,2 2 9
vty eyt tayt eyt yl-;w Aoy r ey d IR et gy

v
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(nie je to jedind moznost, dalo sa to rozdelit aj inak). Ich sé¢itanim a prendsobenim dvandstimi dostaneme ne-
rovnost (3) (pripadne prendsobenim iba $iestimi priamo nerovnost (2)), ktort sme chceli dokézat. Tym je Gloha
vyrie§end. Rovnost nastane len vtedy, ak nastane v oboch AG-nerovnostiach, t.j. ked z = y = 1, ¢omu zodpoveda
trojica (a,b,c) = (2,—1, —1) (pripadne trojice (—1,2,—1) a (=1, —1,2) pri predpoklade b > 0, resp. ¢ > 0).

Iné riesenie:

DokéZme inym spdsobom nerovnost (1) pre kladné z a y. Ako naznacuje rovnost pre hodnoty z = y = 1, doka-
zovand nerovnost by mohla byt ,kritickd“ pre = y. Ak oznaéime z = (z + y)/2 (mimochodom, vtedy z = a/2)
ad=(z—y)/2, mdme x = z+J, y = z — J. Situdcia x = y zodpoveda hodnote § = 0. Po dosadeni do nerovnosti
dostavame ekvivalentnymi Gpravami

(22)2(2+6)? + (2 4+0)% (2 = 8)? + (2 = 6)%(22)* +3 > 6 - 22(2 + ) (2 — 0)
(22)%(222 4 26%) + 21 — 22262 + 0% + 3 > 122(22 — §2),
(92* — 1223 + 3) + (6* + 6220 + 1226%) > 0. (4)

Y

Druh4 zéatvorka na lavej strane nerovnosti (4) je nezdpornd, lebo z > 0 a %> > 0 (nulovd je prave pre ,kriticka®
hodnotu § = 0). Prva zitvorka sa d& upravit (po nendro¢nom zisteni, Ze 1 je dvojndsobnym korefiom polynému
v tejto zatvorke) na

92 —122° +3= (2 — 1)%(92° + 62+ 3) = (¢ — 1)*((32 + 1)* + 2) > 0.
—_——— ———
>0 >2

Lav4 strana nerovnosti (4) je teda st¢tom dvoch nezdpornych vyrazov. Tym je nerovnost (4) (€iZe aj nerovnost (1),
aj zadand nerovnost) dokdzana. Rovnost nastane iba pre z = 1 a § = 0, fomu prislichaji rovnaké trojice (a, b, c)
ako v prvom rieSeni.

Iné rieSenie:

(Podla Katariny Turekovej.) V oboch uvedenych rieSeniach sme najskor po diskusii a dosadeni vizby a+b+c =10
tlohu previedli na nerovnost s kladnymi premennymi. Uvedieme rieSenie, ktoré takato ,pripravu® nepotrebuje.
Skusmym dosadzovanim hodnét a, b, ¢ spliajicich zadant viizbu objavime, Ze rovnost v nerovnosti plati, ked dve
z Cisel s rovné —1 a jedno je rovné 2. Nerovnost by platila, keby sa ndm (po prevedeni vetkych ¢lenov nalavo)
podarilo rozlozit Tavii stranu na sicet nezapornych vyrazov. Ak taky rozklad existuje, jeho s¢itance musia byt pre
trojicu (a,b,¢) = (=1, —1,2) nulové (a takisto pre trojice (—1,2,—1) a (2, -1, —1)). Vhodnym séitancom by mohol
byt napriklad (zjavne nezdporny) vyraz (a+1)?(b+1)2. Ten je nulovy pre vietky tri uvedené trojice a zaroven jeho
rozndsobenim vzniknt ¢leny, ktoré st aj v dokazovanej nerovnosti. Podobne st vhodné aj s¢itance (b + 1)2(c + 1)?
a (¢4 1)%(a + 1)2. Dalsie uz je len vecou Sikovného vyuzivania zadanej viizby. Postupne dostidvame

0< (a+12(b+1)°+ b+ 1*(c+1)° + (c+1)*(a+1)* =
=(ab+ a+b+1)>+(bc+ b+c +1)*  +(ca+ c+a +1)* =
—— —— ———
=—c =—a =—b
= (a®b® + ¢® + 1 — 2abc + 2ab — 2¢) + (b*c® + a® + 1 — 2abc + 2bc — 2a) + (2a® + b* + 1 — 2abc + 2ca — 2b) =
= a’b? + b*c? + ?a® + 3 — 6abe + (a® + b + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca) — 2(a+ b+ c) =
d Zz 2 N ”

=(a+b+c)>=0 =0
= a?b? 4+ b2c? + ?a? + 3 — Gabe.

Dostali sme presne to, ¢o sme chceli dokdzat. Rovnost nastdva, ked st nulové vietky tri s¢itance zo zaciatku tprav,
t.j. ked dve z €isel a, b, ¢ st rovné —1 (kvoli viizbe je potom tretie rovné 2).

Komentér: V zadani sme nevyzadovali vySetrit rovnost. Pri rieSeni je v8ak dolezité uvedomit si, kedy nastédva.
Na zaklade toho lahgie objavime, ako nerovnost dokdzat, resp. niektoré napady mozeme odmietnut uz v zarodku
(napr. aplikdciu AG-nerovnosti priamo na zadany tvar).

Uviedli sme tri rozne dokazy, medzi vadimi rieSeniami sa v8ak vyskytlo ete vela inych postupov. Moznosti, ako
ulohu riesit, bolo naozaj vela. V kazdom rieSeni ale bolo nutné pouZit vizbu zo zadania — bez nej nerovnost neplati,
ako sa mozete sami presveddit.

Na nasledujicich dvoch tlohach si mozete precvicit to, ¢o ste sa naudili pri rieSeni tejto tlohy.

1. Nech a, b, ¢ stt nezdporné redlne ¢isla také, ze a + b+ c = 1. Najdite maximum vyrazu V = a® + b + ¢ +v/12abc.
2. Zistite, ¢i ma polyném z* — 323 + 322 + 2 redlny korei.

Uloha é&.11: Nech {an}2 je postupnost s pociatoénymi clenmi ay =1, ay =4, az =15 a s predpisom
an = 15an_o — 4apy—3 pre n > 4.

Dokdzte, Ze ak je a, prvocislo, tak ajn je prvocislo.
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RieSenie: (opravoval Petfo G.)
Na zaciatok sa vyplati skisit si vypisat niekolko ¢lenov skiimanej postupnosti (napriklad na podcitaci). Rychlo si
viimneme, 7e sa sprava podla jednoduchgej rekurencie nez je uvedend v zadani, splha totiz pre n > 3 vztah

anp = 4ap—1 — Ap_o. (1)

Aby sme si tato hypotézu potvrdili, dokdZeme ju indukciou. Pre n = 3 moZno platnost vztahu overit jednoduchym
dosadenim, predpokladajme teda, ze n > 3 a pre vietky mengie hodnoty naga postupnost uvedent rekurenciu splia.
Potom a,, = 15ap—9 — 4an—3 = 4(4ap—2 — apn—3) — ap—o = 4ap_1 — ap—a, ¢im sme ukdzali, Ze naa postupnost
spliia rekurenciu (1) pre vietky n > 3. Zo vzfahu (1) mozno tiez trividlnou indukciou ukézat, ze nasa postupnost
je rastica a preto pre vsetky n > 2 plati a, > 1.

Ak budeme postupnost skimat eSte pozornejsie, zistime, Ze koeficienty v rekurentnom zapise st aj sami ¢lenmi nasej
postupnosti (vidno to uz aj zo vztahu (1) ¢ povodného zadania; v8imnite si analégiu s Fibonacciho postupnostou
v poznamke). PresnejSie povedané, plati

Gn = Qk410n—k — QpApn_k—1 (2)

pren >3 al<k<n-—2, o siopif dokdzeme indukciou, tentoraz vzhladom na k. Majme nejaké pevne zvolené
n, potom pre k = 1 dostdvame z dokazovaného vztahu rekurenciu (1), ktorej platnost sme uz dokézali. Nech teda
k > 1 a pre hodnotu k& — 1 rovnost (2) plati. Potom

an = Qk-1)+10p—(k—1) — CGk—10p—(k—1)—1 = AkGpn—k+1 — Ak—1An—f =

ar(4an—g — An—k—1) — Qg—1an—k = (dax — Qp—1)0n—k — AkAp_k—1 =

= Qg4+10n—k — QpGn—k—1;

¢im sme vztah (2) dokdzali.

Toto zistenie nam uz dava istGi predstavu o tom, ako sa nasa postupnost sprava a sme teda pripraveni zasadit
prikladu rozhodujici ader v podobe nasledujticeho tvrdenia: plati ax | an.r pre vsetky k,n > 1. Dokazovat ho
budeme — ako inak - indukciou, a to vzhladom na n. Pre n = 1 je tvrdenie trividlne, preto predpokladajme,
ze n > 1. Potom podla (2) dostdvame an.x = Gr41G(n—1)k — QrA(n—1)k—1- Z indukéného predpokladu vieme, 7e
A(n—1)r = C-ay pre nejaké celé ¢islo c. Potom apn.; = ag(ary1¢—an_1)k—1) a preto ay, | ax.n, o sme cheeli dokazat.
Pozorny citatel si uz iste v8imol, Ze tym je tiloha vyrieSend: Ak by bolo a, prvodislo, ale ¢islo n by bolo zlozené,
tak n = r- s pre nejaké celé ¢isla r, s vii¢sie ako 1. Ale potom podla dokdzaného tvrdenia plati a, | a,, a kedze nasa
delitela rozneho od jednotky a seba samého, ¢o je spor.

My sa vSak s tymto vysledkom neuspokojime a ukdzeme navyse, ze v nasej postupnosti sa nevyskytuje vobec ziadne
prvocislo! Na parnych pozicidch skutoéne nemoze byt, to vyplyva z posledného dokézaného faktu (as|asx) a pre
n = 2 z definicie tejto postupnosti. A ako je to s nepadrnymi poziciami? Nech n = 2k + 1, podla (2) plati

2 2
An = Op+10(2k4+1)—k — QkO2k+1—k—1 = Q1 — O =
(ar+1 + ax) - (aps1 — ag)

Staci teda ukézat, Ze pre vetky k plati 1 < agy1 — ar < aar+1, ale to uz je jednoduché, takze si to pekne skiste
sami. Napriklad tou indukciou... :)

Pozndmka: Overte si, Ze indukciu robime poriadne, teda ma prvy aj druhy krok, aj ked to vyslovne nespominame.
Urcite ste si v8imli nesmiernu silu indukcie pri praci s rekurentnymi postupnostami. Pozor, nie je viemocna. Ale
postadi na to, aby ste si analogické tvrdenia dokézali pre Fibonacciho postupnost (Fy = Fo =1, F, = F,,_1+ F,,_»):
platia vztahy Fyyn = FpnFy1+ Fng1 Fy, Fy | Frp aj Fopyy = F7 — F. Skuste odhalit dalsie takéto zakonitosti,
napriklad zistit stcet Fy + F» + -+ + F,,. Ako by sa dali popisat postupnosti, ktoré maji tieto vlastnosti? Stvisi
to s ich rekurentnym predpisom? (Tieto otézky s tazké. Skiste ndjst aspon ¢iastoént odpoved.)

Vsimnite si, 7e v celom dokaze sa stédle treba starat o ohranicenia, napr. 1 < k < n — 2. Tomuto sa d4 vyhnut, ak si
rozsirime na$u postupnost aj o ¢leny so zdpornym indexom. Akt hodnotu by malo mat ¢islo ag? Taka, aby platila
rekurencia, t.j. ag = 4a; — as. Preto ag = 0. Podobne vieme doratat aj a_; = 4ag — a1 = —1 a tak Dalej. Uvaite
si, nakolko vieme potom rozgirit platnost nasich tvrdeni o postupnosti.

Urdite poznate geometrickd postupnost. Jej vyhoda oproti tymto tu spominanym postupnostiam je td, Zze vieme
n-ty ¢len zratat bez toho, aby sme potrebovali ratat predchddzajiace. D4 sa aj pre postupnost z nagho prikladu néjst
nejaky predpis, pomocou ktorého budeme vediet ratat rovno n-ty ¢len? Pozrime sa na geometricki postupnost.
Splha nejaki rekurenciu? A naopak, ako vyzera geometrickd postupnost, ktora spliia rekurenciu nasej postupnosti?
V&imnite si, Ze ak nejaké dve postupnosti splhajti nas rekurentny predpis, tak ho splha aj ich sti¢et a nasobok jednej
z nich. Nevieme ,nasc¢itat® nagu postupnost z nejakych jednoduchsich? Dotiahnutim tychto myslienok do konca
dostaneme, Ze Fibonacciho postupnost méa predpis

F:%«%g)(l_f))
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Premyslite si to a skiiste podobny predpis nédjst pre postupnost z nasej Glohy. Dal by sa takyto predpis hladat,
aj keby sme poznali len povodni rekurenciu a,, = 15a,,—2 — 4a,—3 zo zadania a nie t upravent a, = 4a,—1 —ap—o7
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Mili riegitelial

KedZe nikto neposlal rieSenia tloh 12 a 13b), zostévaji tieto Glohy do letného semestra. Preto vzorové rieSenia
k tymto Glohdm nebudd. Nie st také tazké, aby ste ich nedokdzali zratat sami. Budeme radi, ak si na to ndjdete
¢as a venujete tymto tllohdm primerané tsilie.

Uloha &.13: a) (3 body) Dand je priamka a na nej mn + 1 diseciek. Dokdzte, Ze medzi tymito tseckami existuje
m + 1 navzdjom disjunktniych tuseciek alebo n + 1 dseciek, ktoré maji spolocny bod.

RieSenie: (opravovali Fero a Mazo)

Co s takouto tlohou? V prvom rade si treba nieco vyskagat. Nakreslime si niekolko tseiek a overime, ¢ splhaja
tvrdenie zo zadania. Preco su dolezité predpoklady, ktoré o useckich maja platit? Je podstatné, Ze vSetky lezia
na priamke? Popri zoznamovani sa s Glohou si spomenieme na mnohé tlohy, ktoré sme uz vyriesili a tato nam ich
¢imsi pripomina. Cim? Rovnaké predpoklady? Dokazovali sme podobné tvrdenie? Ako sme k nemu pristupovali?
Sporom? Co pomohlo pri rieSeni v minulosti? Dirichletov princip, vhodny algoritmus, extremalny princip?? Klast
si spravne otdzky (a odpovedat na ne) je velmi dobrou cestou k najdeniu rieSenia tlohy. Tato Gloha sa da vyriesit
zostrojenim algoritmu, ktory bud ndjde m + 1 disjunktnych useciek, alebo n + 1 tseciek so spoloénym bodom.
Takyto algoritmus moze napriklad skusit vyberat disjunktné tsecky ,pazravym* (greedy) sposobom. Vezme prvi
zlava, potom dal$iu hned za fou, a tak dalej, kym sa di. Ked sa uz nedd, za¢ne opit zlava vyberat z nepouzitych
useciek. Sktste domysliet tento algoritmus, zatial si ukédZeme iné rieSenie od Petra Peresiniho.

Predpokladajme, Ze medzi naSimi tiseckami nie je ziadnych n + 1 takych, ktoré maja spolo¢ny bod. Ukazeme,
7e potom medzi nimi vieme najst m + 1 po dvojiciach disjunktnych tseciek. Oto¢me si dant priamku tak, aby pred
nami lezala vodorovne. Nech u je td tsecka, ktorej pravy koniec je najviac vlavo (ak je takych tasecdiek viac,
tak vezmeme Tubovolnt z nich), a tento jej krajny bod ozna¢me A. V akej polohe vzhladom na u moZzu byt ostatné
usecky? Bud sii s u disjunktné alebo maja s u spolo¢ny bod. Zamerajme sa na druhy pripad. Pravé konce vietkych
ostatnych tseciek st napravo od A, preto ak ma niektord z nich spolo¢ny bod s u, tak aj A je ich spoloénym
bodom (rozmyslite si to). Takychto tseciek v8ak moze byt najviac n — 1, inak by spolu s u tvorili n + 1 seciek
so spoloénym bodom A. Zapamiitajme si teraz GseCku u a spolu so vSetkymi ostatnymi, s ktorymi mé spolo¢ny
bod, ju jednoducho vymazme. Takto sme vymazali najviac n useCiek a vSetky zostavajice st uz s u disjunktné.
KedZe mame az mn + 1 Gsefiek, mdZzeme tento proces zopakovat asponi (m + 1)-krat, skor vSetky tsecky uréite
nevymazeme. No a ¢o sme tym ziskali? Predsa m + 1 zapamétanych tseciek. Tie sme vyberali tak, Ze kazda z nich
je disjunktna so vetkymi nasledovnymi, mame teda mnozinu m + 1 po dvojiciach disjunktnych tseciek.

Iné rieSenie:

(Podla Ondreja Buddca.) Pozor, toto rieSenie je len pre silné povahy :). Definujme si ¢iastoéné usporiadanie
na danej mnozine mn + 1 Gseciek nasledovnym spdsobom: nech u < u pre vSetky u a nech u < v, ak tsecky u a v st
disjunktné a u lezi celd nalavo od v. Lahko overime, 7e takto definovand reldcia je reflexivna (u < u), tranzitivna
(u <vAv<w=u<w)a antisymetrickd (u < v Av < u = u = v), spliia teda vietky poziadavky na Gastoéné
usporiadanie. Mozeme preto pouzit Dilworthovu lemu?, podla ktorej sa v naSej mnozine nachidza retazec dizky
m + 1 alebo antiretazec dlzky n + 1. V prvom pripade mame postupnost m + 1 tise¢iek takych, ze kazd4 z nich je
mensia ako nasledovnd tsecka, ¢o nie je ni¢ iné ako m + 1 disjunktnych tseciek. Naopak v druhom pripade mame
n + 1 po dvojiciach neporovnatelnych tseciek. To znamend, ze kazda dvojica z nich mé spoloény bod (inak by sa
dali porovnat). No a dokaz toho, Ze prienik Tubovolného poc¢tu tseéiek s touto vlastnostou je neprdzdna mnozina,
uz nechdvame na vés (je podstatné, Ze tych tiseciek je konecne vela?)?.

Poznamka: Usecky wi,us,. .., uy tvoria refazec, ak uy < us < -+- < uy. Mnozina tsetiek tvori antiretazec, ak st
navzajom neporovnatelné. Ak vis zaujalo, 7e existuji aj iné usporiadania, neZ to bezné na redlnych ¢islach, mo-
Zete sa poobzerat po dalSich zdrojoch informé&cii na internete ¢i v kniznici. Hladajte napriklad nie¢o o zviizoch
¢ Spernerovych systémoch.

Uloha &.14: Trojuholnik ABC je taznicami rozdeleny na Sest mensich trojuholnikov. Dokdzte, Ze stredy kruznic
opisanych tymto Siestim trojuholnikom leZia na jednej kruznici.

RieSenie: (opravovali Ferd¢ a Mazo)

2Zvolime si prvok, ktory je v istom zmysle maximalny & minimalny a skiisime to nejako vyuzit v dalSich tiivahach.
3http://mathworld.wolfram.com/DilworthsLemma.html
4Mozete sa skisif poobzerat po tvrdeni zndmom ako Hellyho veta pre konvexné utvary :).
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Zavedme si vhodné oznacenie. Nech stredy stran BC, C A, AB su po rade
D, E, F, tazisko trojuholnika ABC nech je T. Stredy kruZnic opisanych
trojuholnikom BFT, BDT, CDT, CET, AET, AFT ozna¢ime zaradom
01, 05,03,04,05,0¢. Kedze v rieseni budeme ¢asto pouzivat dlzky tse-
¢iek, dohodneme sa, ze dizku tise¢ky XY budeme znaéif XY (bez ,abso-
latnej hodnoty“, mozno ste viac zvyknuti na oznacenie | XY|).

Pozrime sa na to, ¢o mame dokazat. Nejakych Sest bodov leZi na kruznici.
Narysujeme si presny obrazok, je to nejaka Specidlna kruznica? Nevieme,
nevidno, ze by prechadzala vyzna¢nymi bodmi, aj stred ma kdesi mimo.
Skiisme dokézat aspon to, ze nejaké Styri z naSich bodov leZzia na jednej
kruznici. Tato vlastnost $tyroch bodov vieme sformulovat viacerymi ekvi-
valentnymi spésobmi, napriklad pomocou obvodovych uhlov alebo pomo-
cou suctu protilahlych uhlov v §tvoruholniku. Ani jeden z tychto sposobov
sa tu velmi nehodi, pretoze uhly na obrdzku st ,Skaredé, s to totiz uhly
pri tazniciach (o ich vzajomnych vztahoch nevieme takmer nic). Neznamena to, Ze nemozeme aj takyto smer Gvah
vyskusat, podarilo by sa ndm tak dokazat, ze trojuholniky 010305 a 04002 st podobné. Nadejnejsie vyzeraju
vzdialenosti, kedZe taznice sa delia v zndmych pomeroch a tiez tam méame stredy stran.

Zatial nie je jasné, ktora §tvoricu bodov by sme mali skiimat. Pozrime sa na situdciu. Body O1, O, leZia na osi usecky
BT. Body O3, Oy4 lezia na osi tisecky C'T. Tieto dve osi stran sa pretinaju v strede kruznice opisanej trojuholniku
BCT, ozna¢me ho O. (Rada do Zivota: keby ste si tie osi nakreslili prikratke, iba ako tsecky, a nepretli by sa
vam, tak by ste o tomto bode ani neuvazovali. Preto stoji za pokus predlZit si tise¢ky na priamky a popozerat sa,
¢i ich presecniky nie st nejaké vyznamné body.) A nielen to. Body O1,0s, 03,04 lezia na kruZnici prave vtedy,
ked OO -0O05 = 003 -004. (Toto vyplyva z vlastnosti mocnosti bodu ku kruZznici, nakreslite si to niekde osobitne
a dokézte, ak ste sa s tym eSte nestretli. Pozor, st tam dve implikacie, nie iba jedna!) Toto stoji za pokus dokézat,
podme teda zratat velkost tseéiek OO; az OO,. Budeme ich vyjadrovat podla moZznosti pomocou spoloénych
prvkov, aby sme po dosadeni ziskanych hodndt do vztahu OO, - OO = OO3 - OO0, vedeli lahko dokazat, ze plati
rovnost. Trojuholniky, v ktorych st Oy az Oy stredmi opisanych kruZnic, maja (okrem iného) ,spolo¢ny* trojuholnik
BTC.

Body O, O; st stredy kruznic opisanych trojuholnikom BT'C, BTF. Tieto trojuholniky
st k sebe pekne ,prilepené“. Uhly pri stredoch opisanych kruznic vieme vyjadrit dobre,
navyse uhly CTB a FT B st doplnkové. Dizku OO; mozeme skisif zrataf z trojuholnika
OO, B. Plan mame, podme ho vykonat. Nech | BCT| = a, |4 BFT| = (. Jednoduchym
poratanim stredovych uhlov dostaneme |JO;0B| = a, |[S0O0;B| = (. Inak povedané,
trojuholniky BFC a BO; 0O st podobné. Preto plati 0O, /BO = FC/BC a 7 toho vieme
dlzku
BO-FC 3 BO-CT

BC 2 BC
Teraz sa pozrieme na dlzku OO,. Bod O, je ,taky isty“ ako bod O, tiez je to stred opi-
sanej kruznice jedného z tych Siestich malych trojuholnickov. Preto by sa tato vzdialenost
mala dat zratat podobne, ako vzdialenost OO;. Vzdialenost OO; sme vyjadrili pomocou
,brvkov“ trojuholnika BT'C. Preto skisime vyuzit tento trojuholnik aj teraz. Trojuholniky
CTB a DTB st v podobnej pozicii ako tie pred chvilou, stredy kruznic im opisanych st
body O a O,. Tentokrét vieme poc¢itanim stredovych uhlov ukdzat, ze [ST OO0, | = |4 TCB)
a |[<T020| =180° — |4 TDB| = |TDC|. To znamena, ze trojuholniky 70,0 a TDC st
podobné a preto OO, /TO = DC/CT, z ¢oho dostaneme

TO-CD _1TO-BC
CcT T2 CcT
Dajme dokopy ziskané hodnoty (vyuZijeme, ze OB = OT = OC).

3 BO-CT 1TO-BC 3 3 9

001-002—2 BC 2 CT —4BO-TO_4TO

Podobne vieme dokdzat, ze OOz - OO, = 3/4 - TO? a preto body Oy, Oz, 03,04 lezia na kruznici. Analogicky aj
$tvorice bodov 03, 04, 05, 06 a 05, 067 01,02 lezia na kruZnici.

Co nam eSte chyba ku $tastiu? Dokaz, Ze tieto tri kruZnice, na ktorych nage Stvorice lezia, s totozné. Podme
sporom. Nech nie s totozné. Ak dve st totozné, tak vSetkych 6 bodov lezi na jednej kruznici a méame spor. Inak
mozeme predpokladat, Ze st tie kruZnice navzajom rozne a teda kazdé dve z nich sa pretinaji v prave dvoch bodoch.
Chordaly dvojic jednotlivych kruZnic (t. . priamky O, 02, O304, O50¢) sa pretinaja v jednom bode. Tieto priamky
st v8ak osami useciek BT, CT', AT, preto sa v jednom bode pretinat nemdzu. Hotovo.

Je nds dokaz spravny pre lubovolnt konfigurdciu bodov? Napriklad body O1, 05, O3, 04,05, Og modzu byt na tej
kruznici v roznom porad{ podla tupouhlosti istych trojuholnikov. N4 dokaz v8ak funguje, kedZe toto poradie bodov
nevyuziva. Overte si to po jednotlivych krokoch.

00, =

00, =




