
Kore¹pondenèný Matemati
ký SeminárÚloha è. 1: Rozdeµte dva zhodné pravidelné ¹es»uholníky spolu na ¹es» èastí tak, aby ste z tý
hto èastí vedeliposklada» rovnostranný trojuholník (bez medzier alebo prienikov tý
hto èastí).Rie¹enie: (opravoval Miki)Skúsime si nakresli» dva zhodné pravidelné ¹es»uholníky a jeden väè¹í rovnostranný trojuholník a hneï narazímena problém. Súèet obsahov ¹es»uholníkov by sa mal rovna» obsahu trojuholníka, preto¾e pri rezaní a skladaní saobsah nestrá
a ani nepribudne. Aké majú ma» na¹e útvary strany? Pravidelný ¹es»uholník je zlo¾ený zo ¹iesti
hrovnostranný
h trojuholníkov, ktorý
h stranu si oznaèíme x. Stranu veµkého trojuholníka si oznaème y. Keï¾evieme, ¾e S4 = ava=2, zistíme si veµkost vý¹ky v rovnostrannom trojuholníku. Z Pytagorovej vety vypoèítame,¾e va = ap3=2 a preto S4 = a2p3=4. Obsah veµkého trojuholníka je teda S4 = y2p3=4. Obsah dvo
h pravidelný
h¹es»uholníkov bude S = 12x2p3=4. Tieto výsledky majú by» rovnaké:y2p34 = 12x2p34 ;y = p12x;y = 2p3x:Teraz si m�¾eme obrázky poriadne nakresli» a pusti» sa do strihania { alebo aspoò do kreslenia rezov a èastí.M�¾eme zaèa» tak, ako na obrázku, ale veµmi to nepomáha: ¹es»uholníky sú te-raz rozdelené na 12 rovnaký
h èastí a trojuholník na 4, prièom z tro
h malý
htrojuholníkov neviem posklada» ten jeden väè¹í. M�¾eme vyskú¹a» e¹te niekoµkoiný
h mo¾ností, ale èo ak nikam nevedú? Treba rezy hµada» 
ieµavedome. Keïskladáme èasti dokopy, musia nám sedie» uhly. Aj tie vnútri, kde prikladáme èastik sebe, a tie¾ uhly v roho
h ná¹ho trojuholníka. Preto má zmysel skú¹a» reza-nia na útvary so ¹es»desiatstupòovými uhlami. Ïal¹ia d�le¾itá ve
 sú då¾ky. Èasti¹es»uholníkov, ktoré prikladáme pozdå¾ strany veµkého trojuholníka, musia ma»strany, ktoré v súète dajú då¾ku strany tohto trojuholníka. (Toto sú podstatné ve
i pre rie¹enie v¹etký
h úloh tohtotypu, dobre si i
h uvá¾te a pozrite si poznámku za rie¹ením.)Pozrime e¹te raz na na¹e rovni
e vo svetle úvah z pred
hádzajú
eho odstav
a. Strana veµkého trojuholníka je2xp3 = 4xp3=2 a to je vlastne ¹tvornásobok vý¹ky toho malého trojuholníka v ¹es»uholníku. Skúsime teda reza»¹es»uholník 
ez vý¹ky malý
h trojuholníkov.Keï rozdelíme ka¾dý malý trojuholník na polovi
u 
ez vý¹ku, dostaneme spolu 24 trojuholníkov,ktoré u¾ nie sú rovnostranné, ale zo ¹iesti
h tý
hto trojuholníkov u¾ vieme posklada» ¹tvrtinu ná¹hop�vodného trojuholníka a zo v¹etký
h 24 poskladáme 
elý trojuholník. Jediný problém je v tom,¾e v zadaní od nás 
h
eli, aby sme to zvládli na 6 èastí a nie 24. Teraz v¹ak staèí zaruèi», aby sa ka¾dáz tý
h 6 èastí skladala z niekoµký
h najmen¹í
h trojuholníkov a máme vyhrané. Po 
hvíli skú¹ania na to urèiteprídete. Keby nie, tu je jedno z mo¾ný
h rie¹ení.Poznámka: Pomo
ou trojuholníkov alebo ¹tvor
ov vieme vydlá¾di» 
elú rovinu.Viete to dokáza»? A viete vydlá¾di» rovinu pomo
ou li
hobe¾níkov èi pravidel-ný
h ¹es»uholníkov? Pomo
ou pravidelný
h pä»uholníkov rovnakej veµkosti rovinuvydlá¾di» nevieme. Skúste to dokáza» pomo
ou úvah z tohto vzorového rie¹enia.A keby tie pravidelné pä»uholníky mohli ma» r�zne veµkosti? Ne¹lo by to? A èopravidelné sedemuholníky?Ïal¹ou zaujímavou úlohou je rozreza» trojuholník na niekoµko (koneène veµa) èastítak, aby sa z ni
h dal posklada» ¹tvore
. Doká¾ete to? A viete posklada» z pra-videlného pä»uholníka pravidelný ¹es»uholník, ak majú rovnaký obsah? Táto posledná úloha je naozaj »a¾ká, alekeï sa k nej prepra
ujete postupne 
ez tie ostatné, mohli by ste to zvládnu». (A keï to doká¾ete, skúste sa spýta»svojho uèiteµa matematiky, èi to doká¾e aj on. :))Úloha è. 2: Ïaleko-preïaleko, v krajine pú¹tí a stromov, ¾il si ¹tastne kmeò beduínov na èele s náèelníkom Omarom.Omar bol múdry a spravodlivý náèelník, preto sa rozhodol vysporiada» sa aj s kráde¾ou slona, ktorá sa jedného dòav kmeni odohrala. Nájs» zlodeja nebolo »a¾ké, ale na veµké prekvapenie v¹etký
h bolo »a¾ké nájs» majiteµa slona.Vedelo sa, ¾e slon patrí jednému z troji
e Ahmed, Mehak a Za�r, prièom je v¹eobe
ne známe, ¾e ka¾dý z ni
h buïv¾dy klame, alebo v¾dy hovorí pravdu. Títo traja mu¾i predniesli pred Omarom nasledujú
e výroky:Ahmed: þSlon patrí Za�rovi.ÿ



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 2Mehak: þM�j slon to nie je.ÿZa�r: þAspoò dvaja z nás klamú.ÿZ tý
hto výrokov Omar, aj napriek svojej veµkej múdrosti, nemohol urèi», komu slon patrí. To ho tro
hu nahnevalo,a tak povedal: þNo tak, komu z vás slon naozaj patrí?ÿ Za�r mu odpovedal a odpoveïou bolo meno jedného z ni
h,teda jedno z mien Ahmed, Mehak a Za�r. Potom u¾ Omar vedel, komu slon patrí. Viete to u¾ aj vy?Rie¹enie: (opravovala Katka)Rozoberieme dva prípady: Za�r hovorí pravdu (i) a Za�r klame (ii).(i) Za�rov výrok je pravdivý, a preto aspoò dvaja musia klama». Keï¾e Za�r hovorí pravdu, Ahmed a Mehak musiaklama». Aby tvrdenia Ahmeda a Mehaka boli nepravdivé, musí slon patri» Mehakovi (staèí si uvedomi», èo platí,ak klamali). Za�r je pravdovravný, a preto mohol Omarovi odpoveda» na otázku, komu patrí slon, jedine menoMehak.(ii) Za�rov výrok je nepravdivý, a preto najvia
 jeden z troji
e klamal. Vieme, ¾e Za�r klamal, Ahmed a Mehakmuseli hovori» pravdu. Z tvrdení Ahmeda a Mehaka tak vieme, ¾e slon patril (v tomto prípade, keby Za�r klamal)Za�rovi. Za�r je klamár, a preto mohol Omarovi poveda» meno Ahmed alebo Mehak.Poslednou úlohou bolo v¾i» sa do Omarovej pozí
ie. Zo zadania vieme, ¾e Omar u¾ vedel urèi» vlastníka slona.Z pred
hádzajú
i
h úvah zase vyplýva, ¾e Omar od Za�ra nemohol poèu» meno Za�r. Túto mo¾nos» m�¾emevylúèi». Ak by Za�r povedal meno Mehak, Omar by nevedel urèi», ktorý z prípadov (i), (ii), nastal, v obo
h toti¾mohol Za�r poveda» Mehakovo meno a keï¾e v tý
hto prípado
h patrí slon r�znym µudom, nevedel by ani urèi»jeho majiteµa. Ak by v¹ak Omar poèul Ahmedovo meno, vedel by, ¾e Za�r musí klama», nastáva prípad (ii) a tedaslon patrí Za�rovi.Za�r povedal meno Ahmed a slon patrí Za�rovi.Komentár: Úlohu sa vám podarilo rie¹i» 
elkom úspe¹ne a r�znymi zaujímavý sp�sobmi. Niektorí z vás sa v¹aknedokázali úplne þv¾i»ÿ do Omara, a preto úlohu nedotiahli do kon
a. Ak máte menej bodíkov, skúste sa zamyslie»,kde ste nesprávne postupovali (naznaèila som vám to vo va¹i
h rie¹enia
h, ale poriadne si to musíte aj vy uvedomi»vo va¹i
h hlávka
h). Logi
ké úlohy sú krásne v tom, ¾e nemusíte vedie» veµa, len pou¾íva» hlavu. Tak ¹up do toho :).Úloha è. 3: Je známe, ¾e ¹tvore
 (druhá mo
nina) ka¾dého nepárneho prirodzeného èísla dáva po delení èíslom2 zvy¹ok 1.a) Bude tento zvy¹ok rovný 1 aj po delení jednotlivými èíslami 4, 8, 16, resp. 32?b) Vezmime µubovoµné prirodzené èíslo, ktoré nie je deliteµné èíslom 3. Bude jeho ¹tvore
 po delení èíslom 3 dáva»zvy¹ok 1? Aké zvy¹ky bude dáva» po delení èíslom 9?Rie¹enie: (opravovala Lenka)a) Vezmime si µubovoµné nepárne èíslo. Vieme ho nejako rozumne zapísa» tak, aby sme za
hytili to, ¾e je nepárne?Asi si spomeniete na zápis v tvare 2n + 1, kde n je 
elé èíslo. Vtedy toti¾ m�¾eme za n dosadi» také èíslo, abysme dostali nepárne èíslo, aké len 
h
eme. Dobre, máme teda nepárne èíslo 2n + 1; èo sa stane po tom, ako houmo
níme? Dostávame (2n+ 1)2 = 4n2 + 4n+ 1.V¹imnime si, ¾e 4n2+4n je deliteµné èíslami 2 aj 4. Preto èíslo 4n2+4n+1 dáva zvy¹ok 1 po delení ka¾dým z èísel2 a 4.Ako to vyzerá so zvy¹kami po delení èíslom 8? Pou¾itie zápisu 2n + 1 nám u¾ príli¹ nepom�¾e, preto¾e èleny,ktoré nám vystupujú po umo
není, majú koe�
ient ¹tyri. Ak si pozorne v¹imneme, ako sme postupovali, mo¾nonás napadne, ¾e sa oplatí skúsi» zápis 4n+1, respektíve 4n+3 (nezabúdajme, ¾e stále uva¾ujeme iba o nepárny
hèísla
h). Po umo
není tý
hto vyjadrení dostávame(4n+ 1)2 = 16n2 + 8n+ 1;(4n+ 3)2 = 16n2 + 24n+ 9 = 16n2 + 8 � 3n+ 8 + 1:Tak¾e nakonie
 ka¾dý výraz pozostáva zo súètu nieèoho, èo je deliteµné èíslom 8 a èísla 1. Teraz u¾ jasne vidíme,¾e v¹etky nepárne èísla po umo
není dávajú zvy¹ok 1 po delení �smimi.A ako je to so zvy¹kami po delení èíslami 16 a 32? Tam to ¾iaµ nefunguje u¾ s èíslom 3. Po umo
není dostaneme 9a to dáva po delení èíslami 16 aj 32 zvy¹ok 9.b) Ostáva nám zisti», aké zvy¹ky dávajú druhé mo
niny èísel, ktoré nie sú deliteµné tromi, po delení èíslom 9.Jedna mo¾nos», ako postupova», je zapísa» dané èíslo ako 9n + z, kde z je zvy¹ok tohto èísla po delení èíslom 9,a tieto vyjadrenia umo
ni» pre konkrétne hodnoty z, ktoré nie sú deliteµné tromi. Napríklad pre z = 5 dostávame(9n+ 5)2 = 81n2 + 90n+ 25 = 81n2 + 90n+ 18 + 7, teda èísla tohto tvaru dávajú zvy¹ok 7. Iná mo¾nos» je vráti»sa k vyjadreniam v tvare 3n + 1, respektíve 3n + 2, umo
ni» i
h a v¹íma» si, aké zvy¹ky m�¾e po delení dáva»èlen 6n, respektíve 12n. (Preto¾e po delení deviatimi èlen 9n2 dáva v¾dy zvy¹ok nula a èlen 1 dáva v¾dy zvy¹okjedna.) Rozoberieme prípad pre 12n, druhý ne
hávame na èítateµa, ktorý sa u¾ isto nevie doèka». (Inými slovami:uká¾eme, ako postupova». Ná¹ postup je dostatoène názorný a zároveò umo¾òuje vyrie¹i» aj druhý prípad. Preto byste mali by» bez problémov s
hopní tento postup aplikova». A mali by ste ho skúsi», aby ste si ho osvojili a vedeli hoaktívne pou¾íva», nielen pasívne mu rozumie».) Èíslo 12n dáva po delení deviatimi zrejme rovnaký zvy¹ok ako 3n,



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 3ktoré budeme skúma». Skúsme teraz za n dosadi» malé èísla, 0; 1; 2; : : : Dostávame postupne 0; 3; 6; 9; 12; 15; 18; : : :Nás ale zaujímajú iba zvy¹ky, tak¾e máme 0; 3; 6; 0; 3; 6; 0; : : : To vyzerá podozrivo, otázka teraz je, èi sa naozajstále opakujú iba tieto tri zvy¹ky, alebo nie. Teraz by ste mali skúsi» nad touto otázkou porozmý¹µa», pokúsi» saju zodpoveda» a svoju odpoveï aj dokáza» a a¾ potom pokraèova» v èítaní. U¾ máte? Výborne, len pre úplnos»uvedieme d�kaz toho, ¾e zvy¹ky sa naozaj opakujú. Konkrétne 
h
eme dokáza», ¾e 3n a 3(n+ 3) dávajú rovnakýzvy¹ok po delení èíslom 9. To je ale pomerne zrejmé, keï¾e 3(n+ 3) = 3n+ 9 a 9 dáva po delení èíslo 9 zvy¹ok 0.Teda druhé mo
niny èísel, ktoré nie sú deliteµné tromi, dávajú po delení deviatimi niektorý zo zvy¹kov 1; 4; 7.Poznámka: Uká¾eme si, naèo je skúmanie zvy¹kov dobré. Je to jeden zo základný
h sp�sobov dokazovania nemo¾-nosti nieèoho. Takýto d�kaz musíme robi» tak, ¾e nevyu¾ívame vlastnosti ¾iadneho konkrétneho sp�sobu, musímeukáza», ¾e sa to nedá spravi» ¾iadnym sp�sobom { tak¾e treba vylúèi» aj sp�soby, ktoré vopred nepoznáme, nielendokáza» nefunkènos» nejakého konkrétneho.Má rovni
a x2 + 2 = 5y2 nejaké 
eloèíselné rie¹enie? Odpoveï je nie, preto¾e pravá strana na¹ej rovni
e m�¾e podelení ¹tyrmi da» iba zvy¹ok 0 alebo 1 a µavá strana zase dáva iba zvy¹ky 2 alebo 3. Úloha pre vás: zistite, èi súèettrinásti
h ¹tvrtý
h mo
nín nejaký
h 
elý
h èísel m�¾e by» 1711. Ïal¹iu apliká
iu úvahy o zvy¹ko
h nájdete v úloheèíslo 9.Komentár: Niektorí ste boli v rie¹enia
h tro¹ku ned�slední a poriadne ste neukázali, preèo sa zvy¹ok zmení po umo
-není èísla tak, ako sa zmení. Iní ste predpokladali, ¾e ak m�¾e ma» èíslo po delení èíslom 9 nejaké zvy¹ky, tak tieisté zvy¹ky potom musia ma» aj druhé mo
niny. Takéto tvrdenie sa sí
e na prvý pohµad m�¾e zda» jasné a úplnesprávne, no aj takéto þjasnéÿ tvrdenia si treba v¾dy overi». Inak sa vám to m�¾e vypomsti», preto¾e nakonie
 totvrdenie pravdivé nebude, tak ako teraz.Úloha è. 4: Danka mala v zo¹ite napísané tri r�zne nenulové 
ifry. Vytvorila z ni
h v¹etky mo¾né troj
iferné èíslaa tie sèítala. Vy¹lo jej èíslo 2125. Nesk�r si uvedomila, ¾e jedno z troj
iferný
h èísel zabudla pripoèíta». Ktoré tobolo?Rie¹enie: (opravoval Jakub)Oznaème si Dankine tri 
ifry ako a, b, 
. Z ni
h vyrobila tieto troj
iferné èísla: 100a + 10b + 
, 100a + 10
 + b,100b+10a+ 
, 100b+10
+ a, 100
+10a+ b, 100
+10b+ a. Keby i
h v¹etky sèítala, vy¹lo by jej 222 � (a+ b+ 
).Ona v¹ak na jedno zabudla (oznaème si ho x), a tak jej vy¹lo 2125. Z toho vieme, ¾e 2125 + x = 222 � (a+ b+ 
),kde a, b, 
 sú 
ifry èísla x, a teda (a+b+
) je 
iferný súèet èísla x. D�le¾ité je, ¾e 2125+x musí by» nejaký násobok222, ktorý je men¹í ako 3125 (lebo x < 1000) a väè¹í ako 2224 (lebo x > 99). Do úvahy pri
hádzajú iba tieto ¹tyrinásobky:(i) 11 � 222 = 2442, teda x = 317 { vyhovuje, lebo 
iferný súèet x je 11.(ii) 12 � 222 = 2664, teda x = 539 { nevyhovuje, lebo 
iferný súèet x nie je 12.(iii) 13 � 222 = 2886, teda x = 761 { nevyhovuje, lebo 
iferný súèet x nie je 13.(iv) 14 � 222 = 3108, teda x = 983 { nevyhovuje, lebo 
iferný súèet x nie je 14.Tak¾e èíslo, na ktoré Danka zabudla, m�¾e by» jedine 317.Komentár: Veµa z vás rie¹ilo úlohu inak. Sna¾ili ste sa vyrie¹i» rovni
u 2125 = 122a + 212b + 221
, èo viedlok rozoberaniu veµa r�zny
h mo¾ností. Nabudú
e sa skúste u¾ na zaèiatku rie¹enia úlohy zamyslie» nad tým, akovyskú¹a» èo najmenej mo¾ností (násobkov 222 zjavne nie je veµa).Úloha è. 5: Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna krajina. V tejto krajine si ¾ili dievèatá a 
hlap
i, a ¾ili si ¹tastne,preto¾e ka¾dý mal aspoò jedného kamaráta. Jedného dòa sa deti rozhodli, ¾e sa zabavia, a preto usporiadajú dvesú»a¾e: volejbalový turnaj a matemati
kú olympiádu. Po
hopiteµne, ¾e obe sú»a¾e sa uskutoènili presne v ten istýèas. V¹etkým de»om sa sí
e páèili obe sú»a¾e, ale ka¾dý sa zúèastnil práve jednej z ni
h. þNu¾, nevadí,ÿ povedalisi deti a preto¾e sú zvedavé, dodali: þPoprosím teda niektorého zo svoji
h kamarátov, aby mi prezradil, ako bolo nadruhej sú»a¾i.ÿVa¹ou úlohou je dokáza», ¾e deti sa mohli rozdeli» na obe sú»a¾e tak, aby ka¾dé z ni
h malo kamaráta na druhejsú»a¾i (teda na tej, ktorej sa nezúèastnilo).Rie¹enie: (opravovali Dada a Mi»o)Ked¾e väè¹ina z vás úlohu bez problémov vyrie¹ila, uká¾eme si rie¹enia, ktoré sú sí
e tro
hu nároènej¹ie, ale veµmipouèné a elegantné.Tvrdenie doká¾eme matemati
kou induk
iou vzhµadom na poèet detí, oznaème ho n. Keï¾e ka¾dé die»a má aspoòjedného kamaráta, v prvom indukènom kroku sa budeme zaobera» prípadom n = 2. Tento prípad je v¹ak triviálny,staèí jedno die»a posla» na jednu sú»a¾ a druhé na druhú. Predpokladajme teraz, ¾e na¹e tvrdenie platí pre nejakén � 2, doká¾eme, ¾e platí aj pre n + 1. Majme na základe indukèného predpokladu vyhovujú
e rozdelenie n detído dvo
h skupín. þNovéÿ, (n + 1)-vé, die»a má aspoò jedného kamaráta. Ak má iba jedného alebo sú v¹et
i jehokamaráti v rovnakej skupine, staèí ho da» do opaènej skupiny. Ak má nové die»a kamarátov v obo
h skupiná
h,je jedno, do ktorej ho umiestnime. Toto rozdelenie zjavne vyhovuje zadaniu.Poznámka: V¹imnime si, ¾e toto rie¹enie nám nedáva takmer ¾iaden vhµad do podstaty problému, aj keï je pomernepodarené. Je to uká¾ka sily matemati
kej induk
ie pri tvrdenia
h podobného druhu.



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 4Iné rie¹enie:Die»a, ktoré má kamaráta v druhej skupine, budeme nazýva» spokojné. Dajme najprv v¹etky deti do jednej sku-piny. Krokom budeme rozumie» to, ¾e vyberieme jedno z nespokojný
h detí a preradíme ho. Takýto krok budemeopakova», a¾ kým nebudú v¹etky deti spokojné. Teraz doká¾eme, ¾e tento algoritmus naozaj povedie k rozdelenius po¾adovanými vlastnos»ami a navy¹e ¾e skonèí v koneènom èase1. Ka¾dým na¹ím krokom zabezpeèíme, ¾e die»a,ktoré sme preradili, u¾ bude spokojné, preto¾e predtým bolo so v¹etkými svojimi kamarátmi v jednej skupine a pre-radili sme ho, prièom jeho kamarátov sme ne
hali tam, kde boli. Teda nielen¾e preradené die»a sa stane spokojným,ale aj v¹et
i kamaráti preradeného die»a»a budú spokojní, a navy¹e sa nem�¾e sta», ¾e niektoré spokojné die»a bysa stalo nespokojným. Pristavme sa na 
hvíµu pri tom, preèo sa nem�¾e ¾iadne die»a sta» nespokojným. Keby sastalo nespokojným, znamenalo by to, ¾e v opaènej skupine malo iba jedného kamaráta a toho sme preradili. To jev¹ak v spore s výberom detí v kroku, preto¾e sme sa dohodli, ¾e budeme vybera» iba nespokojné deti. E¹te zostávadokáza» koneènos» algoritmu. Na zaèiatku sme mali koneène veµa detí, povedzme n, a teda aj najvia
 n nespokoj-ný
h detí. Ukázali sme, ¾e v ka¾dom kroku sa poèet nespokojný
h detí zmen¹í aspoò o jedna, teda algoritmus ponajvia
 n kroko
h zastane. Hotovo.Poznámka: Aj keï uvedené rie¹enia sú nepo
hybne zaujímavé, asi sa vám zdá, ¾e je pomerne »a¾ké na nieèo podobnéprís». S tým samozrejme súhlasíme; my¹lienku rie¹enia, ktorú objavi» bolo asi najjednodu
h¹ie, teraz popí¹eme. Detibudeme rozdeµova» do skupín postupne. Na zaèiatku ho
iktoré die»a zaradíme do jednej zo skupín, ïalej budemepostupova» tak, ¾e v¹etký
h e¹te nezaradený
h kamarátov v¹etký
h detí, ktoré sme zaradili naposledy, dáme doopaènej skupiny. Keï¾e ka¾dé die»a má aspoò jedného kamaráta, mohlo by sa zda», ¾e takto rozdelíme v¹etky deti,èo v¹ak nie je pravda. Najjednodu
h¹í protipríklad tvoria ¹tyri deti, prièom prvé sa kamaráti s druhým a tretieso ¹tvrtým. Teraz by ste u¾ mali vedie» poveda», ako pri na¹om rozdelení postupova», aby sme nakonie
 zaradiliv¹etky deti.Komentár: Najèastej¹ou 
hybou vo va¹i
h rie¹enia
h bolo to, ¾e ste sa nezmienili o tom, ¾e va¹e rozdelenie je správne(v¹imnite si, ¾e túto èas» sme { zámerne { vyne
hali pri rie¹ení, ktoré sme naèrtli v poznámke). Ak v na¹om rie¹enípriamo zostrojujeme nejaké rozdelenie, ktoré vyhovuje zadaniu, je vhodné postupova» v dvo
h kroko
h. V prvompovieme þaha, toto je rozdelenie a takto ho zostrojímeÿ, v druhom kroku doká¾eme, ¾e toto rozdelenie naozajfunguje, teda spåòa v¹etky podmienky zo zadania. Skoro v¹et
i ste tieto dve èasti spájali do jednej a nerozli¹ovalimedzi nimi, èo v¹ak zrejme nie je vhodné, preto¾e sa potom m�¾e µahko sta», ¾e pod
eníte d�le¾itos» d�kazu,prípadne naò úplne zabudnete. Za nespomenutie nutnosti d�kazu, respektíve za jeho neuskutoènenie, sme strhávalitri body. Dva sa dali strati» za to, ak va¹e rie¹enie nefungovalo pre rozdelenia typu uvedeného v poznámke.Úloha è. 6: Ne
h x, y, z sú µubovoµné reálne èísla.a) Doká¾te, ¾e ak platí y < 1 < x, tak platí aj xy + 1 < x+ y;b) Ak sú splnené v¹etky tri predpoklady 1 � x, y � z a y + z < x+ 1, tak platí y < x.Rie¹enie: (opravovali Ras»o a Ïuri¹ko)Máme na prvý pohµad dva podobné typy úloh, ktoré v¹ak vyrie¹ime mierne odli¹nými prístupmi:a) V¹imnime si nerovnos» xy + 1 < x + y, ktorú 
h
eme dokáza». V takomto tvare asi len »a¾ko vidíme jej súviss podmienkami, z ktorý
h máme vy
hádza». Nem�¾eme sa v¹ak ne
ha» odradi». Veµmi èasto nám malé úpravydoká¾u poveda» via
, ako by sme èakali. Samozrejme, r�zny
h úprav je nepreberné mno¾stvo. Treba skú¹a» nejakénádejne vyzerajú
e. Èasto pom�¾e, keï si dáme v¹etky èleny na jednu stranu a skúsime to rozlo¾i» na súèin. Pozrimesa, ako sa dá upravi» na¹a nerovnos»: xy + 1 < x+ y;xy + 1� x� y < 0;(x� 1)(y � 1) < 0:Tu u¾ pekne vidíme, ¾e posledná nerovnos» platí v dvo
h prípado
h. Buï je x < 1 < y, alebo y < 1 < x, èo je ná¹prípad. Pozor v¹ak! Takto m�¾me postupova» iba v tom prípade, ak sú na¹e úpravy ekvivalentné. Inak povedané,musíme sa pozrie», èi m�¾eme medzi krokmi postupova» korektne aj zozadu smerom k tomu, z èoho sme vy
hádzali.V na¹om prípade to naozaj platí. Veµký pozor si v¹ak treba dáva», ak pra
ujeme s nerovnos»ou, kde sa vyskytujúzlo¾itej¹ie výrazy s druhými mo
ninami, odmo
ninami a podobne. V¹imnime si e¹te, ¾e týmto postupom sme ukázalitie¾ to, ¾e druhá impliká
ia neplatí a teda nerovnos» xy + 1 < x+ y nám e¹te nezaruèuje, ¾e y < 1 < x.Vrá»me sa teraz na 
hvíµu k tomu neprebernému mno¾stvu úprav, ktoré máme k dispozí
ii. Okrem prístupu,ktorý ste práve videli, je ïal¹ou prirodzenou mo¾nos»ou skúsi» upravi» predpoklady tak, aby sa þvia
 podobaliÿna tvrdenie, ktoré sa sna¾íme dokáza». Napríklad skúsme nerovnos» y < 1 vynásobi» èíslom x a k obom stranámpriráta» 1. Dostáveme nerovnos» xy + 1 < x + 1, ktorá na základe predpokladov platí (x > 1 > 0). Keby platilox+ 1 < x+ y, získali by sme odhad, ktorý by nám zabezpeèil platnos» dokazovaného tvrdenia. Toto v¹ak neplatí;ná¹ odhad je príli¹ þhrubýÿ. Mohli by sme teraz vyskú¹a» podobným sp�sobom upravi» niektorú zo zvy¹ný
h dvo
h(rozmyslite si) nerovností v predpoklado
h. Skúste si to a porozmý¹µajte nad tým, èo ste dostali a preèo.1Táto èas» je d�le¾itá. Toti¾ to, ¾e algoritmus vedie k správnemu výsledku nám nie je niè platné, ak algoritmus nikdy neskonèí a tedasprávny výsledok nevyprodukuje.
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h postupov je substitú
ia tvaru x = 1 + a, y = 1 � b, kde a; b sú kladné reálne èísla. Právetúto substitú
iu sme zvolili práve z d�vodu, ¾e nové premenné a; b sú kladné a s takými sa èasto pra
uje lep¹ie(napríklad niektoré známe nerovnosti platia iba pre kladné èísla). Navy¹e keï sa nad pred
hádzajú
ou vetouzamyslíme, m�¾eme si v¹imnú», ¾e premenná x bola kladná u¾ aj predtým. Èo by sa teda stalo, ak by sme nahradiliuvedeným sp�sobom iba y? Skúste si úlohu vyrie¹i» aj týmito sp�sobmi a porovnajte i
h. (Toto sme vám nehovorilizbytoène :), v¹imnite si, ako zaèína rie¹enie úlohy èíslo 10.)b) Na druhú nerovnos» p�jdeme priamoèiarej¹ie. Znova si v¹ak v¹imnime, èo 
h
eme dokáza». Vidíme, ¾e v nerov-nosti x < y sa nena
hádza z, a teda sa ho budeme 
h
ie» rozumným sp�sobom zbavi». Vyu¾itím ohranièenia y � zdostaneme s pomo
ou ïal¹ej nerovnosti z predpokladu inú nerovnos» 2y � y + z < x+ 1, èím sme sa z-ka naozajzbavili. Uvidíme, èi nám to pom�¾e. Z ïal¹ieho ohranièenia 1 � x v¹ak dostávame x + 1 � 2x, èo nám v spojenís pred
hádzajú
ou nerovnos»ou dáva 2y < 2x, teda y < x.Takéto nahrádzanie pomo
ou ohranièení nám m�¾e èasto pom�
» v úlohá
h o poznanie »a¾¹í
h, tak¾e je veµmiprospe¹né zautomatizova» si podobné úpravy, aby sme sa tým potom nemuseli zdr¾ova» (»a¾isko »a¾¹í
h úlohspoèíva v nieèom inom). Tie¾ si treba v¾dy uvedomi», èi robíme nahrádzanie v správnom smere a teda èi sú úpravykorektné. Skúste si teraz na pre
vièenie vyskú¹a» tento príklad: Majme tri predpoklady b � 2, 
 � a+1 a nakonie
d+ 1 � b, kde a; b; 
; d sú kladné reálne èísla. Doká¾te, ¾e a+ b > 
d.Úloha è. 7: Okolo ohòa sedí n+ 1 psov (n � 1). Jeden z ni
h je bankár a má n kariet, ostatní nemajú ani jednukartu. V jednom kroku zvolíme dvo
h psov A a B (nie nutne r�zny
h), z ktorý
h ka¾dý má aspoò jednu kartu aspolu majú aspoò dve. Zoberieme jednu kartu od psa A a dáme ju jednému zo susedov psa B a zoberieme jednukartu od psa B a dáme ju jednému zo susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodný
h krokov m�¾eme dosta» dosituá
ie, ¾e ka¾dý pes okrem bankára má jednu kartu?Rie¹enie: (opravovali Bus a Èermo)Najjednodu
h¹ia 
esta, ako sa pusti» do tohto problému, je preveri», ako m�¾e vyzera» pohyb kariet pre najme¹iezoskupenia psov. Tu hneï narazíme na dva problémy. Prvým je, ako v�be
 zaèa». Máme jedinú mo¾nos», ako spravi»krok, zvolíme za A aj B bankára (a potom dáme karty buï po jednej jeho susedom, alebo obe jednému zo susedov;prípad n = 1 vyrie¹ime osobitne). Druhým problémom je, ¾e operá
ia presunu kariet je komplikovaná a trebazaka¾dým dba» na splnenie niekoµký
h podmienok. Nevedeli by sme pomo
ou nej realizova» nejaké þjednodu
h¹ieÿoperá
ie, s ktorými sa nám bude µah¹ie pra
ova»? Uvedomme si, ¾e pri d�kaze nemo¾nosti dosiahnutia 
ieµovejsituá
ie budeme musie» uva¾ova» p�vodnú operá
iu presunu kariet, nestaèí zobra» do úvahy len niektoré odvodenéoperá
ie, preto¾e p�vodnou operá
iou sa mo¾no dá dosiahnu» èosi via
. Tak èi tak, pri hµadaní mo¾ného postupum�¾u tieto jednodu
h¹ie operá
ie pom�
».Jednu operá
iu sme u¾ na¹li: ak má niektorý pes aspoò dve karty, m�¾e po jednej posunú» susedom tak ako bankárna zaèiatku. Dá sa to pomo
ou ¹ípok kresli» do obrázka. Iná u¾itoèná operá
ia je takáto: ak máme za sebou idú
i
hpsov, ktorí majú 1; 1; 0 kariet, tak vieme jednou operá
iou dosiahnu» situá
iu 0; 1; 1 (rozmyslite si, ako). Inakpovedané, vieme kartu posunú» psovi o dve pozí
ie ïalej, pokiaµ pes, ktorého preskakujeme, má aspoò jednu kartu.(Obe zatiaµ spomenuté operá
ie vieme obráti», mohlo by sa to hodi».)Skúsme s touto obmedzenou mno¾inou operá
ií nájs» postup, ktorým sa dostaneme z poèiatoènej do 
ieµovej pozí
iepre malé n. Veµmi názornou pom�
kou m�¾e by» kreslenie obrázkov.30 0 0 11 0 1 01 1 1n = 3 40 0 0 0 21 0 0 1 11 1 0 1 01 1 1 1n = 4Nájdite podobný postup pre niekoµko väè¹í
h n. Urèite ste si v¹imli, ¾e tieto postupy vieme zov¹eobe
ni». Prípadn = 4 vieme roz¹íri» na v¹etky väè¹ie párne n. Podobne algoritmus pre n = 3 vieme pou¾i» pre n = 7; : : : ; 4k + 3(skúste sami na základe obrázkov popísa» také postupy).Zostali nám prípady, kde n = 4k + 1, ktoré vytrvalo odolávajú snahe o nájdenie rie¹enia. M�¾eme skúsi» pou¾i»p�vodné operá
ie namiesto tý
h odvodený
h, ale k 
ieµu bli¾¹ie nebudeme. Dalo by sa dokáza», ¾e v tomto prípadenie je mo¾né dosiahnu» 
ieµovú pozí
iu z poèiatoènej?Pri na¹i
h pokuso
h sme zistili, ¾e sa nám nedarí posunú» kartu o jedno miesto. Vieme ju posunú» o dve miesta.Alebo ju sí
e posunieme o jedno, ale súèasne sa nám premiestni iná karta. V d�kaze nemo¾nosti potrebujeme vylúèi»v¹etky mo¾né sp�soby. Nemo¾nos» znamená, ¾e 
ieµová pozí
ia obsahuje èosi, èo poèiatoèná neobsahuje a pritomto nevieme popísanými operá
iami prida». Hodnota, ktorá sa nemení, aj keï robíme akékoµvek prípustné operá
ie,sa nazýva invariant. Èo sa nemení v na¹om prípade? Oèíslujme psov { bankár má èíslo 1 a ostatní sú oèíslovanízaradom v smere hodinový
h ruèièiek. Oznaème P súèet poètov kariet, ktoré majú psi s párnymi èíslami. OznaèmeN súèet poètov kariet, ktoré majú psi s nepárnymi èíslami. Vieme, ¾e na zaèiatku N = 4k+1 a P = 0. V¹imnime si
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i 0 (overte si). M�¾e sa zmeni» pri vykonávaní operá
ií?Ak vybraní psi A, B majú párne èísla, tak P sa zmen¹í o 2 a N zmen¹í o 2 (susedmi psa s párnym èíslom sú psis nepárnym èíslom a naopak, platí to aj pre psa 1, overte si to). Ak vybraní psi majú nepárne èísla, tak P sa zväè¹ío 2 a N sa zmen¹í o 2. A ak jeden z vybraný
h psov má párne èíslo a druhý nepárne, tak P ani N sa nezmenia.Tak¾e rozdiel P �N sa sí
e zmeni» m�¾e, ale nie jeho zvy¹ok po delení dvoma. Inak povedané, tento zvy¹ok budev¾dy taký, ako v poèiatoènej pozí
ii, teda 1. Nikdy nem�¾eme dosiahnu» pozí
iu, kde je tento zvy¹ok rovný 0, pretoani 
ieµovú pozí
iu.Na záver si to m�¾eme zhrnú». Dosiahnu» 
ieµovú pozí
iu z poèiatoènej nevieme, ak n dáva zvy¹ok 1 po delení¹tyrmi a vieme v ka¾dom inom prípade.Skúste si hµadanie invariantov na ïal¹í
h úlohá
h. Napríklad: máme na stole tri poháre, otoèené dnom nadol.M�¾eme µubovoµné dva z ni
h 
hyti» a otoèi» dnom nahor. Vieme takýmito krokmi dosiahnu», aby v¹etky poháreboli otoèené dnom nahor? A èo ak máme pohárov 9 a otoèi» m�¾eme naraz µubovoµný
h 5 z ni
h?Úloha è. 8: Graf funk
ie f : R ! R má dva stredy symetrie. Doká¾te, ¾e funk
ia f sa dá napísa» ako súèet lineárneja periodi
kej funk
ie.Rie¹enie: (opravovala Erika )Máme funk
iu f de�novanú na reálny
h èísla
h. To znamená, ¾e ka¾dému reálnemu èíslu je priradená nejakáfunkèná hodnota, a dokon
a je táto hodnota práve jedna. Na¹ou úlohou je dokáza», ¾e f sa dá napísa» ako súèetlineárnej a periodi
kej funk
ie. Budeme postupova» tak, ¾e obe tieto funk
ie nájdeme a doká¾eme, ¾e naozaj spåòajúpo¾iadavky zadania.Oznaème stredy súmernosti funk
ie S1, S2. Uká¾me najsk�r, ¾e stredy súmernosti patria grafu funk
ie. Ne
h stredS1 má súradni
e (x1; y1). Ne
h y1 6= f(x1). Potom v stredovej súmernosti podµa stredu S1 sa bod (x1; f(x1))zobrazí do nového bodu (x1; f(x1) + 2(y1 � f(x1)). Tento bod musí patri» grafu funk
ie. V bode x1 tak máme dver�zne funkèné hodnoty, èo je v spore s de�ní
iou funk
ie. Teda S1 patrí grafu funk
ie (podobne to vieme ukáza»pre stred S2). Ako d�sledok tohto máme, ¾e tieto stredy nem�¾u ma» rovnakú x-ovú súradni
u. (Premyslite si toa uvedomte si, ¾e toto vieme dokáza» aj bez znalosti, ¾e stredy súmernosti patria grafu funk
ie f .) Teda S1 másúradni
e (x1; f(x1)) a S2 súradni
e (x2; f(x2)), prièom x1 6= x2.

x1 x2
S1 S2

h(x) = f(x)� g(x)
g(x)f(x)y
x

Skúsme sa teraz na 
hvíµu pozrie» na úlohu z geometri
kého hµa-diska. Vieme, ¾e ak máme dva r�zne stredy súmernosti a zo-brazíme nejaký útvar postupne podµa tý
hto dvo
h stredov,dostaneme útvar, ktorý bude oproti p�vodnému útvaru iba po-sunutý o dvojnásobok spojni
e tý
hto dvo
h stredov. (Skústetoto dokáza» geometri
ky. Uvedomte si vz»ah strednej prieèkytrojuholníka k jeho základni.) Máme teda, ¾e aj 
elý graf sapo zobrazení podµa obo
h stredov na seba posunie. Zostrojmepriamku pre
hádzajú
u oboma stredmi S1, S2. Táto priamkasa dá zapísa» ako lineárna funk
ia g (to nám zaruèuje vlast-nos», ¾e stredy S1 a S2 majú r�znu x-ovú súradni
u). Keï sapozrieme na obrázok, zistíme, ¾e pre ka¾dé x platíf(x)� g(x) = f(x+ 2(x2 � x1))� g(x+ 2(x2 � x1)):Tento rozdiel funk
ií nám vytvára novú funk
iu, ktorú budeme oznaèova» h(x). Ako vidíme, je periodi
ká s periódou2(x2 � x1). Èo funk
ia h(x) vyjadruje? Vyjadruje þdå¾kuÿ úseèky, ktorú vytína na grafe funk
ií f a g rovnobe¾kas osou y (nem�¾eme poveda», ¾e je to då¾ka, lebo niekedy m�¾e by» h(x) záporné). Podarilo sa nám teda napísa»funk
iu f ako súèet lineárnej funk
ie g a periodi
kej funk
ie h.Mo¾no by ste povedali, ¾e úloha je u¾ vyrie¹ená. No keï¾e sa jedná o funk
ie, geometri
ký prístup nestaèí. Veï nie-ktoré funk
ie sa nakresli» v�be
 nedajú. (Skúste napríklad nakresli» Diri
hletovu funk
iu, ktorá má na ra
ionálny
hèísla
h funkènú hodnotu jedna a na ira
ionálny
h má funkènú hodnotu nula. Je táto funk
ia periodi
ká? S akounajmen¹ou periódou?) Preto e¹te vyrie¹ime úlohu algebrai
ky. Samozrejme, geometri
ký pohµad nám pri vymý¹µanítohoto rie¹enia veµmi pom�¾e.
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y

x(x; f(x))S1 = (x1; f(x1))(2x1 � x; 2f(x1)� f(x))S2 = (x2; f(x2))
(2(x2 � x1) + x; 2(f(x1)� f(x2)) + f(x))Zobrazme bod (x; f(x)) v stredovej súmernosti podµa bodu S1. Dostávame,¾e obrazom tohto bodu je bod�2x1 � x; 2f(x1)� f(x)�:Keï tento nový bod zobrazíme v stredovej súmernosti podµa S2, obrazbude ma» súradni
e�2(x2 � x1) + x; 2(f(x2)� f(x1)) + f(x)�:Teda ak oznaèíme 2(x2 � x1) písmenom a a 2(f(x2)� f(x1)) písmenom b,dostávame f(a+ x) = f(x) + b:Keï¾e a je nenulové (stredy S1, S2 majú r�zne x-ové súradni
e), dostali sme nový zaujímavý výraz (geometri
kytento výraz predstavuje posunutie). Zvoµme teraz funk
iu g(x) = (b=a)x (táto funk
ia je rovnobe¾ná so spojni
oustredov súmernosti). Oznaème h(x) = f(x)� g(x). Uká¾me, ¾e táto funk
ia je periodi
ká s periódou a. Na to námtreba ukáza», ¾e h(x+ a) = h(x). Zistime, èomu sa rovná h(x+ a).h(x+ a) = f(x+ a)� g(x+ a) = f(x) + b� g(x+ a) = f(x) + b� ba (x+ a) = f(x) + b� ba � x� b = h(x):Teda h(x) je periodi
ká funk
ia s periódou a. Z toho máme, ¾e funk
ia f sa dá zapísa» ako súèet funk
ií g, h, kde gje lineárna funk
ia a h je periodi
ká funk
ia.Komentár: Pri rie¹ení sa dá prís» na veµa ve
í. Niektorí z vás pri¹li na to, ¾e ak má graf funk
ie dva r�zne stredysúmernosti, tak i
h má nekoneène veµa. Potom rie¹enie ukonèili tým, ¾e niet èo dokazova», lebo funk
ia, ktorejgraf má dva stredy súmernosti, neexistuje. Je sí
e pravda, ¾e neexistuje funk
ia, ktorej graf má práve dva stredysúmernosti, ale v zadaní slovko þpráveÿ nebolo.Úloha è. 9: Ne
h m, n sú kladné 
elé èísla. Doká¾te, ¾e èíslo 5m+5n sa dá napísa» ako súèet dvo
h ¹tvor
ov právevtedy, keï je èíslo m� n párne.Rie¹enie: (opravovali Hanka a Feráè)Na zaèiatku je d�le¾ité uvedomi» si, èo to vlastne máme dokáza». Ako prvá by nám mala udrie» do oèí fráza þprávevtedy, keïÿ. To znamená, ¾e musíme ukáza» dve tvrdenia. Jednak, ¾e pre m a n rovnakej parity vieme napísa»výraz 5m + 5n ako súèet dvo
h ¹tvor
ov a naopak, ak jedno z èísel m, n je párne a druhé nepárne, tak ¾iadentakýto zápis neexistuje. (Namiesto opaènej impliká
ie dokazujeme jej obmenu, preto¾e je to výhodnej¹ie.) Tak horsa na to.D�kaz prvej impliká
ie si rozdelíme na dve èasti: najprv vezmeme obe m a n párne a potom obe nepárne. Prvýprípad je jednodu
hý. Pre m a n párne sú toti¾ obe èísla 5m a 5n ¹tvor
e, i
h súèet je teda oèividne súètom dvo
h¹tvor
ov. V druhej èasti sa nám to zaèína komplikova». Èo robi»? Asi najlep¹ou radou je skú¹a» rozklada» danývýraz na súèet dvo
h ¹tvor
ov pre nejaké konkrétne hodnoty m a n (napríklad aj pomo
ou poèítaèa) a hµada»v tom isté pravidelnosti. S tro
hou ¹»astia m�¾eme takto dospie» k nasledovnému rozkladu (polo¾íme m = 2k + 1a n = 2l+ 1). 52k+1 + 52l+1 = 5(52k + 52l) = (4 + 1)(52k + 52l) == (2 � 5k)2 + (5k)2 + (2 � 5l)2 + (5l)2 == (2 � 5k � 5l)2 + (5k + 2 � 5l)2To je súèet dvo
h ¹tvor
ov. Stojí za pov¹imnutie, ¾e znamienka v zátvorká
h m�¾eme medzi sebou vymeni» a hod-nota výrazu sa nám nezmení, preto rozklad na súèet ¹tvor
ov nemusí by» urèený jednoznaène.No a teraz druhá impliká
ia. Pozor, nem�¾eme len jednodu
ho tvrdi», ¾e 5m + 5n nevieme ¾iadnymi úpravamivyjadri» priamo ako súèet dvo
h ¹tvor
ov. Èo ak by tie ¹tvor
e v�be
 nesúviseli s mo
ninami pä»ky? Èo ak by sanedali podµa ni
h pekne vyjadri»? My 
h
eme poriadny d�kaz a tu pri
hádza na rad deliteµnos» a skúmanie zvy¹kov.Ako by to malo fungova»? ©tvor
e 
elý
h èísel m�¾u dáva» len niekoµko r�zny
h zvy¹kov po delení niektorými èíslami.Po delení trojkou len zvy¹ky 0 a 1, po delení ¹tvorkou tie¾ len 0 a 1 a podobne. (Pozrite si úlohu 3.) A rovnakoto funguje aj s mo
ninami pä»ky: po delení tromi sú to striedavo zvy¹ky 2 a 1, po delení ¹tyrmi je zvy¹ok v¾dy 1(skúste si tieto ve
i dokáza» sami). Staèilo by nám nájs» èíslo, po delení ktorým by dávali súèty ¹tvor
ov v¾dy inézvy¹ky ako súèty mo
nín pä»ky s exponentami r�znej parity, tieto by sa teda nikdy nemohli rovna». Po poèiatoèný
hneúspe
ho
h sa dostaneme a¾ k èíslu 8, ktoré spåòa tieto po¾iadavky. Èíslo 5n toti¾ dáva po delení osmièkou zvy¹ok5 pre n nepárne a 1 pre n párne, èi¾e 5m + 5n bude v¾dy dáva» zvy¹ok 6. A èo ¹tvor
e? Tie dávajú zvy¹ky 0, 1alebo 4 a súèet ¾iadny
h dvo
h z tý
hto èísel nie je 6.Komentár: Podaktorí z vás dokázali induk
iou, ¾e 5 + 52t+1 sa dá napísa» ako súèet dvo
h ¹tvor
ov pre v¹etky t(èo sa dá potom jednodu
ho roz¹íri» na v¹etky nepárne m a n). Takto dostaneme rekurentné vyjadrenie ¹tvor
ov.Skúste si odvodi», ¾e v skutoènosti to bude ten istý rozklad ako vo vzorovom rie¹ení.



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 8Uvedomte si, ¾e pri skúmaní zvy¹kov netreba skú¹a» v¹etky èísla. Ak u¾ napríklad vieme, ¾e delenie dvojkou a troj-kou nevedie k 
ieµu, nemá zmysel skú¹a» deli» ¹estkou, nedá nám to o niè via
. Staèí sa teda zamera» na prvoèíslaa mo
niny prvoèísel.A ako sme hodnotili? Za vyrie¹enie príkladu pre obe m a n párne sa dalo získa» 0 bodov, 4 body sme dávali za èas»s nepárnymi èíslami a 5 bodov bolo za opaènú impliká
iu. Samozrejme nejaký ten bodík hore-dole za náznakysprávneho postupu èi drobné 
hyby.Poznámka: Súèet ¹tvor
ov je dobre pre¹tudovanou oblas»ou teórie èísel. U¾ Fermat objavil, ¾e prirodzené èíslo sadá napísa» ako súèet dvo
h ¹tvor
ov práve vtedy, keï v¹etky prvoèísla tvaru 4k + 3, ktoré sa vyskytujú v jeho pr-voèíselnom rozklade, majú párny exponent. Prvý kompletný d�kaz tohto tvrdenia po
hádza od Eulera. Základnýmkameòom d�kazu je tzv. Lagrangeova identita (a2+ b2)(
2+ d2) = (a
+ bd)2+(ad� b
)2, podµa ktorej súèin dvo
hèísel, ktoré sa dajú napísa» ako súèet dvo
h ¹tvor
ov, je tie¾ súètom dvo
h ¹tvor
ov. V¹imnite si, ¾e v na¹om d�kazepre m a n nepárne vyu¾ívame práve túto identitu. A èo ak povolíme via
 ako dva ¹tvor
e? Iba èísla tvaru 4n(8k+7)sa nedajú vyjadri» ako súèet tro
h ¹tvor
ov a ¹tyri ¹tvor
e u¾ staèia na napísanie v¹etký
h prirodzený
h èísel (tototvrdenie je známe ako Lagrangeova veta o ¹tyro
h ¹tvor
o
h). No a v�be
 sa nemusíme obmedzova» len na ¹tvor
e.Existuje toti¾ funk
ia g taká, ¾e ka¾dé prirodzené èíslo sa dá napísa» ako súèet najvia
 g(n) n-tý
h mo
nín. Funk
iag rastie veµmi rý
hlo: g(2) = 4, g(3) = 9, g(4) = 19, g(5) = 37, g(6) = 73. . . Treba v¹ak podotknú», ¾e d�kaztohto tvrdenia bol nájdený a¾ v dvadsiatom storoèí a je veµmi komplikovaný. Ak vás táto téma upútala, urèite sapoobzerajte na internete (napr. mathworld.wolfram.
om), dá sa tam nájs» fúra zaujímavý
h materiálov.Úloha è. 10: Pre reálne èísla a, b, 
 platí a+ b+ 
 = 0. Doká¾te, ¾e potom platí nerovnos»a2b2 + b2
2 + 
2a2 + 3 � 6ab
 :Rie¹enie: (opravoval Pe»o)Pri prvom pohµade na nerovnos» vidíme, ¾e µavá strana je v¾dy kladná (dokon
a väè¹ia alebo rovná trom), zatiaµèo pravá strana m�¾e by» záporná alebo nulová. Preskúmajme teda najsk�r, pre aké hodnoty a, b, 
 platí 6ab
 � 0.Urèite to platí, ak je aspoò jedna z ni
h rovná 0; vtedy 6ab
 = 0. Keï sú dve hodnoty kladné a jedna záporná, tak6ab
 < 0. Nakoµko a + b + 
 = 0, nem�¾u by» v¹etky hodnoty kladné, takisto nem�¾u by» v¹etky záporné. Ostalanám tak jediná mo¾nos», ¾e dve hodnoty spomedzi a, b, 
 sú záporné a jedna kladná; pre v¹etky ostatné prípustnémo¾nosti sme ukázali, ¾e a2b2 + b2
2 + 
2a2 + 3 � 3 > 0 � 6ab
;teda pre ne dokazovaná nerovnos» platí.Bez ujmy na v¹eobe
nosti m�¾eme predpoklada», ¾e a > 0, b < 0 a 
 < 0 (ak nerovnos» doká¾eme pre takétohodnoty, vïaka jej symetri
kosti to rovnako urobíme pre zostávajú
e mo¾nosti). Nerovnosti sa dobre dokazujú,ak premenné, ktoré v ni
h vystupujú, sú kladné. Oznaème preto x = �b a y = �
 (zo zápornosti b, 
 máme x > 0a y > 0). Z predpokladu a + b + 
 = 0 dostávame a = x + y. Po dosadení do dokazovanej nerovnosti a drobný
húpravá
h dostávame a2b2 + b2
2 + 
2a2 + 3 � 6ab
;(x+ y)2x2 + x2y2 + y2(x + y)2 + 3 � 6(x+ y)xy; (1)x4 + y4 + 2x3y + 2xy3 + 3x2y2 + 3 � 6x2y + 6xy2: (2)Ak doká¾eme, ¾e nerovnos» (2) platí pre µubovoµné kladné èísla x, y, bude plati» aj p�vodná nerovnos» (premyslitesi, preèo). Na prvý pohµad sme úlohu príli¹ nezjednodu¹ili. Av¹ak vïaka ¹ikovnému preznaèeniu sme na µavej ajpravej strane dostali výrazy s kladnými premennými a s kladnými znamienkami. Nerovnosti takéhoto typu sa èastodajú dokáza» pomo
ou AG-nerovnosti (t. j. známej nerovnosti medzi aritmeti
kým a geometri
kým priemerom).Tomuto nasvedèuje aj to, ¾e pre x = y = 1 platí rovnos». (To objavíme pri skú¹obnom dosadení via
erý
h hodn�t.Neskú¹ali ste dosádza» konkrétne hodnoty? Preèo?)Na pravej strane sú dva èleny. Ka¾dý z ni
h 
h
eme odhadnú» zhora súètom niektorý
h èlenov z µavej strany.Inými slovami, µavú stranu 
h
eme rozdeli» na dve èasti, jedna bude väè¹ia ako èlen 6x2y, druhá väè¹ia ako èlen6xy2. Naµavo máme o. i. èleny 3x2y2 a 3, ktoré sú symetri
ké vzhµadom na x a y. V rozdelení µavej strany sa tedahádam rozdelia þnapolyÿ. Nepárna trojka sa v¹ak delí na dve rovnaké èasti zle, preto dokazovanú nerovnos» e¹tevynásobme dvoma. Dostaneme2x4 + 2y4 + 4x3y + 4xy3 + 6x2y2 + 6 � 12x2y + 12xy2: (3)Teraz u¾ po krátkom skú¹aní pohodlne objavíme dve AG-nerovnostix4 + x4 + x3y + x3y + x3y + xy3 + x2y2 + x2y2 + x2y2 + 1 + 1 + 112 � 12px24y12 = x2y;y4 + y4 + xy3 + xy3 + xy3 + x3y + x2y2 + x2y2 + x2y2 + 1 + 1 + 112 � 12px12y24 = xy2



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 9(nie je to jediná mo¾nos», dalo sa to rozdeli» aj inak). I
h sèítaním a prenásobením dvanástimi dostaneme ne-rovnos» (3) (prípadne prenásobením iba ¹iestimi priamo nerovnos» (2)), ktorú sme 
h
eli dokáza». Tým je úlohavyrie¹ená. Rovnos» nastane len vtedy, ak nastane v obo
h AG-nerovnostia
h, t. j. keï x = y = 1, èomu zodpovedátroji
a (a; b; 
) = (2;�1;�1) (prípadne troji
e (�1; 2;�1) a (�1;�1; 2) pri predpoklade b > 0, resp. 
 > 0).Iné rie¹enie:Doká¾me iným sp�sobom nerovnos» (1) pre kladné x a y. Ako naznaèuje rovnos» pre hodnoty x = y = 1, doka-zovaná nerovnos» by mohla by» þkriti
káÿ pre x = y. Ak oznaèíme z = (x + y)=2 (mimo
hodom, vtedy z = a=2)a Æ = (x� y)=2, máme x = z + Æ, y = z � Æ. Situá
ia x = y zodpovedá hodnote Æ = 0. Po dosadení do nerovnostidostávame ekvivalentnými úpravami(2z)2(z + Æ)2 + (z + Æ)2(z � Æ)2 + (z � Æ)2(2z)2 + 3 � 6 � 2z(z + Æ)(z � Æ);(2z)2(2z2 + 2Æ2) + z4 � 2z2Æ2 + Æ4 + 3 � 12z(z2 � Æ2);(9z4 � 12z3 + 3) + (Æ4 + 6z2Æ2 + 12zÆ2) � 0: (4)Druhá zátvorka na µavej strane nerovnosti (4) je nezáporná, lebo z > 0 a Æ2 � 0 (nulová je práve pre þkriti
kúÿhodnotu Æ = 0). Prvá zátvorka sa dá upravi» (po nenároènom zistení, ¾e 1 je dvojnásobným koreòom polynómuv tejto zátvorke) na 9z4 � 12z3 + 3 = (z � 1)2(9z2 + 6z + 3) = (z � 1)2| {z }�0 �(3z + 1)2 + 2| {z }�2 � � 0:¥avá strana nerovnosti (4) je teda súètom dvo
h nezáporný
h výrazov. Tým je nerovnos» (4) (èi¾e aj nerovnos» (1),aj zadaná nerovnos») dokázaná. Rovnos» nastane iba pre z = 1 a Æ = 0, èomu prislú
hajú rovnaké troji
e (a; b; 
)ako v prvom rie¹ení.Iné rie¹enie:(Podµa Kataríny Turekovej .) V obo
h uvedený
h rie¹enia
h sme najsk�r po diskusii a dosadení väzby a+ b+ 
 = 0úlohu previedli na nerovnos» s kladnými premennými. Uvedieme rie¹enie, ktoré takúto þprípravuÿ nepotrebuje.Skusmým dosadzovaním hodn�t a, b, 
 spåòajú
i
h zadanú väzbu objavíme, ¾e rovnos» v nerovnosti platí, keï dvez èísel sú rovné �1 a jedno je rovné 2. Nerovnos» by platila, keby sa nám (po prevedení v¹etký
h èlenov naµavo)podarilo rozlo¾i» µavú stranu na súèet nezáporný
h výrazov. Ak taký rozklad existuje, jeho sèítan
e musia by» pretroji
u (a; b; 
) = (�1;�1; 2) nulové (a takisto pre troji
e (�1; 2;�1) a (2;�1;�1)). Vhodným sèítan
om by moholby» napríklad (zjavne nezáporný) výraz (a+1)2(b+1)2. Ten je nulový pre v¹etky tri uvedené troji
e a zároveò jehoroznásobením vzniknú èleny, ktoré sú aj v dokazovanej nerovnosti. Podobne sú vhodné aj sèítan
e (b+1)2(
+1)2a (
+ 1)2(a+ 1)2. Ïal¹ie u¾ je len ve
ou ¹ikovného vyu¾ívania zadanej väzby. Postupne dostávame0 � (a+ 1)2(b+ 1)2 + (b+ 1)2(
+ 1)2 + (
+ 1)2(a+ 1)2 == (ab+ a+ b| {z }=�
+1)2 + (b
+ b+ 
| {z }=�a+1)2 + (
a+ 
+ a| {z }=�b+1)2 == (a2b2 + 
2 + 1� 2ab
+ 2ab� 2
) + (b2
2 + a2 + 1� 2ab
+ 2b
� 2a) + (
2a2 + b2 + 1� 2ab
+ 2
a� 2b) == a2b2 + b2
2 + 
2a2 + 3� 6ab
+ (a2 + b2 + 
2 + 2ab+ 2b
+ 2
a| {z }=(a+b+
)2=0 )� 2(a+ b+ 
| {z }=0 ) == a2b2 + b2
2 + 
2a2 + 3� 6ab
:Dostali sme presne to, èo sme 
h
eli dokáza». Rovnos» nastáva, keï sú nulové v¹etky tri sèítan
e zo zaèiatku úprav,t. j. keï dve z èísel a, b, 
 sú rovné �1 (kv�li väzbe je potom tretie rovné 2).Komentár: V zadaní sme nevy¾adovali vy¹etri» rovnos». Pri rie¹ení je v¹ak d�le¾ité uvedomi» si, kedy nastáva.Na základe toho µah¹ie objavíme, ako nerovnos» dokáza», resp. niektoré nápady m�¾eme odmietnu» u¾ v zárodku(napr. apliká
iu AG-nerovnosti priamo na zadaný tvar).Uviedli sme tri r�zne d�kazy, medzi va¹imi rie¹eniami sa v¹ak vyskytlo e¹te veµa iný
h postupov. Mo¾ností, akoúlohu rie¹i», bolo naozaj veµa. V ka¾dom rie¹ení ale bolo nutné pou¾i» väzbu zo zadania { bez nej nerovnos» neplatí,ako sa m�¾ete sami presvedèi».Na nasledujú
i
h dvo
h úlohá
h si m�¾ete pre
vièi» to, èo ste sa nauèili pri rie¹ení tejto úlohy.1. Ne
h a, b, 
 sú nezáporné reálne èísla také, ¾e a+ b+ 
 = 1. Nájdite maximum výrazu V = a2+ b2+ 
2+p12ab
:2. Zistite, èi má polynóm x4 � 3x3 + 3x2 + 2 reálny koreò.Úloha è. 11: Ne
h fang1n=1 je postupnos» s poèiatoènými èlenmi a1 = 1; a2 = 4; a3 = 15 a s predpisoman = 15an�2 � 4an�3 pre n � 4:Doká¾te, ¾e ak je an prvoèíslo, tak aj n je prvoèíslo.



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 10Rie¹enie: (opravoval Pe»o G.)Na zaèiatok sa vyplatí skúsi» si vypísa» niekoµko èlenov skúmanej postupnosti (napríklad na poèítaèi). Rý
hlo siv¹imneme, ¾e sa správa podµa jednodu
h¹ej rekuren
ie ne¾ je uvedená v zadaní, spåòa toti¾ pre n � 3 vz»ahan = 4an�1 � an�2: (1)Aby sme si túto hypotézu potvrdili, doká¾eme ju induk
iou. Pre n = 3 mo¾no platnos» vz»ahu overi» jednodu
hýmdosadením, predpokladajme teda, ¾e n > 3 a pre v¹etky men¹ie hodnoty na¹a postupnos» uvedenú rekuren
iu spåòa.Potom an = 15an�2 � 4an�3 = 4(4an�2 � an�3) � an�2 = 4an�1 � an�2, èím sme ukázali, ¾e na¹a postupnos»spåòa rekuren
iu (1) pre v¹etky n � 3. Zo vz»ahu (1) mo¾no tie¾ triviálnou induk
iou ukáza», ¾e na¹a postupnos»je rastú
a a preto pre v¹etky n � 2 platí an > 1.Ak budeme postupnos» skúma» e¹te pozornej¹ie, zistíme, ¾e koe�
ienty v rekurentnom zápise sú aj sami èlenmi na¹ejpostupnosti (vidno to u¾ aj zo vz»ahu (1) èi p�vodného zadania; v¹imnite si analógiu s Fibona

iho postupnos»ouv poznámke). Presnej¹ie povedané, platí an = ak+1an�k � akan�k�1 (2)pre n � 3 a 1 � k � n� 2, èo si opä» doká¾eme induk
iou, tentoraz vzhµadom na k. Majme nejaké pevne zvolenén, potom pre k = 1 dostávame z dokazovaného vz»ahu rekuren
iu (1), ktorej platnos» sme u¾ dokázali. Ne
h tedak > 1 a pre hodnotu k � 1 rovnos» (2) platí. Potoman = a(k�1)+1an�(k�1) � ak�1an�(k�1)�1 = akan�k+1 � ak�1an�k == ak(4an�k � an�k�1)� ak�1an�k = (4ak � ak�1)an�k � akan�k�1 == ak+1an�k � akan�k�1 ;èím sme vz»ah (2) dokázali.Toto zistenie nám u¾ dáva istú predstavu o tom, ako sa na¹a postupnos» správa a sme teda pripravení zasadi»príkladu rozhodujú
i úder v podobe nasledujú
eho tvrdenia: platí ak j an�k pre v¹etky k; n � 1. Dokazova» hobudeme { ako inak { induk
iou, a to vzhµadom na n. Pre n = 1 je tvrdenie triviálne, preto predpokladajme,¾e n > 1. Potom podµa (2) dostávame an�k = ak+1a(n�1)k � aka(n�1)k�1. Z indukèného predpokladu vieme, ¾ea(n�1)k = 
 �ak pre nejaké 
elé èíslo 
. Potom an�k = ak(ak+1
�a(n�1)k�1) a preto ak j ak�n, èo sme 
h
eli dokáza».Pozorný èitateµ si u¾ iste v¹imol, ¾e tým je úloha vyrie¹ená: Ak by bolo an prvoèíslo, ale èíslo n by bolo zlo¾ené,tak n = r � s pre nejaké 
elé èísla r, s väè¹ie ako 1. Ale potom podµa dokázaného tvrdenia platí ar j an a keï¾e na¹apostupnos» je rastú
a a v¹etky jej èleny okrem prvého sú väè¹ie ako 1, platilo by 1 < ar < an a preto an by malodeliteµa r�zneho od jednotky a seba samého, èo je spor.My sa v¹ak s týmto výsledkom neuspokojíme a uká¾eme navy¹e, ¾e v na¹ej postupnosti sa nevyskytuje v�be
 ¾iadneprvoèíslo! Na párny
h pozí
iá
h skutoène nem�¾e by», to vyplýva z posledného dokázaného faktu (a2ja2k) a pren = 2 z de�ní
ie tejto postupnosti. A ako je to s nepárnymi pozí
iami? Ne
h n = 2k + 1, podµa (2) platían = ak+1a(2k+1)�k � aka2k+1�k�1 = a2k+1 � a2k == (ak+1 + ak) � (ak+1 � ak)Staèí teda ukáza», ¾e pre v¹etky k platí 1 < ak+1 � ak < a2k+1, ale to u¾ je jednodu
hé, tak¾e si to pekne skústesami. Napríklad tou induk
iou. . . :)Poznámka: Overte si, ¾e induk
iu robíme poriadne, teda má prvý aj druhý krok, aj keï to výslovne nespomíname.Urèite ste si v¹imli nesmiernu silu induk
ie pri prá
i s rekurentnými postupnos»ami. Pozor, nie je v¹emo
ná. Alepostaèí na to, aby ste si analogi
ké tvrdenia dokázali pre Fibona

iho postupnos» (F1 = F2 = 1, Fn = Fn�1+Fn�2):platia vz»ahy Fm+n = FmFn�1+Fm+1Fn, Fk j Fkn aj F2k+1 = F 2k+1�F 2k . Skúste odhali» ïal¹ie takéto zákonitosti,napríklad zisti» súèet F1 + F2 + � � � + Fn. Ako by sa dali popísa» postupnosti, ktoré majú tieto vlastnosti? Súvisíto s i
h rekurentným predpisom? (Tieto otázky sú »a¾ké. Skúste nájs» aspoò èiastoènú odpoveï.)V¹imnite si, ¾e v 
elom d�kaze sa stále treba stara» o ohranièenia, napr. 1 � k � n� 2. Tomuto sa dá vyhnú», ak siroz¹írime na¹u postupnos» aj o èleny so záporným indexom. Akú hodnotu by malo ma» èíslo a0? Takú, aby platilarekuren
ia, t. j. a0 = 4a1 � a2. Preto a0 = 0. Podobne vieme doráta» aj a�1 = 4a0 � a1 = �1 a tak Ïalej. Uvá¾tesi, nakoµko vieme potom roz¹íri» platnos» na¹i
h tvrdení o postupnosti.Urèite poznáte geometri
kú postupnos». Jej výhoda oproti týmto tu spomínaným postupnostiam je tá, ¾e viemen-tý èlen zráta» bez toho, aby sme potrebovali ráta» pred
hádzajú
e. Dá sa aj pre postupnos» z ná¹ho príkladu nájs»nejaký predpis, pomo
ou ktorého budeme vedie» ráta» rovno n-tý èlen? Pozrime sa na geometri
kú postupnos».Spåòa nejakú rekuren
iu? A naopak, ako vyzerá geometri
ká postupnos», ktorá spåòa rekuren
iu na¹ej postupnosti?V¹imnite si, ¾e ak nejaké dve postupnosti spåòajú ná¹ rekurentný predpis, tak ho spåòa aj i
h súèet a násobok jednejz ni
h. Nevieme þnasèíta»ÿ na¹u postupnos» z nejaký
h jednodu
h¹í
h? Dotiahnutím tý
hto my¹lienok do kon
adostaneme, ¾e Fibona

iho postupnos» má predpisFn = 1p5   1 +p52 !n � 1�p52 !n! :



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 11Premyslite si to a skúste podobný predpis nájs» pre postupnos» z na¹ej úlohy. Dal by sa takýto predpis hµada»,aj keby sme poznali len p�vodnú rekuren
iu an = 15an�2�4an�3 zo zadania a nie tú upravenú an = 4an�1�an�2?



KMS 2005/2006 3. séria zimnej èasti 12Milí rie¹itelia!Keï¾e nikto neposlal rie¹enia úloh 12 a 13b), zostávajú tieto úlohy do letného semestra. Preto vzorové rie¹eniak týmto úlohám nebudú. Nie sú také »a¾ké, aby ste i
h nedokázali zráta» sami. Budeme radi, ak si na to nájdeteèas a venujete týmto úlohám primerané úsilie.Úloha è. 13: a) (3 body) Daná je priamka a na nej mn + 1 úseèiek. Doká¾te, ¾e medzi týmito úseèkami existujem+ 1 navzájom disjunktný
h úseèiek alebo n+ 1 úseèiek, ktoré majú spoloèný bod.Rie¹enie: (opravovali Fero a Mazo)Èo s takouto úlohou? V prvom rade si treba nieèo vyskú¹a». Nakreslíme si niekoµko úseèiek a overíme, èi spåòajútvrdenie zo zadania. Preèo sú d�le¾ité predpoklady, ktoré o úseèká
h majú plati»? Je podstatné, ¾e v¹etky le¾iana priamke? Popri zoznamovaní sa s úlohou si spomenieme na mnohé úlohy, ktoré sme u¾ vyrie¹ili a táto nám i
hèímsi pripomína. Èím? Rovnaké predpoklady? Dokazovali sme podobné tvrdenie? Ako sme k nemu pristupovali?Sporom? Èo pomohlo pri rie¹ení v minulosti? Diri
hletov prin
íp, vhodný algoritmus, extremálny prin
íp2? Klás»si správne otázky (a odpoveda» na ne) je veµmi dobrou 
estou k nájdeniu rie¹enia úlohy. Táto úloha sa dá vyrie¹i»zostrojením algoritmu, ktorý buï nájde m + 1 disjunktný
h úseèiek, alebo n + 1 úseèiek so spoloèným bodom.Takýto algoritmus m�¾e napríklad skúsi» vybera» disjunktné úseèky þpa¾ravýmÿ (greedy) sp�sobom. Vezme prvúzµava, potom ïal¹iu hneï za òou, a tak ïalej, kým sa dá. Keï sa u¾ nedá, zaène opä» zµava vybera» z nepou¾itý
húseèiek. Skúste domyslie» tento algoritmus, zatiaµ si uká¾eme iné rie¹enie od Petra Pere¹íniho.Predpokladajme, ¾e medzi na¹imi úseèkami nie je ¾iadny
h n + 1 taký
h, ktoré majú spoloèný bod. Uká¾eme,¾e potom medzi nimi vieme nájs» m+1 po dvoji
ia
h disjunktný
h úseèiek. Otoème si danú priamku tak, aby prednami le¾ala vodorovne. Ne
h u je tá úseèka, ktorej pravý konie
 je najvia
 vµavo (ak je taký
h úseèiek via
,tak vezmeme µubovoµnú z ni
h), a tento jej krajný bod oznaème A. V akej polohe vzhµadom na u m�¾u by» ostatnéúseèky? Buï sú s u disjunktné alebo majú s u spoloèný bod. Zamerajme sa na druhý prípad. Pravé kon
e v¹etký
hostatný
h úseèiek sú napravo od A, preto ak má niektorá z ni
h spoloèný bod s u, tak aj A je i
h spoloènýmbodom (rozmyslite si to). Taký
hto úseèiek v¹ak m�¾e by» najvia
 n � 1, inak by spolu s u tvorili n + 1 úseèiekso spoloèným bodom A. Zapamätajme si teraz úseèku u a spolu so v¹etkými ostatnými, s ktorými má spoloènýbod, ju jednodu
ho vyma¾me. Takto sme vymazali najvia
 n úseèiek a v¹etky zostávajú
e sú u¾ s u disjunktné.Keï¾e máme a¾ mn + 1 úseèiek, m�¾eme tento pro
es zopakova» aspoò (m + 1)-krát, sk�r v¹etky úseèky urèitenevyma¾eme. No a èo sme tým získali? Predsa m+1 zapamätaný
h úseèiek. Tie sme vyberali tak, ¾e ka¾dá z ni
hje disjunktná so v¹etkými nasledovnými, máme teda mno¾inu m+ 1 po dvoji
ia
h disjunktný
h úseèiek.Iné rie¹enie:(Podµa Ondreja Budáèa.) Pozor, toto rie¹enie je len pre silné povahy :). De�nujme si èiastoèné usporiadaniena danej mno¾ine mn+1 úseèiek nasledovným sp�sobom: ne
h u � u pre v¹etky u a ne
h u � v, ak úseèky u a v súdisjunktné a u le¾í 
elá naµavo od v. ¥ahko overíme, ¾e takto de�novaná relá
ia je re
exívna (u � u), tranzitívna(u � v ^ v � w ) u � w) a antisymetri
ká (u � v ^ v � u ) u = v), spåòa teda v¹etky po¾iadavky na èiastoènéusporiadanie. M�¾eme preto pou¾i» Dilworthovu lemu3, podµa ktorej sa v na¹ej mno¾ine na
hádza re»aze
 då¾kym+ 1 alebo antire»aze
 då¾ky n+ 1. V prvom prípade máme postupnos» m+ 1 úseèiek taký
h, ¾e ka¾dá z ni
h jemen¹ia ako nasledovná úseèka, èo nie je niè iné ako m+ 1 disjunktný
h úseèiek. Naopak v druhom prípade mámen+ 1 po dvoji
ia
h neporovnateµný
h úseèiek. To znamená, ¾e ka¾dá dvoji
a z ni
h má spoloèný bod (inak by sadali porovna»). No a d�kaz toho, ¾e prienik µubovoµného poètu úseèiek s touto vlastnos»ou je neprázdna mno¾ina,u¾ ne
hávame na vás (je podstatné, ¾e tý
h úseèiek je koneène veµa?)4.Poznámka: Úseèky u1; u2; : : : ; uk tvoria re»aze
, ak u1 � u2 � � � � � uk. Mno¾ina úseèiek tvorí antire»aze
, ak súnavzájom neporovnateµné. Ak vás zaujalo, ¾e existujú aj iné usporiadania, ne¾ to be¾né na reálny
h èísla
h, m�-¾ete sa poobzera» po ïal¹í
h zdrojo
h informá
ií na internete èi v kni¾ni
i. Hµadajte napríklad nieèo o zväzo
hèi Spernerový
h systémo
h.Úloha è. 14: Trojuholník ABC je »a¾ni
ami rozdelený na ¹es» men¹í
h trojuholníkov. Doká¾te, ¾e stredy kru¾ní
opísaný
h týmto ¹iestim trojuholníkom le¾ia na jednej kru¾ni
i.Rie¹enie: (opravovali Feráè a Mazo)2Zvolíme si prvok, ktorý je v istom zmysle maximálny èi minimálny a skúsime to nejako vyu¾i» v ïal¹í
h úvahá
h.3http://mathworld.wolfram.
om/DilworthsLemma.html4M�¾ete sa skúsi» poobzera» po tvrdení známom ako Hellyho veta pre konvexné útvary :).
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Zaveïme si vhodné oznaèenie. Ne
h stredy strán BC, CA, AB sú po radeD, E, F , »a¾isko trojuholníka ABC ne
h je T . Stredy kru¾ní
 opísaný
htrojuholníkom BFT , BDT , CDT , CET , AET , AFT oznaèíme zaradomO1; O2; O3; O4; O5; O6. Keï¾e v rie¹ení budeme èasto pou¾íva» då¾ky úse-èiek, dohodneme sa, ¾e då¾ku úseèky XY budeme znaèi» XY (bez þabso-lútnej hodnotyÿ, mo¾no ste via
 zvyknutí na oznaèenie jXY j).Pozrime sa na to, èo máme dokáza». Nejaký
h ¹es» bodov le¾í na kru¾ni
i.Narysujeme si presný obrázok, je to nejaká ¹pe
iálna kru¾ni
a? Nevieme,nevidno, ¾e by pre
hádzala význaènými bodmi, aj stred má kdesi mimo.Skúsme dokáza» aspoò to, ¾e nejaké ¹tyri z na¹i
h bodov le¾ia na jednejkru¾ni
i. Túto vlastnos» ¹tyro
h bodov vieme sformulova» via
erými ekvi-valentnými sp�sobmi, napríklad pomo
ou obvodový
h uhlov alebo pomo-
ou súètu protiµahlý
h uhlov v ¹tvoruholníku. Ani jeden z tý
hto sp�sobovsa tu veµmi nehodí, preto¾e uhly na obrázku sú þ¹karedéÿ, sú to toti¾ uhlypri »a¾ni
ia
h (o i
h vzájomný
h vz»aho
h nevieme takmer niè). Neznamená to, ¾e nem�¾eme aj takýto smer úvahvyskú¹a», podarilo by sa nám tak dokáza», ¾e trojuholníky O1O3O5 a O4O6O2 sú podobné. Nádejnej¹ie vyzerajúvzdialenosti, keï¾e »a¾ni
e sa delia v známy
h pomero
h a tie¾ tam máme stredy strán.Zatiaµ nie je jasné, ktorú ¹tvori
u bodov by sme mali skúma». Pozrime sa na situá
iu. Body O1; O2 le¾ia na osi úseèkyBT . Body O3; O4 le¾ia na osi úseèky CT . Tieto dve osi strán sa pretínajú v strede kru¾ni
e opísanej trojuholníkuBCT , oznaème ho O. (Rada do ¾ivota: keby ste si tie osi nakreslili prikrátke, iba ako úseèky, a nepretli by savám, tak by ste o tomto bode ani neuva¾ovali. Preto stojí za pokus predå¾i» si úseèky na priamky a popozera» sa,èi i
h preseèníky nie sú nejaké významné body.) A nielen to. Body O1; O2; O3; O4 le¾ia na kru¾ni
i práve vtedy,keï OO1 �OO2 = OO3 �OO4. (Toto vyplýva z vlastností mo
nosti bodu ku kru¾ni
i, nakreslite si to niekde osobitnea doká¾te, ak ste sa s tým e¹te nestretli. Pozor, sú tam dve impliká
ie, nie iba jedna!) Toto stojí za pokus dokáza»,poïme teda zráta» veµkos» úseèiek OO1 a¾ OO4. Budeme i
h vyjadrova» podµa mo¾nosti pomo
ou spoloèný
hprvkov, aby sme po dosadení získaný
h hodn�t do vz»ahu OO1 � OO2 = OO3 � OO4 vedeli µahko dokáza», ¾e platírovnos». Trojuholníky, v ktorý
h sú O1 a¾ O4 stredmi opísaný
h kru¾ní
, majú (okrem iného) þspoloènýÿ trojuholníkBTC.
�

�
B

C
F O1

OT
Body O, O1 sú stredy kru¾ní
 opísaný
h trojuholníkom BTC, BTF . Tieto trojuholníkysú k sebe pekne þprilepenéÿ. Uhly pri stredo
h opísaný
h kru¾ní
 vieme vyjadri» dobre,navy¹e uhly CTB a FTB sú doplnkové. Då¾ku OO1 m�¾eme skúsi» zráta» z trojuholníkaOO1B. Plán máme, poïme ho vykona». Ne
h j<)BCT j = �, j<)BFT j = �. Jednodu
hýmporátaním stredový
h uhlov dostaneme j<)O1OBj = �, j<)OO1Bj = �. Inak povedané,trojuholníky BFC a BO1O sú podobné. Preto platí OO1=BO = FC=BC a z toho viemedå¾ku OO1 = BO � FCBC = 32 BO � CTBC �Teraz sa pozrieme na då¾ku OO2. Bod O2 je þtaký istýÿ ako bod O1, tie¾ je to stred opí-sanej kru¾ni
e jedného z tý
h ¹iesti
h malý
h trojuholníèkov. Preto by sa táto vzdialenos»mala da» zráta» podobne, ako vzdialenos» OO1. Vzdialenos» OO1 sme vyjadrili pomo
ouþprvkovÿ trojuholníkaBTC. Preto skúsime vyu¾i» tento trojuholník aj teraz. TrojuholníkyCTB a DTB sú v podobnej pozí
ii ako tie pred 
hvíµou, stredy kru¾ní
 im opísaný
h súbody O a O2. Tentokrát vieme poèítaním stredový
h uhlov ukáza», ¾e j<) TOO2j = j<) TCBja j<)TO2Oj = 180Æ� j<) TDBj = j<)TDCj. To znamená, ¾e trojuholníky TO2O a TDC súpodobné a preto OO2=TO = DC=CT , z èoho dostanemeOO2 = TO � CDCT = 12 TO �BCCT �Dajme dokopy získané hodnoty (vyu¾ijeme, ¾e OB = OT = OC).OO1 � OO2 = 32 BO � CTBC � 12 TO �BCCT = 34 BO � TO = 34 TO2Podobne vieme dokáza», ¾e OO3 � OO4 = 3=4 � TO2 a preto body O1; O2; O3; O4 le¾ia na kru¾ni
i. Analogi
ky aj¹tvori
e bodov O3; O4; O5; O6 a O5; O6; O1; O2 le¾ia na kru¾ni
i.Èo nám e¹te 
hýba ku ¹»astiu? D�kaz, ¾e tieto tri kru¾ni
e, na ktorý
h na¹e ¹tvori
e le¾ia, sú toto¾né. Poïmesporom. Ne
h nie sú toto¾né. Ak dve sú toto¾né, tak v¹etký
h 6 bodov le¾í na jednej kru¾ni
i a máme spor. Inakm�¾eme predpoklada», ¾e sú tie kru¾ni
e navzájom r�zne a teda ka¾dé dve z ni
h sa pretínajú v práve dvo
h bodo
h.Chordály dvojí
 jednotlivý
h kru¾ní
 (t. j. priamky O1O2, O3O4, O5O6) sa pretínajú v jednom bode. Tieto priamkysú v¹ak osami úseèiek BT , CT , AT , preto sa v jednom bode pretína» nem�¾u. Hotovo.Je ná¹ d�kaz správny pre µubovoµnú kon�gurá
iu bodov? Napríklad body O1; O2; O3; O4; O5; O6 m�¾u by» na tejkru¾ni
i v r�znom poradí podµa tupouhlosti istý
h trojuholníkov. Ná¹ d�kaz v¹ak funguje, keï¾e toto poradie bodovnevyu¾íva. Overte si to po jednotlivý
h kroko
h.


