Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Vzorové rieSenia 1.série letného semestra 2005/2006

Uloha é&. 1:

V tomto obdlzniku je prdve jedno nepravdivé tvrdenie.
V tomto obdlzniku si prdve dve nepravdivé turdenia.
V tomto obdlZniku si prdve tri nepravdivé tvrdenia.

V tomto obdlzniku je prave 2005 nepravdivijch tvrdeni.
V tomto obdlzniku je prave 2006 nepravdivijch tvrdeni.

Kolko z turdeni v obdlzniku je pravdivyjch?

RieSenie: (opravoval Buggo)

Pozrime sa najprv na tvrdenia v obdlzniku. Kazdé obsahuje slovicko prdve. Co znameni toto slovitko? Ked mam
prave pit cukrikov, tak ich nemdm ani menej, ani viac. To znamen4, Ze ak je pravdivé jedno tvrdenie, nemoze byt
pravdivé ziadne iné. To preto, lebo vSetky tvrdenia sa lisia v cisle, ktoré nasleduje za slovkom prave.

Z toho vyplyva, ze bude pravdivé bud jedno, alebo Ziadne tvrdenie. Ak by nebolo pravdivé ani jedno, boli by vSetky
nepravdivé. Aviak prave toto tvrdi posledné z nich: V tomto obdlZniku je prave 2006 nepravdivijch tvrdeni. Takze
by to znamenalo, Ze toto tvrdenie je pravdivé. To je ale riadna hlapost, ved malo byt nepravdivé! Dospeli sme teda
k sporu a nas predpoklad, Ze ani jedno tvrdenie nie je pravdivé, bol nespravny.

Co by sa stalo, keby bolo pravdivé len jedno tvrdenie? Zvysnjch 2005 tvrdeni by bolo nepravdivych. Presne toto
ale tvrdi 2005. tvrdenie. To znamend, ze prdve toto tvrdenie je pravdivé. (A teda je jediné.) V obdizniku je preto
napisané prave jedno pravdivé tvrdenie.

Uloha &. 2: Zistite, akd ¢islica bude na 7000. mieste za desatinnou ciarkou v desatinnom zdpise ¢isla 1/7000.

Riegenie: (opravovali Lucia a Cermo)

Mnohi z vés sa do tohto prikladu pustili priamym poc¢itanim ¢isla 1/7000. Sledujme aj my tito stopu a uvidime,
¢i ndm vnesie trochu svetla do celého problému. Berieme do ruky papier a pero (ak ta zaujima, preco je to niekedy
lepsie ako kalkulacka, pozri si poznédmku) a delime. Dopracujeme sa takto k ¢islu 0,0001428571428571 ... Vidime,
ze vo vysledku, ktory sme dostali, sa po chvilke za¢nt opakovat rovnaké cifry v rovnakom poradi. Znova a znova
postupnost cifier 142857. Dokedy to pdjde takto dalej? Ked pokrac¢ujeme v deleni a rozpisovani desatinného zépisu,
opéit sa ndm objavi ta istd postupnost cifier. Pomaly uz aj ti menej dovercivi z nds zac¢inaji byt pevne presvedceni
o tom, Ze postupnost cifier 142857 sa bude v desatinnom zipise opakovat navzdy a ni¢ iné v iom uz nendjdeme.
O tom, Ze to tak naozaj je, si povieme o chvilu.

Ak to naozaj plati pre cely desatinny rozvoj, lahko uréime, ze cifra na 7 000. mieste je 1. Vie$ aj ty, preco je to tak?
Teraz sa pozrime na to, ¢i sa postupnost cifier 142857 bude naozaj uz navzdy opakovat a nikdy sa nezmeni.
Vsimnime si, ako sa pri ¢iastotnom deleni menia zvysky. Tie na zadiatku (1,10,100) s pre nas nezaujimavé, len
to 1000, 3000, 2000, 6000, 4000 a 5000. Tieto boli vSetky rézne, no po 5000 dostaneme zvy$ok 10 000 a my uz
teraz vieme povedat, ¢o za nim bude nasledovat, pretoze s tymto ¢islom urobime pocas delenia presne to, ¢o sme
urobili s predchadzajicou 1000-kou. A takto to uz pdjde dookola dalej. Zvysky po deleni aj cifry 142857 v podiele
sa buda periodicky opakovat.

To, 7e sa buda cifry 142857 donekone¢na opakovat, vieme ukdzat aj inym, pre mnohych z vés iste menej zndmym,
no o to zaujimavej$im sposobom. UkéZeme, 7e ¢isla 0,000142857 (pruh znamend opakovanie periédy) a 1/7000 st
si rovné. Pozrime sa na ¢islo 142857. Vieme ho nejak vycarovat z ¢isla 0,0001428577 Oznac¢me si kvoli prehladnosti

tak odpoditajme tito desatinnti éast. Mozeme ju zapisat ako 103a. Potom vieme &islo 142857 zapisat ako rozdiel
vyrazov 10%a a 10%a a mdzeme ho dalej takto upravit:

10% — 10°a = 142857
999999000a = 142857
142857 1

¢~ 999999000 7000
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Tym sme ukézali, Ze ¢islo a, ktoré mé nekoneény periodicky rozvoj s periddou 142857 (tak sme ho ,vytvorili“), je
naozaj rovné ¢islu 1/7000 a dokaz sme ukondili.

Komentér: Na zaver sa este par slovami vratime k vasSim rieSeniam a spdsobu ich hodnotenia. Mnohi z vas pri
rieSeni nepovazovali za potrebné objashovat rovnost 1/7000 = 0,000142857. Ako ste si v8imli, tato tloha v postate
pozostavala z dvoch ¢asti, prist na spominant rovnost a pomocou nej urcit 7000-u cifru daného ¢isla. Vidime teda,
ze cely priklad stoji (aj) na sprdvnom uréeni desatinného rozvoja ¢isla 1/7000. Z toho dévodu nestacilo tento rozvoj
v rieSeni len spomenut, ale bolo treba aj ukazat, Ze je skutoc¢ne taky. RieSenia sme hodnotili adekvatne podla toho,
ako boli jednotlivé tvahy zdoévodiované. Rada do budicnosti: ak si v nejakom priklade nebudete isti, ¢i treba
dokazovat nejaké tvrdenie, ktoré hra v postupe vyznam, radsej ho dokézte, isto tym ni¢ nepokazite a snad pridete
aj na nejaké zaujimavé myslienky.

Poznamka: Kalkulacka nam vie ¢astokrat urychlit pocitanie s ¢islami, no musime vediet kedy, ako a ¢i sa na nu
mdzeme stopercentne spolahnit. Vezmime si napriklad také 7. UZ sme sa s nim parkrat stretli a vieme, Ze jeho
a kalkulacka s nim veselo pocita. Pamiita si totiZ len ¢ast z tohto ¢isla. Ak potrebujeme ¢iselny vysledok, ¢asto ndm
postadéi 7 s takou presnostou, ako si ho pamiita. To isté robi kalkulacka pri deleni, ak je vysledkom ¢islo s velkym
poc¢tom desatinnych miest. Zaokrihli toto ¢islo a mdZe néas dopliest.

3

Uloha é&. 3: Ndjdite najmensie cislo delitelné ¢islom 12, ktoré sa v desiatkovej sustave dd zapisat pomocou piatich
jednotiek a lubovolného poctu c¢islic 0 a 3.

Riesenie: (opravovala Lucy)

V tejto tlohe sme hladali ¢islo delitelné 12-timi. Mnohi z vés sa zamerali na kritérium delitelnosti 12-timi, ktoré
vravi, ze dané ¢islo musi byt delitelné tromi aj Styrmi. Niektori pouzili len t1 jeho ¢ast, ktord vravi, ze ak ma byt
¢islo delitelné 12-timi, urcite bude delitelné aj tromi. Tak ¢ onak, pozrieme sa na to, ¢o musi platit pre delitelnost
tromi. Vieme, Ze delitelné tromi st prave tie ¢isla, ktoré maja aj ciferny sacet delitelny tromi. Cislo, ktoré vyhovuje
ndSmu zadaniu, mé pozostévat z piatich jednotiek, niekolkych nal a niekolkych trojok, preto bude jeho ciferny
sicet rovny 51+ a-0+b-3 = (1+b) 3+ 2. Z tohto zdpisu uz vidime, Ze nech budeme k piatim jednotkdm
pridavat Tubovolne vela ntl alebo trojok, ciferny stiéet nebude nikdy delitelny tromi. Neexistuje ¢islo delitelné tromi
vyhovujice zadaniu (delitelnost Styrmi ani nepotrebujeme overovat). A uZ je zrejmé, Ze neexistuje ani ziadne ¢islo
delitelné 12-timi, teda ani najmensie.

Komentdr:

Mnohi z vas zvladli ilohu bravirne, no napriek tomu sa nagli niekolki, ktorych trochu poplietla. Dajte si pozor,
aby ste si nemylili zapis v desiatkovej siistave s rozvinutym zapisom c¢isla v desiatkovej siistave. Podaktori tiez
skimali nielen delitelnost tromi, ale aj $tyrmi, a takto zistili, ze posledné dvojé¢islie musi byt 00. To vobec nie
je na Skodu. Tych, ¢o sktimali len delitelnost dvoma, chcem upozornit, ze ak by ndm tdto tloha ,nekrachla“
na delitelnosti tromi, tak na rieSenie by to nestacilo. A skiiste sa eSte zamysliet nad tym, preco plati kritérium
delitelnosti tromi. To by uz bolo z mojej strany vsetko.

Uloha &.4: Na obvode kruhu je pravidelne rozmiestnengch 100 bodov. Niektorijch 50 z nich je zafarbengjch na cer-
veno, zvysnych 50 na modro. Pri lubovolnom zafarbeni bodov plati, Ze poéet pravouhlyjch trojuholnikov, ktorych
vsetky tri vrcholy su cervené, je rovnaky, ako pocet pravouhlych trojuholnikov, ktorych vrcholy si modré. DokdZte.

RieSenie: (opravovali Lenka a Mazo)

Aby sme dostali pravouhly trojuholnik na kruZznici, tak musia dva z jeho vrcholov tvorit priemer kruznice. Kde uz
lezi treti bod, na tom nam nezélezi — trojuholnik vytvoreny z dvoch bodov na priemere a nejakého dalsieho bude
urcite pravouhly. KedZe bodov mame na kruznici parny pocet a st rozmiestnené pravidelne, kazdy z nich mé oproti
sebe prave jeden bod, s ktorym vytvara priemer.

Méame 50 modrych a 50 ¢ervenych bodov. Ku kazdej dvojici bodov rovnakej farby tvoriacich priemer méame este
dalgich 48 bodov tejto farby. Kazdy z tych 48 bodov ndm spolu so spominanym priemerom vytvori jeden pravouhly
trojuholnik. Takze pocet pravouhlych trojuholnikov je urceny poc¢tom dvojic bodov rovnakej farby tvoriacich prie-
mer. Dolezité je, Ze v kazdom trojuholniku mdZe priemer nagej kruznice tvorit iba jedna strana.

Z predchéadzajacich avah je jasné, Zze pocet ¢ervenych trojuholnikov (maja vSetky vrcholy ¢ervené) je rovny poctu
modrych trojuholnikov iba vtedy, ked je ,modrych“ priemerov rovnako vela ako ,¢ervenych priemerov“. Ukdzeme
niekolko réznych dokazov toho, Ze ¢ervenych a modrych priemerov je rovnako vela.

Priemery vieme rozdelit do troch skupin: ¢ervené, modré a dvojfarebné. Nech dvojfarebnych priemerov je k. Tieto
dvojfarebné priemery obsahuju k cervenych a & modrych bodov. Preto ostava 50 — k bodov tvoriacich ¢ervené
priemery a 50 — k bodov tvoriacich modré priemery. KedZze kazdy jednofarebny priemer je tvoreny dvoma bodmi
rovnakej farby, musi byt pocet ¢ervenych aj modrych priemerov rovny (50 — k)/2. (Z tohto navyse vyplyva, Ze pocet
dvojfarebnych priemerov je parny.)

Iné rieSenie:

Vieme ndjst aspon jeden pripad, ked mame rovnako vela ¢ervenych aj modrych priemerov? Jedno také zafarbenie
vyzera tak, ze v8etky modré body st vedla seba, takisto ¢ervené. V tomto pripade nemame Ziadne jednofarebné
priemery.
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Predstavme si nejaké zloZitejSie zafarbenie. Vieme prefarbovanim bodov dosiahnut toto zafarbenie zo zafarbenia
uvedeného vysgie? Samozrejme, pri prefarbovani nesmieme poru$it rovnost medzi poc¢tom ¢ervenych a modrych
priemerov.

Je rovnako vela modrych a éervenych bodov. Tito rovnovahu najlahsie zachovdme tak, Ze pri prefarbovani vezmeme
jeden modry bod, jeden ¢erveny bod a naraz zmenime ich farbu na opac¢nt. Tieto body st stc¢astou nejakych dvoch
priemerov, ozna¢me tieto priemery AB a CD, vymiehame body A a C. (Kreslite si obrazok.) Toto oznacenie
mdzeme zvolit tak, Ze bod A je ¢erveny a bod C modry. Ak body B a D maja rovnakua farbu, tak ni¢ vymenou
farby A a C nedosiahneme. Ostali teda dve moZnosti:

1. Bod B je modry. Potom D je Cerveny. V tejto situdcii priemery AB aj C'D st roznofarebné. Vymenme farbu A
a C. Potom AB bude modry priemer a C' D bude ¢erveny priemer. Tym sa pocet modrych aj ¢ervenych priemerov
zvysil o jedna.

2. Bod B je ¢erveny. Potom bod D je modry. Ked vymenime farbu bodov 4 a C, tak ubudne jeden modry priemer
a jeden Cerveny priemer.

Co sme zistili? Rovnovaha po¢tu ¢ervenych a poétu modrych priemerov sa vymenou farby bodov A a C nezmenila.
Téato ivaha funguje pre lubovolné body A a C. Preto si mdzeme zvolit ktorékolvek dva body na kruznici a vymenit
ich farbu. Koneénym poc¢tom takychto vymen vieme dosiahnut lubovolné ofarbenie, premyslite si, ako.

A kedZe po kazdej vymene sa zachovava rovnovdha medzi poétom cervenych a modrych priemerov, bude to platit
aj na konci.

Iné rieSenie:

Dokéazeme, ze ¢ervenych a modrych priemerov je rovnako vela. Mame 50 priemerov, z ich krajnych bodov je 50 bodov
modrych a 50 bodov ¢ervenych. Vezmime si nejaky ¢erveny priemer AB (ak neexistuje, skon¢ili sme, lebo mame
0 modrych a 0 ¢ervenych priemerov). Okrem neho mame na kruZnici eSte 49 dalSich priemerov. Mohlo by sa stat,
7e medzi nimi nie je ziaden modry priemer? V tom pripade kazdy z tych 49 priemerov méa aspon jeden krajny bod
Cerveny. Potom by sme ale museli mat aspon 51 ¢ervenych bodov (dva z priemeru AB a aspon jeden z kazdého
dalsieho priemeru). To je v8ak spor so zadanim, ¢ervenych bodov je iba 50.

Tymto sme dokazali, ze na kruznici je aspon jeden modry priemer. Dajme prec jeden Cerveny priemer a jeden modry
priemer. Ostalo 48 priemerov. Z ich krajnych bodov je 48 cervenych a 48 modrych. Sme teda v takej situacii ako
na zaciatku. Ak mame cCerveny priemer, tak aj modry a oba mozeme dat prec¢. Zrejme raz skonc¢ime a nebudeme
mat ani jeden jednofarebny priemer. Kedze ku kazdému ¢ervenému priemeru sme vzdy nagli jeden modry, musi ich
byt rovnako vela.

Uvaha, ktori sme pouzili v tomto rieSeni, sa nazyva Dirichletov princip. Vo vieobecnosti ho mézeme sformulovat
takto: Mame m priehradiek a m + 1 gulocok. Ked ddme vsetky gulocky do priehradiek, v aspon jednej priehradke
budd aspon dve gulocky. Rozmyslite si, preco je to tak. A kde mdzeme tento princip pouzit v rieSeni? Mame
49 priemerov a 50 modrych bodov. Vsetky modré body st koncovymi bodmi nasich priemerov a preto aspon jeden
priemer mé oba koncové body modré. Hotovo.

Skiste vyrie§it tato tlohu: V triede je 27 ziakov. DokaZte, Ze medzi nimi vzdy vieme ndjst troch, ktori maja
narodeniny v ten isty mesiac.

Uloha é&.5: Adka sa po sistredeni rozhodla, Ze chce domdce zvieratko a kipila si Zabicku. Aby sa Zabicka nenudila,
nakreslila jej na stol mreZovi siet a Zabku poloZila do jedného z mreZoviych bodov. Do bodu, ktory je o dva body
vpravo a o dva body hore od Zabicky, Adka poloZila lentilku. Pre Zabky je lentilka velkd pochitka, preto sa coskoro
vydd ju zjest. Zabicka sa vie medzi mrezovymi bodmi pohybovat iba tak, Ze skoci o jeden bod hore, dole, doprava
alebo dolava. K lentilke sa chce dostat po presne Siestom skoku (nie skor), pricom jej nevadi, ak medzi niektorymi
dvomi bodmi skoci viackrdt. Pomézte Adkinej Zabke zistit, kolkymi sposobmi sa vie dostat k pochitke.

RieSenie: (opravovali Tina a Mito)

Rozdelme si cesty, ktorymi sa zabicka mohla vydat, na dve velké skupiny. V prvej skupine buda cesty, na ktorych
zabicka skoc¢i na niektory mrezovy bod viac nez raz a v druhej budu tie, na ktorych sko¢i na kazdy bod prave raz.

1. skupina:

Uz sme si povedali, ze najkratsie cesty st dlhé 4 skoky. Predstavme si, ze si zabicka vyberie jednu z tychto ciest
a skacka po nej. Zrazu sa v8ak v jednom mrezovom bode pomyli a vyberie sa inym smerom ako pdvodne mala.
Nagtastie si po chybnom skoku uvedomi, ¢o urobila a hned v dalSom skoku sa vrati spit. Potom pokracuje po ceste,
ktort si vybrala. Cesta, ktorti takto zabicka presla, ma dlzku 6 skokov a na bod, v ktorom sa pomylila, sko¢ila
dvakrat. Keby zabka odbocila z najkratsej cesty viackrat, dlzka prejdenej cesty by bola viicsia ako 6. Tiez keby sa
zabka ihned nevratila, tak bud by jej cesta k lentilke zabrala viac ako 6 skokov, alebo by neskocila na niektory bod
viackrét. Dobre, teraz eSte potrebujeme zistit, kolkymi sposobmi si zabicka takto moze odskoc¢it. Aby sme pracovali
trosku systematicky, rozdelime si odskoky na niekolko druhov. Aby sme ich vedeli pekne popisat, vyberme si jednu
z ciest medzi zabkou a lentilkou, ktord je dlhé $tyri skoky, a chvilu sa rozpravajme iba o tejto jednej ceste.

a) Prvd moZnost je, Ze zabicka skackd po svojej ceste, jeden skok spravi spit v smere cesty a potom pokracuje
podla pdvodného planu. Porozmyslajme, na kolkych miestach sa zabka moze vratit. (Bolo by skvelé, keby ste mali
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niekde po ruke nakresleny vlastny obrazok zabicky :), lentilky a hlavne mrezovej siete, po ktorej zabicka skace.
Do tohto obrazku si treba vela kreslit a sledovat na fiom, ako tlohu riesime.) Dvakrat moze spravit niektory z troch
skokov na ceste, ten posledny uz nie, pretoze by zabka skocila k lentilke skor ako na Siesty skok. Spolu ma teda
zabka v tomto pripade 3 moznosti, ako si odskoc¢it mimo cesty.

b) Uvazujme teraz vybocenia mimo cestu, ktord si zabicka vybrala. V bode Z mé Zabka na
vyber tri smery, ktorymi si moZe odsko¢it (pozri si obrazok). V bodoch A, B a C mé vzdy oL
dve moznosti, pretoze dvojnasobné skoky v smere cesty sme uz zaratali. Toto spolu dava 4
9 moznosti. B .
Maéame teda dvanast spdsobov, ako mozno zmenit jednu z ciest od zabicky k lentilke. Vieme, 4 C

\ 4

k lentilke. Na zaver tejto Casti treba spomenit, Ze ciest je naozaj tolko, pretoze sme Zaidnu
nezaratali dvakrat — zarucuje to sposob, akym sme ich vytvarali.

ze takychto ciest je 6, ¢o ndm spolu dava 6 - 12 = 72 sposobov, ako sa zabka mdze dostat 4_1 -
a4

2. skupina:

Tu to budeme mat trochu tazgie, pretoze v tejto skupine je sice menej ciest, ale zaroven sa nedaji popisat tak
dobre a prehladne ako cesty v prvej casti. Treba mat na pamiiti, Zze vSetky cesty, ktoré uvazujeme v tejto Casti,
neprechddzaja cez ziadny bod dvakrat. Cela situdciu si ulah¢ime tym, Ze si budeme v§imat iba cesty, ktorych prvy
skok je smerom doprava, alebo smerom dole. Takto ziskané ¢islo prendsobime dvomi, pretoze cesty, ktoré zacinaja
skokom dolava, alebo hore, st zrkadlovym obrazom tych ostatnych. (Os stimernosti prechiddza bodom s lentilkou
a bodom, na ktorom zadinala svoju paf Zabicka.) Najprv spoéitajme cesty, ktoré nevychédzaja zo $tvorca 2 x 2
urceného zabkou a lentilkou. Takéto cesty st iba dve a nie je tazké ich nakreslit. (Uréite si to skuste.)

Podme teraz na tie, ktoré zo spominaného Stvorca vychadzaja. Ak zabka skoc¢i dole, musi hned potom skocit
doprava, pretoZe inak by to na Sest skokov k lentilke nestihla, alebo by na niektory bod sko¢ila viackrat. Teraz ma
Zabka eSte Styri skoky a musi sko¢it raz doprava a trikrat hore, aby sa dostala k lentilke. Doprava sa moze posunut
prvym, druhym tretim alebo §tvrtym skokom. To st zatial Styri rieSenia.

Co ak sko¢i zabitka v prvom skoku doprava? M4 este pit skokov, kam viade méze skocitf v nasledujicom? Dole,
doprava alebo hore. Rozoberme si pozorne kazda z tychto moZnosti. Ak skodi teraz dolu, dostane sa na to isté
miesto ako v predchddzajicom odstavci, len z druhej strany. (Kreslite si?) Jediny smer, ktorym sa moze vydat
dalej je doprava a odtial stale hore az k lentilke. To mame dalgiu moznost.

Ak sko¢i zabka v druhom skoku hore, bude od lentilky na dva skoky. No ona potrebuje urobit skoky $tyri. Naspit
sko¢it nesmie. Ak by skocila dolava, preskdkala by cestu, ktord nevyboci zo Stvorca 2 x 2 a tG uZ sme zaratali,
takze zasa ni¢. Ostali ndm uZ volné len smery doprava a hore. Opiit sa na chvilu pristavme a situdciu si rozoberme.
Ak zabka sko¢i doprava, bude rovno pod lentilkou a zostdvaja jej eSte tri skoky, pocas ktorych musi vyjst z malého
§tvorca. Zrejme mé teda iba jednu moznost — jeden skok doprava a potom, kedZe sa nemdze vratit, hore a dolava.
Ak v momente, ked sme sa pristavili, sko¢i zabka hore, dolava ist nemdZe. (PretoZe by nesplnila jednu z podmienok,
ktoré ndm medzi¢asom pribudli: Zabicka musi vyjst z Stvorca 2 x 2 a nesmie na jeden bod sko¢it viackrat.) Zrejme
nemoze st ani doprava, pretoze by k lentilke prigla skor ako po Siestom skoku. Ostéva jej teda iba cesta hore,
pri¢om pokracovanie je uz jedoznacné: doprava a dolu.

A ak by zabka skocila druhym skokom opét doprava? Chceme spocitat tie moZznosti, ¢o st mimo Stvorca 2 x 2,
no doteraz zabicka nevyskodila. Pozrime sa, ako to napravitf. Rozmyslite si, preco Zabka nemoze skocit dolu a musi
zo $tvorca vybocit niekde vpravo. Ma tri moZnosti na to, ako to spravit, liSia sa tym, ako medzi ne rozmiestnime
skoky hore. (Uréite medzi nimi musi byt aspon jeden taky skok.)

Pocet ciest, na ktorych sko¢i Zabicka préve raz na kazdy mrezovy bod je teda dokopy (2 +3+3 +4) -2 = 24.
Spolu sme teda nagli 96 sposobov, akymi moze zabicka doskakat k lentilke. Si celkom m4 z ¢oho vyberat, Ze?

Iné rieSenie:

Jeden z moznych postupov pri rieSeni kombinatorickych Gloh je najst pocet vSetkych moznosti, a potom od nich
odratat tie, ktoré ndm nevyhovuji. V nasom pripade to bude znamenat zistit pocet vSetkych ciest, ktoré zabicku
na Sest skokov dovedu k lentilke, a potom od nich odratat pocet tych, ktoré sa dostani k lentilke aj skor.

Aby Zabka po Siestich skokoch skoncila pri lentilke, musi skoc¢it dvakrat hore, dvakrat doprava a pouZit eSte
dvojicu skokov, po ktorych ostane na tom istom mieste, teda doprava a dolava, alebo hore a dole. Ak budeme
smery oznacovat Sipkami, Zabickinu trasu bude tvorit nejaké poradie Sipok t11]——, resp. »——<«711. Nie je
tazké uvedomit si, ze vietkych ciest pre zabku bude presne tolko, kolko je roznych usporiadani tychto Sestic Sipok.
Podme tento pocet zistit, najprv pre prvi Sesticu. Za¢neme tym, ze si vyberieme, na ktorom mieste bude |. Takéto
Sipka je iba jedna a preto je Sest moznosti, na ktoré miesto ju moézeme dat. Pre kazdé z tychto umiestneni teraz
uloZzme dve Sipky —, vieme to spravit vzdy desiatimi sposobmi, nie je tazké ich v8etky vypisat. No a §ipky 1 buda
na zvy$nych miestach. Spolu mame teda 6-10 = 60 moZnosti, ako zoradit tieto §ipky. (Podobna tivaha sa dé spravit
Teraz od tohto poctu treba odratat pocet sposobov, pri ktorych je Zabka pri lentilke skor ako po Siestom skoku.
Zrejme sa k lentilke nevie dostat skor ako na $tvrty skok a ani na pit skokov (toto si sktste rozmysliet), musi
sa teda Styrmi skokmi dostat k lentilke, potom si odsko¢it a zase sa vratit. Preto musi najprv pouzit skoky
t—— v lubovolnom poradi, tychto poradi je 6. (Napr. si ich vypiste, alebo spocitajte spdosobom, ktory uvddzame
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v komentéri.) Posledné dva skoky budt 1] tiez v Tubovolnom poradi, takéto usporiadania st dve. Spolu teda mame
6 - 2 = 12 poradi skokov, pri ktorych sa zabka dostane k lentilke skor ako na Sest skokov, ¢o nam po odréatani
od vsetkych moznosti dava 48 sposobov pre zabicku.

Pre poradie §ipok ———<11 je situdcia takmer rovnakéa a vysledok ten isty, pretoze ddlezité si1 pocty jednotlivych
typov Sipok, nie to, aké tie typy st. Spolu teda mame pre zabku opit 96 moznosti.

Komentdr: Ked si §ipky rovnakého typu o¢islujeme, vieme pocet vietkych usporiadani zistif ako podet permutécii.’
Nech bolo napr. §ipok typu 1 sedem, mali teda rozne ¢isla od jedna do sedem. Vsetky poradia, ktoré sa lisili iba
poradim odislovanych Sipok 1, davali to isté poradie po zmazani oc¢islovania. A kolko je poradi s ocislovanymi
§ipkami 1? Ano, je ich 7-6---1 = 5040. Podobny postup zopakujeme aj pre ostatné druhy ipok a mame hladany
pocet.

Uloha &. 6: Dvaja hrdci hraji takito hru: Na tabuli si napisané dve cisla, napriklad 144 a 15. Hrdci sa striedaji
v tahoch. Ten, kto je na tahu, si vyberie nejaké dve (rozne) cisla na tabuli a pripise nové, ktoré je ich rozdielom
(tym kladngm rozdielom, zaporné ¢isla sa na tabulu nepisu), pricom to nové éislo musi byt rozdielne od vsetkyjch,
ktoré uz su na tabuli. Takto hrdci tahaji, aZ kym jeden z nich neméZe pripisat na tabulu Ziadne nové c¢islo. Hrdc,
ktory nemdze potiahnut, prehral. Popiste, ako ma tahat prvy hrdc, aby vyhral, ak na zaciatku si na tabuli napisané
cisla

a) 17 a 4,

b) 102 a 201.

RieSenie: (opravovali Katka a Zuzka)

S touto tulohou sa staci trogka pohrat a vysledok tak nejako ,vyskoci“ sam. Prvy hra¢ vyhra v oboch pripadoch,
nech fahd akokolvek.? Precdo je to ale tak? Vyhr pri lubovolnej po¢iato¢nej dvojici ¢isel na tabuli?

Zhriime si, ¢o vieme povedat o ¢islach, ktoré hraci pisu. Sa kladné, pretoze 0 je rozdielom dvoch rovnakych
¢isel, rovnaké éisla ale na tabuli nemdzeme mat, preto 0 v tejto hre nikdy nedostaneme a zaporné ¢isla podla
zadania nepiSeme. Dalej vieme, 7e vSetky ¢isla, ktoré hraci pocas hry budd pisat na tabulu, st mensie ako viicsie
z podiatocnych ¢isel (napr. pre ¢isla 17 a 4 vieme povedat, Ze vSetky dalgie ¢isla budd mensie ako 17). Této Gvaha
je jednoduchd. Ak totiz od ¢isla odé¢itame kladné ¢islo, jeho hodnotu zmensime.

Vs&imnime si dalej, ze ak na zaciatku hry mame éisla 17 a 4, hrdéom sa podari napisat na tabulu v8etky prirodzené
¢isla mensie ako 17. Ked ale zaéneme s ¢éislami 102 a 201, nepodari sa ndm to, ani keby sme sa potrhali :).
Preco je to tak? Finta je v tom, Ze ¢isla 102 a 201 st sudelitelné; ich najvia¢sim spoloénym delitelom je ¢éislo 3.
Majme dve fubovolné kladné celé? ¢isla m, n a oznacme ich najvicsi spolo¢ny delitel d. Kedze obe ¢isla m a n st
jeho nasobkom, moZeme ich vyjadrit ako ndsobok tohto (najvii¢Sieho spoloéného) delitela ako m =k -d, n =1-d,
kde k aj [ st nejaké celé ¢isla. Potom plati

m-n=k-d—1-d=(k-1)-d

Y

7 wr

a kedZe k—1 je rozdielom dvoch celych ¢isel, je to tiez celé ¢islo. To znamena, Ze rozdiel m—n je tieZ delitelny ¢islom d.
Z tychto uvah vyplyva, ze od¢itanim dvoch ¢isel dostaneme vzdy ¢islo delitelné ich najvacsim spolo¢nym delitelom.
Tento poznatok stvisi s tzv. Euklidovym algoritmom. Vysvetlime si, ¢o to vlastne je. Euklidov algoritmus je postup,
ktorym mozno pomerne lahko najst najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch ¢isel. Namiesto prvociselného rozkladu
(ktory vie byt pri velkych ¢islach riadna potvora) vyuZiva prave to, Ze od¢itanim dvoch ¢isel vzdy dostaneme
nasobok ich najvic¢sieho spolo¢ného delitela. Ako tento postup vyzerd? Na zaciatok si vezmime dve celé ¢isla m, n,
pricom nech m > n. Najprv vypodéitame rozdiel m — n. Ak je vysledok vicsi ako ¢islo n, opét odrdtame n, teda
dostaneme m — 2n. Tento postup opakujeme az dovtedy, kym nedostaneme ¢islo mensie ako n, oznaéme ho z.
Pripomefnime si, ze ¢islo z je delitelné najvicsim spoloénym delitelom ¢isel m a n. Teraz vezmime ¢isla n a z
a aplikujme na ne predchadzajici postup. Zistujme rozdiely n — z, n —2z,..., az kym neziskame ¢islo mensie alebo
rovné ako z, a pokracujme podobne ako predtym. Takymito krokmi dostdvame stile mengie ¢isla, pricom pre ne
plati, Ze st delitelné najvicsim spoloénym delitelom ¢isel m a n — po koneénom pocte krokov sa dopracujeme prave
k tomuto delitelu.

Co to znamen4 pre n4s priklad? V pripade a) mame dve nestdelitelné ¢isla. Z predchadzajicich tvah vyplyva,
ze sa vieme dostat k ich najvii¢S§iemu spoloénému delitelu, k ¢islu 1. Potom si sta¢i uvedomit, ze ak méme na
tabuli napisané ¢islo 1, vieme v naSej hre dostat Tubovolné prirodzené ¢islo mensie ako 17. Kolko takych ¢isel vieme
este napisat? Cisla 17 a 4 sme mali uz na zaciatku, teda ¢isel, ktoré mozeme dopisat, je 17 — 2 = 15. Toto &islo
je neparne a teda vyhra prvy hri¢ bez ohladu na to, ako bude hrat. V pripade b) mame dve stdelitelné ¢isla,
pricom ich najvicdim spoloénym delitelom je éislo 3. Euklidovym algoritmom vieme na tabuli dostat ¢islo 3. Treba
si uvedomit, Ze je to najmensie ¢islo, ktoré na tabulu mozeme napisat (1 a 2 uz nie st delitelné tromi) a Ze okrem
neho vieme napisat véetky nasobky 3 mengie ako 201. Tych je 201/3 = 67. Cisla 201 a 102 sme mali na tabuli na
zatiatku, preto pripiSeme este 67 — 2 = 65 ¢isel, ¢o je opéit nepdrne ¢islo, a preto prvy hrac opit vyhra.

t.j. vietkych zoradeni, pri ktorych pouZijeme vietky Sipky

2Takyto vysledok sa nikdy nezjavi sdim od seba. S tlohou sa treba trochu pohrat, skisit si niekolko hier, rozne sposoby tahania
hracov. A ked do tlohy uZ trochu ,,vidime“, mdme tendenciu si o jednom z moZnych vysledkov mysliet, Ze je viac pravdepodobny ako tie
ostatné; v tomto pripade si myslime, ze hra pre nase konkrétne ¢isla skonéi vitazstvom prvého hrica.

3Postup funguje aj pre zdporné &isla, ale pre kladné je trochu nazornejsi.
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Zaujimavé a pekné na tejto tlohe je uvedomit si, Ze ak sa k nejakému ¢islu vieme dostat nejakou postupnostou
tahov (teda existuje v nasej hre ,cesticka® k tomuto ¢islu), tak sa hraci k tomuto ¢islu uréite dostant. Hra sa totiz
kon¢i prave vtedy, ked sa uz Ziaden tah urobit nedd. To znamend, ze hra¢i urobili vietky tahy, ktoré boli mozné,
a teda presli aj nasu ,cesticku“. To je super! Prave sme zistili, Ze bez ohladu na to, ako budi hra¢i hrat, nakoniec
bude na tabuli napisana td istd mnoZina ¢isel a hra sa skon¢i po rovnakom pocte fahov (pre dant pociatoént
dvojicu ¢isel). A to je presne ten dovod, preco je jedno, ako bude prvy hraé¢ hrat.

o tom, ze 3 je najvicsim spoloénym delitelom éisel 102 a 201, ale iba prehlésili, Ze obe ¢isla st delitelné 3. Sktste ale
porozmyslat, preco takéto vyhldsenie nesta¢i. Vezmime si napriklad ¢isla 18 a 12. Obe su delitelné 3, je ale zrejmé,
7e v naSej hre by sme pri takychto pociatoénych ¢islach nikdy nenapisali 3 na tabulu. Je to tak preto, Ze ich
najviacsim spoloénym delitelom nie je ¢islo 3, ale 6.

Uloha &.7: Na tabuli bola nakreslend $tvorcovd tabulka s 10 x 10 polickami. V kaZdom policku bolo napisané
jedno celé cislo. Cisla v riadkoch boli zoradené podla velkosti od najmensieho po najvicsie. Peto znenazdajky
poprehadzoval ¢isla v kazdom stlpci tak, Ze teraz si v kazdom stlpci Cisla zoradené podla velkosti od najmensieho
po najvicsie. Dokdzte, Ze povodnd dobrd vlastnost tabulky sa nepokazila, teda c¢isla v riadkoch si opdit zoradené
podla velkosti.

RieSenie: (opravovali Hanka a Ferac)

Aby sme predisli akymkolvek nejasnostiam, upresnime si, ze ¢isla v riadku s zoradené od najmensgieho po najvicsie
vtedy, ak rastii (presnejsie neklesaji) zlava doprava. Podobne éisla v stipci st zoradené od najmensieho po najvicsie,
ak neklesaj zhora nadol. Uvedomte si v8ak, ze dobréa vlastnost tabulky by sa nepokazila, ani keby Peto usporiadaval
¢isla opanym smerom.

No a teraz uz podme k rieSeniu. Vezmite si do ruky pero a papier a situdciu si nakreslite. Naozaj! Tvrdenie
zo zadania budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, 7e ked Peto poprehadzoval ¢isla v tabulke, v nejakom
riadku sa pokazilo ich zoradenie. Nech je to r-ty riadok (zhora). To znamend, Ze v tomto riadku st dve ¢isla z a y
také, ze > y a z je nalavo od y. Nech A je stlpec obsahujtci z a B je stipec obsahujtici y. Cisla v B oznaéme
zhora nadol by, bs,...,b1o a nech a; je to ¢islo z A, ktoré bolo pred poprehadzovanim v tom istom riadku ako b;.
Vsimnite si, ze b, = y a A pozostava z Cisel ay, as, ..., aig, nie véak nutne v tomto poradi. Pred tym, ako sa dostal
k tabulke Peto, boli ¢isla v riadkoch zoradené, preto pre vSetky pripustné hodnoty i plati a; < b;. No a kedZe teraz
st ¢sla zoradené po stipcoch, tak b; < b, pre vietky 1 < i < r, ¢o nam dokopy dava a; < b; < b, = y < x pre
1 < i < r. Vidime teda, ze v A je aspon r ¢isel mensich ako . Uz si len uvedomit, ze sme dostali hladany spor.
Naozaj, v stlpci A st ésla zoradené od najmensieho po najviicsie, z je na r-tom mieste a okrem neho je tam este
r ¢isel od neho mengich. A tie na tych r — 1 miest, ktoré st nad nim, poukladat nedokaZzeme. Dobrd vlastnost
tabulky sa teda nemohla pokazit.

Komentér:

Znacné cast z vas riefila ulohu s dodatoénym predpokladom, Ze ¢isla v tabulke st rézne. Pozor, o tomto nie je
v zadani ani zmienka. Tento predpoklad ale rieSenie nijak podstatne neulah¢i, preto sme vam za to body nestfhali.
Nabudfce si vSak radSej poriadne precitajte zadanie, pretoZe inak mozete tlohu naozaj zmenit.

Uloha &.8: Mazo dostal na Vianoce ciernu skrinku a k nej manudl obsahujici koneénij pocet (najmenej viak
dve) navzdjom roznych redlnych cisel. Ked do skrinky vloZime Tubovolné ¢islo z manudlu, vypadne z nej opdt jedno
z ¢isel uwvedenych v manudli. Mazo zistil, Ze ked vloZi do skrinky lubovolné ¢islo x, vypadne mu c¢islo ax + b, kde a,b
st redlne konstanty vmontované vyrobcom do skrinky (a #0).

(a) Zistite, kolko maoZe existovat roznych skriniek (s roznymi konstantami) k Mazovmu manudlu.

(b) Ada sa chvdli, Ze dostala manudl, v ktorom je 2005 ¢isel so sictom 0 a k nemu dve rozne cierne skrinky. Mazo
overil, Ze skrinky si od toho istého vijrobcu ako jeho skrinka, zamyslel sa a potom povedal, Ze v Adinom manudli
musi byt aj ¢islo 0. Md Mazo pravdu?

RieSenie: (opravoval Miki)

(a) Najprv si oznacime ¢isla v Mazovom manudli z;, kde 1 < i < n. Prva vec, ¢o zistime o skrinkdch pomerne
Tahko je, Ze dve rozne ¢isla sa musia zobrazit na ¢isla, ktoré sa tieZ rozne. Dokaz som chcel nechat na Citatela,
ale kedze boli Vianoce, spravim ho za vas. Sporom. Povedzme, Ze sa dve rdzne x; a x; zobrazili na to isté
¢islo ¢. Potom ax; +b = ¢ = ax; + b, z ¢oho mi po Gpravach vyjde z; = z; a to je spor, pretoze tieto
¢isla mali byt rozne. Z tejto dobrej vlastnosti vyplyva, ze v8etky ¢isla z manudlu sa rozdelia do skupiniek
(resp. postupnosti), v ktorych plati, Ze prvy ¢len sa zobrazi na druhy, druhy na treti atd., aZ posledny na

ten prvy. (Rozmyslite si to.) Tieto skupinky preto nazvem cykly. Ak sa nejaké &islo zobrazi na seba, tak
jeho cyklus bude mat jednoducho dizku 1. Pozrime sa teraz na nejaky cyklus, pri¢om jeho ¢isla oznaéme
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z1,...,Z. Plati nasledovna séria rovnosti
ar1 +b = x»
ars +b = x5
axp_1+b = xp
arp +b = 1.

Skisme si vyjadrit 2y z tejto sistavy postupnym dosddzanim rovnic od poslednej po prvi. z; = azy + b =
=a(zp_1 +b)+b=a’zp_1+ab+b=---=dz; +a* b+ a*2b+ -+ ab+b. Dajme do rovnosti najlavejsiu
a najpravejsiu Cast predchdadzajiceho vyrazu. Prehodenim z; na jednu stranu dostdvame

21 (1—a®) =b@* ' +a* 2+ +a+1)
a za predpokladu a* # 1 predelime. Vyraz 1 — a* je pomerne zndmy a vieme ho rozlozif na saéin
l1—-a*=(1-a)(1+a+a®+---+a*"!), éim sa pravd strana dost zjednodusi na

b
1—a

Iy =

Nechajme interpretaciu tohto vyrazu este chvilu tak a spocitajme . Dostdvame

ab a
—a+b_b(1—a

1
Ty =ary +b= +1)=b— =,
l1—a

¢o je spor, pretoze vSetky cisla v cykle maja byt rozne. Bud teda neexistuje taky cyklus, kde je aj 2 a teda
kazdé ¢islo sa zobrazi na seba (a potom a = 1 a b = 0), alebo nie je splnend podmienka 1—a® # 0. To znamens,

Ze bud a = 1 (a potom b = 0), alebo a = —1. Nasli sme teda jednu dvojicu konstant a a b pre Mazov manudl
a vSetky ostatné musia mat a = —1.
Preskimajme teraz skrinky s a = —1. Zrejme sa uZ ¢isla nebuda zobrazovat na seba. Povedzme, Ze z;

sa zobrazi na z;. Potom plati —z; + b = z;, lenze pri¢itanim vyrazu x; — x; dostavame rovnost —z; + b = z;,
z ¢oho vyplyva, Ze x; sa zobrazi na x;. A navyse pre vietky takéto dvojice Cisel, ktoré sa na seba navzajom
zobrazuju, plati z; + z; = b. Pre taky manudl ¢isel, kde ku kazdému ¢islu z; patri do manuélu aj ¢islo b — z;
teda existuje aj druha skrinka s parametrami a = —1 a b = b. Takze k Mazovmu manuéalu vzdy existuje jedna
skrinka, ale $pecidlnom pripade mozu existovat aj dve rozne skrinky.

(b) Ada ma manudl od toho istého vyrobcu, kde existuja dve skrinky. Z predchddzajticeho odstavca vyplyva,
ze Cisla z manualu si ,popdritelné“ do dvojic, ktoré sa zobrazuji na seba. Navy$e manudl obsahuje aj ¢islo
b/2, ktoré nemusi mat pdr, lebo sa zobrazuje opit na b/2. Kedze kazd4 dvojica, ktorad sa zobrazuje na seba,
dédva stcet b, tak sacet vetkych 2005 ¢isel bude 1002b + b/2 = 2005b/2 a to m4 byt nula. Preto b = 0 a my
sme uz spomenuli, 7e manuél obsahuje ¢islo b/2, ¢o je nula. A ako vzdy, Mazo mé pravdu.

Uloha &.9: Nech Fy =1, F, =1 a Fyy5 = Foy 1 + F, pren = 1,2,... (zndma Fibonacciho postupnost). Zistite,
¢ existuje nekonecnd rastica aritmetickd postupnost prirodzengch cisel, ktord neobsahuje Ziadne ¢islo z Fibonacciho
postupnosti.

RieSenie: (opravoval Pefo)

KedZze nasou tlohou je najst aritmetickil postupnost uréitych vlastnosti, bude pre nas vyhodné pozriet sa na cely
problém z perspektivy moduldrnej aritmetiky. Totiz, ¢o je to vlastne nekone¢nd rastiica aritmeticka postupnost?
Je to postupnost celych ¢isel ag, ag + d, ag + 2d , ..., kde d je nejaké kladné celé ¢islo. Na takato postupnost sa
¢islom d zvySok rovnaky ako ag, teda ag mod d (je jasné, Ze tento zvySok sa pric¢itavanim nasobkov ¢éisla d nezmeni).
Takejto mnoZine Cisel sa tiez hovori zvyskovd trieda modulo d, pricom na8a aritmetickd postupnost z nej samozrejme
pokryje iba ¢isla vicgie alebo rovné prvému ¢lenu ag. Preto ak sa ndm podari ndjst také celé ¢isla ag a d, aby Ziadne
Fibonacciho ¢islo nedavalo po deleni ¢islom d rovnaky zvySok ako ag, tloha bude vyriesena.

Pozrime sa na to, ako vyzera postupnost zvyskov, ktoré dostaneme po deleni Fibonacciho ¢isel nejakym priro-
dzenym ¢islom d, teda postupnost {F,, mod d}$,. Pre nds je dolezité, ze ¢leny tejto postupnosti, rovnako ako
v pripade povodnej Fibonacciho postupnosti, zavisia len od predchadzajicich dvoch ¢lenov. Tento fakt moéZeme
overit jednoduchym vypoctom:

Fyy2 mod d = (Fy11 + F) mod d = ((Fry1 mod d) + (F,, mod d)) mod d.

Preto ak sa nam v takejto postupnosti zvySkov zopakuje nejaka dvojica za sebou idacich ¢lenov, z uvedenej uvahy
vyplyva, Ze postupnost sa bude dalej periodicky opakovat az do nekone¢na. Navyse (aj ked my to v nasom rieSeni
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nepotrebujeme), da sa jednoducho dokdzat, Ze nejakd dvojica sa v postupnosti skor ¢ neskor vyskytne znovu bez
ohladu na volbu d, ¢ize pre kazdé d € N bude postupnost {F,, mod d}32; periodicka. Skiste si to.

Zistili sme teda, Ze ndm sta¢i najst také d € N, 7e v postupnosti {F, mod d}°; sa nevyskytna vSetky mozné
zvySky 0,1,2,...,d — 1 skor, nez sa nejakd dvojica zvySkov zopakuje, ¢im sa postupnost zacykli. Postupnym
skiSanim malych hodndt sa ukaze, ze najmensie také d je rovné 8, postupnost {F,, mod 8}22 ; totiz vyzera nasle-
dovne: 1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0,1,1,... Kedze sa ndm zopakovali dve za sebou idtce jednotky, postupnost bude
uz dalej periodickd. Nikde v postupnosti sa vS8ak nevyskytol napriklad zvySok 4, preto ziadne z Fibonacciho ¢isel
nebude davat po deleni 6smymi tento zvySok. Vdaka tomu si mdZzeme byt isti, Ze napriklad aritmeticka postupnost
{4+ 8n}5°, ziadne Fibonacciho ¢islo neobsahuje, a teda spliia podmienky zadania.

Uloha &.10: Rasto sa hrd s tabulkou 6 x 6, ktord md v kazdom policku zopdr kamienkov. V jednom kroku hry
s1 vyberie niekolko policok tabulky tvoriacich Stvorec so stranou vicsou ako 1 a do kazdého policka tohto Stvorca
prida jeden kamienok. Rasto vyhrd vtedy, ked sa mu podari dosiahnut v kaZdom policku tabulky pocet kamienkov
delitelny tromi. Md Sancu vyhrat pre kaZdé pociatoéné rozmiestnenie kamienkov v tabulke?

RieSenie: (opravoval PiSta)

Keby Rasto vedel zmenit pocet kamienkov v kazdom jednotlivom policku, tak Tahko vyhra. Skisme teda néjst
takyto postup pre jednotlivé policka. Vezmeme si §tvorcekovany papier a budeme sa hrat. Pomocou jedného §tvorca
5 x 5, dvoch §tvorcov 2 x 2 a dvoch §tvorcov 3 x 3 (umiestnenych oproti sebe po diagonéale) vieme dosiahnut, aby
sa menil pocet kamienkov na strednom policku toho Stvorca 5 x 5 a nikde inde. Zaujimaji nés iba zvysky cisel
na jednotlivych polickach po deleni tromi, takZe sa odteraz budeme na tie ¢isla tak aj divat. Z popisanej konstrukcie
je jasné, ze vieme dosiahnut, aby na ktoromkolvek zo §tyroch strednych poli¢ok tabulky 6 x 6 bolo lubovolné ¢islo.
Vezmime si §tvorec 4 x 4 a v iom §tvorec 2 x 2 (v strede) a dva §tvorce 3 x 3 oproti sebe po diagonéle. Ich vhodnym
vyuzitim dosiahneme, Ze vieme stic¢asne zvic¢Sovat o 1 pocet kamienkov na polickach v rohoch Iubovolného §tvorca
4 x 4 (tie rohy lezia na koncoch jednej z jeho uhlopriecok, nakreslite si to). PouZitim tejto konstrukcie vieme
dosiahnut Tubovoné ¢islo v rohoch §tvorca 6 x 6 a potom upravit predoslou konsStrukciou Styri stredné policka
na pozadovant hodnotu (¢islo delitelné tromi).

Takto sa eSte chvilu pohrdme a budeme vediet upravit fubovolné z poli¢ok leziacich na uhloprie¢kach Stvorca 6 x 6.
Dalej vSak nech sa snazime, ako chceme, &sla sa nedajii menit jednotlivo, ale vzdy iba v skupinéch po aspoii dve
¢isla. To mozno znamena, ze pre ,,zI1“ poziciu nevieme dosiahnut, aby v8etky ¢isla boli delitelné tromi. V skutoénosti
sta¢i presktimat 336 pozicii, pretoze pre kazdé policko méze pocet kamienkov na hom davaf tri rozne zvysky
po deleni tromi. Kazdy krok (pripustny podla zadania) umoziuje prejst z pozicie do niekolkych inych. K tomuto sa
dé nakreslit obrazok: pozicii bude zodpovedat bod a prechodom medzi poziciami Sipky. Nagou tlohou je zistit, ¢i sa
z lubovolnej pozicie (bodu) da po Sipkach prejst do bodu, ktory zodpoveda pozicii, kde st vSetky poéty kamienkov
delitelné tromi. Takyto obrazok by bol super, keby nebol privelky. Preto sa na to budeme musiet pozriet inak.
Vezmime si taktto lohu: Majme ¢islo 1. V kazdom kroku prirdtame 2 alebo odratame 4. Da sa po koneénom pocte
krokov dosiahnut ¢islo 07

Odpoved je nie, pretoZe po kazdom kroku méame nepdrne ¢islo a pritom 0 je parna. Vidime, Ze pozicie v tejto tlohe
st bud péarne ¢isla alebo nepéarne ¢isla, podla toho, ¢ za¢iname parnym, alebo neparnym ¢islom. Vyplyva to z toho,
Ze pripustné kroky nemenia paritu. Hodnotu (resp. vlastnost), ktora sa nemeni, nazyvame invariant. Invariantom
je v pripade predoslej jednoduchej tlohy parita c¢isla. Bezne pouzivané invarianty st prave zvysky po deleni alebo
stcty ¢i rozdiely nejakych ¢isel (zdvisi to od toho, ¢o tvori ,poziciu“).

V naSom pripade rozdelime policka neleziace na diagonalach Stvorca 6 x 6 do dvoch skupin tak, aby sa nemenil
rozdiel I sactov zvySkov v jednotlivych skupindch (presnejSie povedané, chceme, aby sa nemenil zvySok tohto
rozdielu po deleni tromi) po pridani kamienkov do niektorého Stvorca. Symbol (i, j) nech oznacuje policko leziace
v i-tom riadku a j-tom stlpci. Nech politko (2, 1) je v prvej skupine. Potom poli¢ko (1,2) musi byt v druhej skupine.
Ak by bolo v prvej, tak zvySenim poctu kamienkov v §tvorci 2 x 2 umiestnenom v lavom hornom rohu velkého
Stvorca sa zvysi sucet zvyskov v prvej skupine o 2 a v druhej sa nezmeni, takze rozdiel I sa zvic¢si o 2 a to nechceme.
Tato vahu si dobre rozmyslite, a7z potom pokracujte v ¢itani dalej.

Poli¢ko (4, 5) musi byt v prvej skupine, pretoZe poli¢ko (1, 2) je v druhej a jednou z popisanych konstrukeii vieme si-

.....

poli¢ok do skupin, ako ukazuje obrazok.

= OIN| =[O N
= OO NN
N O =N D =
Ol == NN O

NN OO | =

O N == O

Co sme tymto dosiahli? Je isté, ze ak sa Rastovi podarilo vyhrat, tak ¢slo I ma hodnotu 0. Ale lahko n4jdeme
poziciu, kde ¢islo I mé hodnotu 1 ¢ 2 (spravte to). Preto existuji pozicie, z ktorych Rasto vyhrat nemoze. Otvorenou
otdzkou zostava, ¢i Rasto vie vyhrat z kazdej pozicie, v ktorej je ¢islo I na zaciatku rovné 0. Skiiste najst odpoved.
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Aj by sme boli hotovi, ale zabudli sme na jednu délezita vec. Naozaj je ¢islo I invariantom? Aby sme si boli isti,
treba overit, ze pre kazdy povoleny Rastov tah sa ¢islo I nezmeni. To znamend vyskusat vSetky polohy Stvorcov
2 x 2 az 5 x 5, ¢o uz ponechdvame na vas.

Komentar: Vsetci, ktori nasli nejaky spravny invariant, svoj dokaz aj Gspesne zvladli a maja 9 bodov. Ti, ktori
vedeli dosiahnut, aby na 35 polickach bol spravny pocet kamienkov, majia 5 bodov. Ostatni rieitelia maja najviac

.....

Za poznamky typu ,stac¢i uvazovat pocty modulo 3%, resp. ,sticet na konci musi byt delitelny 3 som body nedaval.
Pozndmka: Skiste sposobmi spomenutymi v rieSeni (obrézok so Sipkami, invarianty) vyriesit nasledujice tlohy:
1. M&me 9 minci otoc¢enych licom nahor. MoZeme naraz oto¢it dve z nich. Vieme po kone¢nom poéte krokov (otoéeni
dvojice minci) dosiahnut, aby bolo vSetkych 9 minci otoénych rubom nahor?

2. T4 ista tloha, ale moZzeme naraz oto¢it 5 minci.

Uloha &.11: Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa daji c¢isla 1,2,3,...,4n rozdelit do n skupin po Styri cisla tak,
aby v kaZdej skupine aspon jedno c¢islo bolo priemerom zvysnijch troch.

RieSenie: (opravoval Rasto)

Pri rieSeni Glohy pre vSeobecné n je dobré si vyskusSat niekolko malych hodndét n. Bud ndm to priamo pomoze
nieCo objavit alebo ak aj nie, vysledky pre malé n ndm posltzia ako velmi dobré kontrola vieobecného vysledku.
Jednoduchym vyskaganim zistime, Ze pre n = 1 sa to ned4, ale uz pre n = 2 to ide. Cisla rozdelime do dvoch skupin
takto: Prva skupina obsahuje ¢isla 1, 3, 4, 8, kde ¢islo 4 je priemerom zvySnych troch. Druha skupina obsahuje
¢isla 2, 6, 7 a ¢islo 5, ktoré je priemerom predchidzajicich. Podobné rozdelenie bude fungovat aj pre vSetky parne
n. Ked je n pérne, tak mame spolu 8k ¢isel (k = n/2). Rozdelime si ich postupne po osmiciach do k skupin. Prva
osmica teda obsahuje ¢isla 1 az 8, druha 9 az 16, k-ta 8(k— 1) + 1 aZ 8k. V kazdej z osmic ¢isla rozdelime rovnakym
spdsobom ako pre n = 2 do dvoch skupiniek. Cize prva skupinka (i + 1)-ej skupiny bude maf ¢isla 8 + 1, 8 + 3,
8 + 8 a ¢islo 8 + 4, ktoré je ich priemerom. Druhd skupinka bude pozostavat z Cisel 8i + 2, 8 + 6, 8 + 7 a ich
priemeru 8i + 5. Pre parne n je teda vzdy mozné rozdelit ¢isla do n skupin po 4 ¢isla, tak aby bolo v kazdej skupine
aspon jedno ¢islo priemerom zvys$nych.

Pozrime sa teraz na tie ostatné (neparne) n. Pre n = 3 sme dlho skasali a stle ni¢, podozrenie, Ze to vobec
nepdjde, je namieste. A naozaj. Kedze v kazdej Stvorici a,b,c,d by malo byt jedno ¢islo priemerom zvy$nych
troch, tak (a + b+ ¢)/3 = d, ¢ize stcet Cisel v skupine a + b+ ¢ +d = 3d + d = 4d je ndsobkom d¢isla 4. Ked7ze
to plati v kazdej skupine, tak aj celkovy sucet vSetkych ¢isel musi byt ndsobkom c¢isla 4. Stcet ¢isel 1 az 4n je
4n(4n + 1)/2 = 2n(4n + 1). Cislo 4n + 1 je vzdy neparne, ak by bolo aj n neparne, tak stcet nagich 4n ¢isel je
dvojndsobkom nepédrneho ¢isla a teda nie je delitelny Stvorkou. Pre neparne n hladané rozdelenie neexistuje.
V&imnite si, ze skiimanie pripadu n = 2 (a niekolko inych parnych n) ndm naozaj pomoze pri ndjdeni vieobecného
sposobu rozdelenia. Na druhej strane neexistencia rozdelenia pre n = 1 ¢ n = 3 (ziskand napriklad prebratim
vBetkych moznosti) nehovori ni¢ vieobecné, na dokaz neexistencie rozdelenia treba sktimat skor Struktru nasich
Stvorprvkovych mnozin vo vSeobecnosti.

Uloha &.12: Nech ABCO je stvorsten taky, Ze priamky OA, OB, OC' si navzdjom kolmé. Nech r je polomer gule
dotiho vpisanej a nech H je ortocentrum trojuholnika ABC. Dokdzte, e |OH| < mr.

RieSenie: (opravoval Kenny)

Na to, aby sme sa v tejto Glohe dostali dalej, musime najprv zistit, v akom vztahu st O a H (zatial pre nés tieto
body tvoria tGsecku, ktord visi kdesi v priestore a nevieme o nej ni¢). Po chvilke rozmy§lania a prezerania si obrazkov
si mozeme v8imnat, 7e OH je kolmica na rovinu ABC, a teda H je kolmy priemet bodu O do roviny ABC. Podme
to dokazat.

Zo zadania vieme, ze priamka OC je kolmé na priamky OA a OB. Z toho vyplyva, Ze priamka OC je kolma
na celd rovinu OAB. Ked je priamka kolméa na rovinu, je kolmé aj na kazda priamku v tejto rovine, a teda aj
na priamku AB. Preto kolmym priemetom priamky OC' do roviny ABC je nejakd priamka p kolmé na priamku AB
a prechadzajica bodom C'. Takéto priamka p je vSak vySkou v trojuholniku ABC'. Zopakovanim tejto Gvahy pre
priemety priamok OA a OB odvodime, ze priemet bodu O do roviny ABC' lezi na vSetkych vyskach trojuholnika
ABC, teda je totozny s jeho ortocentrom H. (Z toho tiez vyplyva, ze |OH| je najmensia vzdialenost medzi O
a rovinou ABC.)

A teraz prejdime k samotnému dokazu nerovnosti (podla Ondra Buddca). Nakreslite si obréazok nésho Stvorstena
tak, ze bod O je akoby v rohu miestnosti. (Inak povedané, priamky OA, OB, OC st osami pravouhlej stiradnicovej
stistavy.) Nech G je stred gule vpisanej do nasho Stvorstena. Dalej nech sa tato gula dotyka trojuholnika ABC
v bode S. DIzku tsecky GO vieme vyjadrit takto: Usecka GO je telesovou uhloprieckou v kocke s hranami dlzky
r (pretoze vzdialenost bodu G od dotykového bodu vpisanej gule so stenami OAB, OBC, OAC je r a navyse
priamka cez G a dotykovy bod je kolmica na tieto roviny). Teda |GO| = rv/3. Navyse |GS| = r. Lomen4 &iara
OGS je nejaké cesta z bodu O na rovinu ABC' a kedze OH je najkratSia takdto cesta, musia platit nerovnosti

|OG| + |GS|
(V3+1)r

|OH],

>
> |OH]|.
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Druhti nerovnost sme dostali z prvej dosadenim vypoéitanych dlzok tsediek |OG| a |GS|. Kedze 7 > /3 + 1,
7z predchadzajicej nerovnosti vyplyva aj pozadované tvrdenie 7r > |OH|.

Iné rieSenie:

Uloha sa dé riesit aj ,hrubou silou“. Okrem priameho analytického pristupu je mozné vyuzit Herénov vzorec,
ktory hovori, Ze obsah trojuholnika so stranami a, b, ¢ je S = /s(s —a)(s —b)(s —¢), kde s = (a + b + ¢)/2
(oznacenie s pochddza z anglického semiperimeter, t.j. polovica obvodu). Skuste si dosadit tito hodnotu za s
a vyraz roznésobit, dostanete 16S% = 2(a?b? + b%c? + c2a?) — (a* + b1 + ).

Objem nagho $tvorstena vieme zratat dvomi spdsobmi (podobne ako obsah trojuholnika, vyskasajte si to).

1 1
V= 3 |OH| - Sapc = 37 (SoaB + Sopc + Soca + Sasc)

Z tohto dostavame

|OH| 1 Soas + Sosc + Soca
=1+ .
r SaBc
Je jasné, ze obsahy trojuholnikov OAB, OBC, OC A st mensie nez obsah trojuholnika ABC, takze mame

H
OH| _, | Soas | Sosc  Soca .y 4y 14124,
r SABC SABC SABC

Nanestastie vSak 7 < 4, takze nas odhad budeme musiet zjemnit.
Nech |OA| =z, |OB| =y, |OC| = z. Tymto je nas stvorsten urceny jednozna¢ne. Chceme dokézat, ze

SoaB + Sobc + Soca = (xy + yz + zx) /2 < (r — 1)SaBc. (1)

Strany trojuholnika ABC maji velkost \/x2 + y2, /22 + y2,1/22 + y2, ale v roznasobenom Herénovom vzorci
vystupujt iba v druhej mocnine. Pardda. Nerovnost (1) je po umocneni na druht, vynasobeni ¢islom 4 a dosadeni
obsahu trojuholnika ABC' ekvivalentnd s nerovnostou

(zy +yz + 22)* < (7 — 1)% - (2%y® + 9727 + 2%97).

Tento vztah plati, vidno to po vhodnej substiticii alebo z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti (odhadneme lava
stranu). DokéZte si to sami.

Pozndmka: Dokazte (bez pouZitia Herénovho vzorca), ze ak a, b, ¢ s strany nejakého trojuholnika, tak plati

2(a®b? + b°c® + *a®) > (a* +b* + ).

Uloha &.13: Dany je rovnobeinik ABCD s priesecnikom uhlopriecok O. Body M, N si stredy tiseciek BO, CD
(v tomto poradi). Dokdzte, Ze ak trojuholniky ABC a AMN si podobné, tak ABCD je stvorec.

RieSenie: (opravovala Erika)

K rieSeniu tlohy sa dalo pristupovat viacerymi sposobmi. Dobré je skusit si na zaciatku obratit dokazovant impli-
kiciu.* Ak ABCD je §tvorec, st trojuholniky ABC a AM N podobné? Po chvili snazenia sa ndm to podari dokazat
cez uhly (n&jdeme vhodny tetivovy Stvoruholnik). To napovedd, Ze aj obratend implikdcia by mohla ist cez uhly.
A kedze stredy strdn sti pomerne ,mizerné“ body, ak chceme rataf uhly, treba im nejako pomoct. Co prechadza
cez stredy stran trojuholnika? No predsa stredné priecky a uhly pri nich vieme lahko urcit, kedze st rovnobezné
so stranami. Vyskigajte si dotiahnut to do konca, zvolte vhodné stredné priecky a tetivové stvoruholniky. Dalej si
ukazeme dva iné pristupy.

Prvé rieSenie:

Z podobnosti trojuholnikov ABC' a AMN vyplyva, ze | NAM| = |SCAM|. Po od¢itani velkosti uhla CAB
od oboch tychto uhlov dostavame

4 NAC| = [$ MAB|. (1)
KedZe trojuholniky ABC a AM N st podobné, méme tiez
|AN]| _ |AM\ 2)
|AC| |AB|

Z (1) a (2) dostavame, ze trojuholniky NAC' a M AB st podobné, a teda |[{ NCA| = |4 MBA|. Z rovnosti tychto
uhlov a 7z vlastnosti, 7e bod O je rovnako vzdialeny od tsetiek AB a C'D vyplyva, 7ze |BO| = |CO|. Teda vidime,
7e uhloprietky v tomto rovnobezniku maji rovnaki dizku. Vieme, 7e iba uhlopriecky v pravouholniku majt takito

4Aj ked je to dobry napad, treba mat na pamiti obmedzené mo#nosti takéhoto pristupu, totiz obratena implikdcia moze byt hoci¢o
od tplne]j triviality az po otvoreny problém, vratane toho, ze nemusi platit. A teda moze byt aj prili§ lahkd, extrémne tazka, alebo nie
alpne zmysluplnd tloha. Av8ak za pokus to stoji, ved sformulovat obritené tvrdenie trva obvykle iba chvilku.
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vlastnost, takze rovnobeinik ABCD je bud $tvorec, alebo obdlznik. Na to, aby sme ukdzali, Ze je to §tvorec,
treba ukézat, 7e dve jeho susedné strany maja rovnakt dizku. Oznaéme preto |AB| = a, |BC| = b, |AC| = w.
Z podobnosti trojuholnikov NAC a M AB méme

INC| _ |AC|
\MB| |AB|’
Vyjadrenim a dosadenim jednotlivych dlok dostdavame 2 -a?> = u?. Zaroveh z Pytagorovej vety pre trojuholnik

ABC méme a® + b? = u?. Porovnanim poslednych dvoch vzfahov ziskame a? = b2, ¢ize a = b. Tymto sme dokazali,
7e rovnobeznik zo zadania je obdlznik s dvoma rovnakymi susednymi stranami, a teda je to §tvorec.
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Druhé riegenie:

Skiisme teraz tlohu riesit pomocou komplexnych ¢isel. Toto riesenie je elegantné a jednoduché. Polozme rovnobeznik
ABCD do komplexnej roviny tak, aby bod A bol 0 (lohu nerie$ime analyticky, takze bod A je naozaj iba ¢islo).
Dalej nech body B, D rovnobeznika st &isla B, D. Pre vypoéet ¢iselnych hodndt ostatnych bodov mdzeme pouzit
klasické postupy ako pri analytickej geometrii: C = B+ D, O =(B+ D)/2, M =B+ (D —-B)/4, N =D + B/2.
Z podobnosti trojuholnikov ABC a AM N dostavame |AC|/|AB| = |AN|/|AM| a stGcasne [{NAM| = |<CAB|.
Poktsme sa tito podmienku prepisat pomocou komplexnych ¢éisel. Zamyslime sa nad tym, ¢o vyjadruje zlomok
C/B. Ako vysledok tohto podielu dostaneme komplexné ¢islo. Vzdialenost tohto ¢isla od A je |C/B|. Uhol priradeny
k tomuto ¢islu je CAB. Teda ked urobime podiel ¢isel C a B, tak tento v sebe zahffia informéaciu ako o uhle, tak
aj o velkosti pomeru uhlopriecky AC ku strane AB. Ak preto chceme vyjadrit podmienku podobnosti dvoch
trojuholnikov v komplexnej rovine, sta¢i overit rovnost pomerov dvoch dvojic komplexnych ¢isel. V nasom pripade
musi platit

¢ N

B M’
Dosadenim vyjadreni jednotlivych bodov a jednoduchymi tpravami dostdvame rovnost B? + D? = 0. Z tejto
rovnosti mozeme jednoducho vyjadrit B pomocou D, a to ako B = iD alebo B = —iD (i je komplexnd jednotka).

Tieto dve rovnosti vyjadruji, ze B dostaneme z D oto¢enim o 90 stupiiov. A kedZe z rovnobeznikov jedine tvorec
splha uvedent vlastnost, podarilo sa ndm dokézat, ze rovnobeznik ABCD je naozaj §tvorec.

Pozndmka: Nasobenie komplexnym ¢islom k(cos ¢ +i sin ¢) znamend vlastne zloZenie dvoch zobrazeni: rovnolahlosti
s koeficientom k a otocenia o uhol ¢, obe tieto zobrazenia maja stred v bode 0. Takéto zobrazenie sa nazyva
v anglic¢tine spiral similarity, v slovencine pren nemame lepsi pojem nez doslovny preklad spirdlovd podobnost.
(Skiiste pomocou tohto zobrazenia vyriesit prva tlohu z IMO 2005.)

Komentéar: Dal3i sposob riesenia tilohy bol pomocou analytickej geometrie. Toto riefenie bolo priamoéiare, preto sme
sa rozhodli ho vynechat. RieSenie pomocou komplexnych ¢isel si vyzaduje trochu hlbsi vhlad do tejto problematiky,
preto ak ste neporozumeli niektorym veciam zo vzorového rieSenia, pospominajte si, ako sa vlastne s komplexnymi
¢islami pocita a ¢o je pre ne charakteristické.

Uloha &.14: Ndjdite vietky funkcie f : R — R také, Ze pre vsetky redlne Cisla x, y plati
fla+ fl@)+ f) = fly+ f@) +z+ fly) = f(f{y)-

RieSenie: (opravoval Jakub)
Nech funkcia f je rieSenim nasej rovnice. Potom rovnost zo zadania plati pre vSetky z a y, takZze mdZeme za z aj
y dosadzaft fubovolné hodnoty, aby sme nagli nutné podmienky, ktoré musi funkcia f splhat. Nuz dosddzajme:

a) y je lubovolné, z = y — f(y):
fo—f+fly—fW)+fw)=Ffw+fly—Ffw) +y—Ffly)+fly) - f(fy))
fu+fly—FfW)=Ffly+fly—rfw)) +v-f(f)

ffw) =y (1)
Z (1) vyplyva, ze funkcia f je prosté (overte!).?

F0+2£(0)) = £(0+ £(0)) + 0+ f(0) — f(f(0))
f(2£(0)) = £(0)

Kedze funkcia f je prostd, tak plati 2f(0) = 0 a preto

c) y je lubovolné, z = 0:

FO+f(0)+ f(y) = fly+ f(0) +0+ f(y) — f(f(y))
F(f0) + f(y) = fly + £(0)) + f(y) — f(f(y)) (pouzime (2))
f(f(y) = fly) + fly) — F(f(y)) (pouzime (1))
y=fy)+fly) -y
fly) =y

50krem toho z toho vyplyva, Ze oborom hodndt funkcie f je celd mnoZina redlnych &isel.
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Teda jedinym moznym rieSenim (ak nejaké existuje) je funkcia f(xz) = z. Dosadenim do povodnej rovnice lahko
overime, Ze tato funkcia naozaj vyhovuje zadaniu. A to je v8etko.

.....

najvicsie problémy). Z prostosti f a rovnosti f(0) = 0 sa da jednoducho dokézat, ze f(z) = z (dosadenim x = 0).
Ako sa d& vymysliet dosadenie z = y — f(y)? Myslienka za tym moze byt takd, Ze sa snazime unifikovat vyrazy
flz+ f(x) + f(y) a f(y + f(z)) (teda chceme, aby boli rovnaké a ,vypadli“ z rovnice). Potom musi platit
z+fly) =y

http://kms.sk http://kms.sk/



