Koreépondenény Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 2. série letného semestra 2005/2006

Uloha é&.1: Dand je usecka AB. Navrhnite prirodzené ¢islo n a rozmiestnenie bodov X1, Xo, ..., X,, na tsecke
AB tak, aby bol sicet dlZok polkruznic s priemermi AXy, X1Xo, ..., X,,B ¢o najmensi.

RieSenie: (opravovala Lucy)

V tejto tlohe sme mali navrhnif pocet a rozmiestnenie bodov tak, aby stcet dlzok polkruznic nad spominanymi
priemermi zo zadania bol ¢o najmensi. Nuz, ked sa zaoberame kruznicami, napadne nas, ze dlzku kruznice, teda
obvod kruhu, vieme vyjadrif ako 277 alebo 7wd. My sme ale mali ratat polkruznice, tie maju dizku 7r alebo
nd/2. Ked spocitame dizky nasich n + 1 polkruznic, ktorych priemery st di,ds,...,dy,,d, 11, vysledok mozeme
upravit do tvaru (dy + da + -+ + dp, + dny1) - /2. Z toho vidime, Ze tento sti¢et nezdvisi od poétu kruznic, ale
len od stétu dlzok priemerov tychto kruznic. My navyse vieme, ze mame zadani tsecku AB, na ktorej (zvolenim
poétu a rozmiestnenia bodov) tieto priemery nédjdeme. A tu si tlohu rozdelime na dva pripady.

Ten lahsi je, ked si povieme, Ze zvolené body na priamke AB si oznadime doradu smerom od A k B ako X,
Xo, ..., Xn_1, Xpn. V tom pripade kazdy bod X; bude raz lavym a raz pravym krajnym bodom priemeru, teda
nase priemery budid pospajané, ukonéené bodmi A a B a spolu budi tvorif celd tsecku AB. Preto sucet dlzok
polkruznic nad tymito priemermi bude vzdy |AB| - 7/2 bez ohladu na pocet zvolenych bodov.

V tom druhom pripade sme si zvolené body neoznacili po poradi, v akom leZia na usecke AB. To vSak spdsobi, Ze
niektoré asti priemerov, pripadne celé priemery sa nam buda prekryvat, ale zaroven nebude cast tsecky AB, nad
ktorou by nebola polkruznica. Preto

dy+da+ - +dy+dns1 > |AB].

.....

To znamenad, Ze pri rovnakom poéte bodov v prvom aj v druhom pripade dostaneme mensi sti¢et dizok polkruznic
v prvom. Tiez sme ukézali, ze hladany stcet dlzok nezavisi od poétu zvolenych bodov, len od ich rozmiestnenia.
A najmensi bude, ak buda body X, X, ..., X, zoradené vzostupne od bodu A po bod B.

Komentér: Co sa tyka rieseni, mnohi z véis sa vobec nezaoberali tym druhym pripadom, niektori sa poplietli pri
tych polkruzniciach alebo si polomer zamenili s priemerom. To uz sa hned odrézalo aj na bodoch. : (

Uloha é&.2: Na obrdzku je nakresleny stvorec ABCD. Body X a'Y s stredy strin BC a CD. Porovnajte obsahy
dvoch tmavyjch dtvarov.

RieSenie: (opravovali Hanka Tichéd a Lucia)

Chceme urdit, v akom vzfahu st obsahy utvarov ABZ a XCY Z. Najprv si v§imnime D
trojuholnicky ABX a BCY. Kedze |AB| = |BC|, |BX| = |BC|/2 = |CD|/2 = |CY]

a |[JABX| = |IBCY| = 90°, trojuholnik ABX je zhodny s trojuholnikom BCY
podla vety sus. Potom aj ich obsah je rovnaky. (Pri dlzke strany a $tvorca ABCD je
Sapx = Spcy = a?/4. Preco?). S poznanim, 7e Sapx = Spcy, nie sme uz daleko od
vysledku. Vyjadrime si obsahy tychto trojuholnikov ako stcty tmavych c¢asti a troju-
holnika BX Z:

Sapx = Sapz + Spxz, Spey = Sxcyz + Sexz. A B

Ked teraz od obsahov trojuholnikov ABX a BCY odpoditame obsah trojuholnicka BX Z, dostdvame, Ze obsahy
utvarov ABZ a XCY Z st rovnaké.

Uloha é&.3: Majme obdlznik ABCD. Nech E a F oznacuji postupne stredy jeho stran AD a CD. Priesecnik
useciek AF a EC oznacme G. Dokdzte, Ze uhly CGF a FBE maji rovnaki velkost.

RieSenie: (opravovali Bus a Ika)

V tejto tlohe ste mali dokdzat, Ze uhly CGF a F'BE maja rovnak velkost. Najjednoduchsi sposob, ako to dokazat,
je samozrejme vypoditat velkosti oboch uhlov, a potom zistif, ¢i ndm vysli rovnaké. Ako sa vSak daju vypocitat tieto
uhly, ak neméme zadané velkosti skoro ziadnych inych uhlov na obrazku? Oznaéime si niekolko uhlov (¢im menej,
tym lepsie) a pomocou nich vyjadrime velkost ostatnych uhlov. Napriklad ak by sme poznali | EFBA| a |[SCBF|,
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vedeli by sme vypoéitat | FBE|. Oznaéme si teda | EBA| = a a [SCBF| = 3. Pretoze pri vrchole obdlznika je
vzdy pravy uhol, musi platit:

|AEBA| + | FBE| + |SCBF| = 90°
|SFBE| = 90° — |SEBA| — |SCBF|
|XFBE| =90° —a —f3

D r C'  Teraz sa na chvilu zastavme a zamyslime sa. Viaceri riesitelia, ktori sa dopracovali
do tej istej situdcie, v akej sme my teraz, nevahali a oznadili si dalSie uhly na ob-
razku, aby sa im lahko vypoditala velkost uhla CGF'. Aj takyto postup moze viest
E k vysledku, s ozna¢ovanim uhlov to v8ak netreba prehénat. Kym este vieme vy-
pocitat ¢osi nové len s pomocou tych uhlov, ktoré uz pozname, netreba oznacovat
nic¢ navysSe, aby sa nam rieSenie zbyto¢ne neskomplikovalo. Bertic do tivahy tito
poznamku, skiisme zrataf eSte niektoré dalSie uhly. Z trojuholnika ABFE vieme,
A B ze velkost uhla AEB je 90° — a. Rovnakym postupom, ale v trojuholniku F'BC,
vieme zistit, ze |[YBFC| =90° — (.

Ovela viacej sa toho uz ale vyratat nedd, skiisme teda pouzit dalsie predpoklady zo zadania. Z toho, Ze bod E
je v strede strany AD, vyplyva rovnost |AE| = |ED|. Tiez vieme, %e |AB| = |CD| a |[SYBAE| = |[<EDC| = 90°
(lebo ABCD je obdiznik). Trojuholniky ABE a DCE st teda podla vety sus zhodné a majt rovnaké uhly;
|[SCED| = |[SAEB| = 90° — . Rovnako aj bod F je v strede strany CD, trojuholniky FBC a FAD st tiez
zhodné podla vety sus a preto |[SDFA| = |[<CFB| =90° — .

V tejto chvili je opét vhodné upozornit na chyby, ktoré ste ¢asto robili. Prvou z nich je, Ze ste vo svojom rieSeni nikde
nevyuzili fakt, ze ABCD je obdlznik alebo Ze body E a F st stredy stran. Ak by niektoréd z tjchto veci neplatila,
neplatilo by ani tvrdenie, ktoré chceme dokdzat. Preto je nutné tieto fakty v rieseni vyuzit; akykolvek ,dokaz*
nasho tvrdenia nevyuzivajici tieto fakty je chybny. Dalej viaceri z vas do rieseni pisali: ,,je jasné Ze trojuholniky
ABE a ECD st zhodné“, pripadne ¢osi podobné o dlzkach stran alebo velkostiach uhlov. Ini dokonca nenapisali
ani to a iba do obrazka nakreslili prislu§né uhly s rovnakymi velkostami. MoZno sa to viacerym z vas zda tplne
zrejmé, mali by ste vSak aspon spomentt, preco to tak naozaj je. Dostatoénym dévodom je symetria podla osi
usecky AD, zjavna na prvy pohlad.

Zaver je uz jednoduchy. Stcet uhlov v §tvoruholniku EGF D musi byt 360°:

|SGED| + |$EDF| + |4 DFG| + |4 FGE| = 360°
|9 FGE| = 360° — |SGED| — |3 EDF| — |3 DFG]|
|4 FGE| = 360° — (90° — a) — 90° — (90° — 3)
ISFGE| = 90° + o + 8

Uhol CGF je doplnkom uhlu FGE do 180°, preto [SCGF| = 90° — a — 3, ¢o je vSak rovné | FBE]|. Presne to
sme cheeli dokazat.

Komentar: S touto tlohou ste si poradili takmer vSetci, viaceri z vas vymysleli aj iné rieSenie, ako bolo to vzorové
(zalozené na tom, Ze celd situécia je symetrickd podla osi Gsecky AB, takZe namiesto uhla F'BE moZeme uvaZovat
o rovnako velkom uhle FAX, kde X je stred tsecky BC).

Chceli by sme v8ak zdoraznit, ze kazdy krok vo vasom rieSeni treba zdovodnif. V rieSeni niekomu prezentujete
vaSe Gvahy — ak s v nich medzery, nepochopi (ak st uvahy chybné, o to horsie). Preto aj pri bodovani rieSeni
nehodnotime to, ¢o si opravovatel precital v cudzich rieSeniach alebo vymyslel po hodinovej pornej snahe pochopit
vase rieSenie, ale to, ¢o je napisané v tom vaSom rieSeni. Ak tam nieco chyba, body pdjdu dolu. Ak ste si pozorne
precitali vzorové rieSenie, urcite uz vsetci presne viete, za ¢o sme vam strhli body.

Uloha &.4: Dané si dva rovnobeiniky ABCD a EFGH, pricom bod D je totoiny s bodom H, bod E le#
na strane AB a bod C lezi na strane FG. Dokazte, Ze obsahy tychto rovnobeznikov su rovnake.

RieSenie: (opravovali Lenka a Dada)

Majme rovnobeznik ABCD. Nech bod E najprv lezi vnitri strany AB (to znamend, ze F je rozne od A aj B)
a bod C vnutri strany F'G. Ozna¢me vysku na stranu AB v rovnobezniku ABCD ako vy, vySku v rovnobezniku
EFGH ako vs.
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Chceme dokézat, Ze obsahy rovnobeznikov ABCD a EFGH sa G
rovnaji. Obsah rovnobeznika vypocitame ako su¢in dizky jednej
jeho strany a vysky na tato stranu. V nasom pripade

Sapcp = ‘DC|'01, SercH = ‘DE"'UQ. D=H - o
Strany DC a DE su zaroven stranami trojuholnika DEC, rovnako V1
ako vysky v; a vy su jeho vyskami. Obsah trojuholnika DEC vieme P
vypocitat dvoma sposobmi: Vs
DC|-v DE|-v X
Spec = %7 Spec = %
A E B

Ked si vSimneme, ako sme vypocitali obsah rovnobeznika ABC D, uréite neujde nasej pozornosti, Ze obsah troj-
uholnika DEC' je polovicou jeho obsahu. Rovnako je obsah DEC polovicou obsahu rovnobeznika EFGH. Takze
Sapcp = Seragu = 25pEC-

Co ak body E, pripadne C nelezia vnutri danych stran, ale st totozné s nejakym ich krajnym bodom? V kazdom
pripade trojuholnik DEC bude existovat a stile bude mat poloviény obsah rovnobeinikov ABCD a EFGH
(nakreslite si kazdy z tychto pripadov a dobre si to rozmyslite).

Komentar: Mnohi z vas tlohu riesili spésobom, ze presuvali trojuholnik DCG tak, aby bol bod G totozny s bodom
F. Pri tomto rieseni ste vSak Casto vyhlasili, ze ABCD a EFGH majua spolo¢ny prienik Stvoruholnik a pomocou
toho ste porovnavali obsahy ABCD a EFGH. AvSak v pripadoch, ked body F, pripadne C splyvaji s niektorym
vrcholom, je prienikom trojuholnik alebo je ABCD totozny s EFGH. Tieto pripady bolo teda treba osobitne
rozobrat.

Uloha &.5: Pavik si chce poprezerat boéné steny pyramidy so Stvorcovou podstavou a boénymi stenami v tvare
rovnostranngjch trojuholnikov. Svoju pit zacina zo stredu bolnej steny a chce navstivit stredy vsetkijch ostatngjch
bocnyjch stien tak, aby presiel najkratiiu trasu, pricom sa mozZe pohybovat iba po povrchu pyramidy. Ako to md
spravit a akd dlhd bude jeho trasa, ak vieme, Ze dlzka kaZdej hrany pyramidy je 2 em? Nezabudnite dokdzat,
Ze trasa, ktori chcete pavikovi poradit, je naozaj najkratsia.

Poznamka: Tento priklad ste takmer vsetci zvladli pomerne dobre, vidno to aj na bodovych ziskoch. Zistif dfzku
najkratsej pavikovej cesty bolo vo vasich sildch a zvicsa ste sa aj viac-menej Gspesne pokusili o dékaz, ze vami
zvolena cesta je najkratsia. No takmer vo vSetkych rieSeniach chybala nejaka nendpadné avaha, o ktorej nie je tplne
jasné, Ze je zrejma. Preto som sa ich rozhodol (bolo ich viacero, zaviselo to aj od postupu) zaradit do vzorového
rieSenia, ktoré je tym padom urcené vsetkym, vratane tych, ktori za priklad ziskali plny pocet bodov.

RieSenie: (opravoval Mito)

Samotné riesenie sa mohlo uberat jednym z dvoch smerov. Prvd moznost spocivala v uvedomeni si, ze aby pavik
presiel zo stredu jednej steny do stredu nejakej inej, musi sa najprv dostat na hranu. Najst potom najkratsiu
cestu na hranu bolo vaéSinou lahké. Druhd moznost vyuzivala, Zze mdzeme povrch pyramidy rozprestriet do roviny.
Najkratsou cestou medzi dvomi bodmi (stredmi) v rovine je usecka a tak ako predtym, zvysok bol pomerne lahky.
Teraz si ukazeme obe rieSenia vratane dvoch alebo troch spominanych zaujimavych tavah, ktoré takmer nikto
nerobil.

Pri oboch postupoch prvy krok rieSenia spociva v uvedomeni si, kde sa vlastne nachadza stred bocnej steny
pyramidy. Za stred trojuholnika sa zvycajne povazuje jeho tazisko, aj ked byva dobrym zvykom oznacenie stred
nepouzivat, aby nedo$lo k zbytoénym nedorozumeniam. V naSom pripade je vSak trojuholnik rovnostranny a teda
tazisko splyva so vSetkymi dalsimi kandiddtmi na stred: priese¢nikom vysok, osi uhlov (stredom vpisanej kruznice),
osi stran (stredom opisanej kruznice). VSimnime si, Ze okrem toho, Ze sme zistili, ¢o je stred steny, podarilo sa ndm
tiez ziskaf velmi vela informadcii o jeho polohe. Niektoré z tychto poznatkov sa ndm budi hodit.

Prvy postup. Pavik sa nachadza v strede jednej z bo¢nych stien. Aby si mohol ist pozriet stred nejakej inej steny,
musi opustif trojuholnik, v ktorom sa nachddza. Zo zadania vieme, Ze sa moze pohybovat iba po povrchu pyramidy,
preto musi tento trojuholnik opustif cez hranu. Vieme, Ze najkrat$ia cesta z bodu na hranu je kolmica na tato
hranu.

Tu sa na chvilu pristavime a dokadZzeme tvrdenie, ktoré sme pred chvilou tak nendpadne vyslovili: Najkratsia
cesta z bodu na hranu je kolmica na tato hranu vedena cez dany bod. Bod oznacme A a pidtu kolmice P.
(Kreslite si obrdzok.) Skusme nakreslift nejakd int cestu z A na hranu, nech tdto cesta hranu pretina v bode
X. Potrebujeme dokézaf, ze |AX| > |AP|. Uréite ste si vSimli, Ze na obrdzku ndm vznikol pravouhly troju-
holnik APX, a kedZe sa snazime dokézaf tvrdenie o dlzkach, mohlo by byt vhodné pouzif Pytagorovu vetu.
Vyskigajme, dostavame |[AX|?> = |AP|? + |PX|%. A uZ to skoro mame: kedze |AP| > 0, tak |[AX|?> > |APJ?
a preto aj |[AX| > |AP|.} (V skutoénosti sme dokazali, Ze prepona je vZdy najdlhsia strana pravouhlého troj-
uholnika.) Dalo sa postupovat aj inak, staci si spomentt, Ze v trojuholniku oproti najvicsiemu uhlu vzdy lezi

ITento zapis ma vela spoloéného s nasledujiicou tvahou: Keby |AX| bola mensia ako |AP|, bola by jej druhd mocnina mensia ako
druhad mocnina |AP| a preto by sa nemohla rovnat druhej mocnine |AP| zviacSenei o niec¢o dalsie.
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najdlhsia strana, a v naSom trojuholniku isto nebude ziadny (iny) uhol viési ako pravy. Bol nas postup v po-
riadku? (Neditajte dalej, kym neporozmyslate.) Dokaz s preponou &no, ale obrézok bol prili§ konkrétny, pre-
toze sme bod A nakreslili nad hranu. Ak ho nakreslime viac bokom,? uz neplati, Ze najkratsia cesta je kolmica.
V takejto situdcii je najkratSou spojnicou tiseéka medzi bodom a bliz§im koncom hrany. Aj ked tédto moZznost
v nasom priklade nenastava, je dobré mat na pamiiti, Ze nie vzdy vSetko funguje tak, ako by sme chceli.

Vréafme sa teda k prikladu a zhriime si, ¢o zatial mame. Vieme, Ze ak sa pavik chce ¢o najkratsou cestou dostat
na hranu, mal by ist po kolmici. To vyzerd dobre, ved z hrany uz staci iba prejst do stredu steny, do ktorej sa
dostal, a mame vyhraté. Aj v tejto Givahe vSak mozZe nastat problém, a to v pripade, ak cesta z péty kolmice do
stredu bude prili§ dlh4 a ,pokazi“ to, ¢o pavik usetril cestou po kolmici.? Takato situicia moze nastaf napriklad
v pripade, keby chcel pavik prejst z nejakého bodu P do nejakého bodu @ cez hranu AB, pri¢om bod P by bol
nad hranou, ale bod @ nie. (Porozmyslajte, ako by jeho najkratSia cesta vyzerala v tomto pripade.) AvSak opét,
niec¢o také v nasom priklade nenastéva, pretoze polohy dvoch stredov stien vzhladom na hranu st rovnaké. Inak
povedané, ak vezmeme dva rovnostranné trojuholniky so stredmi S a Sy a spolo¢nou hranou AB a z oboch stredov
spravime kolmicu na AB, péty tychto kolmic buda splyvat v jeden bod X, stred strany AB.

Teraz si uz iba staéi uvedomit, ze cestu dizky |S;X| musi paviik absolvovat Sestkrat a zratat tito vzdialenost. To
naozaj nie je tazké, staci si nakreslit rovnostranny trojuholnik ABC' so stredom S a kolmicou cez bod S na stranu
AB. (Nakreslite si to.) Priamka CS pretina usecku AB v bode X, ktory je zaroven stredom tejto strany, ktord ma
zo zadania dizku 2 cm. Z Pytagorovej vety plati |AC|? = |AX|?+|CX|?, z ¢oho po dosadeni dlzok méme vyjadrenie
|ICX| =22 —12 = /3. Kedze CX je faznica, mdzeme vyuzit poznatok, Ze tazisko — bod S — lezi v jednej tretine
taznice, blizsie k strane. Plati teda |SX| = v/3/3. Zistili sme, Ze celkova dlzka pavikovej cesty je 2 - /3.

Tu je vhodné poznamenat, Ze ak budeme uvazovat tymto spdsobom, moze sa ndm podarit spravit dokaz, v ktorom
sa nemusime zaoberat rozoberanim ciest medzi nesusednymi vrcholmi (pozri druhy postup). Klic¢ové tvrdenie je
takéto: Aby sme navstivili vSetky stredy, musime trikrat odist z trojuholnika a trikrat doiho prist. Kazd4 z tychto
ciest mé dizku 2 - v/3/3, ¢ize nech bude najkratsia paviikova trasa akékolvek, jej dlzka bude aspoii 2 - v/3. Navyse,
vdaka tomu, Ze pity vySok v susednych trojuholnikoch splyvaju v jeden bod, vieme paviikovi poradit trasu, ktora
mé minimalnu dizku. (Tato nasa trasa minimalnej dizky moéze byt jedna z viacerych moznych.)

Druhy postup. Aj ked je pyramida, ktort si pavik obzerd, v priestore, pavik sa vzdy pohybuje iba po jej povrchu,
teda v rovine. Pritom ked prechédza cez hranu z jedného trojuholnika do druhého, prechadza zdroven z jednej roviny
do druhej. Z toho vyplyva, ze pavikovi neublizime, ak povrch pyramidy rozprestrieme do roviny. Dostaneme tak
Styri rovnostranné trojuholniky, z ktorych dva susedné maji vzdy totoznt hranu. Spoloént hranu maja aj prvy
s poslednym, aj ked na obrazku, ktory ste si uz isto nakreslili, to tak nevyzera. Podstavu pyramidy sme nemuseli
kreslit jednak preto, Ze na nej je pyramida poloZzena a teda pavilk po nej nemdze chodit a tiez preto, Ze kazda
cesta z jedného stredu steny do druhého je cez podstavu dlhsia, ako podobnd cesta (s rovnakymi koncami), ktora
podstavu obchadza. Toto si skiiste dokazat.

Dobre, nis pavik teda stoji v strede jednej zo stien a chce sa na pldniku, ktory sme mu nakreslili do roviny, dostat
do nejakého iného stredu. Najkratsia cesta bude v tomto pripade tsecka, vyplyva to z trojuholnikovej nerovnosti.
(Ak je ind cesta tvorend dvomi tisetkami, modZeme priamo pouZit trojuholnikovti nerovnost. Ak je tvorend viacerymi
useckami, pouzijeme trojuholnikovi nerovnost niekolkokrat za sebou.) Tu moze nastat viacero situdcii: bud pavik
bude chodif iba medzi dvojicami susednych stredov, alebo raz alebo dvakrat pojde do stredu steny, ktord je na
pléaniku vzdialena o dva (teda v pyramide je oproti), alebo raz dokonca pojde do stredu ktory je vzdialeny o tri. To,
7e poslednd moZnost je nevyhodnd, nechdvam na dokdzanie hravému ditatelovi, po prec¢itani nasledujtcich riadkov
(alebo aj predtym) by to nemal byt Ziadny problém.

Ukazeme, zZe cesta, ktora raz ide do stredu vzdialeného o dva a dvakrat do susedného je dlhsia ako cesta, ktora ide
trikrat medzi susednymi stredmi. Obe tieto cesty sa skladaji z troch tseciek, z ktorych dve maji rovnaka dizku,
potrebujeme teda iba dokdzat, Ze spojnica stredov vzdialenych o dva je dlhsia ako spojnica susednych stredov. Na
tento dokaz ndm staci nakreslit si dobry obrézok. Na fiom si mézeme v§imnitf (po nakresleni dvoch faznic), ze
cesta do vrcholu vzdialeného o dva je rovnako dlhé ako zakladia trojuholnika. Pritom tato zékladia je dlhsia ako
2.4/3/3, ¢o je na zaklade v§poétu z prvého postupu vzdialenost dvoch susednych stredov. Hotovo.

Jediné, ¢o ndm ostdva spravif, je ukdzaf, ze tsecka, ktord spaja dva susedné stredy, naozaj lezi na fazniciach.
(Tento fakt sme vyuzili v predchddzajicom odstavci, skiste najst kde.) Toto je ekvivalentné tvrdeniu, Ze této
usecka rozpoluje spolo¢ni stranu oboch trojuholnikov. Ak si ich vedla seba nakreslime, vznikne kosostvorec, vdaka
¢omu mozeme tvrdenie opét preformulovat: dand tisecka lezi na uhlopriecke. A dokéazat, Ze oba stredy trojuholnikov
lezia na uhlopriecke po kratkom zamysleni iste zvladnete aj sami.

2teda tak, aby nelezal nad tseckou, ktora tvori hranu
3Toto je specialny pripad velmi délezitého vSeobecnejsieho tvrdenia: Bez dodatoénych predpokladov najkratsi prvy tisek cesty nemusi
byt sucastou najkratsej cesty.
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Uloha é&. 6: Na velkonocnom obruse je uz s predstihom nakreslenyj konverny stvoruholnik ABCD. Bod M je stred
strany AB a bod N je stred strany CD. Velkonocny zajacik si (tieZ s predstihom) vsimol, Ze isecka M N rozdelila
Stvoruholnik ABCD na dve casti s rovnakym obsahom. Dokdzte, Ze ABCD je lichobeznik.

RieSenie: (opravovali Zuzka a Miki)

Najskor sa zamyslime nad tym, ¢o od nés tato tloha chce. Mame doké-
zaf, Ze ak konvexny §tvoruholnik (fubovolny) spliia dant vlastnost, potom
to musi byt lichobeznik. Na zacdiatku teda uvazujeme o Uplne vSeobecnom
stvoruholniku a postupnymi tivahami sa dopracujeme k zaveru, ze ni¢ iné
ako lichobeznik to byt nemoze. Je velmi dolezité uvedomit si, Ze nestaci uké-
zat, Ze nas Stvoruholnik ABCD méze byt lichobeznik. Podstata prikladu je
ukézat, Ze to mus? byt lichobeznik.

Zacnime tym, ze si nakreslime pekny obrazok. Predpokladajme teda, ze
ABCD je Tubovolny konvexny $tvoruholnik. Oznaéme |AB| = a,|CD| = c. Usetka MN deli ABCD na dva
stvoruholniky, AMND a M BCN. Vieme, Ze ich obsahy st rovnaké. S obsahmi vSeobecnych Stvoruholnikov sa ale
pracuje troSka neohrabane, preto si situdciu ulahéime tym, Ze si do obrézka dokreslime tsecky AN, BN. Tym
dostaneme $tyri trojuholniky (AMN, AND, MBN, BCN). No a obsahy trojuholnikov uz poé¢itat vieme. Zrejme
platia rovnosti

Samnp = Samn +Sanp, SuBcen = SuBn + SBen.

Oznac¢me vysku na stranu DN v trojuholniku AN D ako vpy, vysku na stranu C'N v trojuholniku BC'N ako von
a nakoniec vysku na strany AM, M B v trojuholnikoch AMN a M BN ako vap. Pre obsahy naSich trojuholnikov
potom plati

‘DN‘-’UDN_C-UDN ‘AM|"UAB_G,~’UAB

SanD = 7 =— Samn = 5 =7
g _|CN|-ven _ c-von g _|MB|-vap _a-vap
BCN = 5 =~ MBN = 9 =

Bistu, v8imli ste si to aj vy? Trojuholniky AMN a M BN maji rovnaky obsah! Z toho sa daja vyvodit zévazné
zZ&very.
Samn +Sanp = SuBn + Seon

Sanp = Seen

Teraz je uz uloha takmer hotova. Vieme, Ze obsah trojuholnika urc¢ime ako polovicu sti¢inu jednej z jeho stran
a prislusnej vysky. Kedze plati |DN| = |NC| = ¢/2, pre dodrzanie rovnosti obsahov musi platit aj vpy = von.
To znamend, ze vzdialenost dvoch roznych bodov priamky AB (bodov A, B; A # B) od priamky CD je rovnaka,
¢o je splnené jedine v pripade, ze priamky AB a C'D s rovnobezné. Pozor, takéto vyhldsenie mézeme urobif len
vtedy, ak body A, B lezia v jednej polrovine uréenej priamkou C'D (preco?). V nasom pripade je ale ABC'D pekny
konvexny $tvoruholnik, preto moézeme smelo tvrdit, Ze body A, B naozaj lezia v jednej polrovine uréenej priamkou
CD. Tym sme ukazali, ze priamky AB, C'D st rovnobezné, teda ABCD je lichobeznik.

.....

A, B lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou CD. Aj ked sa to moze zdat zbytocné, nie je to tak. Ak by tieto
body nespliali tiito podmienku, celé rieSenie nam na tom ,spadne“. Preto nezabudajte na diskusiu. Dalsi problém
bol v tom, ¢o vlastne povazujeme za lichobeznik. Odpoved je takd, Ze v rdznych literatirach sa stretneme s réznymi
definiciami lichobeZnika. Niekde je to jednoducho $tvoruholnik, ktorého dve strany st rovnobezné (takato definiciu
spliiaji aj vSetky rovnobezniky), inde najdeme, Ze lichobeznik je $tvoruholnik, ktory ma dve strany rovnobezné
a dve roznobezné. Pri zadavani dlohy sme brali za spravnu ta prvii definiciu, teda aj §tvorec, obdlznik, kosostvorec
a kosodlznik st §pecidlne druhy lichobeznika. Mnohym z vas to spdsobilo pri rieseni zmiitok a Sarapatu. Zadanie
malo byt teda zrejme presnejsie sformulované, ospravedlitujeme sa. Nabudtce ale nevdhajte a pytajte sa, ak sa vam
dokolvek v priklade nepozdava! Presne na to je tu adresa kms@kms . sk.

Uloha &.7: Zistite a zdovodnite, ¢ moZu v rovine lezaf tri body A, B, C tak, e plati |AC|? + |BC|* = |AB|?/2.

Ak dno, zistite ¢o najviac o vzdjomnej polohe takiychto troch bodov.

Riesenie: (opravovali Cermo a Kenny)

Najprv si ozna¢me pre zjednodusenie vzdialenosti bodov |[AC| = b, |BC| = a, |AB| = c.

Skuisime zistif o vzdjomnej polohe bodov A, B, C' ¢o najviac — z predpokladu odvodime nejaké nutné podmienky,
ktoré musia body A, B, C spliiaf. Vychadzajtc z nasho vztahu pre vzajomné vzdialenosti bodov

c? = 2a” + 2b* (1)

pokusime sa overit existenciu bodov A, B, C' v najjednoduchsich pripadoch. Budeme rozoberat pripady podla
toho, kolko a ktoré vzdialenosti sa bud rovnat. Prvy bude, ak budeme uvazovat vSetky vzdialenosti rovnako velké
(a=b=c). Rovnhost v (1) nastane len pre nulové vzdialenosti. ¢o znamena %e bodv A. B. C st totozné.
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Super, nasli sme prvé usporiadanie, ktoré vyhovuje zadaniu. Podme ale dalej. Ako to bude vyzerat, ak by sa
niektoré dve vzdialenosti rovnali? Teraz mozu nastat dva pripady, bud a = ¢ (to isté ako b = ¢) alebo a = b.
Overte, ze prva moznost vedie na prechadzajtci pripad (z (1) dostaneme 0 = ¢ 4 2b? resp. 0 = 2¢% + b?) a druh4
ma riesenie ¢ = 2a = 2b. Kedze vzdialenosti nespliiaju trojuholnikovii nerovnost, netvoria trojuholnik. Preto bud
lezia na priamke alebo takdto situdcia nemoze nastat (napriklad pre vzdialenosti 1, 2, 10). NavySe, ¢ je najvicsia
vzdialenost, preto bude bod C medzi A a B (bod C bude presne v strede tisecky AB).

Ako posledny ndm ostal pripad, ked st vSetky vzdialenosti rozne. Potom aj body A, B, C st navzdjom rodzne.
Preto musia sliiat mierne upravent trojuholnikovii nerovnost

c<a-+b.

Rovnost v tejto nerovnosti nastane, ak bod C lezi na tsedke AB. Pretoze st vzdialenosti kladné ¢isla, mozeme
nerovnost umocnit.
? < a®+ 2ab+ b2

Z rovnosti (1) mdzeme priamo dosadit ¢ a vysledok upravit.
2a* + 2b* < (a + b)?

(a—b)?2<0

Posledn4 nerovnost bude splnené len vtedy, ked a = b; tento pripad sme uZ vyriesili.
Maéame teda dve mozné usporiadania: body A, B, C s totozné, alebo bod C' je stredom tsecky AB.

Uloha é&. 8: Kruznice ky, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka kruznic k1, ko po rade v (réznych)
bodoch A, B. Usecka AC je priemerom kruinice ki. Priamka q prechddza cez bod C a dotyka sa kruZnice ko
v bode E. Dokdzte, Ze trojuholnik ACE je rovnoramenny.

RieSenie: (opravovali Rasto a Ferag)

Prvym krokom pri rieSeni tejto tlohy bolo uhadnut, ktoré
dve strany trojuholnika ACE st rovnaké. Po dostatoc¢ne
presnom narysovani ste vSetci spravne usudili, ze to ne-
mozu byt Ziadne iné ako AC a CE. No a ako to dokazat?
Postupovali ste viacerymi spésobmi. Nasli sa medzi vami
aj taki, ktori si zaviedli suradnicova sustavu a priklad
dokondili analyticky. My si ukdzeme pekné geometrické
rieSenie zaloZené na rovnolahlosti a mocnosti bodu ku
kruznici. Na zaver naznacime iné rieSenie, mozno trosku
priamociarejSie, vyzadujice vSak viac pocitania a najmi
rozoberania roznych pripadov.

Prvé riesenie:

Zamyslite sa nad nasledovnou otazkou: vieme sa nejako
zbavit doty¢nice ¢? Predstavte si, ze by body C, D a B
lezali na jednej priamke. Potom by sme mohli vyjadrit
|CE| pomocou mocnosti bodu C' ku kruznici ko, a to

|CE|* = |CD||CB|.
Tym by sme tlohu redukovali na dokaz toho, ze
|AC|* = |CD||C B,

¢o uz nie je priliz zlozita zélezitost. Podla Télesovej vety je totiz uhol C DA pravy, ¢ize D je pétou kolmice z bodu
A na priamku C'B. Dokazované tvrdenie potom uz vyplyva z Euklidovej vety o odvesne pouzitej na pravouhly
trojuholnik ACB.

A preco by mali byt body C, D, B kolinearne? KedZe sa kruZnice k1 a ko dotykaju, existuje rovnolahlost so stredom
v ich dotykovom bode D, ktord zobrazuje ko na k. Tato zobrazi doty¢nicu p ku kruznici ks na s nou rovnobezni
priamku p’, ktord sa dotyka k; v bode B’ (obraz povodného dotykového bodu B). To je ale mozné len vtedy,
ked AB’ je priemerom k; (pripadne A = B’, ¢o je vSak v tomto pripade vylucené). Preto nutne C = B’. No ale
my uZ vieme, e B’, D a B leZia na jednej priamke, vyplyva to priamo z definicie rovnolahlosti. Tym je dokaz
dokonceny.
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Druhé riesenie:

Oznacme S7, S2 a r1, 72 stredy a polomery kruznic k; a k3. Uvedomte si, ze hodnotami r; a 75 je situacia urcena
jednoznacne, preto by sme mali byt schopni pomocou nich vyjadrit |[AC| aj |CE|. Zrejme |AC| = 2r1. A ako je to
s |CE|? To vieme vypoditat pomocou Pytagorovej vety z pravouhlého trojuholnika C'E'Ss, konkrétne

|CE]? = |CSs|* — |S2E|* = |CSa|* —13.

Jedingm problémom ostéava vyjadrit |CSs|. To mdzeme spravit bud pomocou kosinusovej vety v trojuholniku
(C'S152, alebo dvojnasobnym pouzitim Pytagarovej vety, najprv na urcenie |AB| a aZ potom na zistenie samotného
|C'Ss|. Tak ¢&i tak, napokon dostaneme

|CSo|? = 4r? + 13,

takze naozaj |CE| = 2r; = |AC|. Pri tomto postupe vSak treba dévat pozor, pretoze v zavislosti od pomeru r;
a ro menia niektoré trojuholniky orientéciu (pripadne degeneruji na tisecku), preto je na zisk plného poétu bodov
potrebna podrobné diskusia.

Uloha é&. 9: Picasso namaloval na velké pldtno okrem niekolkyjch kociek aj dva trojuholniky, ABC o K LM . Odvtedy
viak uz pdr rockov uplynulo, obraz podlahol zubu éasu a z povodnych trojuholnikov ostali len niektoré body: stred
strany BC oznaceny Spc, bod A, prieseénik vysok trojuholnika ABC oznaceny V', stred S kruZnice vpisanej do
trojuholnika K LM a prieseéniky ost uhlov MKL a KLM s protilahlymi stranami trojuholnika K LM . DokdZete
zrekonstruovat tieto trojuholniky? Muzeum vdm poskytne pravitko, kruZidlo a ceruzku. Akgkolvek iny ndstroj by
mohol obraz poskodit, preto ho nesmiete pouZit.

RieSenie: (opravovali Ada a Pista)

Zacneme rekonstrukciou trojuholnika ABC. Ako vyuzit bod Spc? KedZze mame bod A a bod Sp¢, tak pozname
polohu taziska T, lebo lezi v jednej tretine faznice blizsie k bodu Sgc. To, ako spravime tretinu tsecky pomocou
pravitka a kruzidla, asi vSetci ovladate zo skoly.

Naco nam je tazisko? Okrem neho pozndme aj polohu priese¢nika vySok. Ako suvisia tieto dva body? Nakreslite
si trojuholnik, v iom stredné priecky a taznice. Nech stredy stran BC, CA, AB su D, E, F. Taznice sa faziskom
rozdelené v pomere 1 : 2, preto body D, E, F st obrazmi bodov A, B, C v rovnolahlosti so stredom T a koefi-
cientom —1/2. Kam sa zobrazi v tejto rovnolahlosti prieseénik V' vySok trojuholnika ABC? Na prieseénik O vysok
trojuholnika DEF (rozmyslite si presny dokaz). A ¢o st vysky trojuholnika DFEF? No predsa osi stran trojuholnika
ABC. Inak povedané, bod O je stredom opisanej kruznice trojuholnika ABC'. Celé to znamené, ze body V, T, O
lezia v tomto poradi na jednej priamke. (Tato Gvaha funguje pre lubovolny trojuholnik ABC, aZ na to, Ze niekedy
niektoré z bodov V, T, O splynt. Kedy?) Tato priamka sa nazyva Eulerova priamka. Co viete navyse povedat
o vzdialenostiach |VT| a |OT|? Dalsie zaujimavosti o Eulerovej priamke najdete v dostupnej literattire, obrafte sa
na kniznicu KMS (mito@kms.sk).

Vyzbrojeni tymto poznatkom sa mozeme vratit k rekonstrukeii trojuholnika ABC. Ak V =T, takajO =V =T.
Ak V #£ T, tak mozeme nakreslit Eulerovu priamku, na tejto priamke lezi aj stred O opisanej kruZnice. Keby
sme urobili cez bod Spe rovnobezku s priamkou AV, tak by sme dostali os strany BC'. Potom bod O dostaneme
ako priesecnik tejto osi s Eulerovou priamkou. Teraz si nakreslime priamku BC' a to tak, ze urobime kolmicu na
priamku AV cez bod Sp¢. Ak si teraz nakreslime opisant kruznicu, tak prieseéniky tejto kruznice s priamkou BC'
dévaja body B a C, pokial tieto prieseéniky existujiu. Ak neexistuji, tak nas niekto z muzea oklamal, lebo tieto
3 body s tymito vlastnostami nemohli uréovat trojuholnik. Teraz predpokladajme, Ze existuju tie dva priese¢niky.
Spojenim bodov A, B, C' dostaneme trojuholnik. To je sice pekné, ale v tichosti sme predpokladali, ze A # V', aby
sme vedeli nakreslit priamku AV, taktiez sme predpokladali, Ze O # A pri opisanej kruznici. Pripad O = A vedie
k tomu, ze A = B = C, takze to nebude trojuholnik, ale iba jeden bod; navyse ak A # Spc, tak Spc nemdze byt
stredom BC'.

Ak A=V = Spc, tak nutne B = C = A, takze sa nejednd o trojuholnik. Ak A =V # Sp¢, tak Picasso musel
nakreslit pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A, potom Spc bude stred opisanej kruznice. Ked
si teraz nakreslime opisanii kruZnicu zistime, Ze Iubovolny priemer tejto kruznice neobsahujuci bod A moze byt
stranou BC, teda obrazok nemdzeme jednoznacéne zrekonstruovat a nejako musime vysvetlit riaditelovi mizea, ze
sice vieme nakreslit takyto trojuholnik, ale je malé Sanca, Ze to bude ten isty trojuholnik, ktory nakreslil Picasso.

Pozndmka: Iné rieSenie sa d4 zalozit na tom, Ze obraz prieseénika vySok V v osovej simernosti podla priamky BC
lezi na opisanej kruznici trojuholnika ABC'. Skuste to dokdzat a potom vyuzif v rieSeni.

Teraz prikroc¢ime k rekonstrukcii trojuholnika K LM. Zo zadania vieme, Ze na platne zostali tri body: priesecnik
Py osi uhla M KL a strany LM, prieseénik Pr, osi uhla K LM a strany KM a stred vpisanej kruznice S. Lahko sa
presveddite, ze ziadne z tychto bodov nemdzu splynat. Podme teda rekonstruovat.

Vychadzajme z toho, Ze bod na ramene uhla sa cez os uhla premietne na druhé rameno uhla. Teda P;r modzeme
podla osi uhla M K L zobrazit do bodu Uy, a Px modzeme podla osi uhla K LM zobrazit do bodu Ug. V pripade,
ze Up, # Uk, modzeme viest priamku tymito dvoma bodmi. Na tejto priamke bude lezat v prieseéniku s Px S bod
K a v prieseéniku s Pr,S bod L. Uz mame dva vrcholy; treti vrchol M dostaneme tam, kde sa pretne P, K s Pk L.
NeteSme sa vSak predéasne. Touto konstrukciou este nemame osetrené. Ze bod S bude lezat vo vnutri vzniknutého
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trojuholnika. (Mohol by byt stredom pripisanej kruznice?). Preto si uhly AK LM oznaéime po rade 2a, 203, 27.
Potom |4 PxSPr| = v+ 90° (poratali sme uhly, vyuzivame, Ze stcet uhlov vo vhodnych trojuholnikoch je 180°).
Trojuholnik K LM je teda konstruovatelny iba vtedy, ak 180° > Px SPp > 90°.

Co vsak spravime, ked body Uy, a Ux splyvaji do bodu U? Tento pripad nastane vtedy, ked |4 PxSPr| = 120°.
To znamen4, Ze pri vrchole M je uhol velkosti 60°. Teda si nakreslime oblik, z ktorého vidime usecku Py Pr, pod
uhlom 60°. Bod M lezi na tomto obliku, avSak vyhovuje iba ¢ast tohto oblika, lebo priamka M P nemusi pretinat
polpriamku Pr S, takisto je to s priamkou M Py a polpriamkou PgS. V takomto pripade méame nekonecne vela
rieSeni a obraz nemozeme jednoznacne zrekonstruovat. Netreba zabudnuf na dokaz spravnosti konstrukcie: nie je
jasné, preco pre kazdy bod M na spominanom obliku budua priamky SPp, SPyk osami uhlov trojuholnika K LM.

Pozndmka: Iné rieSenie sa dalo zalozif na tom, ze tsecky SPp a SPk vidno z bodu M pod uhlom . Jeho velkost
sice nie je zadané, ale vieme ju Tahko zistit z velkosti uhla PSPy, ktora je v 4+ 90°. Takto dostaneme bod M ako
priese¢nik dvoch kruznic.

Uloha &.10: Vniitri strany AC trojuholnika ABC leZ bod D taky, %e |AB| = |CD| a uhly ACB a ABD maji
rovnaki velkost. Os uhla C AB pretina stranu BC v bode E. Dokdzte, Ze priamky AB a DE st rovnobeZné.

RieSenie: (opravoval Mazo)
Nakreslime si obrazok. (Spravte to.) Priamka AFE je osou uhla. Os uhla mé okrem inych vlastnosti dve casto
vyuzivané:
1. Os uhla deli protilahla stranu v pomere prilahlych stran, t.j.v nasom pripade CE/BE = AC/AB. Toto sa da
dokéazat niekolkymi roznymi sposobmi a pekne na tom vidno stvislost medzi pomermi, obsahmi a rovnobeznostou.
Uvadzame nacért dvoch roznych pristupov, sktiste z nich spravit tplné dokazy.
Vypocitajte obsah trojuholnikov AEB a AEC dvoma spésobmi, raz uvazujte vysku z vrchola A a potom vysku z
vrchola E. Aky je pomer tychto obsahov?
Iny pristup: Vedme bodom E rovnobezku so stranou AC, jej prieseénik so stranou AB ozna¢me F. Namiesto
pomeru CE/BE mozeme skimat pomer AF/F B, lebo st rovnaké. Ako vyuzijeme, ze AE je osou uhla BAC?
2. Os uhla, os protilahlej strany a opisana kruznica trojuholnika sa pretinaji v jednom bode. (Skuste si to dokazat.)
Vrafme sa k zadanej tilohe. Co mame dokazat? Akusi rovnobeznost. T4 sa d4 velmi dobre popisat pomocou pomerov:
staci, ked dok4zeme, Ze
CE CD 5
BE ~ AD @
Rozmylite si, preco je to ekvivalentné s rovnobeznostou priamok AB a DE. Velkost pomeru CE/BE pozname z
prvého tvrdenia o osi uhla, plati
cE _AC. )
BE AB (
Zo zadania vieme, Ze uhly ACB a ABD maja rovnaki velkost. Bez tohto predpokladu priamky AB a DFE nemusia
byt rovnobezné (nakreslite si priklad), preto tento predpoklad treba pouzit v dokaze. Ako? Nuz, trojuholniky ABD
a ACB st podobné (dve dvojice rovnakych uhlov). (Prezrite si obrazok podrobnejsie a poratajte niektoré dalsie
uhly. N4jdite eSte aspoi jednu dvojicu podobnych trojuholnikov.) TakZe plati

AC AB CD "
AB ~ AD  AD’

poslednii rovnost méme zo zadania.

Porovnanim vztahov (3) a (4) dostaneme vztah (2) a sme hotovi.

Iné riesSenie:

Bodom D vieme viest rovnobezku s priamkou AB. Ozna¢me E’ jej priesecnik so stranou BC. Os uhla BAC mé4
so stranou BC' jediny priesecénik F, takze vlastne nasou tlohou je dokazat, Ze bod E’ je totozny s bodom E.

Bod E’ sme zostrojili tak, aby DE' || AB. Preto uhly CDE’ a C AB maja rovnakt velkost. Zo zadania vieme, Ze
use¢ky AB a CD st rovnako dlhé. Ked sa na tieto tise¢ky blizsie pozrieme, vidime, Ze trojuholniky ABD a DCE’
st zhodné podla vety usu. Z toho vyplyva zhodnost tiseiek AD a DE’, takze trojuholnik ADE’ je rovnoramenny.
Teraz stac¢i poratat par uhlov a je jasné, Ze AE’ je osou uhla CAB, preto body E a E’ st totozné.

Vsimnite si, ako postupujeme. Vytvorime si ,neskutoény“ bod E’, o ktorom vieme ¢osi iné, nez o bode E. S tymto
novym bodom sa ndm potom TlahSie pracuje. Sktste touto metédou vyriesit nasledujtcu tlohu:

V rovine st dané body A, B, C, D tak, aby priamky AB a C'D mali prieseénik M. Dokazte, Ze ak plati M A-MB =
MC - MD, tak body A, B, C, D lezia na kruznici.

40 pripisanych kruzniciach si mézete nieco preéitat v knihe Geometrické perlicky. NapiSte na kms@kms.sk, ak sa chcete dozvediet
viac.
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Uloha &.11: Nech ABCD je konvexny stvoruholnik. Oznacme v tomto poradi A’, B', C', D' obrazy bodov A, B,
C, D v osovyjch sumernostiach podla tej uhlopriecky, na ktorej neleZia. Dokdzte nasledujuce tvrdenia:

a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C'D’ je stvoruholnik, tak A’B'C'D’ je tieZ lichobeznik.

b) Ak S je obsah Stvoruholnika ABCD a S’ je obsah $tvoruholnika uréeného bodmi A’', B', C', D', tak S’ < 3S.

Riesenie: (opravovali Hanka a Martin)

Vezmime si konvexny $tvoruholnik ABC' D a zobrazme ho na A’B'C'D’. D
Body A a C sa v osovej simernosti podla BD zobrazia na A’ a C’. Nech S

je prieseénik uhlopriecok (z konvexnosti vyplyva, Ze existuje prave jeden

vnutri Stvoruholnika). Kam sa zobrazi bod S v osovej simernosti podla

BD? Kedze lezi na osi BD, zobrazi sa sam na seba. Usecka AC sa zobrazi A
na usecku A'C’; ktora tiez prechadza bodom S. Navyse |[A'S| = |AS]

a |C'S| = |CS|. Podobne to plati aj pre body B, D a osovl simernost

podla osi AC. "
Teraz sa pustime do rieSenia prvej ¢asti tilohy. Stvoruholnik ABCD je (‘\
lichobeznik. Co robi lichobeznik lichobeznikom? Hned by nis mali na- '
padnit dve rovnobezné strany. Skiisme vSak nédjst nejaki int vlastnost, B

resp. trochu inak a pre nas priklad uzito¢nejsie popisat tuto isti vlast-

nost. V lichobezniku ABCD s prieseénikom uhlopriecok S plati, ze tro- ,
juholniky ABS a C'DS st podobné (vyplyva to priamo z rovnobeznosti A D
priamok AB a CD). Pre ich strany teda plati |AS|/|BS| = |CS|/|DS|. Tato podmienka je za predpokladu, ze AC
a BD st uhlopriecky a S ich priese¢nik, ekvivalentnd tomu, ze AB || CD (zamyslite sa preco).

Uz len poskladat dokopy to, na ¢o sme doteraz prili. Stvoruholnik ABCD sa nam zobrazi na Stvoruholnik
A'B'C'D’, pricom S bude priese¢nikom jeho uhlopriecok. Dalej uz vieme, ze |A'S| = |AS|, |B'S| = |BS|,
|C'S| = |CS| a |D'S| = |DS|, teda |A'S|/|B'S| = |AS|/|BS| = |CS|/|DS| = |C'S|/|D’S|. Z toho uz pekne
vidime, 7ze A'B’ || C'D’ (ak nevidime, pre¢itame znovu, najlepsie s papierom a ceruzkou v ruke).

V druhej ¢asti mame dokazat nie¢o o obsahoch. Na obsah vSeobecného konvexného Stvoruholnika aspon mia hned
nejaky ten jednoduchy vzoréek nenapadne, tak si ho skiisme odvodit. NajlepSie taky, ¢o stvisi s uhloprieckami.
Ked S je priesecnik uhlopriec¢ok $tvoruholnika ABCD, vieme povedat Sapcp = Saps + Spcs + Scps + Spas.
Teraz eSte vyjadrit obsahy jednotlivych trojuholnikov. Plati Syps = |AS| - |BS| - sin(|]X ASB])/2. Podobné vztahy
dostaneme aj pre ostatné trojuholniky. Ozna¢me |[JASB| = |4CSD| = «a. Mdzeme predpokladat, ze o < 90°.
Potom |[¢BSC| = |4DSA| = 180° — « a kedze plati sina = sin(180° — «), pre obsah Stvoruholnika ABCD

dostaneme

1
Sapcp = 5sina-(|AS|-|BS\—|—|BS|~|CS|+|CS|~|DS|+|DS|-|AS|):
1 1
= isina-(|BS|~(|AS|—|—|C’S|)+\DS|-(|AS’\—|—|CS|)):isina~|AC’\-|BD\.

Velkosti uhlopriecok Stvoruholnika A’B’C’D’ uz pozname. Teraz nis bude zaujimat uhol, ktory zvierajiu. Bod A’
je obraz bodu A v osovej sumernosti podla BD, preto |JASB| = | A’BS| = a. Bod B’ je obraz bodu B v osovej
stmernosti podla AC, preto |4 ASB'| = | ASB| = a. Takze plati | A'SB’| = |[$A'SB|+ |4 BSA|+|4ASB'| = 3a.
Tu sme sa dostali na miesto, kde mnohi z véas urobili chybu. Dalsi postup totiz zévisi od velkosti uhla 3a. Aké moze
byt?

Pri uhle a < 60° je 3 < 180° a teda pri vypocte obsahu moZeme pouzit sin(3«) = sin(180° — 3a), kedZze uhol,
ktory zvieraju priamky A’C" a B'D’, je 3« alebo 180° — 3« (podTa toho, ktory je mensi, pri¢om pri vzorci pre obsah
je to jedno). Pre obsah §tvoruholnika teda bude platit Sa'p'c/p = sin3a - (JA'C'| - |B'D'|)/2.

Ak o = 60°, potom 3a = 180° a body A’, B/, C’, D’ bud leZat na priamke. Obsah je teda nulovy a dana nerovnost
je splnena.

Pre 90° > « > 60° je 270° > 3« > 180°. Vtedy uhol, ktory zvieraji priamky A’C’ a B'D’, je 3a — 180° (tento
uhol je nanajvys 90°). Preto pre obsah Stvoruholnika dostavame S4:p/c'pr = sin(3a — 180°) - (|A'C’| - |B'D’|)/2.
Z vlastnosti funkcie sinus vyplyva sin(3« — 180°) = — sin 3a.

Pre obsah teda dostdvame vztah Sa/p/crp = |sin3al - (|A'C’| - |B'D'])/2.

Teraz nam ostava uZ len posledny krok, a to ukazat, ze Sa p'c'p’ < 3Sapcop, na fo stadi ukazat |sin3a| < 3sina,
kedze |AC| = |A'C’| a |BD| = |B’'D’|. A to uz pomocou par su¢tovych vzorcov zvladne kazdy z vés:

sin 3o = sin(a + 2a) = - -- = 3sina — 4(sina)?.
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Uloha &.12: Nech M je mnozina slov dlzky n nad k-prvkovou abecedou {ay,as, ..., a1} takd, Ze kazdé dve slovd z
M sa lisia na aspon dvoch miestach. Ndjdite mazimdinu mozni velkost takejto mnozZiny M.
Pozndmka: Slovo je koneénd postupnost prvkov abecedy.

Riesenie: (opravovala Erika)

Dokézeme, Ze mnozina M mé najviac k"~ ! prvkov. Skiisme toto tvrdenie dokézaf sporom. Nech je v M aspoii
k"= + 1 prvkov. UkazZeme, Ze v tom pripade si v M aspoii dve slové, ktoré sa lisia iba v jednom pismene.
Rozdelme slova do skupin podla toho, ktorym pismenom abecedy zadinaji. Takto dostaneme k skupin, z ktorych
aspoil jedna mé na zéklade Dirichletovho principu k"2 + 1 prvkov. Kazdé dve slova v tejto skupine sa musia ligit
na aspon dvoch miestach. Po odmysleni prvého pismena slov tejto skupiny dostaneme k"2 + 1 slov dizky n — 1.
Tieto sa opét daji rozdelit na k skupin, podla toho, ktorym pismenom zacdinaji, pri¢om jedna z mnoZin bude mat
minimélne k"3 + 1 prvkov. Po odmysleni prvého pismena tejto mnoziny dostavame k"3 + 1 slov dizky n — 2.
Opakovanim tohoto postupu sa dostaneme do situdcie, ze mame slova dizky n — (n — 1) = 1, ktoré sa lisia asponi
v dvoch pismenéach, a tychto slov je k"~ 4+ 1 = 2. Toto tvrdenie je evidentne nepravdivé a teda nas predpoklad
bol nespravny. Z toho méame, Ze mnozina M ma najviac k"~ ! prvkov.

Skiisme teraz najst k"' slov tak, aby tvorili pripustnd mnozinu M. Namiesto s pismenami abecedy budeme
pracovat s éislami 0,1,...,k — 1. Na tieto ¢isla sa mozeme divat ako na pismend a ked najdeme priklad pre éislovii
abecedu, tak zrejme substitciou éisel pismenami vyrieSime tlohu aj pre Iubovolnd inti abecedu. Ako by sme
skonstruovali priklad k™! prvkovej mnoziny M zo zadania? Vytvorme slové nasledovne. Prvych n — 1 pismen slov
budeme volit Tubovolne a posledné pismeno zvolime tak, aby vlastnost mnoziny M platila. Vieme, Ze moZnosti
na vyber n — 1 prvych pismen n-pismenového slova nad k-prvkovou abecedou je k"~ !. Posledné pismeno slova
uréime jednoznacne, a to ako zvysok po deleni stctu prvych n — 1 pismen slova ¢islom k. Teraz ukazeme, ze kazdé
dve takéto slova x1x2 ..., a Y192 ...Yyn 2 M sa lisia aspon na dvoch miestach.

1) Ak sa slové lisia aspoii v dvoch pismenéch na prvych n — 1 miestach, vtedy nie je ¢o dokazovat.

2) Ak sa slova lisia na prvych n — 1 miestach iba v jednom pismene, treba ukéazat, Ze sa lisia aj na poslednom
mieste. Nech sa teda lisia na pozicii ¢, 1 < i < n. Potom

Ti —Yi = Tp —Yn (mod k).
KedZe x; — y; # 0 a pracujeme iba so zvySkami po deleni ¢islom k, musia aj ¢&isla x,, a y, davat po deleni
¢islom k rozne zvysky a teda st rozne.

k=1 prvkov a zaroveii sme nasli priklad mnoziny, ktora tito hodnotu

k-1

Ukazali sme, ze mnozina M ma najviac n
dosahuje. Teda mnozina M mé naozaj maximélnu mozni velkost n

Uloha &.13: Bod P je vniitornym bodom daného pravidelného mnohouholnika Ay A, ... A,. Stredy strin A;As,
AsAs, ..., A A1 oznacime v tomto poradi My, M, ..., M,. Dokdzte, Ze

zn: |PA;| > zn:|PMZ-| > cos (%) En:|PAi|.
=1 =1 =1

Kedy nastdva rovnost? Skuste ndjst ¢o najlepsi dolny a horny odhad pomeru > -, |PM1|/ S |PA,

RieSenie: (opravoval Peto)

DokéaZeme najskor jednoduchsiu lavti nerovnost. V akom st vztahu dizky |PM;| a |PA;|? Ked situaciu nakreslime,
uvedomime si, ze PM; je taznica v trojuholniku A;PA; 1, zatial ¢o PA; a PA, ;1 st jeho strany (pre zjednodusenie
zépisu poloZme A, 11 = Aj).

Dizku taznice pritom vieme zhora ohrani¢if velmi jednoducho prave po- A

. . . S o - A; =|PA;
mocou dlZok stran. Z obrazka dobre vidiet, ze -k \+;/C;2\ [PA

@
Q‘PMZ‘<‘PA,L‘+|PAZ+1‘ (1) ’,——”‘/,/
(staéi pouzit trojuholnikovi nerovnost v trojuholniku PQA;;1, pricom P //H
@ ziskame doplnenim trojuholnika A;PA;;1 na rovnobeznik s uhlop- .7
rieckou PQ dlzky 2|PM;|). Séitanim nerovnosti (1) pre i = 1,...,n A;
dostaneme

2|PM;| + 2|PMy| + - - + 2|PM,| < |PAy| + |PAy| + |PAy| + |PAs| + -+ + |PA,| + |PAy],

odkial po vydeleni dvoma méme .1 | [PA;| > 3" | [PM;|, ¢o sme chceli dokazat. Vidime, ze v tomto pripade
rovnost nenastava nikdy.
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Teraz dokdzeme druht nerovnost (podla Jakuba Oprsala). V prvej (TahSej) ¢asti ndm pomohlo, Ze sme rozdelili
celtl nerovnost na stacet jednoduchsich nerovnosti. Zbavili sme sa tak znaku sumy, s ktorym sa nardba fazsie.
Skiisme nie¢o podobné urobif aj tu. Mozeme skusit rozdelit nerovnost rovnako ako v prvej Casti. AvSak to by
sme museli dokézaft, ze |PM;| > cos(m/n)(|PA;i|/2 + |PAi+1]/2), o sa ndm urdite nepodari (kedze tato nerovnost
neplati pre kazda polohu bodu P). Lepsi népad je zobrat dve usecky PM; a jednu PA;, t.j. pokusit sa dokazat,
ze pre kazdé i = 1,...,n je |PM;|/2 + |PM;41|/2 > cos(w/n)|PA;| (tentoraz berieme M, 11 = My).

Aiya Po nakresleni obrazka vidime, Ze vyhodné bude pouzit Ptolemaiovu nerovnost® (je
h dobré si ju pamétat, je to jedna z najjednoduchsich geometrickych nerovnosti). Jej
aplikovanim na $tvoruholnik PM;A; 11 M;41 a drobnymi Gpravami dostaneme

~ Mg

a
2

|PM;|[Aig1 Mia| + [PMiga||Aipa My > [P A1 |[M; Migal,
a a s

PM;| -2 4 |PM|- 2 > |PA |- (f)
[PMi| - 5 + [PMia| - 5 2 |[PAia] - acos

| PM;| n |PM; 1]
2 2

> cos (%) | PAit], (2)

A; ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat. (Ptolemaiova nerovnost plati aj v pripade,
7e bod P lezi na tise¢ke M; M, 1, t.j. ked uvazovany Stvoruholnik nie je $tvoruholni-
kom. Premyslite si tuto situdciu.) Pri tiprave sme vyuzili, ze |M;M;;1| = acos(w/n).
To mozno jednoducho odvodit z kosinusovej vety v trojuholniku M;A; 1M, ;1 (kedze
vieme, Ze |{ M; A;11M; 11| = 7—2m/n) Este jednoduchsie to dostaneme z toho, Ze mno-

houholniky A;...A, a My ... M, st podobné s koeficientom podobnosti |SM;| : |SA;| = cos(n/n) (pricom S je
stred oboch pravidelnych mnohouholnikov), takze aj |M;M;;1| : a = cos(n/n). Tym je tloha vyrieSend (staci uz
len séitat nerovnosti (2) pre ¢« = 1,...,n). Rovnost nastane prave vtedy, ked nastane vo vSetkych Ptolemaiovych
nerovnostiach, teda ked st vSetky Stvoruholniky PM;A; 1M, tetivové. To plati len v pripade, ked P je stredom
mnohouholnika A; ... A4,, (premyslite si to).

Komentér: Uloha sa dala velmi elegantne vyriesit aj pomocou komplexnych &isel, ako to urobil Ondrej Buddc. Treba
si uvedomit, Ze vrcholy pravidelného mnohouholnika sa dajt chapat ako ¢isla 1,w,w?, ..., w™ ! v komplexnej rovine,
pri¢om w je komplexné &islo splhajiice w™ = 1. Dalsie je vecou Sikovnjch tiprav a vhodného vyuzitia ,trojuholnikove;
nerovnosti® |z| + |y| > |z + y|, ktora pre komplexné ¢&isla plati.

Otéazke, aky je najlepsi horny a dolny odhad pomeru >, [PM;|/>." | |PA;|, sa nevenoval nikto. Najlepsi dolny
odhad sme vlastne v rieSen{ nasli — je nim cos(r/n) (ukézali sme, ze Y., [PM;|/>"" | |PA;| > cos(m/n) a zaroveii
sme nasli pripad, ked nastane rovnost ®). S hornym odhadom je to naro¢nejsie. Hypotéza sa d4 urobit pomocou
pocitaca — ked kazdy vnutorny bod P mnohouholnika A; ... A, vykreslime farbou podla toho, akd je hodnota
vrcholov mnohouholnika. D4 sa teda ocakévat, Ze pomer bude maximélny, ked P bude niektorym vrcholom A;.
Skuste porozmyslat, ako by sa tato hypotéza dala dokézat.

Uloha &. 14: Nezndmy dobrodinec ndm daroval n bielych maciatok leZiacich v kruhu, prirodzené ¢islo m a nasle-
dovni hru. Zaéneme pocitat maciatka od prvého a ked napocitame do m, presne m-té maciatko v poradi zafarbime
na fialovo. Pokracujeme podobne ako predtym: zacneme pocitat od nasledujiceho ((m+1) mod n)-tého :) maciatka,
pricom fialové maciatka uzZ nepocitame, a ked napocitame do m, dotyéné maciatko zafarbime. Takto postupujeme,
aZ kym neostane posledné nezafarbené maciatko. Jedno biele maciatko si chceme nechat, ale musime dopredu, pred
zacatim farbenia, povedat, ktoré. Zjavne teda nie je jedno, ktoré maciatko si vyberieme, pretoZe ho chceme mat
biele a nie zafarbené na fialovo.

a) Majme v kruhu 2n madiatok, prujch n si macicky a druhgch n si kocirikovia. Vieme zvolit také m, Ze najprv
zafarbime véetkych kocurikov?

b) Majme n maciatok, ktoré uZ leZia v kruhu. Maciatko, ktoré sme si vybrali, je na p-tom mieste. Vieme zvolit m
tak, Ze maciatko, ktoré sme si vybrali, ostane posledné?

Riegenie: (opravoval Misko)

(Podla Ondra Buddca.)

a) Ak zvolime m = (2n)(2n—1)(2n—2) -+ - (n+1), potom prvy padne kocurik s éislom 2n (spravime m/2n okruhov
a skonéime na kocurikovi 2n). Nésledne zac¢iname ratat od maciatka ¢islo 1 a v kruhu uz méame len 2n — 1 maciatok.
KedZe 2n — 1 deli m, tak po m/(2n — 1) okruhoch skon¢ime u koctrika s ¢islom 2n — 1. Toho zafarbime a opiit
zaCiname ratat od maciatka ¢islo 1. Predpokladajme teraz, ze v i-tom (1 < ¢ < n) kroku zafarbime maciatko
s Gislom 2n — i 4+ 1 a nésledne za¢neme odpocitavat od magciatka ¢islo 1. V (i 4+ 1)-om kroku zafarbime maciatko
2n — 4, pretoze v kruhu méme 2n — ¢ nezafarbenych maciatok a m je delitelné éislom (2n — i), teda po m/(2n —9)
okruhoch skon¢ime na kocurikovi 2n — ¢ a toho zafarbime. Takto po n krokoch zafarbime vSetkych kocurikov
a ziadnu macicku.

Shttp://planetmath.org/encyclopedia/ProofOfPtolemysInequality.html
SPre dané n je cos(w/n) konstanta, ¢o znamena, ze odhad je naozaj najlepsi mozny. To je ddlezité, lebo vo vSeobecnosti vieme kazdy
zmvsluplny vvraz X odhadnit zdola vvrazom Y takim. Ze X > Y a niekedv sa dosahuie rovnost. Stac¢i zvolit Y = X.
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b) V rieseni vyuzijeme Bertrandov postuldt” , ktory tvrdi, Ze ak n > 3, tak existuje prvoéislo p také, ze n/2 < p < n.
Majme teda takéto prvocislo p. Vieme, 7e p deli n!, no p? nedeli n! (kedze p > n/2). Nech s = n!/p. Potom zjavne
p nedeli s. Zoberme si ¢isla s,2s,3s,...,ps. Ak by is a js (i # j) mali rovnaky zvySok po deleni p, tak potom
by p delilo is — js = s(i — 7). KedZe p je nestdelitelné s s, tak p musi delit (¢ — 7). Z toho ale vyplyva, ze i = j,

¢o je spor. Teda disla s,2s,3s,...,ps davaju rézne zvysky po deleni p a je ich p, teda sa medzi nimi nachadzaji
vSetky zvysky po deleni p. Polozme teraz m postupne s,2s,3s, ..., ps. Ozna¢me pismenom x pocet nezafarbenych

madciatok. Pokial x > p, tak sa zafarbovanie sprava rovnako ako v pripade a). Vieme, ze x deli s a s deli m, teda z
deli m. Teda v danom kroku zafarbime z-té maciatko a zacneme odpoditavat od prvého. Takto postupne zafarbime
magciatka n,n —1,...,p+ 1.

V nasledujicom kroku, kedze s, 2s, 3s, ..., ps maja rozne zvysky po deleni p, zafarbime pre kazdé m = is iné maca
a ostane ndm p — 1 nezafarbenych.

V dalsich krokoch vSak pokracujeme ako predtym. Vzdy zafarbime maciatko pred tym maciatkom, ktoré bolo
zafarbené v predchadzajucom kroku (kedZze (p — 1), (p — 2),...,1 delia s). Takto ndm na konci zostane Tubovolné
macdiatko z maciatok 1,2, ..., p, podla toho, aké m zvolime (pre iné m nam ostane iné maca).

Co ale s ostatnymi maciatkami p + 1,...,n? V&imnime si nasledujtcu vec. Ak pri odratavani m < ps < n! ostane
maciatko j, tak pri odratavani m’ = n! +1 —m > 0 ostane madiatko n + 1 — j. Preco? UvaZujme ako, bude
prebiehat farbenie. Nech ndm v prvom kroku pri odratavani m ostane maca j. Pri odratavani m’ najprv naratame
n! 4+ 1 maciat (teda spravime (n — 1)! okruhov) a dostaneme sa na to maca, od ktorého sme zacinali odratavat,
¢ize na maca cislo 1. Potom odratame m maciat v opac¢nom smere. Tym padom zafarbime maca n + 1 — j, ktoré
je symetrické cez stred s macatom j. V dal$ich krokoch budeme stéle zachovavat symetriu. Po odratani n! + 1
magciatok sa dostaneme na maciatko, z ktorého sme zacinali a potom opa¢nym smerom odratame m maciatok.
Skon¢ime na maciatku symetrickom cez stred s mac¢atom, ktoré by sme zafarbili pri odratavani m (vychadzame zo
symetrickych maciatok a robime rovnaky pocet odratavani, ale opaénym smerom, teda skon¢ime opét v symetrickym
macatach). Tym paddom ak ndm pri odrétavani m ostane na konci madiatko j, tak pri odratavani m’ ostane maciatko
n+1—j. A sme na konci rieSenia, pretoze ak pomocou odratavani s, 2s, ..., ps vieme dosiahnuf, Ze na konci ostani
macata 1,2,...,p, tak pomocou odratavani n! +1 —s,n! +1 — 2s,...,n! + 1 — ps ndm na konci ostanti macata
n+l—1,n+1-2,...,n+1—p.Nop>n/2,teda {1,2,...,ptU{n+1-1,n+1-2,...,n+1—p} ={1,2,...,n}
a teda vieme pre kazdé madca j vybrat také m, aby maca j nebolo zafarbené. Aby bolo riesenie iplne kompletné,
potrebujeme eSte vybavit pripady, ked n < 2, ktoré sme hned v Gvode rieSenia vylucili (vzhladom na podmienku v
Bertrandovom postulate). No pre n < 2 to je jednoduché. Ak n = 1,5 = 1, potom m = 1; ak n = 2, j = 1, potom
m=2;aakn=24=2, potomm = 1.

Thttp: / /en.wikipedia.ore /wiki/Proof_of_Bertrand’s_postulate



