Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 3. série letného semestra 2005/2006

Uloha é&. 1: Na medzinarodnej olympiade z matematiky, ktora sa konala na Galapagoch, sa objavila takato naro¢na
tiloha: Na Stvoréekovom papieri je nakresleny obdlznik s rozmermi 2 x 4, vrcholy mé v mrezovych bodoch a strany
m4 rovnobezné zo stranami papiera. Vyfarbite §tvrtinu z jeho obsahu, mézete pri tom vyfarbovaft len celé stvorceky
Stvoréekovej siete. Najdite prave jedno riesenie. Ulohu zdarne vyriesili vSetci G¢astnici stitaze. Pri kontrole vysledkov
organizatori s udivom zistili, ze ziadne dve rieSenia nie su rovnaké a nikto nevyfarbil dva Stvorceky, ktoré spolu
susedili stranou. Inak sa vyskytli vSetky mozné rieSenia. Zistite pocet ucastnikov tejto olympiady.

RieSenie: (opravoval Jakub)

Vzhladom na to, Ze ste vSetci vyriesili tito tlohu spravne, tak nebudem pisaf toto vzorové riesenie velmi podrobne.
Zo zadania sa d4 Tahko vidief, Ze v podstate treba zistit podet dvojic poli¢ok, ktoré nesusedia hranou. Ak si
viimneme jedno policko, ktoré je v rohu obdlznika, tak prefi existuje pif dalsich poli¢ok, ktoré s nim mézu byt
vo dvojici. Ak si v§imneme nerohové poli¢ko, tak prefi st v obdlzniku dalsie §tyri policka, ktoré s nim mozu byt
vo dvojici. Rohovych policok je 4 a nerohovych je takisto 4. Takto dostaneme 4 -5+ 4 -4 = 36 dvojic. Ale kazda
dvojicu sme tymto spésobom zaratali dvakrat — rozmyslite si preco! TakZe spravny vysledok je 36/2 = 18.

Komentér: Za povSimnutie stoji to, Ze tiloha sa dala riesit o dost jednoduchsie ako vypisanim vSetkych moznosti
(tak to robila vi¢sina z vas).

Uloha é&. 2: Zdovodnite, preco pre ziadne prirodzené &isla x, y neplati 2% — by = 27.

RieSenie: (opravovala Tina)

Pustime sa do toho pekne poporiadku. Zo zadania tlohy vieme vy¢itat, Ze sa ndm nikdy nepodari ndjst také cisla
x a y, pre ktoré bude platif dana rovnost. Z tohto dovodu sa ststredme na to, kde je hacik a na vysvetlenie, preco
je to tak.

Chvilku sa divajme na rovnicu v zadanom tvare. Nevieme z nej vela vy¢itat, no vieme, ze nam nieco hovori o vztahu
¢isel x a y. Preto by ndm mohlo pomdoct vyjadrit si z nej jedno z nich, moZno ndm rovnost v novom tvare napovie,
ako postupovat v rieSeni dalej. Vyjadrime si najskor x, po potrebnych tpravach rovnice dostaneme, Ze sa mé rovnat
vyrazu /by + 27. Prirodzené ¢islo z ma byt odmocninou nejakého stucétu. Viete uz teraz, ¢o dalej? Ak dno, skiste
si priklad dopo¢itat sami. A ak to tak nie je, nevzdavame sa a vyjadrime si y, mozno ndm bude povedomejsi takyto
tvar rovnice.

Dostavame rovnost y = (2% — 27)/5. To uZ vyzera zaujimavejsie. Zlomok sa mé rovnat nejakému prirodzenému
¢islu, ¢o to znamena? Citatel musi byt ndsobkom menovatela, aby sme po tprave na zakladny tvar dostali celé
¢islo (ak ma byt y prirodzené ¢islo, urcite musi byt aj celym). Aké povinnosti z toho plynt pre ¢islo 22 — 277
Jeho poslednou cifrou musi byt 0 alebo 5, lebo len také ¢isla s delitelné pitkou. Aby tomu tak bolo z? musi mat
na mieste jednotiek cifru 7 alebo 2.

Pozrime sa teraz ako vyzeraju druhé mocniny prirodzenych ¢isel: 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169,
196, 225, 289, 324. .. Pravdupovediac, nevyzera to, ze by niektord z druhych mocnin chcela maf na mieste jednotiek
2 alebo 7. Pozrieme sa do matematickych tabuliek, prelistujeme zopar stran s réznymi prirodzenymi ¢islami a ich
druhymi mocninami. Pozorne sa zadivame a zac¢iname podozrievat cifry na mieste jednotiek, Ze sa budi pravidelne
opakovat v takomto poradi: 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1. Vyzera to, Ze vidy, ked umocnime na druh éislo konéiace
cifrou 0, poslednou cifrou druhej mocniny bude tiez 0. Ked umocnime éislo, ktoré mé na mieste jednotiek cifru 3,
dostaneme ¢islo s poslednou cifrou 9. Skuste si, ¢i nie¢o podbné plati aj pre ostatné cifry. A veru, plati. Zaciname
tusit, Ze posledna cifra &isla 22 z4visi len od poslednej cifry ¢isla z. Neuspokojime sa len s tymto tusenim a ukiZeme
si, ze je to naozaj tak.

Kazdé ¢islo x vieme napisat v tvare Ab, kde b je posledné cifra x a A st vSetky ostatné cifry. Hodnota éisla x
je potom 104 + b. Co sa stane, ked toto ¢islo umocnime? Dostaneme 10042 + 20A4b + b% = 10 - (1042 + 2A4b) + b2.
Cislo 10 (1042 + 2Ab) nem4 na cifru na mieste jednotiek Ziaden vplyv, preto bude posledn4 cifra 22 taka ist4 ako
posledné cifra é&isla b2. Za cifru b mozeme dosadif len jednu z cifier 0, 1,..., 8, 9, preto méze byt poslednou cifrou
druhej mocniny len niektora z cifier 0, 1, 4, 5, 6 a 9. Preto ¢islo 22 — 27 nebude nikdy delitelné piatimi a zadana
rovnost neplati pre ziadne prirodzené x a y.

Pozndmka: Poteseni vyratanim prikladu zo série sa smelo vrhneme na dalsi, velmi podobny, ktory si len tak ide
okolo: N4jdite dvojicu prirodzenych &isel x, y, pre ktort plati 2 — 23y = 6 Poktste sa vyriesit tento priklad,
kym budete ¢itat dalej.
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Uz méte? Tak teraz ja. Rovnost si upravim, y = (z2—6)/23. Vysktsam vSetky cifry, ktoré by mohli byt na poslednom
mieste ¢isla 2, umocnim odéitam 6. Ani jedno takéto éislo nie je delitelné 23, to znamend, ze nech vyberiem fubovolné
x, nikdy k nemu nendjdem vhodné celociselné y, preto takato dvojica cisel neexistuje. Potom len tak, pre istotu,
vysktisam za x dosadif 11. A zrazu (112 — 6)/23 = 5. Akoby to eSte nestacilo, vyskisam = = 12 a ¢o sa nestane:
(122 — 6)/23 = 6.

Kde sa stala chyba? Niekde v mojej hlavicke, kym som nad prikladom uvazovala. Je pravda, ze delitelnost piatimi
zavisi len od poslednej cifry, no nie je tomu tak s kazdym delitelom a 23 je jednym z &isel, pre ktoré to neplati.
Napriklad ¢isla 230 a 50 konéia obe cifrou 0, no jedno z nich je éislom 23 delitelné a druhé nie je. Jedno dava
po deleni zvysok 0 a druhé zvySok 4. ZvySok po deleni 23. To je ono! Kolko takychto zvysSkov moze byt? No predsa
23, od 0 do 22. A ja som sa vo svojom rieSeni pozerala iba na desat cifier 0 az 9. To znamen4, %e som vynechala
vSetky cisla, ktoré maju po deleni 23 zvysky 10 az 22. Tie by bolo dobré teraz dodato¢ne overit.

Tuto ¢ast necham na vés. Napoviem iba, Zze pre druht mocninu vSetkych takych z, ktoré maji po deleni 23 zvySok
11 (preto vieme najst k € N, aby o = 23k + 11) plati: (23k + 11)% = 23k% +2-23 - 11k + 121. Ked od tohto &isla
odpocitame 6 a vysledok vydelime 23, dostaneme k2 + 2 - 11k + 6, ¢o je, tak ako aj x, prirodzené ¢islo.

Vedeli by ste teraz napisat rieSenie prikladu zo série bez toho, aby ste sa pozerali na to, akou cifrou kon¢ia druhé
mocniny prirodzenych cisel?

Pozndmka: Na zéver pre vés, ktorym sa predoslé dva priklady zapacili, tu méam este jeden. Snad sa vam bude
pacit aspon tak ako mne. Nédjdite najmensie také prirodzené ¢islo n > 1, aby rovnica 2™ — 7y = 17 mala rieSenie
v prirodzenych ¢islach (to znamend, Ze existuji prirodzené ¢isla = a y, ktoré vyhovuji danej rovnici).

Uloha ¢&. 3: Mame pit minci, z ktorych kazda ma hodnotu jedno euro. Vieme, e tri z nich st pravé a dve falosné.
Falosné mince maji rovnaki hmotnost, ale nevieme, ¢i vicsiu ako pravé, alebo mensiu. Pravé jednoeurovky maji
samozrejme tieZ navzajom rovnakd hmotnost. Na kolko najmenej vdZzeni na rovnoramennych vdhach vieme néjst
aspori jednu pravi mincu?

Riesenie: (opravovala Ada)

Zacnime tym, ¢o ndm hovori zadanie. Mame 2 falo$né mince a 3 pravé mince. O ich hmotnostiach vieme len to,
ze falo$né vazia rovnako, pravé vazia tiez rovnako. Ale falosné maji int hmotnost ako pravé. Preto ked ddme mince
na misky vah, zistime len to, ¢i mince vazia rovnako, pripadne ktora je tazsia. Z tychto dévodov nemé zmysel
polozit na misky vah rézne pocéty minci.

Zacnime teda vazit. KedZe chceme poloZit na misky rovnaké mnoZstvo minci, tak méZeme vazit mince bud po dvoch,
alebo po jednej. Co sa mozeme dozvediet z jedného vazenia?

e ked vazime mince po jednej, zistime o dvoch minciach ¢ maji rovnaki hmotnost (teda st rovnakej pravosti),
alebo réznu.

e ked vazime mince po dvoch, moze nastat tiez rovnost, alebo nerovnost, no tu toho vieme este viac.

a) ak nastala rovnost, musi byt na kazdej miske 1 prava a 1 faloSnd minca. Nakolko falo$né mince st dve
a pravé su tri, nevazena minca je prava.

b) ak nastala nerovnost, tak na jednej miske musia byt dve pravé a na druhej bud dve falosné alebo 1 falosna
a 1 prava.

To je vSetko ¢o sa dozvieme z jedného vazenia. No nesta¢i ndm to na to, aby sme s istotou nasli pravit mincu.
Podme véazit druhy krat.

Povedzme, Ze sme prvy raz vézili mince po jednej. Zoberme si teraz dve nové mince a polozme ich po jednom
na misky. Zas mohla nastat bud rovnost, alebo nerovnost. Spolu s prvym vazenim mame potom 4 moZnosti:

(i) nerovnost—nerovnost: v tomto pripade boli na vdhach prvy aj druhy krat jedna prava a jedna falo$na minca.
Zvysna, eSte nevazena minca bude potom prava.

(ii) nerovnost-rovnost: v tomto pripade pri nerovnosti sme vazili jednu pravi a jednu falo$nt mincu. Vo vézeni,
kde bola rovnost potom nemohli byt dve falosné, teda to boli dve pravé, takZe jednu z nich mozeme pokojne
vybrat. Opét sme nasli pravii mincu.

(iii) rovnost-nerovnost:tento pripad je rovnaky ako (ii)

(iv) rovnost-rovnost: v tomto pripade st raz na miskach 2 pravé a raz dve falosné, teda prava minca je ta, ktora
sme nevazili.
To je super, lebo v kazdej z moznosti, ktord moze nastat vieme najst pravi mincu, teda ndm stacdia 2 vazenia.
Iné riesenie:
Ak ste skuasali vazif po dve mince, tiez to nebola zl4 volba. Rovnost pri prvom véaZzeni uz mame vyrieSent (netreba

druhé vazenie). No ¢o ked je tam nerovnost? Vezmime z kazdej misky 1 mincu a vymenme ich. Teraz ich odvazime
(je to druhé vazenie). Co sa moze stat?



KMS 2005,/2006 3. séria letnej casti 3

(i) ak mame rovnost znamena to, Ze predtym boli na jednej miske 2 pravé a na druhej 2 falo$né. NevaZend minca
je potom urcite prava.

(ii) ak méme nerovnost opa¢ni ako na prvom vazeni znamena to, ze predtym boli na jednej miske 2 pravé mince
a na druhej falosna a prava. Vymenili sme falosni s pravou. Obe mince, ktorymi sme nehybali si potom
pravé a mozeme jednu z nich vybrat.

(iii) ak mame rovnakd nerovnost ako na prvom vazeni znamena to, Ze boli na jednej miske 2 pravé mince a na dru-
hej falo$né a pravd. Vymenili sme dve pravé mince, jednu z nich moéZzeme vybrat

Vycerpali sme vSetky moznosti, teda vieme aj v tomto pripade najst pravi mincu na 2 vazenia. Howgh!

Uloha &. 4: Zabudlivy duch Dusan Zije v strasidelnom dome. Tento dom mé dva vchody a DuSan mé za tlohu
strasit pri prdve jednom z nich, zabudol vsak pri ktorom. Pamiitd si len, Ze pri jeho vchode je vzdy parny podet
dobrych duchov. Naopak, pri vchode, kde Dusan nem4 strasit, je vzdy nepdrny pocet dobrych duchov. Okrem
Dusana st v dome len dobri a zli duchovia, Dusan nie je ani dobry, ani zly. Kazdy dobry duch hovori vzdy pravdu,
kazdy zly vzdy klame. DuSan sa vybral k jednému z vchodov a tam stretol troch duchov A, B a C, ktori mu
povedali:

A: Pri tomto vchode je parny pocet zlych duchov.
B: Préve teraz je tu neparny pocet duchov. (Vratane DuSana.)
C: Som dobry duch prave vtedy, ked A a B maju rovnaki povahu. (Obaja st dobri, alebo st obaja zli.)

Je Dusan pri svojom vchode? Pozor. A, B a C nemusia byt jedini duchovia, ktori sti pri tomto vchode.

RieSenie: (opravovali Dadda a Buggo)
Vyrok ducha C sa moZe na prvy pohlad zdatf vcelku neuzitocény. AvSak ak sa mu trosku bliZsie prizrieme, zistime,
7e tato predstava je mylna. Podme si rozobrat obe moznosti — ked C' hovori pravdu a ked C' klame.

@ Duch C hovori pravdu. Potom plati vyrok ducha C' zo zadania, preto A a B st rovnakej povahy.

@ Duch C klame. Potom vyrok, ktory povedal, nemdze byt pravdivy, ale naopak, plati negicia toho vyroku.
A ako vyzera jeho negacia? Uvedomme si, ze duch C vyslovil ekvivalenciu, teda hladdme negaciu ekvivalencie.
Negéacia vyzera takto: Som dobry duch a A, B st rozni alebo som zly a A, B st rovnaki.

Nesmieme zabudnut, Ze stéle predpokladame, ze C' klame. Potom nemoze platit prva ¢ast negicie (som dobry
duch a nieco...), lebo C' dobry duch nie je. Preto aby celd negacia platila, musi platit jej druhd ¢ast — som
zly a A a B st rovnaki. Toto naozaj platit moze (lebo C' je zly), preto A a B musia byt rovnaki.

Zistili sme, ze ¢i uz je C' klamar alebo nie, A a B musia byt vzdy rovnakej povahy.
Pouceni tymto faktom, rozoberme moznosti pre A a B.

© Obaja hovoria pravdu. To znamena, Ze pri tomto vchode je parny pocet zlych duchov a zaroven je tam parny
pocet duchov bez Dusana. Nakolko rozdiel dvoch parnych &isel je éislo parne, pri vchode je parny pocet
dobrych duchov a teda Dusan je pri spravnom vchode.

© Obaja klami. To znamena, Ze pri tomto vchode je neparny pocet zlych duchov a zaroven je tam neparny
pocet duchov bez Dusana. Nakolko rozdiel dvoch neparnych ¢isel je ¢islo parne, pri vchode je parny pocet
dobrych duchov a teda DusSan je opéf pri spravnom vchode.

Z uvedeného vyplyva, ze aj ked nevieme s urcitostou povedat, ktory duch je dobry a ktory je zly, DuSan je urdite
pri svojom vchode.

Komentar:

Vyrok ducha C sa d4 znegovat aj elegantnejsie, a mnohi ste tak aj spravili. Priklad takejto elegantnej negécie je
»,Som zly prave vtedy, ked A a B maji rovnakt povahu.”

Niektori ste vyrok ducha C neznegovali sprdvne a za negaciu ste povazovali tvrdenie ,,Som zly prave vtedy, ked
A a B st rozni.” Toto tvrdenie je vSak zhodné s povodnim tvrdenim (porozmyslajte preco).

Niektori ste sa do tilohy pustili tak, Ze ste rozobrali vSekty moznosti povahy A a B a podla toho ste skiimali povahu
C. Ale pozor, tam si treba uvedomit, ze ak A aj B st rovnakej povahy, C' moze aj klamat!

Pravopisné okienko: rovnaki/zli/dobri duchovia :)

Uloha é&. 5: Mame Sachovnicu s rozmermi 3 x 3, v jej strede stoji kral. Na ostatné policka okolo neho sa rozostavuji
poddani, pricom na kazdom policku moéze byt Iubovolny podet poddanych. Rozostavuji sa tak, aby ich pocet
bol rovnaky v oboch krajnych riadkoch aj stlpcoch. Zistite, aké rozne poc¢ty poddanych sa mézu rozostavit na
Sachovnicu, ak ma byt ich pocet v kazdom z krajnych riadkov aj stlpcov 19. Nezabudnite k tymto po¢tom napisat
aj prislusné rozostavenie.
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Riesenie: (opravoval Misko)

Najprv si ohraniéme mozné poéty poddanych na Sachovnici. V prvom a aj v trefom riadku musi byt 19 podda-
nych, naviac tieto dva riadky nemaji ziadne spoloéné policko. Preto musi byt na Sachovnici rozmiestnenych asporn
38 poddanych (aby v prvom aj v trefom riadku mohlo byt 19 poddangch). Pozrime sa, kolko ich méze byt na Sa-
chovnici rozostavenych najviac. Poddanych rozmiestiiujeme do dvoch riadkov a dvoch stipcov. V kazdom krajnom
riadku a stipci je 19 poddanych, teda celkovo mézeme na Sachovnicu umiestnit maximalne 4 - 19 = 76 poddangrch.
Vsimnime si, Ze uvedené tvrdenia vobec nehovoria o tom, ¢i dany podet poddanych na Sachovnicu naozaj umiestnit
ide. Ako teda rozmiestnit poddangch, aby ich na Sachovnici bolo 387 Moznych rozostaveni je vela, ndm vSak staci
jedno, napriklad toto:

19 0 O
0 K 0
0 0 19

18 1 0
1 K 0
0 0 19

Cize v rohovom polic¢ku sme poéet poddanych znizili o 1, zatial ¢o v jeho susednych polickach sme pocet poddanjch
zvysili o 1, aby sa zachoval stcet v riadku aj v stipci. Takto vieme pokracovat, az v rohovom policku nebude staf
nikto.

0 19 0
19 K 0
0 0 19

Preto vieme na Sachovnicu umiestnit od 38 po 57 poddanych. Teraz to isté zacneme robit aj s poddanymi v pravom
dolnom rohu.

0 19 0
19 K 1
0 1 18

Cize budeme opit zvySovat pocet poddanych aZ dojdeme k poétu 76 s nasledujicim rozmiestenim.

0 19 0
19 K 19
0 19 0

Tym je tloha vyrieSena, pretoze sme ukazali, Ze pocet poddanych musi byt aspon 38 a zdroven nemodze byt vacsi
ako 76 a pre kazdy pocet poddanych 38,39, ...,76 sme nasli pozadované rozmiestnenie na Sachovnici.

Komentér: Vela z vas tlohu vyriesilo spravne. Najdolezitejsie bolo najst maximélny a minimélny mozny podet
poddanych a nezabudnif to aj poriadne zdovodnit (na o vela z vas zabudlo).

Uloha ¢&. 6: Mame Sachovnicu s rozmermi 3 x 3. V dolnych rohoch sii dva ¢ervené kone, v hornych rohoch st dva
modré kone. Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, ze dva ¢ervené kone budi v hornych rohoch a dva modré
kone budi v dolnych rohoch? Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze po diagonalach (uhloprieckach) budu
oproti sebe kone rovnakej farby?

RieSenie: (opravovali Ika a Jakub)

Po chvili sktsania si uvedomime, Ze pohyb koni po Sachovnici je velmi obmedzeny. Na stredné policko sa nedé
skocit zo ziadného iného miesta nasej Sachovnice. Z ostatnych poli¢ok moze kon skocit prave na dve iné policka.
NavysSe vsetky policka, po ktorych moze ko postupne skdkat tvoria jeden cyklus — vid obrazok. Z jedného ¢&isla

.....

a naopak).

3185
6 2
1147

Po tomto zisteni si mézeme poli¢ka preusporiadat do radu od 1 do 8, pricom kone sa v tomto rade mozu hybat
vzdy iba o jedno policko dolava alebo doprava (,nalavo od 1 je 8 a ,napravo“ od 8 je 1).

Teraz si v§imnime, Ze ak do tohto cyklu umiestnime dané $tyri kone podla zadania, na prvé policko ¢erveny kon
1 (dalej ho budeme oznacovat Cervenyl, podobne aj ostatné kone), na tretie policko modryl, na piate modry2
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a na siedme derveny2. Toto ich poradie v cykle sa uz nikdy nezmeni, lebo sa moézu pohybovat len o jedna, preto
sa nedokézu obist. To napriklad pre ¢ervenéhol znamena, ze bude mat najblizsie napravo od seba vzdy modréhol
a najblizsie nalavo od seba vzdy ¢erveného?2.

Takze druhd tloha (,po diagonélach st kone rovnakej farby“) nemoze mat Ziadne rieSenie, lebo vo vyslednom
postaveni maji oba dervené kone najblizSie nalavo aj napravo od seba iba modré kone. To vidno z toho, ked si tito
poziciu prekreslime do radu.

Prvé tloha sa potom zrejeme dé splnif na 16 fahov — kazdy kon postupne 4-krat skoéi o jedno policko doprava.
A navyse z povodného a vysledného rozostavenia koni sa da Tahko urcit, Ze ¢ervenyl musi skon¢it na policku 5 (teda
spravi miniméalne 4 fahy), modry1 musi skonéit na policku 7 (minimélne 4 fahy), modry2 musi skon¢it na policku
1 (min. 4 fahy) a ¢erveny2 musi skonéif na policku 3 (min. 4 fahy).

Totiz ¢ervenyl nemdze skoncit na policku 7 (dvomi fahmi dolava). Potom by musel ¢erveny2 skoné¢it na policku 5
(dvomi tahmi doprava). Ale to by oba modré kone skon¢ili medzi nimi na policku 6 a nie tam, kde maji. Tym sme
dokézali, Ze na menej ako 16 fahov sa tato tloha vyriesit neda.

v zadani. Napriklad: kone ska¢u do ,L“; dva kone nemézu byt naraz na jednom policku; nemusime striedat tahy
Cervenymi a modrymi korimi. Samozrejme hore uvedené riesenie nie je jediné spravne (napisali ste aj iné spravne
rieSenia), ale je jedno z najnazornejsich.

Uloha &.7: V Uhorkovom meste majii neuveritelne vela $tvorcovych namesti so stranou celociselnej dlzky. Cheti
ich vydlazdit dlazdicami tvaru
Poznamka: Jednotkovy Stvorec je Stvorec so stranou dlzky 1.

Riesenie: (opravovali Erika a Peto)

Ked chvilu skiSame pomocou dlazdic predpisaného tvaru vydlazdit nejaké namestia, rychlo obja- [
vime, Ze Stvorec rozmerov 4 x 4 sa pokryt d& (pozri obrazok). Odtial je len maly krok k poznaniu, [ - ==
ze vieme vydlazdif vSetky ndmestia, ktorych strana je nasobkom Styroch — staci celé ndmestie !
rozdelif na Stvorce rozmerov 4 x 4 a na kazdy z nich poukladat dlazdice tak, ako na malom !
némesti 4 x 4 (ktoré sme v rieseni vydlazdili ako prvé).
Na druhej strane, ziadne dalSie ndmestia (so stranou, ktord nie je ndsobkom Styroch) sa nam —
pokryt nedari. Poktisme sa dokézat, Ze iné ndmestia uz naozaj vydlazdif nevieme. V pripade, Ze strana namestia ma
neparnu dizku, Tahko si uvedomime, Ze pokrytie nie je mozné. Totiz pocet jednotkovych Stvorcov, ktoré treba pokryt,
je v takomto pripade neparny (zamyslite sa, preco), zatial ¢o dlazdicami predpisaného tvaru (bez prekryvania
a prefnievania) vieme pokryt len tizemia zloZené z parneho poétu jednotkovych Stvorcov (dokonca musi byt tento
pocet delitelny Styrmi, kedze kazd4 dlazdica sa skladé zo $tyroch jednotkovych Stvorcov).

Ostava teda vySetrif moznost, ked strana namestia ma parnu dizku, ktora nie je delitelna $tyrmi (teda je tvaru
4k+2 pre nejaké celé ¢islo k). Pocet jednotkovych Stvorcov, ktoré v tomto pripade mame pokryt, delitelny Styrmi je,
takze podobny argument ako pri neparnej dizke strany pouzif nemézeme. Zratajme, kolko dlazdic by sme na zelané
pokrytie potrebovali. Pre ndmestie 6 x 6 by to bolo 6 - 6/4 = 9 dlazdic, pre ndmestie 10 x 10 by sme potrebovali
10 - 10/4 = 25 dlazdic, atd. Dolezité je vSimnut si, Ze tento pocet vychddza neparny. Naozaj, aj vo v8eobecnosti
potrebujeme (4k + 2)?/4 = 4k? 4 4k + 1 dlazdic, ¢o je neparne ¢islo.

VyrieSme teraz tilohu sporom. Predpokladajme, Ze sa ndm namestie rozmerov (4k+2) x (4k+2) pokryt

dlazdicami podarilo. Ofarbime celé namestie tak, ako Sachovnicu, t.j. striedavo ¢iernou a bielou farbou b
(a jednotkové Stvorce nazyvajme odteraz policka). Zrejme kazda z dlazdic (akokolvek je umiestnend)

pokryva bud tri ¢ierne a jedno biele policko, alebo jedno ¢ierne a tri biele (pozri obrazok). Kazda

dlazdica teda pokryva neparny pocet ¢iernych poli¢ok. V predchadzajiicom odstavci sme ukézali, ze EH:’
pocet dlazdic je neparny. To znamend, Ze vSetky dlazdice, nech sii umiestnené akokolvek, pokryvaju

dokopy nepérny pocet ¢iernych poli¢ok (lebo st¢et neparneho poétu neparnych ¢isel je neparny). Ale kolko ¢iernych
poli¢ok je na celom ndmesti? Pre konkrétne malé rozmery to lahko spoc¢itame, napr. pre 6 x 6 ich je 18 a pre 10 x 10
ich je 50, vychddza teda parne ¢islo. Vo vSeobecnosti, ¢iernych policok je presne polovica (rozmyslite si, preco),
teda (4k + 2)%/2 = 8k? + 8k + 2, ¢o je parne ¢&islo. Ukazali sme teda, Ze nech ulozime dlazdice akokolvek, zakryjt
ur¢ite neparne vela ¢iernych poli¢ok, no vSetkych éiernych poli¢ok je parne vela. Z toho vyplyva, Ze dlazdice nemo6zu
pokryt celé ndmestie. Tym je tloha vyrieSena.

Vydlazdit sa teda daji prave tie ndmestia, ktorjch strana je ndsobkom Styroch, t.j. ndmestia s rozmermi 4 X 4,
8§ x8,12x12,...

Poznédmka: KIi¢om k vyrieSeniu bolo Sachovnicové ofarbenie ndmestia a vSimnutie si, Ze st dve moznosti, aké
policka moZe dlazdica pokryvat. Na zdklade toho uZ sa dala tiloha doriesit viacerymi sposobmi. Napriklad, kedze
¢lernych a bielych policok je rovnako vela, musi byt aj dlazdic oboch typov rovnako vela (inak by jedna z farieb
prevlddala), teda ich musi byt parny pocet, ¢o vedie k sporu.

Komentér: Podobny trik (ofarbenie pokryvanej plochy) sa pri tlohach tohto typu pouZiva éasto. Nie vzdy pomoZe

Sachovnicové ofarbenie, niekedy treba plochu ofarbit zlozitejsie, niekedy treba dokonca pouzit viac farieb. Je dobré
zapamétat si to a nabudtce pri podobnej tilohe nieco také skusat.
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Uloha ¢&. 8: Sofiine $tastné ¢isla st tieto: vietky mocniny &isla 5, vSetky stiéty aspoii dvoch réznych mocnin éisla
5 a ¢islo 69. Raz chcel Mito zavolat Sofii, no nepamétal si jej ¢islo. Vedel len, Ze je to jej 2006-te najmensie Stastné
¢islo. Pomézte Mitovi zistit Sofiine telefénne cislo.

Riesenie: (opravovali Peto G. a Miki)

Na zaciatku si v§imnime, Ze ¢islo 69 patri medzi najmensie Sofiine Stastné ¢isla — je konkrétne ésme v poradi —
a ni¢ okrem poradia neovplyviiuje, takze naitho zabudneme a hladdme 2005-te najmensie Stastné ¢islo. Najprv si
vypiseme zopar najmensich stastnych ¢isel dafajic, Ze z toho budeme mudrejsi.

1,5,6,25,26,30,31,125, .. .

Z tohto tazko nieco usidit, napisem ich preto tak, aby bolo vidno, Ze sé¢itavame len mocniny ¢isla 5, mozno to bude
prehladnejsie:

59,51 51 + 59 5252 + 5% 52 4 51 52 + 51 + 50 53, ...
Na prvy pohlad to nevyzera prilis prehladne. VSimnime si vSak ako vyzeraju exponenty v jednotlivych éislach.

Striedaju sa v urcitej pravidelnosti, trocha pripominaji dvojkovi stistavu. Preto je na mieste troska iny zapis, kde
si budeme vsimat iba tieto exponenty:

1,10,11,100, 101,110,111, 1000, . . .

Jednotka na i-tom mieste (pocitame sprava) znamena, Ze sa mocnina 5! nachidza v stéte tohto ¢isla a nula
znamend, ze sa prislusnd mocnina 5 v sicte nenachadza (teraz to uz dvojkovi ststavu pripomina viac, ale to
vyuzijeme trocha neskor:)).

Teraz by sa patrilo dokdzat, ze Sofiine ¢isla sii naozaj usporiadané tak, ako tvrdime v tomto trefom zépise. Nech
a a b st nejaké dve &isla zapisane tretim spdsobom a a < b. Chceme ukéazaft, ze tieto dve ¢isla zapisané prvym
sposobom budi usporiadané rovnako. Pre korektnost tivahy si dopliime a na zaciatku nulami tak, aby mali rovnaky
pocet cifier. Prechddzajme si teraz cifry oboch ¢isel zlava doprava a ndjdime prv, kde sa lisia — tam bude mat
b jednotku a a nulu - nech je to na k-tom mieste sprava. Ked odrezeme od oboch ¢&isel spoloény zaciatok a vzniknuté
si oznacime a; a by, potom ze by > 5*"1 a a; < 5¥72 ... 4+ 50 — to je pripad, Ze a uz dalej obsahuje samé jednotky
a b samé nuly. Zo stcétu kone¢nej geometrickej postupnosti ale vieme, ze 5872 4 ... 450 = (5¥=1 — 1) /4 < 5+~1
a tym je to dokazané.

Je to vlastne zapis Sofiinych $tastnych ¢isel v 5-kovej stustave. Kedze sa konkrétna mocnina nemdze nachadzat
v nejakom ¢&isle viackrat, tak iné cifry ako 0 a 1 sa v tomto zapise nemézu vyskytovat. A naopak, v tomto zapise
je kazdé ¢islo zlozené z nil a jednotiek aj Sofiine stastné.

Uz sa nam len staci pozriet sa na tieto ¢isla

1,10,11,100,101, 110,111, 1000, . . .

ako na vSetky prirodzené ¢isla napisané v dvojkovej stistave a z toho hned vieme, ze 2005-te ¢islo v tejto postupnosti
bude 11111010101, pretoze (11111010101)5 = 2005. Nakoniec prepoc¢itame toto Sofiine ¢islo do desiatkovej sustavy
a dostaneme 519 4 5% + 58 + 57 + 56 4+ 54 4 52 4 50 = 12203776.

Uloha &. 9: Dané st kladné redlne éisla x, y, z také, Ze rozdiel kazdych dvoch z nich m4 absolitnu hodnotu mensiu
ako 2. Dokazte, ze

Vey+1+yyz+1+Ver +1>a+y+ 2.

RieSenie: (opravovali Zuzka a Kenny)

Vychadzajme z nerovnosti, ktorti chceme dokdzat. VSimnime si, Ze na lavej strane mame tri odmocniny. Po chvilke
uvazovania mozeme skisit pravi stranu nerovnosti nejak upravit, aby sme pévodni nerovnost mohli upravit na via-
cero nerovnosti. Tym sa okrem iného mozeme zbavit odmocnin, kedze vyraz pod odmocninou je kladny a — ako
uvidime — aj druhd strana nerovnosti bude kladna. Bez odmocnin sa jednoduchsie dopracujeme ku predpokladu.
Po chvilke skiSania si vS§imneme, Ze vyraz na pravej strane mozeme napisat ako (2z + 2y + 2z)/2, ¢o vieme upravit
na tvar (z+y)/2+ (y+ 2)/2 + (2 + x) /2. Teraz mdzeme nerovnost rozdelit na 3 nerovnosti, pri¢om druht a tretiu
dostaneme z prvej cyklickou zadmenou premennych.

T z z+x
\/asy+l>¥, \/yz+l>%, Vze+1> ;r .

Podme teda upravovat prva nerovnost. Pripomenime, Ze cielom bude pravdepodobne dostat sa k vyrazu 2 > |z —yl|,
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pretoze to je predpoklad zo zadania, ktory je asi vhodné vyuzit.:)

x
Vzy+1 > —2|—y’

z+y)?
dey+4 > (z+y)?
day+4 > 2?4 2zy+ 97,
4 > 2% 2ayx + 97,
4 > (z—y)>

Prva Gpravu — umocnenie — sme mohli beztrestne spravit vdaka tomu, Ze obe strany nerovnosti si kladné (lebo
x ay st podla zadania kladné). Z poslednej nerovnosti uz vidime, e za predpokladu 2 > |2 —y| tvrdenie plati, kedze
vietky nase tipravy boli ekvivalentné (naozaj? overte to!) a z 2 > |z — y| (po umocneni) vyplyva, ze 4 > (z — y)2.
Obdobne ukaZeme aj z predpokladov 2 > |y —z| a 2 > |z — x| postupne vyz + 1 > (y+2)/2a vz + 1> (z+x)/2.

Ked tieto tri nerovnosti znovu spojime do jednej, dostdvame povodnii nerovnost, ktort sme mali dokdzat.

Poznédmka: Je dolezité, aby sme si uvedomili nasledujice fakty. Ked rozdelime nerovnost na nejaké casti, a tieto
nebud osobitne platit, este to neznamen4, ze pdvodna nerovnost neplati. Obcas vSak mé zmysel takéto rozdelenie
skusif, hlavne ak mame nejaké vzfahy medzi premennymi, alebo ak sa dostaneme k vyrazom, ktoré vyzeraju
cyklicky. My sme mali na lavej strane pod odmocninami postupne = a y, y a z, z a . NavySe sme v zadani mali,
ze rozdiel tychto premennych je mensi ako 2. Kedze vztahy v zadani boli medzi kazdou dvojicou premennych, bolo
najlogickejsie rozdelit nerovnost na tri mensie, pricom v kazdej z nich bude vystupovat dvojica premennych. A ¢o
sa tyka dokazu — musime si uvedomit, Ze dokaz vedie od predpokladu ku dokazovanému tvrdeniu, nie opac¢ne. Teda
ukdzanim, Ze sa Gpravami vieme dostat z nasej nerovnosti ku predpokladu este nie je dokaz, musime ukazat aj to,
ze sa vieme dostat naspit — a to zaruc¢ujeme ekvivalentnostou tprav.

Uloha &.10: Nech k je prirodzené ¢islo a P(z) polyndém s celo¢iselnymi koeficientami. Dokazte, #e existuje priro-
dzené ¢islo n také, ze sucet P(1) + P(2) + - -+ P(n) je delitelny ¢islom k.

RieSenie: (opravoval Mito)

Je velmi pravdepodobné, Ze hladané n bude zavisiet od stupiia polyndému a/alebo od éisla k. Vyskasajme preto
takéto n najst pre konkrétne malé hodnoty k a pre konkrétny polyném, napriklad P(z) = 22 + 3z + 1. NapiSme
si najprv zvysky, ktoré dava P(i) po deleni &slom k, ukazuje ich tabulka. (Riadky uréujt postupne 4, stipce k.)
Pomocou tychto zvyskov zistime zvysky suc¢tov P(1) + P(2) + - - - + P(n), napidme si preto aj tie. (Po riadkoch sa
zvySuje hodnota n.)

Zvysky hodnot P(7). Zvysky stuctov.

2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
1 1 2 1 0 5 5 1 1 2 1 0 5 5
2 1 2 3 1 5 4 2 0O 1 0 1 4 2
3 /1 1 3 4 1 5 3 |/1 2 3 0 5 0
4 1 2 1 4 5 1 4 0 1 0 4 4 1
5 1 2 1 1 5 6 ) 1 0 1 0 3 O
6 |1 1 3 0 1 6 6 |0 1 0 0 4 6
711 2 3 1 5 1 7 ]1 0 3 1 3 0
8 |1 2 1 4 5 5 8 |0 2 0 0 2 5
9 1 1 1 4 1 4 9 1 0 1 4 3 2
10(1 2 3 1 5 5 100/0 2 0 0 2 0

Ak sa na napisané ¢isla pozrieme pozozrnejsie, lahko si vSimneme, Ze pre jednotlivé hodnoty k sa zvysky pravidelne
opakuja, ¢o by sme radi aj dokazali. Potrebujeme ale eSte vediet, ¢o vlastne chceme dokdzat, teda presne ako
casto sa zvysky hodnét opakuji. Pripad k = 2 je zrejme nezaujimavy, no hodnoty k£ = 3,4,5 ndm prezradia to,
¢o potrebujeme. (Treba si eSte uvedomit, Ze napr. pre pripad k = 3 nie je dolezité, ze P(1) = P(2). To dolezité
je, ze sa opakuje postupnost 2,2,1, ktord ma dlzku tri.) Vidime teda, ze pre k = 3,4, 5 sa zvysky hodnot opakuju
postupne po kazdych troch, styroch, resp. piatich ¢éislach?!.

Chceme dokézat, ze P(i) a P(k + i) davaja rovnaky zvysok po deleni ¢islom k. Nech

P(z) = apx™ + a12™ ' + -+ a,_17 + a,. (7)

1Zacéiname si teda mysliet, Ze toto opakovanie nezévisi od stupiia polynému.
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Staci ukazaft, ze kazdy ¢len na pravej strane (Y) déva pre i a k + i rovnaky zvySok po deleni k. To znamen4, Ze 5!

a (k+1i)! davaja rovnaky zvysok pre vietky I. Vyraz (k+i)! je asi trochu zlozitejsi, ako by sme chceli, zjednodusit
ho vieme pomocou Binomickej vety, dostavame

(k+i)t = (é) K+ <i) Kl <;> B2 4 <l _l 1)k1¢ll - (é) k0. )

Kedze k° = 1, tak v rozvoji (2) st vetky ¢leny okrem posledného delitelné ¢islom k. Pritom posledny ¢len je i, ¢o
sme chceli ukizat.

Co toto opakovanie znamené pre nase stcty? (Porozmyslajte.) Cast stétu od k + 1 po 2k bude davat rovnaky
zvysok ako ¢ast od 1 po k, oznacme zvySok tohto ¢iasto¢ného stctu £2. Podobne aj ¢asti od 2k + 1 po 3k, od 3k + 1
po 4k,...budu dévat zvySok £. Preto najjednoduchsie, ¢o mozeme spravit, je vziat takychto ¢iastoénych suctov k,
stdet ich zvyskov potom bude k - £, ¢o je delitelné &islom k. Takjto pocet stctov dosiahneme, ak za n zvolime k2.
Hotovo.

Pozndmka: Vzfah (k + i)' = 4! (mod k)? vlastne znamena, Ze postupnost zvyskov hodnot polynému je periodicka.
Zaroveti ho vieme dokézat aj bez pouZitia Binomickej vety — kedze (k + i) = ¢, tak tito rovnost nepokazime, ani
ked ju umocnime na I.

Postupovat sa dalo aj trochu inak, s vyuzitim faktu (b — a)|P(b) — P(a), ktory nie je tazké dokdzat. Odporacame
vam vyskuasat si aj tento postup.

Komentéar: Niektori z vas sa pri rieSeni potykali s problémom, ako najst sicet prvych n k-tych mocnin, resp. ako
ukézaf, Ze tento stdet je raciondlnym nésobkom ¢isla n. Niektory zo sposobov, ako tento stcet néjst je v mnohych
beznych knihdch. (Dobre spracovand je tato téma napr. v L. Larson: Metddy rieSenia matematickych problémov;
J. Herman, R. Kucera, J. Simsa: Metddy rieSenia matematickjch tloh I; alebo R. L. Graham, D. E. Knuth, O.
Patashnik: Concrete mathematics. VSetky tieto knihy st aj v Kniznici KMS a teda k dispozicii aj pre vas —
kms@kms . sk.) Oba problémy st zaujimavé, priom druhy je o poznanie tazsi, hlavne preto, Ze nie je znémy.

Niektorym z vas priklad nerobil velké fazkosti, preto vdm pontikame dva problémy s podobnou tématikou, vysku-
Sajte ich vyriesit.

1. O polynéme P(z) s celo¢iselnymi koeficientami vieme, Ze pre 5 roznych celych éisel ay,as,as,aq,as plati
P(ay) = P(az) = P(a3z) = P(as) = P(as) = 3. Dokézte, Ze pre ziadne celé ¢islo ¢ neplati P(t) = 8.

2. Dokéazte, ze ak P(x) je polyndm s celo¢iselnymi koeficientami a existuje prirodzené k, ktorym nie je delitelné
ziadne z ¢isel P(1), P(2),...,P(k), tak P(z) nem4 celociselny korei.

3. Nech P(z) je taky polyném, ze P(2) je delitelné piatimi, P(5) je delitelné dvoma. Dokéazte, ze P(7) je delitelné
10.

Uloha é&.11: Ba¢a ma v stade 101 oviec. Ak z nich vyberie Iubovolnych 100, vzdy ich vie rozdelit na 2 skupiny po
50 oviec tak, aby stucty hmotnosti oviec v jednotlivych skupinach boli rovnaké. Dokéazte, ze kazdé dve bacove ovce
vazia rovnako.

RieSenie: (opravovali Hanka a Mazo)

Najprv si len tak nezdvizne vSimnime, Ze ked méme ovce s nejakymi hmotnosfami a kazdd z tych hmotnosti
vynéasobime nejakym nenulovym ¢islom, alebo k nej nejaké ¢islo pri¢itame, vlastnost zo zadania nijako nepokazime.
Ak sme ovce vedeli rozdelit predtym, vieme ich rozdelit aj teraz a to presne tak isto. Ak sme ich nevedeli rozdelit
predtym, tak ich nevieme ani teraz (zamyslite sa, preco to plati).

Zaoberajme sa najprv jednoduchsou situdciou. Vezmime si takych 101 oviec, aby hmotnost kazdej z nich bolo
prirodzené ¢islo. Podme v takto zjednodusenej tlohe dokézat sporom, Ze vSetky ovce maji rovnaki hmotnost.
Nech medzi nasimi oveckami je nejaka s ,parnou hmotnostou® a nejaka s ,neparnou hmotnostou“. Rozdelme ich
teraz do dvoch koSiarov, v prvom budi tie s parnymi hmotnostami, v druhom tie s neparnymi hmotnostami.
V kazdom kosiari bude asporn jedna ovca. KedZe oviec je neparny pocet, tak bude bud tych v prvom kosiari, alebo
tych v druhom koSiari, neparny pocet.

Co to znamena pre nas? Vzdy vieme vybraf nejakii ovecku tak, aby v druhom kosiari ostal neparny pocet oviec. Ked
teraz ostatnych sto chceme rozdelit na dve rovnako vaziace 50-tice, nepodari sa ndm to.(Rozoberte dva pripady).
Preto na zaciatku musela byt parita hmotnosti vSetkych oveéiek rovnaka.

Este to nie je iiplne hotové, ale uz sme blizko. Na otdzku ,éo dalej?* odpovie nasledujtca basnicka:

Do prace sa rychlo dame,
vSetky ovce ostrihame.

A7 ostane jedna — chuda,
ktorej hmotnost bude nula.

V preklade to znamend, Ze si vyberieme najlah$iu ovecku a jej hmotnost odéitame od vSetkych oviec. Ona teda
bude mat nulovii hmotnost a vSetky ostatné nezdporni. Z predoglej ivahy vieme, Ze vSetky hmotnosti musia mat

2Malé xi je jedno z najkrajsich gréckych pismen.
3Takiito rovnost &itame ako , je kongruentné“, alebo ,je ekvivalentné“, alebo jednoducho iba ,dava rovnaky zvysok ako“. Je to
skrateny zapis vlastnosti, ktort sme v rieSeni vypisovali slovne.
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rovnakii paritu, a teda st parne. Co sa stane, ked tieto hmotnosti vydelime dvoma? Ako sme si povedali v Givode,
ni¢ to nepokazi na povodnej vlastnosti, a teda nasu ttvahu mozeme zopakovat znovu. A znovu. Aby to celé fungovalo
tak, ako md, musia byt hmotnosti oveéiek delitelné dvomi az do nekoneéna, takze to musia byt nuly.(Tato ivahu
si dobre rozmyslite!)

Tym sme ukazali, ze ked mame ovecky s celoé¢islenymi hmotnostami, tak musia byt tieto hmotnosti rovnaké.

Co sa stane, ak budt hmotnosti raciondlne? Vieme ich vynasobenim upravit na prirodzené ¢isla. Pre tito situdciu
sme tvrdenie prave dokézali, takZe ndm ostavaji uz len iraciondlne éisla (ovecku s komplexnou hmotnostou si
neviem velmi predstavit, ale funguje to aj pre ne).

Pozrime sa zbliz§ia na realne hmotnosti nasich oviec (nikdy by som nepovedala, Ze raz napiSem taktto vetu :)).
Ako mozu vyzerat? No keby to boli napriklad vetko v/2-nasobky racionalnych &isel, tak to uz vieme, nie? Lenze
vo vSeobecnosti nebudi. Skiisme si preto zapisat hmotnosti vSetkych nasich ovediek ako stcet raciondlnych nasobkov
nejakych skaredych &isel (1, v/2, ,...). Od tychto skaredych &isel navyse budeme pozadovat, aby sa Ziadne z nich
nedalo zapisat ako stdet racionalnych ndsobkov ostatnych skaredych &isel.

Nie je jasné, ze takato netrividlna mnozina M skaredych ¢isel vobec existuje. Vezmime na zaciatku mnozinu M,
ktora obsahuje vsetky hmotnosti oviec. Ak sa nejaké ¢islo z tejto mnoziny d4 zapisat ako sucet raciondlnych
nasobkov ostatnych, z M ho vyhodime. Toto opakujeme, kym vSetky ¢isla z M nemaji pozadovani vlastnost.
Naco je dobrd mnozina M? Ak vieme nejaké redlne ¢islo vyjadrit ako stéet raciondlnych nasobkov prvkov mnoZiny
M, tak toto vyjadrenie musi byt jednozna¢né. (Ak by sme mali dve rézne vyjadrenia, ich od¢itanim dostaneme
stcet racionalnych nésobkov niektorych ¢éisel z M rovny 0. To by znamenalo, Ze niektoré ¢islo z M sa d& napisat
ako sucet raciondlnych nasobkov ostatnych ¢isel z M.)

Navyse vieme hmotnost kazdej ovce (aj skupiny oviec) zapisat ako sucet raciondlnych nasobkov ¢isel z mnoziny M.
Nech m je niektoré ¢islo z mnoziny M. Majme dve skupiny oviec s rovnakou hmotnostou H. Hmotnost kazdej ovce
z prvej skupiny ma vo svojom zapise pomocou &isel z M nejaky koeficient pri éisle m. Cislo H je sti¢tom hmotnosti
oviec v prvej skupine, preto koeficient pri m v zapise ¢isla H je su¢tom koeficientov pri m v zépisoch hmotnosti
jednotlivych oviec z prvej skupiny. Taka istd4 ivaha funguje aj pre druha skupinu. Z jednoznac¢nosti zapisu ¢isla H
dostavame, ze sucty koeficientov pri m pre ovce z prvej a druhej skupiny sa rovnaju. Tieto koeficienty st racionélne
a funguje to rovnako pre vyber Tubovolnej ovce a rozdelenie zvysnych na dve rovnako velké skupiny. Nepripomina
vam to nie¢o? Ano, problém, ktory sme uz vyriesili kdesi vyssie.

Pozndmka: Kazdé rozdelenie oviec na dve skupiny sa d& popisat linedrnou rovnicou, kde nezndme st hmotnosti
nasich oviec a koeficienty st 0 (ovca mimo), 1 (ovca v prvej skupine), -1 (ovca v druhej skupine). TakZe mame
stustavu 101 rovnic so 101 nezndmymi. Staci ukézaf, Ze jedinym rieSenim tejto sistavy s redlne nasobky rieSenia
(1,1,...,1). To spravime tak, ze vhodne s¢itavame a odéitavame rovnice a sledujeme paritu koeficientov pri jed-
notlivych neznamych. RieSenie vyzaduje isté znalosti o ststavach linearnych rovnic, preto ho tu neuvadzame. Ak
on mate zaujem, napiste na mazo@kms . sk.

Uloha &.12: Nech ABC je trojuholnik (|AB| < |BC|) a S stred kruznice dotiho vpisanej. Oznacme M stred
usecky AC a N stred toho obluka AC kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory obsahuje bod B. Dokazte, Ze
uhly SM A a SN B maju rovnakt velkost.

Riegenie: (opravoval Foto)

RieSenie podla Michala Takdcsa.

Kedze N je stred oblika AC, je zrejmé, Ze trojuholnik ACN je rovnoramenny a M N je os strany AC. Znadmou
vlastnostou kazdého trojuholnika je, Ze os vnitorného uhla pretina os protilahlej strany na opisanej kruznici. Ti
z Vvas, pre ktorych bola tidto zndma vlastnost doteraz neznamou, si ju uréite hravo a radi dokdzu pomocou vety
o obvodovom uhle. Vieme teda, ze os uhla ABC, priamka M N a opisand kruznica sa pretinaju v jednom bode.
Nazvime ho P. Zjavne N P je priemerom opisanej kruznice, ¢ize uhol NBP je pravy.

V rieseni vyuzijeme eSte jednu znamu vlastnost kazdého trojuholnika a sice, Ze

b
[AP| = |SP| = |CP| = —— -

2cos§

Tato sa d4 tiez hravo dokézat pomocou obvodovych uhlov.
Pétu kolmice z S na AC oznacéme (Q, polomer vpisanej a opisanej kruznice nazvime p a R. Lahko nahliadneme,
7e |SQ| = p a |AQ| = s — a, kde s oznac¢uje polovicu obvodu* trojuholnika ABC, ¢&ize s = (a + b + ¢)/2. Dalej
|AM| =b/2 a teda
a—c

5
Nech T je pita kolmice z S na N P. Potom ST M@ je obdlznik, preto |ST| = |QM| = (a—c)/2. Navyse trojuholniky
BNP a TSP maja jeden uhol spolo¢ny a st pravouhlé, ¢ize st podobné. Plati teda

b
|QM|=§—5+GZ

b
P NP| 2c0s 2 2 2
ISPl _ INPl2c00f _ 2R vy =
ST| ~ |BN| %¢ BN

R(a — ¢) cos g
; .

4y angli¢tine sa tato hodnota nazjva semiperimeter



KMS 2005,/2006 3. séria letnej casti 10

Trojuholniky SBN a SQM st pravouhlé, nasim cielom bude dokazaft, Ze sti podobné. Cize chceme dokazat

IBN] _|QM]
[BS| @S|’
¢o je ale ekvivalentné s nasledujicimi rovnostami
_ 8
2R(a Z)COS 3 _ E2R(a—c)cos§sin§ _a-c b _9R
L p b 2 sing ’

sin £
2

z ktorych poslednd je opif zndmou vlastnostou kazdého trojuholnika vyplyvajiica zo sinusovej vety. Suma sumérum,
mame C.B.T.D.

Iné riesSenie:

Dokreslime si bod P ako v predoslom rieseni. Uhol N BP je pravy. Uhol SM A sa nachédza pri faznici v trojuholniku
SCA. Preto sa jeho velkost tazko vyjadruje pomocou uhlov «, 8. My vSak ti velkost nepotrebujeme. Sta¢i najst
trojuholnik SDFE podobny s trojuholnikom SC A, v ktorom je SN B uhlom pri faznici SN. Preto body D, F musia
lezat na priamke BN. Nech D, E st priese¢niky priamky BN s priamkami AS, CS. Trojuholniky SDE a SCA
st podobné, dokdzeme to poratanim uhlov s vyuzitim vlastnosti osi uhlov (vieme, aké uhly zvierajt okolo bodu S)
a toho, Zze uhol NBP je pravy.

Dokazujeme, Ze bod N je stredom tisecky DE. Po poratani velkosti niekolkych dalsich uhlov zistime, ze uhly DCE
a DAF st pravé. Nech F je priesecnik priamok EFA a DC. Ukazeme, ze F lezi na priamke BS. Vyplyva to z toho,
ze ked vezmeme bod G ako bod stredovo simerny s bodom S podla stredu P, tak tisecka G'S je priemerom kruZnice
opisanej trojuholniku ASC (pretoZe P je stred tejto kruznice). Takze uhly SCF, SAF nad priemerom SG su pravé.
Preto bod G je totozny s bodom F'.

V trojuholniku DEF st body A, B, C pétami vySok. Preto kruZznica opisand trojuholniku ABC' je Feuerbachovou
kruznicou v trojuholniku DEF. Bod N je jej druhy priesec¢nik so stranou DE, preto je to stred strany DFE. Hotovo.

Pozrite si to rieSenie, obsahuje niekolko pou¢nych napadov. NavySe ukazuje, Ze niekedy treba vela viery v spravnost
postupu, pretoZe riesenie nevidno hned a pozostéva z viacerych krokov. Napriklad tu v tomto rieseni si moZzeme
po precitani prvého odstavca vSimnut, Ze stvoruholniky ASBE, CSBD, DCAE st tetivové. To ndm doda nédej.
Proste t4 konfiguracia je tak dobra, ze z nej nieco vyjst musi. Najméi, ked je jasné, ¢o dokazujeme.

Uloha &. 13: Najdite vSetky dvojice prirodzenych éisel x, y, pre ktoré plati

3=y 2% 4+1.

RieSenie: (opravovala Hanka)

Najprv sa trocha pohrdme. Skiisime najst aspori jedno riesenie. To ndm okrem iného povie, ze nebude existovat
ziaden trividlny dévod, preco by rovnica nemala riesenie. Prikladom takého dévodu st rézne zvysky stran rovnice
po deleni tromi.

Prava strana nasSej rovnice je vidy neparna. Aj lava. Toto nam neda Ziadnu informéciu o ¢&islach z, y. Skidsime
(inSpirovani pravou stranou) vys§iu mocninu dvojky. V pripade z = 1 dostdvame y = 1 a mame jedno rieSenie
rovnice. Ak x > 2, tak pravd strana je delitelnd Styrmi. Aj Tavd musi byf, a z toho mame, Ze ¢islo = je parne.
(Ostatné vysledky hrania nebudeme v tomto rieSeni potrebovat.)

Naga rovnica mé dve celo¢iselné nezndme. Jednej z nich sa vieme ihned zbavit:

3* -1
9z

y:

Takze hladdme také parne prirodzené éisla x > 2, ze 2% | 3% — 1.

Vsimnime si vyraz 3 — 1. Akou najvic¢Sou mocninou dvojky je delitelny? Ak by napriklad nebol delitelny 32, tak
staci vyskusat z < 4. Ku kazdej mocnine dvojky vSak ndjdeme x, pre ktoré je vyraz 3% —1 delitelny touto mocninou
dvojky. Sktisme. Cislo 3% — 1 je delitelné 8. Potom ¢islo 3* — 1 = (3% — 1)(32 + 1) je delitelné 16, 3% — 1 je delitelné
32,...°

Vréfme sa k nasej tlohe. D4 sa ¢&islo 3% — 1 rozlozit na stéin? Vieme, Ze z je péarne, teda x = 2k pre nejaké
prirodzené ¢islo k. Potom 3% — 1 = (3% +1)(3% — 1). Cisla 3* — 1, 3¥ + 1 sti za sebou idtice parne ¢isla, preto jedno
z nich nie je delitelné 4 a teda deli ho nanajvys jedna dvojka. Vsetky ostatné dvojky z &isla 22 musia delif druhé
zo spominanych po sebe idtcich ¢isel. Preto 22%~1 < 3% + 1 (rozmyslite si, odkial sa to zobralo). A z poslednej
nerovnosti je jasné, ze ju moze splitaf len niekolko maljch k (jednoriadkovy dokaz si spravte sami). Tie vysktisame
a dostaneme rieSenia (2,2) a (4,5).

5Existencia vhodného exponentu vyplyva aj z Eulerovej vety, ktora hovori, ze ak prirodzené éisla a a n st nestdelitelné, tak
a?(™) =1 (mod n). V nasom pripade zvolime a = 3, n = 2%.
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Pozndmka: Vyrieste rovnicu ¥ = 1+ 5 - 3¥ v obore prirodzenych ¢isel. Skuste najst viac postupov.

Uloha é&.14: Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla spliiajiice vztah a® + b + ¢? = 1. Dokazte, ze

a b n c >3\/§+3.
l—-a 1-b 1—¢— 2

RieSenie: (opravoval Mazo)

Vyjraz na lavej strane nerovnosti ozna¢me V. Chceme ho zdola odhadnut konstantou. Chceme ¢o najlepsi odhad,
takze by mala niekedy nastavat rovnost. Rovnost oby¢ajne nastéva v krajngch bodoch alebo ak st vSetky premenné
rovnaké. Vyskisame, rovnost nastava pre a = b = ¢ = 1//3 a asi nikdy inokedy. Medzitym sme z viizby zistili, ze
¢isla a, b, ¢ st z intervalu (0,1) a preto vSetky dalsie tvahy budeme robif na tomto intervale.

Nema4 velky zmysel roznasobovat nerovnost. Konstanta na pravej strane z nie¢oho vyjst musi a len tak zadarmo to
nebude. Navyse vyraz V sa vobec nepodobé na vizbu. Vizba a? + b2 + c2 = 1 je stupiia 2 a niet ju kam dosadit,
aby sme zhomogenizovali nerovnost. TakZze budeme sktiSat nieco iné.

Prvé rieSenie: Ako sa dé pouzif vizba? Ak by sa ndm podarilo dokézat, Ze na intervale (0,1) plati

a >3¢§+3ﬁ,
l1—a ™~ 2

(1)

tak staéi séitat takéto nerovnosti pre a, b, ¢ a mame tvrdenie dokdzané. Problém je, Ze nerovnost (1) neplati.
Najlahs$ie sa o tom presveddéite tak, ze ndjdete konkrétne a, pre ktoré neplati.
Ale idea je to dobra. Mozno treba trocha upravit vyraz a/(1 — a) a uz to pdjde. Z niekolkych moznych dprav
vysktusame t1, ktord menovatel vyrazu upravi na ¢osi podobné vizbe. (MoZe a nemusi to viest k rieSeniu.)

a a-(1+a) a-(1+a) a+a?a+a? a 1+a*-1 a 1+a%2-1 a 1

1—a_(1—a)-(1+a)(1—a)~(1+a)_1—a21—a2_1—a2+ 1—a? 1—a2+ 1—a? :1—a2+1—a2_

Vyzera to horsie ako predtym. Pozrime sa vSak na to po Castiach. Ako najdeme dolny odhad vyrazu

1 1 1

o
17a2+1—b2+1702.

Napiste si nerovnost medzi harmonickym a aritmetickym priemerom pre tri ¢isla. Okrem iného sa d& napisat v tvare
1 1 1
@+y+d<++>29
Ty =z
Hociktory z vyrazov na lavej strane vieme odhadnit zdola pomocou druhého vyrazu. Dosadme ¢ = 1—a?, y = 1—b2,
2z =1—¢? a pouzime vizbu. Dostaneme
1 1 1

9
> —,
17a2+17b2+1—c2_2

Vieme teda, ze

a+b+c+1+1+13>a+b+c
1—a?2 1-02 1—-¢2 1—a?2 1-0b2 1-¢2 “1—a?2 1-02 1—¢2 2

Teraz na odhad ¢lenov v tvare a/(1 — a?) stadi metéda zo zadiatku odstavca, dokdZeme, 7e na intervale (0, 1) plati

a > 3v3 42

1—a?

To staci na doékaz celej nerovnosti. Pri dokaze poslednej nerovnosti dostaneme kubicky mnohoclen s premennou
a. Ten treba rozlozit na sucin; pomdze nam pri tom, Ze vieme, kde nastdva rovnost. T4 rovnost musi nastatf aj
v nasom odhade, takZze pozname jeden koren nasho mnohoclena.
Druhé riesenie: Vylepsime metédu z prvého rieSenia. Na prvé precéitanie vam to mozno pride komplikované, ale
myslienka je peknd a uzito¢nd, nedajte sa odradit.
Najprv trocha upravime vyrazy na lavej strane, ku kazdému z nich pripo¢itame 1. Dokazovand nerovnost sa zmeni
na
1 1 1 3v3+9

a1 0 1-¢c- 2
Ozna¢me f(z) = 1/(1 — z). Sktsime funkciu f odhadntf na intervale (0, 1) zdola nejakou funkciou g. Od funkcie g
budeme pozadovat, aby prechadzala bodom [1/+/3, f(1//3)], lebo v fiom nastéva rovnost. Navyse budeme chciet,

1
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aby pre = 1/1/3 mala funkcia g(x) rovnaki derivaciu ako f(x). Nakreslite si obrazok, je z neho jasné, ze chceme,
aby graf funkcie g lezal medzi grafom funkcie f a dotyénicou k f v bode 1/v/3. Potom bude fungovat odhad
f(a)+ f(b) + f(c) = g(a) + g(b) + g(c) a budeme navyse chciet g(a) + g(b) + g(c) > (3v3 +9)/2.

Zo vietkych takych funkcii g si vyberieme taki, ktord sa podob4 na viizbu. Budeme hladat g v tvare g(z) = pr?+q.
Pre éisla p, ¢ dostaneme z podmienok kladenych na funkciu g(z) sistavu rovnic

3v3+9
p+3q=fT,

1 _f,(l)_,<1>_21
(1-%) ~\V3 \v3) s
V3
VyrieSenim tejto ststavy ziskame €isla p, q. Treba dokazat, Ze plati f(x) > g(x) na celom skiimanom intervale. To
uz ponechavame na vas.
Tretie riesenie: Ideou tohto rieSenia je vyuzit na odhad Tavej strany vazent Jensenovu nerovnost. Dolezité je upravit
Tav1 stranu do takého tvaru, kde sa d4 tato nerovnost pouzit. Ostatné kroky s technické. (Tymto vAm okrem iného
naznacujem, Ze je dobré poznat bezné nerovnosti a mat v ich pouzivani aspon aku-taki prax.)
Dokézeme nerovnost v tvare
a? b? c? S 3v3+3
a(l—a)+b(1—b)+c(1—c)_ 2

Nech f(z) = 1/x(1 — x) pre z z intervalu (0,1). Funkcia f je konvexnd, preto z Jensenovej nerovnosti mame
a’f(a) + b2 f(b) + P f(c) > f(a® +b° + ).

7 nerovnosti medzi mocninovymi priemermi mame

a®+ b+ %> a? + b +c? %_L
3 - 3 V3

Odtial dostavame a® + b + ¢ > 1/4/3. Na intervale (1/2,1) je funkcia f rasttca, preto

1 3v3+3
f(@®+0b* + ) 2f<\/§> ==

Poznamka: Vyskisajte si predvedené metédy na nasledujticej tlohe.
Nech n >4 a ay,...,a, s nezidporné redlne ¢isla spliajice vzfah a? + - -- + a2 = 1. Dokaizte, ze plati

ai az Qn

> 4.
17a1+17a2+ +1fan_
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Vysledkové listina
kategéria BETA
Por. | Meno Ro¢ skola k., | ks 6|7|8|9|10|11 s | >
1. Podolak Martin 3. Gamca BA 5 1 91819191919 45 | 135
2. Budac¢ Ondrej 4. GBST LC 11 | 10 91919199 45 | 134
2. Szabados Michal 3. SPMNDG BA | 6 2 919(19(19/19]0 45 | 134
4. Boza Vladimir 2. GDT PP 4 0 7191919 43 | 129
4. Hapédk Samuel 2. Gamca BA 4 1 81819197 41 | 129
4. Peresini Peter 4. GJGT BB 12 | 10 916191919 42 | 129
7. Ujhézi Vladislav 2. GPJS RO 5 2 61919199 42 | 127
8. Takécs Michal 4. GJGT BB 12 | 8 9191919 36 | 123
9. Hojcka Michal 1. GKom PE 2 0 68|58 33 | 118
9. Vdovi¢enko Martin 2. GPar NR 5 1 8191913 30 | 118
11. | Kovaé Michal 4. Gamca BA 5 0 9146|331 31 | 117
11. Turekovéa Katarina 2. GJGT BB 6 1 919181919 44 | 117
13. | Minarik Marian 2. GPar NR 3 0 91415 27 | 116
14. Klimos Miroslav 1. Bilovec CR 2 0 81919 35 | 114
14. | Sele¢éniova Ivana 4. GJGT BB 10 | 2 919191919 45 | 114
14. | Starovski Méria 2. Gamca BA 6 1 9191919 36 | 114
17. | Pobisova Zuzana 4. GJGT BB 10| 3 81919137 36 | 112
17. Skrovinova Katarina 4. GPar NR 12 5 916111915 30 | 112
19. | Kocék Toméas 2. GPos KE 4 0 9 9 27 | 110
19. | Prusék Michal 4. GJAR PO 111 6 9181919 35 | 110
21. | Mokcsayova Michaela 2. GDax VT 4 0 4191619 37 | 109
22. Hanc¢l Jaroslav 4. Bilovec CR 6 4 91619 24 | 106
22. Melicherc¢ik Martin 2. GPar NR 6 1 91419 22 | 106
24. | Beran Jakub 4. GAlej KE 9 4 91919 27 | 105
25. | Molnarova Zuzana 4. GAlej KE 7 2 918199 35 | 104
26. | Balaz Miroslav 2. GLS HE 5 1 9185 3 25 | 103
27. | Cevorovéa Kristina 3. SPMNDG BA | 6 1 7141519195 35 | 100
28. | Pich Jan 4. GDH SK 7 3 8191910 26 | 99
29. Collakova Veronika 4. GPos KE 7 1 619193 2 29 | 98
30. | Hojckova Martina 3. GJH BA 6 1 719|618 30 | 96
31. | Novak Vladimir 2. GPos KE 3 0 513|613 0 26 | 95
32. | Cernohorska Eva 4. Karl.Vary CR | 6 3 913191910 30 | 94
32. | Magyarova Katarina 3. GBST LC 6 0 7138|194 37 | 94
34. | Fedak Matus 4. GTV SL 5 1 913|019 3 24 | 93
34. | KoSinarova Alena 2. Gamca BA 6 1 91916 919 42 | 93
34. Kucharik Marcel 4. GMRS NM 4 0 51351913 31| 93
34. | Mikulas Ondrej 3. GBST LC 8 3 919|191 29 | 93
38. | Simanova Lucia 2. Gamca BA 5 0 9161919 42 | 91
39. | Imriska Jakub 4. GJH BA 9 7 31919 21 | 90
39. | Sudolsky Michal 3. GJGT BB 7 5 31519 17 | 90
41. | Dvoranova Veronika 2. G Surany 4 0 61461 25 | 88
41. | Spesova Nikola 2. GK2 PO 5 1 51973 0 24 | 88
43. | Povolna Katarina 2. GAlej KE 5 1 7166 0 19 | 87
44. | Mikulas Jan 4. GBST LC 11 | 7 91819194 39 | 8
44. | SeleGéniova Radka 3. GJGT BB 8 2 6179 22 | 85
46. | Olhava Rastislav 4. GAlej KE 7 6 316 9 | 84
47. | Bzdusek Tomas 3. GPdC PN 7 2 0| 78
47. | Koval¢ikova Kristina 3. GVar ZA 8 1 618|9 3 26 | 78
49. | Kuncova Alexandra 1. GAlej KE 3 0 6196 30 | 77
50. | Jakubik Jozef 2. GKom PE 5 1 51713 15| 73
51. | Bachrata Alena 4. GVO ZA 10 | 3 91619 0 24 | 71
52. | Mikula Jan 4. GJGT BB 8 1 412 |52 13| 70
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 7|8 1014 p | s | >
52. | Vancédkova Judita 3. GPos KE 5 1 41816 19 | 70
54. | Szabadosovi Emilia 2. SPMNDG BA | 4 019524 20 | 69
55. | KukliSova Nina 1. GMet BA 4 0|52 5 12 | 67
56. Jurikova Katarina 2. GJGT BB 4 0 0 | 59
57. | Matejovicova Lenka 2. Gamca BA 6 1 918 17 | 57
58. | Godany Martin 3. SPMNDG BA | 6 1 51319 20 | 56
59. | Gal Dérius 4. GPos KE 7 019(5|3|4 21 | 53
60. Formanek Michal 1. SPMNDG BA | 2 019 2|6 0|-17] 0 | 44
61. | Lenhardtova Slavomira 4. GJH BA 10 | 3 8| 4 12 | 42
62. | Hergelova Beata 4. GBST LC 8 1 0 | 41
62. | Oprsal Jakub 4. Brno CR 4 0 0 | 41
64. Bittova Kamila 1. Ces.Tésin CR 1 0 0 | 40
65. | Hezelyova Daniela 2. Gamca BA 4 0 0 | 36
66. | Hrda Marcela 4. GJH BA 8 4 0 | 30
67. | Janikova Karolina 3. GVar ZA 5 0 0 |29
68. | Zamecnik Peter 4. GMRS NM 5 0 0 | 27
69. | Cimbakova Viera 3. GStud SV 4 0 0 | 26
69. | Mackova Veronika 2. GAlej KE 4 0 0 |26
71. | Dlabaja Petr 3. Holesov CR 3 0 0 | 22
72. | Masarova Zuzana 4. GJH BA 9 5 0 | 18
73. | Petruchova Zuzana 4. Gamca BA 10 | 3 0 | 13
74. | Hodéasova Judita 1. Gamca BA 2 001 0 0 1 3
75. | Kovacik Michal 5. GVar ZA 5 1 0 0
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro. skola k,, 2|13(4(5|6|7| p | >

1. Sabova Simona 1. SPMNDG BA | 1 9171919513 124

2. Holla Barbora 1. SPMNDG BA | 2 919196718 122

3. Csiba Peter 1. SPMNDG BA | 2 917151991 120

4. Petrucha Michal 1. GMet BA 2 98|48 |7]2 117

5. Uhrik Jakub 1. Gamca BA 2 919|819 8 116

6. Haas Emil 1. Gamca BA 3 91919193 111

7. Jablonicka Kristina 1. SPMNDG BA | 2 9171919 2 106

8. Fecko Miroslav 1. GPan BA 2 914 9 3 94

8. Fekia¢ Jozef 1. Gamca BA 2 8| 71819 3 94

10. | Mieresovd Lubomira | 1. Gamda BA 2 913|519 3 87

11. | Paulovsky Michal 2. Gamca BA 3 2141953 80

12. | Gre¢malova Gréta 1. SPMNDG BA | 1 8 79

13. | Hajdin Michal 1. GJH BA 2 917 915 |2 69

14. | Pazicky Martin 1. GJH BA 1 8121321 63

15. | Chorvéat Oliver 3. SPMNDG BA | 3 81319713 52

16. | Hodasova Judita 1. Gamca BA 2 3 01 36

17. | Formének Michal 1. SPMNDG BA | 2 9 2| -17| 35

17. | Sramek Martin 2. GTilg BA 3 5172 3 35

19. | Poliakova Michaela 1. SPMNDG BA | 1 6 | 2 014 32

20. | Nogellova Veronika 1. Gamca BA 2 25

21. | Statelov Marek 3. SPMNDG BA | 3 00|54 20

21. | Vranik Milan 1. GJH BA 1 20

23. | Labikové Halina 0. | SPMNDG BA | 0 19

24. | Kraus Peter 3. GJH BA 3 18

25. | Buchholcerova Anna 1. GLS BA 2 14

26. | Pieter Michal 2. | SPMNDG BA | 2 0]0|5]5]3 13

27. | Herich Jan 3. | SPMNDG BA | 3 0|15 (4|1 11

28. | Malik Lukéas 3. SPMNDG BA | 3 0 0 0
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3. séria letnej Casti

kategéria ALFA, zapad

Por. | Meno Ro. skola k., 213|456 |7 |p| >
1. Herencsar Albert 1. Gmad GA | 2 91919191919 135
2. Hojc¢ka Michal 1. | GKom PE | 2 9199|668 129
3. Dvoranova Méria 1. G Surany 2 915|519 |4]|3 105
4. Minarik Marian 2. GPar NR 3 91914 72
5. Zajickova Veronika | 2. G Surany | 3 7191942 67
6. Babiarova Dana 1. GJab MY | 1 0121310 45
7. Vargova Natalia 1. GPar NR | 2 29
8. Proksa ondrej 1. GPar NR | 2 22
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola k., 213|456 |7| p | >
1. Biskupicova Livia 1. GSkol PB 2 9|88 |8|4 124
2. Hudec Vladimir 1. GVar ZA 2 91919195 122
3. Sagat Marian 2. GSkol PB 3 513[9|5|3 110
4. Melo Matej 1. GsvFA ZA | 2 91819195 101
5. Kubina Filip 2. | GPOHDK | 3 7191983 100
6. Rizman Tomas 1. GVar ZA 2 91719 413 99
7. Kobza Vladimir 2. GJGT BB | 3 0|9 |7 |12 98
8. Rohal Branislav 2. GSkol PB 3 91916 6|4 92
9. Vrbovska Maria 2. GJGT BB | 3 319(9|23 81
10. | Oravcova Zosia 1. GJGT BB | 2 9131910 7
11. | Kobolkova Petra 1. GVPTMT | 1 9|2 2 76
12. | Kotrlova Katarina 1. GVPT MT | 2 916|718 3 75
13. | Suché Nina 1. | GVPTMT | 1 91316 411 73
14. | Siagi Miroslav 2. GJGT BB | 3 03|65 62
15. | Zivéakova Andrea 2. GJGT BB | 3 013 59
16. | Harhajova Xénia 1. GVPT MT | 1 91711 412]-31| 58
17. | Nerer Juraj 2. GJGT BB | 3 00 2 49
18. | Alberty Roman 2. GJGT BB | 3 40
19. | Konopkova Julia 1. GJGT BB | 2 7 37
20. | Mlynéarikova Michaela | 1. GJGT BB | 2 8| 2 33
21. | Kapustova Katarina 1. GJGT BB | 2 8 1 2 30
22. | Kostrubova Lucia 1. GBST LC 1 22
23. | Szabo Martin 2. GJGT BB | 3 21
24. | Nemec Juraj 2. GJGT BB | 3 15
25. | Slovik Lukas 2. GJGT BB | 3 21312 9
26. | Chrastina Andrej 2. GJGT BB | 3 2
27. | Kovaé Michal 1. GJGT BB | 1 0
27. | Majlath Martin 2. GJGT BB | 3 0
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola k,|1]2|3|4|5]|6 pl| >
1. Batmendijnova Kristina | 1. GTV SL 1 1919141919 123
2. Popovi¢ Viktor 0. |GJARPO| 0 |99 |7 |9 |7 120
3. Lis¢insky Miroslav 1. GAlej KE | 3 819195 116
4. Fedakova Dominika 2. GTV SL 2 9171910/ 9 112
5. Jursa Jakub 1. GAlej KE | 3 719118 |4 107
5. Vendel David 1. GPos KE | 2 9171915 |4 107
7. Kuncova Alexandra 1. GAlej KE | 3 719196 103
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Por. | Meno Ro. skola k,|[1|/2|3|4]|5 TP |
8. Kuzma Tom4és 1. GAlej KE | 3 717151619 94
9. Polac¢ko Martin 1. GAlej KE 3 917191513 86
10. | Jirdskova Maria 1. GsvTAKE | 1 8 -8 | 59
11. | Novak Vladimir 2. GPos KE 3 9153 58
12. Kazimirova Lucia 1. GJAR PO 1 57
13. Fialkova Elena 0. ZS MN 0 32
14. Olexa Jan 1. GPos KE 2 22
15. | Pivovarnik Marek | 2. GJAR PO 3 0

Vysledkové listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Roé skola 10 |11 |12 |13 |14 | p | >
1. Beran Jakub 4. GAlej KE 0 85
2. Budaé Ondre;j 4. GBST LC 9 9 7 7 9 213
3. Bzdusek Tomas 3. GPdC PN 73
4. Hapak Samuel 2. Gamca BA 9 7 114
5. Hrda Marcela 4. GJH BA 39
6. Kocak Tomas 2. GPos KE 28
7. Molnarova Zuzana 4. GAlej KE 0 18
8. Peresini Peter 4. GJGT BB 9 9 161
9. Pich Jan 4. GDH SK 9 0 1 59
10. | Podoldk Martin 3. Gamca BA 9 9 97
11. | Prusdk Michal 4. GJAR PO 9 76
12. | Szabados Michal 3. SPMNDG BA | 9 0 3 3 115
13. | Takacs Michal 4. GJGT BB 9 7 7 1 124
14. | Skrovinova Katarina 4. GPar NR 9 5 68




