Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové riesenia 1. série zimného semestra 2006/2007

Uloha é&.1: Na plote sedia vrabce a holuby. Ked pit vrabcov odleti, na plote ostanii na kazdého vrabca dva
holuby. Ak potom odleti eSte aj 25 holubov, ostant na kazdého holuba tri vrabce. Najdite pévodny pocet vrabcov
a holubov.

RieSenie: (opravovali Ika a Peto)

Na plote mame niekolko vrabcov a holubov. Aby sa ndm lepSie pocitalo, ozna¢me zacéiatoény pocet holubov h a podcet
vrabcov v. Na zaciatku odletelo pdtf vrabcov, na plote teda ostalo v — 5 vrabcov. Holubov ostalo dvakrat tolko ako
vrabcov, ¢ize h = 2(v —5). Z toho este vela nezistime. Nastastie po chvili odletelo 25 holubov. Na plote preto ostalo
h — 25 holubov a v — 5 vrabcov. Vieme, Ze po tejto zmene bolo na plote trikrat tolko vrabcov ako holubov. Z toho
dostaneme v — 5 = 3(h — 25).

Maéame teda ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych. Podme sa pozriet, ako to dopadne. Jednou z moZnosti
pri rieSeni ststavy je vyjadrif si z prvej rovnice h a toto vyjadrenie dosadif do druhej rovnice. Dostaneme
v—5b = 3(2(1}—5)—25). 7Z toho uz lahko vypoditame, ze v = 20. Pomocou prvej rovnice hned zistime aj povodny pocet
holubov,

h=2(v—>5)=2(20—5) = 30.

Na zaver mozeme pre istotu vyskusat, ¢i 20 vrabcov a 30 holubov naozaj spliia podmienky zo zadania. Predsa sme
sa len pri poc¢itani mohli pomylit. Kedze vsak toto rieSenie sedi, mame vysledok.

Uloha é&. 2: Na stole je poloZenych Sest kusov domina tak ako na obrazku. Aky je najmensi mozny
pocet bodiek na tychto dominach?

Poznamka: Na kazdej polovici domina je umiestnenych 0 az 6 bodiek, pricom na dvoch poloviciach
toho istéhu kusu domina moézu byt aj rozne polty bodiek. Kazdé sada domina obsahuje kazdy
pripustny kuisok prave raz, to znamena, ze obsahuje 28 kiskov domina.
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RieSenie: (opravovali Katka a Ada)
Mnohi ste ndm vo svojom rieSeni tlohy napisali, kolko najmenej bodiek méze byt na zadanych domindch a opisali
ste, ako maju byt rozmiestnené. To vSak nie je len tak. Aby ste nas presvedcili o tom, Ze takyto pocet bodiek je
najmensi, musite este ukdzat, Ze menej bodiek na tych domindch byt nemédze. To sa d4 urobit viacerymi spésobmi.
Napriklad mézete vypisat vietky mozné rozmiestnenia domin a vybraf z nich to spravne. To je vSak dost zdlhavé.
Okrem toho sa mozete velmi lahko zamotaf a na zopar moznosti zabudnit. A ¢o keby bolo medzi zabudnutymi
moznostami aj spravne rieSenie? Podme preto vymyslief nieco Sikovnejsie a rychlejsie.

Ako prvé sktisme zistit, aky najmensi podet bodiek moéze byt na Siestich dominovych kockidch. Potom budeme
vediet, Ze rieSenie, ktoré hladdme, nemédze byt od tohto po¢tu mensie. Ostane ndm este zistit, ¢i vieme z tychto
dominovych kociek poskladaf zadany utvar. Pripadne zistime, ¢o musime na vybratych domindch zmenit, aby sa
utvar poskladat dal.

Vypisme si Sest dominovych kociek s najmensimi po¢tami bodiek: 0-0, 0-1, 1-1, 0-2, 1-2, 0-3. (Kolko bodiek by
bolo na siedmej dominovej kocke?) Keby sme na skladanie obrazca pouzili tieto domind, pocet vSetkych bodiek
dokopy by bol 11. Mensi pocet bodiek nemdzeme dostat ani v zadanom obrazci. Daji sa vSak tieto dominé poskladat
do takého tvaru, ako je na obrazku?

Vsimnime si, ako st dominové kocky poskladané. Dve kocky st k sebe prilozené ¢astou s rovnakym poétom bodiek.
To znamend, %e pocet polovic dominovych kociek s rovnakym poctom bodiek je vZdy parny. (Poriadne si to
premyslite.) Lenze medzi kockami domina, z ktorych chceme obrazok poskladat, je polovica s tromi bodkami len
jedna a polovic, na ktorych nie je ziadna bodka, je pif. Preto z tychto Siestich domin nevieme poskladat zadany
obrazok.

Pocet bodiek 11 teda nie je mozné dosiahnut. Najbliz§i mozny stcet je 12. Ten uz vieme poskladat?
Ano, napriklad tak, Ze kocku 0-3 vymenime za kocku 2-2. Pozrite si obrazok. Je toto rozostavenie
dominovych kociek jediné, ktoré vyhovuje zadaniu? Ak nie, skiiste njst vSetky ostatné.
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Uloha é&. 3: Ked bol Foto maly, dostal na Vianoce deviit kociek, na ktorych boli ¢isla 1,2, ... ,9. (Na kazdej kocke
jedno, kazdé ¢islo na préve jednej.) Riiza bol vtedy eSte mensi a preto kocku s ¢islom 8 zjedol. Fotovi neostalo
nic iné, iba zo zvysnych kociek vytvérat dvojciferné prvocisla, vzdy Styri naraz. Ked ich vytvoril, zapisal ich sticet
voskovkou na stenu. Hral sa takto uz asi pol dria, ked si uvedomil, Ze je hladny a ze uz vytvoril vSetky mozné
Stvorice prvodisel. Zistite, aké ¢isla boli na stene napisané, ked sa Foto odisiel najest.

Pozndmka: RiuZa sa najest neodisiel, pretoZe rano zjedol kocku. A viete, akd td kocka bola?
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RieSenie: (opravovali Ivka a Pefo G.)

pretoze ak kondéi cifrou 5, je delitelné 5-kou, inak je delitelné 2-kou. KedZze méme vytvarat Stvorice dvojcifernych
prvodisel, tak cifry 2, 4, 5 a 6 nemozu byt na mieste jednotiek. Preto vSetky musia byt na mieste desiatok.
To znamend, Ze cifry 1, 3, 7 a 9 musia byt na mieste jednotiek. Ked uz o kazdej cifre vieme, ¢ bude na pozicii
jednotiek alebo desiatok, nezélezi na tom, ako tieto cifry skombinujeme, vZdy ndm hladany siucet vyjde rovnaky,
ato2-104+4-10+5-104+6-10+1+3+7+9 = 190. Cast z vas ttto fintu odhalila, tym ale rieSenie nie je
kompletné, lebo nezarucime, Ze aspon jedna takato Stvorica prvocisel existuje. Ak totiZz neexistuje, znamena to, Ze
Foto nechal stenu nedotknutt. Bolo teda potrebné aspon jednu Stvoricu najst — kedze vyhovujtce boli $tyri, mohli
ste si vybrat z moZnosti 23-41-59-67, 23-47-59-61, 29-41-53-67, 29-47-53-61.

Poznémka: Ulohu ste mohli riesif aj systematickym vypisovanim moznosti, ktoré tiez viedlo k rieseniam — ale iba
v tom pripade, Ze ste to urobili bez chyby. Ak ste vSak nedokazali, Ze vSetky potencidlne Stvorice davaju rovnaky
stcet, vyzadovali sme, aby ste nasli vSetky rieSenia. Co ak by zanedbanie nejakej moznosti viedlo k inému &islu
napisanému na stene?

Uloha é&. 4: Na vybratie vhodného $éfa KMS bola zostavena komisia pozostavajiica z deviatich ¢lenov. Mali vybrat
z troch kandidatov. Volili nasledovnym sposobom: Kazdy clen komisie si zostavi poradie kandidatov, prvému da
tri body, druhému dva body a poslednému jeden bod. Ked boli body sc¢itané, zistilo sa, ze kazdy kandidat ziskal
iny pocet bodov a teda poradie bolo jasne urcené. Jeden ¢len komisie si vSak vsimol, ze keby kazdy clen komisie
vybral iba jedného kandidéta, kone¢éné poradie by bolo presne opacné. Kolko bodov ziskali jednotlivi kandid&ti?

Riesenie: (opravovali ZuzkaM a Buggo)

Nagou tlohou je uréit vysledok volieb. Posnazime sa teda zistif, ako mohli hlasovat jednotlivi ¢lenovia komisie, aby
boli splnené podmienky zo zadania.

Najskor sa pokusime pozrief na nas hlasovaci systém a odhalif nejaké zédkladné zdkonitosti, ktoré v iom platia.
Kazdy z ¢lenov komisie udeli vzdy Sest bodov (tri prvému, dva druhému a jeden tretiemu kandidatovi podla svojich
preferencii). Komisia spolu udeli vzdy 6 -9 = 54 bodov.

Pozrime sa teraz na vitaza volieb. Aby niekto mohol vyhrat, musi nutne dostaf viac ako tretinu vSetkjch bodov.
(Rozmyslite si, preco je to tak.) Pre nds to znamend aspoii 19 bodov. Naopak kandidat, ktory skonéil na tretom
mieste, mohol dostat najviac 17 (= 54/3 — 1) bodov. (Opéf si to rozmyslite. :))

Teraz sa pokuasime zistit, ¢o by malo platit, aby pri druhom type hlasovania dopadli volby naopak.

Keby kazdy z ¢lenov komisie volil iba jedného kandidata, komisia by spolu rozdelila deviit hlasov. Na vyhru by bolo
opét potrebné ziskanie viac ako tretiny vSetkych hlasov. V tomto pripade by vitaz potreboval aspon Styri hlasy.
Oznacme si kandidata, ktory v skuto¢nosti vyhral, Adam, druhého Brarmo, treticho Cyril.

Keby kazdy ¢len komisie hlasoval iba za jedného ¢loveka, zadanie hovori, ze poradie by bolo opac¢né a vyhral by
Cyril. To znamena, 7e Cyril by z deviif hlasov dostal asponi styri. Cize minimélne $tyria ¢lenovia komisie by dali
Cyrila na prvé miesto. Z toho vyplyva, Ze v skuto¢nosti ziskal Cyril najmenej 4-3+5 bodov (od $tyroch ¢lenov po tri
body a od ostatnych piatich ¢lenov jeden bod za tretie miesto na zozname), t.j. 17 bodov. Viac ziskat nemohol,
lebo ako ste urcite zistili sami, ak by ziskal viac, uz by nebol treti.

Kandidati Adam a Braiio si museli rozdelif zvysnych 54 — 17 = 37 bodov. Nakolko bol Adam prvy, musel ziskat
asponl 19 bodov. Potom by Braiio ziskal 18 bodov (lebo 37 — 19 = 18). Toto je zaroveii aj jediné mozné rozdelenie
bodov medzi Adama a Brafia: keby mal Adam viac, Braiio by musel mat menej a tym padom by nebol druhy (resp.
poradie kandiddtov by nebolo jednoznacne urcené).

Dostali sme teda jediné rieSenie: Vitaz ziskal 19 bodov, druhy v poradi mal 18 a treti 17 bodov. Na zéver by sa
este patrilo ukazat, Zze takéto rozdelenie hlasov aj naozaj existuje. (Najdite ho.)

Uloha &. 5:

a) Nédjdite vSetky prirodzené ¢isla n také, Zze 2™ — 1 aj 2™ + 1 st prvocisla.

b) Najdite vietky prvocisla p také, Ze 4p> + 1 aj 6p? + 1 sti prvoéisla.

RieSenie: (opravovali Lenka, Migaé¢, Kenny)

a) Prvodisla sa vyznacuju tym, Ze nemaju ziadnych delitelov okrem seba a jednotky. Preto budeme skiimat delitelov
Gisel 2™ — 1 a 2™ 4 1. Vypiseme si takéto dvojice pre niekolko hodnét n. Pre n = 1,2,3,4,5 to budd dvojice
(1,3),(3,5),(7,9), (15,17),(31,33). Okrem iného si modzeme vSimnut, Ze vzdy aspoil jedno z ¢isel vo dvojici je
delitelné tromi. Toto tvrdenie teraz dokdzeme pre kazdé prirodzené ¢islo n. Pri tom vyuzijeme, Ze 2" — 1 a 2™ + 1
su ¢isla skoro rovné 2", len jedno z nich je o jedna mensie a druhé o jedna vicsie.

Vezmime si ¢isla 2" — 1, 2™, 2™ + 1. Vieme, Ze st to tri po sebe iduce prirodzené ¢isla. Kazdé tretie prirodzené
¢islo je delitelné tromi. To znamena, Ze prave jedno z ¢isel 2" — 1, 27, 2" 4 1 musi byt delitelné tromi. Cislo 2"
nie je delitelné tromi, pretoze je delitelné len mocninami dvojky. Z toho vyplyva, Ze jedno z ¢isel 2" — 1, 2" + 1 je
delitelné tromi. Tieto ¢isla maju byt prvocisla. Jediné prvoéislo delitelné tromi je ¢islo 3. Teda bud 2™ — 1 alebo
2" + 1 musi byt 3. Ak 2" — 1 = 3, tak n = 2 a skutocne 2" — 1 aj 2" + 1 st prvodéisla. Ak 2" +1 =3, takn =1
a 2™ — 1 nie je prvocislo. Jedinym riesenim je preto n = 2.

S v

b) Vidime, Ze v predoSlom pripade ndm pomohla delitelnost ¢islom 3 Opidf méame sktumat prvocisla, nuz pri
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delitelnosti zostaneme. VypiSeme si &isla 4p? + 1, 6p2 + 1 pre niekolko prvych prvoéisel p.

p 4p*+1 6p*+1
2 17 25

3 37 55

5 101 151
7 197 295
11 485 727
13 677 1015

Mozeme si v§imnit, Ze vzdy je jedno z ¢isel 4p? + 1, 6p® + 1 delitelné piatimi. (A% na pripad p = 5.) Preto sktisme
rozobrat delitelnost ¢islom 5 (v nasledujicom k € Np) :

Ak p = 5k, tak p je prvocislo jedine v pripade p = 5. Pre p = 5 lahko overime, ze 4p® + 1, 6p? + 1 st prvoéisla.
Ak p = 5k + 1, tak 4p® + 1 = 100k? + 40k + 5 = 5(20k? + 8k + 1).

Ak p = 5k + 2, tak 6p? + 1 = 150k? + 120k + 25 = 5(30k? + 24k + 5).

Ak p = 5k + 3, tak 6p® + 1 = 150k? + 180k + 55 = 5(30k? + 36k + 11).

Ak p = 5k + 4, tak 4p® + 1 = 100k? + 160k + 65 = 5(20k? + 32k + 13).

Vidime, Ze vo vSetkych pripadoch okrem p = 5k je vzdy jedno z &isel 4p? + 1, 6p? + 1 delitelné piatimi. Este by sa
mohlo stat, Ze jedno z ¢isel 4p® + 1 alebo 6p? + 1 bude 5. Lahko vSak overime, Ze takato situdcia nemoze nastat.
Jedinym riesenim je p = 5.

Uloha é&. 6: Niajdite vietky prirodzené ¢isla n také, ze n + 200 aj n — 269 st tretie mocniny prirodzenych cisel.

Riesenie: (opravovali Colka a Erika)

Nagou tlohou je najst vsetky také n, aby ¢éisla n — 269 a n + 200 boli tretie mocniny nejakych prirodzenych &isel.
Mohli by sme si vypisat vsetky n, vyratat n — 269, n + 200 a skasat, ¢i st tretimi mocninami. No to by sme
nezvladli, kedZze prirodzenych ¢isel je nekoneéne vela. Preto musime uvazovat inak. Ked si spomenieme na druhé
mocniny, vieme, ze st od seba ¢oraz viac vzdialené. S tretimi mocninami je to podobne, preto vhodnych n nebude
vela. Uvedieme dva spbsoby, ako sa dali najst vyhovujtce n.

1. rieSenie:

Toto rieSenie je intuitivne, no jeho korektné zdovodnenie bude vyzadovat trochu ndmahy. Predpokladajme, Ze sme
vhodné n nasli, pricom n — 269 = a3 a n + 200 = b3, kde a, b st prirodzené ¢isla. Potom vieme, ze b3 — a® = 469.
Postupujme spiitne, teda budeme volit a a dopoc¢itavat b. Ak bude b prirodzené ¢islo, nasli sme rieSenie (vieme,
7e b = /a3 + 469). Po dosadeni &isel 1,2,3,...,13 za a najdeme iba jedno riefenie, a to pre a = 12. Vtedy méa
prislusné b hodnotu 13 a hladané n je rovné 122 + 269 = 1997. Este zostava najst dalsie riesenia alebo dokazaf,
ze najdené rieSenie je jediné.

Pri rédtani hodnot a3 sme si vsimli, Ze vzdialenosti medzi nimi boli oraz viicSie (pricom vzdialenost chapeme ako
rozdiel &sel). Pre a = 12 plati (a 4+ 1) — a® = 469. Chceli by sme ukdzaf, 7e uZ neexistuje ziadna ind dvojica
a, b tak, aby platilo b — a3 = 469. Dokézme, Ze neexistuje Ziadna in4 dvojica dvoch po sebe idiicich prirodzenygch
¢isel y a y + 1, pre ktort plati (y + 1)3 — ® = 469. Pre y < 12 sme to overili, pre y = 12 nastava rovnost, ostavaji
y > 12. Dokazme, Ze pre fubovolné y > 12 plati (y +1)® — 3> > 469. Lahko mozno nahliadnut, Ze pre fubovolné tri
po sebe idtce prirodzené ¢isla x — 1, z, « + 1 plati

22— (z-1P3 < (xz+1)>%-2°

(t.j. ¢islo (z — 1)3 je k ¢islu o3 blizsie ako ¢islo (x + 1)3), pretoze tato nerovnost je po tprave ekvivalentnd
s nerovnostou
322 — 3z +1<32% + 3z + 1.

Po dalsej ekvivalentnej tiprave dostaneme 0 < 6z, a teda nerovnost naozaj plati pre vSetky kladné ¢isla z. Z toho
vyplyva, ze rozdiely tretich mocnin susednych cisel sa zviacsuja. Tymto sme dokézali, ze pre zZiadnu dvojicu x, x +1
po sebe idicich prirodzenych ¢isel (réznych od 12, 13) neplati (z + 1)3 — 2% = 469. Ostéva ukézat, Ze nemozeme
mat rieSenie medzi ¢islami, ktoré nie st po sebe idice. Zrejme nemé zmysel volit a > 13. (Rozmyslite si, preco je
to tak; vyuzite pri tom dokézand nerovnost.) A éisla a mensie ako 13 sme vSetky overili na zaciatku rieSenia.
Uloha mé jediné riesenie, a to n = 1997.

2.rieSenie:

Ozna¢me n — 269 = a® a n + 200 = b3. Potom vieme, ze b3 — a3 = 469, ¢ize

b —a® = (b— a)(b* + ab + a®) = 469.

Kedze a, b st prirodzené ¢isla, pricom a < b, tak aj vyrazy b— a, b* + ab+ a? st prirodzené &isla. Cislo 469 sa teda
rovnd sucinu dvoch prirodzenych ¢isel. Z rozkladu ¢isla 469 na prvocisla zistime, Ze su len Styri moznosti, ako ho
rozlozit na sGéin dvoch prirodzenych ¢isel. (V podstate st moznosti len dve, ale treba este prihliadnut na poradie
¢isel v stidine.)

1) b—a =1 astcasne b? + ab + a® = 469;
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2) b—a =T asucasne b* + ab + a? = 67;
3) b—a =67 astcasne b? + ab + a® = T;
4) b— a = 469 a stcasne b? + ab + a® = 1.

Moznosti 2), 3), 4) nevedt k rieSeniu v prirodzenych éislach. (Pre¢o?) Po dosadeni b = a + 1 do druhého vyrazu
v moZnosti 1) dostdvame kvadratickd rovnicu, ktorej riesenim je b = 13 a b = —12. KedZe b je prirodzené éislo,
zostéva iba moznost b = 13, nésledne a = 12 a n = 1997.

Uloha é&.7: Na stistredeni bolo 33 ti¢astnikov. Kazdy ticastnik odpovedal na dve otazky: ,, Kolko je na stistredeni
inych ucastnikov s rovnakym krstnym menom?“ a ,, Kolko je na sustredeni inych tcastnikov s rovnakym priezvis-
kom?¥. Medzi odpovedami sa kazdé z cisel 0 az 10 vyskytovalo aspori raz. Ukézte, Ze na stistredeni museli byt
dvaja tcastnici s rovnhakym krstnym menom aj priezviskom.

RieSenie: (opravovali Ondrik, Hanka a Mifo)

Co znamen4, ked niekto na otézku: ,Kolko je na ststredeni inych t¢astnikov s rovnakym krstnym menom ako
ty?“ odpovie nejaké ¢islo m? KedZe nik z nich neklame, to isté meno ako on mé eSte dalsich m Tudi, a teda tiez
odpovedia m. Pre otdzku s priezviskom plati to isté. Teda ak vieme, Ze zaznelo ¢islo m, tak zaznelo asponi (m + 1)-
krat. Dolezité je uvedomit si, ze ¢islo m mohlo zaznief aj viackrat. Napriklad v situécii, ked mame troch Misov
a troch Ferov (vtedy by €islo 2 zaznelo aspon Sestkrat).

Dalsou podmienkou v zadani je, ze kazdé z ¢isel nula aZ desat zaznelo medzi odpovedami aspoii raz. Teda, ako sme
si uz ukézali, budeme mat aspon jedenkrat odpoved nula, asponi dvakrat odpoved jeden, ..., aspon jedendstkrat
odpoved desat. TakZe uz pozname 1+2+3+---+ 11 = 66 odpovedi, ktoré zazneli. Teraz nas uz len zaujima, kolko
odpovedi zaznelo celkovo. Kazdy tcastnik odpovedal na dve otazky a to je 33 -2 = 66 odpovedi. Takze z celkového
poctu 66 odpovedi uz presne pozname 66. A preto nemohla zazniet ziadna ind odpoved, ¢ize odpoved nula padla
prave raz, jeden préve dva razy, ..., desat préve jedenast réaz. Uvedomme si, Ze tych m + 1 Tudi, ¢o odpovedalo
na jednu z otézok ¢islo m, museli odpovedat na ta istGi otdzku a musia mat spoloéné meno, resp. priezvisko.
Takto dostdvame jedenést roznych skupin Iudi s rovnakym menom, resp. priezviskom s poc¢tami ¢lenov 1,2,...,11.
V tomto momente sme uz na dobrej ceste k vyrieSeniu tejto tlohy. Existuje viacero spdsobov, ako postupovat.
Hlavnou myslienkou prvého z nich je uvedomif si, Ze mame skupinu jedendstich Iudi s rovnakym menom (priez-
viskom). Aby sa kazdy z nich volal in4¢, musi matf kazdy z nich iné priezvisko (meno). To sa vSak ned4, pretoze
méme uz len desat zvySnych skupin a teda najviac desat réznych priezvisk (mien). Preto nejaki dvaja z 11-¢lennej
skupinky maja rovnaké meno aj priezvisko.

V druhom sposobe sa zamyslime nad tym, kolko réznych kombinécii meno-priezvisko vieme vobec z tych 11 skupin
vytvorit. Nech na prvi otédzku zaznelo a rdznych odpovedi, ¢ize madme a roznych druhov mien, a teda 11 — a
roznych druhov priezvisk. Teda vieme vytvorif maximalne a(11 — a) roznych ,celych® mien (réznych dvojic meno-
priezvisko). Vyskusajte si, aké ¢isla vam vyjda, ked dosadite a = 0,1,2,...,11. Ddlezité je to, ze to bude vzdy
menej ako 33, a preto medzi nimi museli byt dvaja Iudia s rovnakym menom aj priezviskom.

Iné rieSenie:

K spravnemu rieSeniu sa dalo dopracovat aj bez znalosti presného poc¢tu mien (priezvisk). Podme na to sporom.
Predpokladajme, Ze nemame Ziadnu dvojicu ludi s rovnakym menom aj priezviskom. Vieme, Ze zazneli odpovede
7, 8,9, 10 a teda mame skupinky po 8, 9, 10 a 11 Tudi, ktori maji spoloéné meno alebo priezvisko. Oznac¢me si
tie skupinky A, B, C', D. Chceme ich ,rozhodit“ medzi men4 a priezviskd. Ako to moze vyzerat? Niektoré z nich
(povedzme, ze ich bude n) sa budt tykat mien. Ostatné (zrejme ich bude 4 — n) sa budu tykat priezvisk. Polozme
si otazku, kolko najviac Gcastnikov patri do dvoch z tychto skupin? Kedze predpokladame, Ze Ziadni dvaja nemaju
rovnaké meno aj priezvisko, je ich najviac n(4—n) < 4. (Rozmyslite si, preco. A nasledujicu vetu si ¢itajte dovtedy,
kym ju nepochopite. :)) Ked si zratame velkosti vSetkych Styroch skupiniek, teda 11 4+ 10 + 9 + 8 = 38, a okrem
toho vieme, Zze maximalne Styria si v dvoch skupinkach, tak najviac Styroch tcastnikov sme zaratali dvakrat. Z
toho ndm vyplyva, Ze na ststredeni je aspon 34 tcastnikov, ¢o je spor. Teda existuja dvaja, ktori sa volaju tplne
rovnako.

Komentér: Asi najfazsie na tomto priklade bolo spravne si utriedif myslienky a zrozumitelne sa vyjadrovat (aj
pre nas :) ). Toto bolo problematické hlavne pri dékaze toho, Ze odpovede nula aZ desat odzneli préave 1 az 11—krat.
Zvysok tulohy uz nebol az tak naroény na spravnu formuléciu, skor na dobry napad. Zaujimavé na tomto priklade
je este fakt, ze priradovanie odpovedi k prvej a druhej otazke vés skor zmiatlo ako pomohlo priklad vyriesit. Mnohi
z vas sa stratili v rozoberani moznosti a dobré ivahy, ktoré platili vSeobecne, pouzivali len na konkrétne pripady.
Jazykové okienko: priezvisko a nie priezvysko. A eSte by sme vés chceli pochvélit za krasny tvar ,,Zazok®.

Uloha ¢&.8: V zistupe je 2n bielych a 2n &iernych 16pt. Dokazte, Ze bez ohladu na to, ako sii usporiadané, je vidy
mozné néjst 2n za sebou iducich 16pt, z ktorych prave n je bielych.

RieSenie: (opravovali Miki a Ajka)

Najprv sa dohodnime, ze 2n-ticu 16pt, ktora zacina prvou loptou a kon¢i 2n-tou loptou, budeme nazyvat prvou
2n-ticou. Druhd 2n-tica bude za¢inat druhou loptou a konéit (2n + 1)-vou loptou. A tak dalej, az poslednd 2n-tica
bude od (2n + 1)-vej lopty po 4n-ti loptu. Nech je v prvej 2n-tici = bielych 16pt. Potom vieme, Ze v poslednej
2n-tici bude 2n — x bielych 16pt, pretoze vsetkych bielych 16pt je spolu 2n a prva a posledna 2n-tica spolu obsahuji
vSetky lopty. Mame tri moznosti, aki hodnotu méze x nadobudat:
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1) Ak = = n, tak aj 2n — z = n. V tomto pripade mame hned v prvej 2n-tici n bielych 1opt, takze tloha je
splnena.

2) Ak z > n, tak 2n — = < n. Najskor sa pozrieme na prvych 2n 16pt. Medzi nimi je z bielych. Teraz zistime,
kolko bielych 16pt moze byt v druhej 2n-tici. Ako sa zmeni pocet bielych 16pt pri prechode z prvej do druhej
2n-tice? Druhd 2n-tica obsahuje tie isté prvky ako prva, az na to, Ze sa prva lopta nahradi (2n + 1)-vou
loptou. Pritom sa moze (ale nemusi) zmenit pocet bielych 16pt. Ak nahradime bielu loptu bielou, alebo
¢iernu ¢Giernou, tak sa pocet bielych 16pt nezmeni. Ked nahradime bielu loptu ¢iernou, pocet bielych 16pt o
jednu klesne. A ked nahradime &iernu loptu bielou, podet bielych 16pt o jednu stiipne. Vzdy sa ale zmeni

.....

.....

v prvej a postupne prechddzame az do poslednej, urcite musime prejst cez 2n-ticu, v ktorej bude n bielych
16pt, pretoze x > n > 2n — x.

3) Ak z < n, tak 2n — x > n. Tu budeme postupovat v podstate rovnako ako v predchddzajicom pripade.
Na zaciatku mame x < n 16pt. Na konci 2n —x > n 16pt. To ale znamena, ze ked sa budeme postvat od prvej
2n-tice po poslednil, musime prejst cez hodnotu z = n. (Z rovnakého dévodu ako predtym — lebo pri presune
z jednej 2n-tice do druhej zvécsujeme pocet bielych 16pt najviac o jedna.)

Vo vsetkych troch pripadoch sme dokazali, ze existuje 2n-tica, ktorda obsahuje n bielych 16pt. Tym sme splnili
tlohu. Este mozno niekoho trapi, ako sa na takéto nie¢o da déjst... Odpoved je, Ze to nie je také jednoduché, ako
to vyzerd z hotového rieSenia, ale po chvili snahy o nakreslenie takého radu 16pt, kde této vlastnost neplati, to uz
zacne byt podozrivé, priam az intuitivne jasné. A potom si treba uz len vSimat, kde to nesedi a preco to vlastne
nejde a poriadne to vysvetlit.

Uloha é&.9: Nijdite vetky trojice celych éisel x, y, = také, Ze plati
27 4 3Y = 22,

RieSenie: (opravovali Zuska a Misko)
Keby sme mali rovnicu riesit v redlnych éislach, staci zvolit ¢isla z, y a doratat z. To sa vzdy d&, lebo lava strana
rovnice je kladné ¢islo.
Ale my navyse pozadujeme, aby ¢islo z bolo celé. Skiisme dosadif trebars z = y = 1. Potom 5 = 22. Ale celé &islo
2z spliiajiice poslednti rovnost neexistuje. Skiisme sa pozriet na tilohu takto: pre ktoré z, y bude Tavé strana druhou
mocninou prirodzeného ¢isla? Takto sme sa vlastne zbavili jednej nezndmej. (To neznamend, Ze sa k nej nemozeme
vréatit. Spravime to, kedykolvek bude potrebné.) Skiisime odvodit nejaké nutné podmienky, ktoré musia ¢éisla = a y
spliia.
Najprv vybavime zaporné ¢isla. V§imnime si, ze ak je rieSenim rovnice trojica z,y, z, tak je rieSenim aj trojica
x,y, (—z). Taktiez je jasné, Ze x a y nemdzu byt zaporné, pretoZze potom by sicet zlomkov na lavej strane rovnice
nikdy nebol celé ¢islo. (Rozmyslite si, preco.) Cize v dalsom nam staéi zaoberaf sa len nezadpornymi trojicami z,y, 2
(v8imnime si, Ze z nikdy nebude rovné 0, pretoZe na lavej strane rovnice je sicet dvoch kladnych éisel).
Predpokladajme preto, ze © > 0 a y > 0. Ako sme povedali, ideme odvodit nejaké podmienky pre z a y. Cim
sa vyznafuji druhé mocniny? Napriklad nemozu konéit na hocijaka cifru. (Vyskasajte si to; na aka cifru moze
koncit druhd mocnina prirodzeného ¢isla v desiatkovej ststave?) Posledna tloha bola o skiimani zvyskov po deleni
desiatimi. V naSom pripade skiisime zvysky, ktoré sa ndm budu Tahko ratat. Z pohladu na Tavii stranu rovnice je
jasné, Ze to budu zvysky po deleni mocninami dvojky ¢ trojky. Toto je plan, ktory skuisime realizovat. Osveddili
sa zvySky deleni po 3 a 4 (zo zvyskov po deleni dvomi vieme len to, Ze z je neparne, ¢o je primalo).
Clen 2% dava po deleni troma zvysok 1 pre = parne a zvysok 2 pre x neparne. Clen 3¥ dava po deleni troma zvysok
0. No a 22 dava zvysky 0, 1 (0 pre z delitelné troma, 1 pre ostatné). Z toho ale vyplyva, ze 2 musi byt parne. (Keby
nebolo, potom by 2% davalo zvySok 2 a nijako by sme nevedeli dostat rovnost.)
Viimajme si teraz zvysky po deleni styrmi. Clen 2% dava zvysSok 2 a 0 (2 pre z = 1, 0 pre ostatné kladné ¢&isla).
Clen 3Y déva pre parne y zvySok 1 a pre neparne 3. Nakoniec 2% dava zvysky 0 a 1 (0 pre parne, 1 pre nepérne).
KedZe uz vieme, ze x je parne, moézeme pripad x = 1 vylacit a teda 2* ndm déva zvysok 0. Z toho vSak vieme, Ze
y musi byt parne, lebo inak by sme na pravej strane rovnice nedostali zvysok 0 alebo 1.
Mozeme teda nasu rovnicu prepisat do tvaru

22k + 32l _ 227 (1)
a upravif na

3% = (2 - 2°)(z + 2Y).

(Pritom sme pouZili, Ze x = 2k a y = 2l.) Lava strana v poslednej rovnici je mocnina trojky, teda aj prava strana
musi byt mocnina trojky. To znamen4, Ze obidva &initele na pravej strane si mocninami trojky. Ak by (z — 2¥)
bolo r6zne od 1, potom by muselo byt (z + 2*) — (2 — 2¥) = 2. 2F delitelné troma (od¢itavame od seba dve mocniny



KMS 2006,/2007 1. séria zimnej Casti 6

trojky), ¢o nemoze byt. Preto z — 2% = 1 (alebo z = 2* + 1). Cize rovnicu (1) mdzeme prepisat do tvaru

2%k 432 = (2F+1)
32 = (2F 41 -2F)(2F + 1428,
32 = 2.9F 41,
B 1)@ +1) = 20+,

Sme v podobnej situdcii ako pred chvilou. Na pravej strane méme mocninu dvojky, teda aj na lavej strane musi byt
mocnina é&sla 2. Cize obidva éinitele na Iavej strane stt mocninami dvojky. Zjavne 3! — 1 # 1 a pre [ > 1 nemozu
byt stcasne 3' — 1 aj 3’ + 1 mocninami dvojky. (Medzi mocninami dvojky je rozdiel 2 len v pripade 22 — 2!, ¢o
ale nie je nas pripad, lebo [ > 1.) Ostal nam teda pripad [ = 1, kde dostadvame rieSenie © = 4, y = 2, z = 5 (resp.
z = —b).

Nakoniec ndm ostalo vyriesit, ¢o ak z = 0 alebo y = 0. Ak x = 0, dostdvame postupne

143Y =22
¥ =(z-1)(z+1).
Z toho podobnou analyzou ako v predchddzajicom dostaneme rieSenia z = 2 (resp. z = —2) ay = 1. Ak y = 0,
tak dostaneme 2% = (z — 1)(z + 1), z ¢oho dostaneme rieSenie x = 3 a z = 3 (resp. z = —3).

Vsetky riesenia tejto rovnice teda su (0, 1,2), (0,1, —2),(3,0, 3),(3,0,—-3), (4,2,5), (4,2, —5).

Pozndmka: Pri rieSeni rovnice (1) mdzeme postupovat aj inak. NaSa rovnica je v tvare a2+ b? = c2. Trojice (a, b, ¢),
ktoré st riesenim tejto rovnice, sa nazyvaju pytagorejské (preco asi?). Je zname!, 7e takéto trojice st v tvare
(m? —n?,2mn, m?+n?) pre nejaké prirodzené ¢isla m, n s vlastnostou m > n. Z tohto sa da rychlo dorobit riesenie
nagej rovnice: ¢islo 2mn zodpoveda jednému z ¢lenov na Tavej strane, a nakolko je to ¢islo parne, musi to byt ¢len
2%, 7 toho mame, Ze &isla m, n st mocninami dvojky. ZvySok prenechdvame citatelovi.

Uloha ¢&.10: Numizmatik Kristian Prislovka ma 241 minci s celkovou hodnotou 360 toliarov. (Hodnota kazdej
mince v toliaroch je prirodzené ¢islo.) Moze si byt Kristidn Prislovka isty, Ze vie tieto svoje mince rozdelit na tri
kopky s rovnakou hodnotou?

Riesenie: (opravovali Bebe a Rasto)

Vsetky vaSe spravne rieSenia boli podobné v tom, Ze ste vymysleli sposob, ako to urobit pre fubovolni sadu minci
nasledujice dve zdkladné veci: Akt najvicsiu hodnotu moze mat niektord z minci? Aké je minimélne mnoZstvo
jednotoliarovych minci?

Odpoved na prva otazku je 120. Ak by sme mali mincu, ktord by mala vicsiu hodnotu, tak zvy$njch 240 minci by
nam k stctu prispelo hodnotou aspon 240, a preto by sme spolu mali mince v hodnote viac ako 360, ¢o je v spore
so zadanim.

Intuitivne sa zda, Ze najmenej jednotoliarovych minci bude prave vtedy, ked ostatné mince budid dvojtoliarové
(teda budi ¢o najmensie). V takom pripade ndm vyjde 122 jednotoliarovych minci. A naozaj. Ak by sme ich chceli
mat k (k < 122), tak by spolu so zvy$nymi 241 — k mincami, z ktorych kazda méa hodnotu aspoii dva, ddvali stiéet
asponl k + 2 - (241 — k) = 482 — k, ¢o je pre k < 122 vicsie ako 360 a teda znovu dostédvame spor so zadanim.
Nasli ste viacero peknych sposobov. Ukazeme si dva z nich.

V prvom pripade budeme kopky tvorit nasledovne. Na prvii ddme 120 jednotoliaroviek. Na druhi a tretiu kopku
dame mince rovnomerne a to tak, aby sa pri presune aspon jednej mince z tretej kopky na druht, alebo z druhej
na tretiu vymenila nerovnost medzi hodnotami képok na opaéni (ak bola vicsia druhd, bude vicsia tretia a
naopak). Ak je teraz na oboch kopkach 120 toliarov, tak sme nasli to spravne rozostavenie. Ak nie, tak z vii¢Se]
kopky vezmeme mincu v hodnote z, ktord nadm menila nerovnost. Tym druhd a aj tretia kopka budt mensie
alebo rovné ako 120. Tuto zobratii mincu ddme na prva kopku a z prvej kopky vezmeme z jednotoliaroviek (to
vSetko mézeme spravit, lebo kazd4 minca méa hodnotu mensiu alebo rovnt ako 120 a na prvej kopke méame 120
jednotoliaroviek) a tie uz podla potreby rozdelime medzi druhi a tretiu kopku, aby na kazdej bolo 120.

Druhy sposob je zaujimavy v tom, Ze dokazuje zaroven silnejsie tvrdenie. Kristidn by vedel rozdelit 241 minci
v hodnote 360 dokonca tak, ze na jednej kopke by boli len jednotoliarovky. Za¢nime tym, ze prvych 120 jednotiek
déme na prvi kopku. Ostalo ndm 121 minci v hodnote 240 toliarov. Teraz pouzijeme trik, ktory je velmi uzitoéné

poznat, lebo sa d4 ¢asto pouzit. Ozna¢me si nase mince postupne ay, as, ... aj2;. Dalej si postupne siéty oznacme
takto: s1 = a1, S = a1 + ag, ... S121 = a1 + as + -+ + a121. Potom sii¢et minci medzi i-tou a j-tou mincou
vratane je a; + a;41 + --- +a; = s; — s;_1. Mame 121 stctov, pre ktoré plati 0 < s; < 55 < --- < s121 a zaroven

z Dirichletovho principu existuja asponi dva z nich, ktoré ddvaju rovnaky zvysok po deleni 120. KedZze st navyse
rozne a v rozpiti menSom ako 240, tak maji rozdiel presne 120. Oznacme si ich s, a si (s, < si). Zoberieme teraz
mince a,y1, dyio, ... ar. Maja stéet sy —s, = 120, a preto ich mdzeme daf na druht kdpku. Na tretiu ndm potom
ostali zvy$né mince. (Tiez v hodnote 120 toliarov.)

Uloha &.11: Na ostrove Zije n domorodcov. Jedného diia nicelnik rozhodol, %e vietci (vratane neho) si urobia
a budii nosit ndhrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov. Dvaja domorodci maji mat aspori jeden

Inapr. http://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean triple
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kamienok rovnakej farby prave vtedy, ked si priatelia.

a) Dokazte, ze domorodci mézu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimélny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nacelnikov rozkaz bez ohladu
na priatelské vztahy na ostrove?

Riesenie: (opravovali Bus a Skrecok)

V tejto tlohe sa pracovalo s ostrovom, na ktorom zije n domorodcov, z ktorych niektori sa priatelia a niektori
nie. Ako si véi¢Sina z vés v8imla, takato situécia sa d4 jednoducho znézornif na papieri. A to napriklad tak, Ze si
nakreslime obrazok s n vrcholmi (body, krizky), ktoré predstavuji domorodcov, a spojime tseckami prave tych
domorodcov, ktori sa priatelia. V matematickej re¢i sa takémuto obrazku zvykne hovorit graf (pozor, nie je to to
isté ¢o graf funkcie). Usecky medzi vrcholmi sa nazjvaji hrany. Takéto znazornenie budeme pouzivat aj vo zvysku
vzorového riesenia. VSimnite si, Zze pojmy pouzité na oznacovanie Casti grafu vychadzaju z pojmov pouzivanych
pre mnohosteny. Skiuste si nakreslit kocku ¢i Stvorsten. Ako kreslite vrcholy, hrany, steny?

Podme teraz k samotnému rieSeniu tlohy.

a) Prvé Cast bola velmi jednoduchd, ¢o aj niekolkych z vés zmiatlo a snazili ste sa tu najst nejaky chyték. Odpovedou
je, ze domorodci mozu skutoéne vzdy splnit nacelnikov rozkaz. Stadi, ak si kazdi dvaja domorodci, ktori sa priatelia,
navle¢t na néhrdelnik kamienok rovnakej farby, ale taky, aky uz ziadni ini domorodci nemaji. Takto budt mat
dvaja domorodci, ¢o sa priatelia, vZdy aspon jeden rovnaky kamienok, ale dvaja, ktori sa nepriatelia, rovnaké
kamienky mat nebudt.

b) Skor ako sa pustime do rieSenia druhej ¢asti Glohy, sktisme si sformulovat nase zadanie v reéi teérie grafov. Uz
sme si povedali, ako sa znézornia domorodci a ich priatelstva. V tlohe v8ak eSte vystupuji ndhrdelniky s fareb-
nymi kamienkami. Najjednoduchsim sposobom, ako to zaznacit do obrazka, je ofarbit kazdy vrchol vSetkymi tymi
farbami, ktoré mé prislusny domorodec na svojom néhrdelniku. (Jeden vrchol teda bude ofarbeny aj viacerymi
farbami.) Aby ofarbenie vyhovovalo na¢elnikovmu rozkazu, musia byt kazdé dva vrcholy, ktoré si spojené hranou,
ofarbené aspon jednou spolo¢nou farbou, ale vrcholy, medzi ktorymi hrana nie je, uz ziadne dve rovnaké farby mat
nemozu.

Vsimnime si teraz, ze podobne ako vrcholy sa daja ofarbit aj hrany. Kazda hranu grafu ofarbime vSetkymi tymi
farbami, ktoré maju jej koncové vrcholy spoloéné. Takto sa ndm moze stat, Ze niektoré hrany buda ofarbené
aj viacerymi farbami. Dolezité vSak je, Ze kazd4 hrana bude ofarbend aspon jednou farbou, kedze kazdi dvaja
domorodci spojeni hranou musia mat aspoii jeden kamienok spolo¢nej farby.

Budeme ofarbovat vrcholy a hrany grafu tak, ako sme si tu ukézali. Zacnime s rieSenim. Prva vec, ktora asi kazdého
z véas napadla, je zacaf si kreslit rozne grafy a ofarbovat ich ¢o najmensim poctom farieb. Ak ste mali dostatok
$tastia, trpezlivosti alebo intuicie, podarilo sa vam néjst nasledujtice rozostavenie:

obr. 1

Vsetci domorodci st rozdeleni na dve velké skupiny, v rdmci ktorych sa nikto s nikym nekamarati, zato ale kazdy
domorodec z jednej skupiny sa priateli s kazdym domorodcom zo skupiny druhej.? Nazvime si tieto skupiny ,sekty*
— pre parne n st obe sekty rovnako velké, pre neparne n je v jednej z nich o jedného domorodca viac.?

Skiisme zistit, aky najmensi podet farieb nam na ofarbenie tohto grafu bude stac¢if. Moze sa stat, ze niektoré dve
hrany budu ofarbené tou istou farbou, napriklad oranzovou? Ak by boli, znamenalo by to Ze aj ich koncové vrcholy
st ofarbené oranzovou farbou. Tieto koncové vrcholy st aspoii tri (normélne s Styri, ale ak maji hrany spoloény
vrchol, budi iba tri). Sekty na naSom ostrove s vSak iba dve, preto aspoii dva z tychto oranzovych vrcholov musia
byt v tej istej sekte. To je vSak spor, pretoze v rdmci sekty sa Ziadne dva vrcholy nepriatelia.

Z toho vyplyva, Ze vietky hrany musia byt ofarbené roznymi farbami. Pocet hran je n?/4 resp. (n? —1)/4 pre parne
resp. neparne n. Kazda hrana je inej farby, ¢o znamend, Ze aj farieb budeme potrebovat aspon tolko, ako hran.
Zaujimavé na tomto konkrétnom priklade je, Ze pocet farieb, ktory sme takto dostali, ndm uz bude stacit aj
pre lubovolny iny graf s n vrcholmi. Toto ste aj mnohi vo svojom rieSeni napisali. Ale chybal vdm dokaz. O ten sa
viaceri z vas poksili — tych by sme cheeli pochvalit, niektori ste mali svoje dokazy naozaj velmi dobre prepracované
— avSak u kazdého sa nasla nejaka chyba. Niektoré z nich by sme vam tu radi trochu objasnili.

Vela Tudi sa napriklad vo svojom rieSeni pokusalo nédjst ,najhorsi“ pripad, ¢ize taky, v ktorom budeme musief
pouzit ¢o najviac farieb. To samozrejme nie je chyba, ved predchadzajucich niekolko odsekov sme sa tu prave
takémuto pripadu venovali. Problém je vSak v tom, Ze to, ¢i je konkrétna situécia skuto¢ne najhorsia, byva obvykle

2Takyto graf sa nazjva tplny bipartitny graf — bipartitny preto, lebo vrcholy st rozdelené na dve také skupiny, ze kazda hrana vedie
iba z jednej skupiny do druhej, nikdy nie do tej istej; Gplny bipartitny zas preto, lebo z tychto ,bipartitnych® hran sa v nom nachadza
kazda mozna.

3V bipartitnom grafe vo véeobecnosti nemusia byt sekty rovnako velké, nam sa vsak bude hodif taky bipartitny graf, ktory ma ¢o
najviac hran. Mézete si skusit ukazat, ze to bude prave tento.
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takmer nemozné dokéazat, obzvlast pri takej zlozitej situécii ako je vSeobecny graf s n vrcholmi. Ako sa d4 tomuto
problému vyhnut si ukazeme neskor.

navzajom pospdjané hranami (,trojuholnik) nds nemusi zaujimat, pretoZze pocet farieb potrebny na jeho ofarbenie
urcite nie je najhorsi mozny. Odévodnovali ste to napriklad tym, Ze ak z takéhoto trojuholnika uberieme jednu
hranu, pocet farieb potrebnych na ofarbenie nového grafu stipne. (Pripadne naopak, pridanim hrany, ktora vytvori
trojuholnik, pocet farieb potrebnych na ofarbenie grafu klesne.) Zabudli ste vSak rozobratf vSetky mozné polohy
ostatnych hran a tu je hned aj jednoduchy protipriklad:

VV o — Y

stacia dve farby treba tri farby
obr. 2
Povodny graf sa dal ofarbit dvoma farbami, pridanim hrany do trojuholnika potrebny pocet farieb stipol na tri.

Pre tych, ktori by chceli namietat, Ze povodny graf uZz obsahoval na zaciatku nejaké trojuholniky, je tu dalSia
ukazka. Majme graf ako na obrazku dole, jeden vrchol v strede spojeny hranami s desiatimi vrcholmi okolo neho:

staci 10 farieb treba 12 farieb
obr.3

Na ofarbenie tohoto grafu ndm treba desat farieb. VSimnite si, ze nech priddme hranu kamkolvek, vznikne nam vzdy
trojuholnikov. Na upresnenie, kazdy vrchol na obvode je spojeny s vrcholom v strede, s oboma svojimi susedmi,
s vrcholmi o tri nalavo a o tri napravo, a eSte aj s vrcholom, ktory je presne oproti nemu (aj ked tato hranu
na obrazku nie je vidno, pretoze splyva s hranami, ktoré vedd do stredu). Tento novy graf neobsahuje ziadne Styri
vrcholy, ktoré by boli vSetky navzdjom pospéjané hranami, preto ziadni Styria domorodci nemodzu byt ofarbeni
rovnakou farbou. Jednou farbou teda mozu byt vzdy ofarbené najviac tri rozne hrany (a to tiez len vtedy, ak tvoria
trojuholnik), hran je tu vSak 35, preto budeme uréite potrebovat aspoii dvanast farieb.

Z tychto prikladov eSte nevyplyva, ¢i treba naozaj rétat aj s tymi grafmi, ktoré obsahuju trojuholniky, alebo
netreba. Vidime vSak minimdlne tolko, Ze rozoberaf vSetky Specidlne pripady by mohlo byt v tplne korektnom
dokaze dost namahavé. Nam vsak netreba vediet, ktory je najhorsi pripad alebo ¢ obsahuje trojuholniky. My by
sme len radi zistili, kolko farieb ndm staci na jeho ofarbenie. Vyberieme sa preto celkom odlisnou cestou, pri ktorej
nam ni¢ z toho nebude treba — cestou, ktora byva obvykle jednoduchsia ako priamy dékaz. Pouzijeme matematicka
indukciu vzhladom na pocet vrcholov grafu. (Dala by sa pouzit aj indukcia vzhladom na pocet hrén?)

Pre jednoduchost dokézeme tvrdenie len pre neparne n, ¢ize dokazeme, Ze pomocou (n? — 1)/4 farieb vieme ofarbit
lubovolny graf s n vrcholmi, ak je toto n neparne. Dokaz pre parne n je takmer rovnaky a kazdy z vas by ho mal
po preéitani zvysku vzorového rieSenia zvladnut aj sam.

1° Nech n = 1. Chceme dokazaf, ze graf s jednym vrcholom vieme ofarbif 0 farbami. KedZe v grafe s jedinym
vrcholom nemdozu byt Ziadne hrany, nula farieb ndm skutoc¢ne bude stacit.

2° Nech sa lubovolny graf s n = 2k + 1 vrcholmi d4 ofarbif pouZitim najviac (n? — 1)/4 farieb. Vezmime si
lubovolny graf s n + 2 vrcholmi a dokdZme, Ze ndm na jeho ofarbenie bude stacit ((n + 2)? — 1)/4 farieb.

Pokial tento graf neobsahuje Ziadne hrany, netreba ndm ani jednu farbu a teda ((n + 2)? — 1)/4 bude uréite
stacit. Ak graf nejaké hrany obsahuje, vezmime si ITubovolné dva vrcholy spojené hranou. Predstavme si
na chvilu, Ze tieto dva vrcholy aj spolu so vSetkymi hranami, ktoré z nich vychédzaja, sme z grafu vygumovali.
Ostal ndm graf s n vrcholmi, ktory teraz mozeme (podla indukéného predpokladu) ofarbit najviac (n? —1)/4
roznymi farbami.

Primyslime si vygumované vrcholy naspét. Zatial nie st ofarbené ziadnou farbou, ¢o evidentne nie je dobre,
pretoze ich napriklad spaja jedna spolo¢nd hrana. Tiez je celkom mozné, Ze z nich vychddzaji aj dalsie hrany
do zvysku grafu, ktoré zatial nie st ofarbené. Z oboch vrcholov moze vychddzat do uz ofarbenej ¢asti grafu
najviac po n hran, plus jedna spolo¢nd hrana ich eSte spaja. Najjednoduchsim rieSenim by bolo ofarbit kazda
z tychto (najviac) 2n 4 1 hran roznou farbou — to je v8ak prili§ vela, nevySiel by ndm indukény krok. (Mozete
si to vyskusat.)

Treba si preto vSimnut, Ze nepotrebujeme ofarbif kazdd hranu roéznou farbou. Ak totiz maju oba naSe vy-
gumované vrcholy spolo¢ného priatela, mozeme tomuto spoloénému priatelovi a obom ,,vygumovancom® dat
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kamienok tej istej farby, ¢ize ofarbif dve hrany jednou farbou. Inak povedané, kazdému vrcholu v uz ofar-
benom grafe priddme jednu novia farbu. Tato nova farbu ddme zaroven jednému, druhému, obom alebo ani
jednému z dvoch vygumovanych vrcholov podla toho, s ktorymi z nich sa priateli a s ktorymi nie. Tym vyro-
bime len n novych farieb, pritom sa nam podari ofarbit nimi vSetky hrany iddce z uz predtym ofarbenej casti
do vygumovanjch vrcholov. Nakoniec eSte budeme potrebovat jednu dal$iu farbu na ofarbenie hrany medzi
samotnymi vygumovanymi vrcholmi (ktort treba len v pripade, Ze tito dvaja nemali Ziadneho spolo¢ného
priatela — ale aj to sa moze stat).

Podme to teda vsetko zratat:

n?—1 n?+4n+3 (n+2)2-1
+n+1= 1 = 1

Podarilo sa nam graf s n+2 vrcholmi ofarbit ((n + 2)? — 1)/4 farbami. To znamen4, Ze druhy indukény krok
je hotovy.

Na zaver bonusova tloha. Viete dokézat, ze graf, ktory obsahuje trojuholniky, sa d4 vzdy ofarbif aj mensim poétom
farieb, ako maximum, ktoré sme nasli?
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Ulohy 12 a 14 nikto nevyriesil. KedZe vas nechceme obraf o radost z ich tspesného vyrieSenia, tieto tilohy ostavaji
do tretej série kategérie GAMA.

Uloha ¢&. 12: Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruznice opisanej
trojuholniku AOC. Bod M je stredom strany AC. Body D a E lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly
MDB a MEB sti rovnako velké ako uhol ABC'. Dokazte, ze priamky BT a DE st na seba kolmé.

Uloha é&.13: Priamka prechadzajiica taziskom T trojuholnika ABC' pretina stranu AB v bode P a stranu CA
v bode Q. Dokazte, zZe
4-PB-QC < PA-QA.

RieSenie: (opravoval Jakub)
Tvrdenie sa dalo dokdzaf viacerymi réznymi spésobmi: analyticky, vhodnym viacndsobnym vyuZzitim sinusovej
vety (takto to dokazal Tomds Kocak), vyuzitim Menelaovej vety alebo cez obsahy trojuholnikov. Pri dalsom ¢itani
vzorového rieSenia odporticame kreslit si priebezne obrazky.
Nech V = |QA|/|QC| - |PA|/|PB|. Chceme vlastne dokdzat, ze V je aspon 4. Este treba oSetrit Specidlne pripady,
ked |QC| = 0 alebo |PB| = 0 (to znamena, ze PQ je taznicou na jednu zo stran b, ¢). Vtedy dokazované tvrdenie
trividlne plati. (Overte to.) Dalej budeme predpokladat, ze PQ nie je faznicou ani na jednu zo stran b, c. Ak je
priamka P(Q) rovnobezna s priamkou BC, tak v dokazovanom tvrdeni nastdva rovnost. Inak priamka P(Q nie je
rovnobeznd s priamkou BC, drzme sa toho.
Pozrieme sa na obrézok a vSimneme si, ¢o mdme dané a mohli by sme to nejako vyuzit. Napriklad vidno, ze T
je tazisko, teda deli taznicu AS, kde S je stred BC, v pomere 2 : 1. (Predo prave tuto taznicu? Lebo situécia je
symetrickd vzhladom na zdmenu vrcholov B a C. TakZe taZnica z vrchola A je Specidlna. Vhodné je celd situaciu
si takto nakreslif, teda trojuholnik ABC nakreslime ako BCA.) Skiisme vyuzif tento pomer. Co o pomeroch
a trojuholnikoch pozname?*
Oznac¢me priese¢nik priamok PQ a BC pismenom R. Z Menelaovej vety pre trojuholnik ACS a priamku PT
dostavame
|RB| TS| |PA] _
|RS| |TA] [PB|

Odtial vyjadrime, ze |PA|/|PB| = 2-|RS|/|RB|. Podobne z Menelaovej vety pre trojuholnik AC'S a priamku QT
dostavame

1.

RC| |TS| |QA| _
[RS| |TA[ [QC|
Odtial vyjadrime, ze |QA|/|QC| = 2 - |RS|/|RC|. (V predchadzajicich rovnostiach sme vyuzili, ze vietky dizky

v menovateloch s nenulové.)

Takze

1.

4-|RS]*
|[RB| - |RC|

Uz si stadi iba uvedomit, ze bod R lezi na priamke BC, ale nie na tsecke BC. Preto

V:

|RB|-|RC| = (IRS| +|SBI) - (|RS| - |SB|) = |RS|* — |SB*.

Odkial vyplyva, ze V > 4.

Iné rieSenie:

Pomery fizko stvisia s obsahmi. Napriklad Menelaova a Cevova veta sa daji lahko dokéizat cez obsahy®. Preto
skisime uvazovat o obsahoch. Pre jednoduchost budeme symbolom [XY Z] oznacovat obsah trojuholnika XY Z
a velkosti tsediek budeme pisat bez absolttnej hodnoty.

Pomer PA/PB pozname préave vtedy, ked pozndme pomer PA/AB. Pritom AB je strana pevného trojuholnika
ABC, bod P sa pohybuje. Stoji za pokus vyjadrit pomer PA/PB pomocou pomeru AP/AB. Okrem toho nas
zaujima pomer AQ/AC. Ako to sivisi s obsahmi? Nuz, pomer obsahov trojuholnikov APQ a ABC obsahuje
vo svojom vyjadreni oba skiimané pomery (toto vyjadrenie ziskame z toho, Ze obsah trojuholnika je polovica
sucinu dvoch stran a sinusu uhla nimi zovretého). Preto sa nafi pozrieme podrobnejsie.

Aky je obsah trojuholnika APQ@Q? Tento trojuholnik je vlastne odrezkom uhla C'AB uréenym priamkou P(Q) pre-
chédzajicou pevnym bodom 7. Moze byt obsah takto uréeného trojuholnika ITubovolne velky? A Tubovolne maly?
Zo vsetkych zisteni o tomto obsahu pouzijeme to, ktoré je uzitocné pre poévodny problém.

(Teraz nasleduje chvila prace, ktorej ciel sme popisali v predchadzajticich odsekoch. Dalsie odseky zhitaju ziskané
vysledky.)

Najprv dokazeme, ze [APQ]/[ABC] > 4/9. Pre ostrouhly trojuholnik ABC ozna¢me E, F prieseCniky stran AC,
AB s rovnobezkou so stranou BC' prechadzajicou bodom 7. Nech P lezi vnatri BF. Potom priemet bodu P

4Malo by vam napadnuf Gosi takéto: Cevova veta, Menelaova veta, sinusova veta, v akom pomere deli os uhla protilahlt stranu
trojuholnika?, podobnost, obsahy, ...
Shttp://www.math.uci.edu/ mathcirc/math194/lectures/advanced3/node2.html
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na priamku FE lezi od T dalej nez F. Na druhej strane @ lezi vnitri AE, preto priemet bodu @) na priamku
FE je blizsie k T nez E. Trojuholniky TF P a T EQ maja rovnako dlhé zédkladne a pritom TF P ma vac¢siu vysku
(preco?). Takze [APQ] > [AF E]. Tupouhly trojuholnik ABC prenechdvame na ¢itatela. Trojuholniky AFE a ABC
st podobné s koeficientom 2/3, preto pomer ich obsahov je 4/9.

Nech
QC PB 1
QA PA ™ 4
7 predchadzajiceho odseku vieme, ze
AB AC 9
AP AQ — 4
Vyjadrime
AB _ | PB Ac_ ., qc
AP T PaA Y AQT T oa

Ozna¢me PB/PA = z, QC/QA = y a dosadme posledné vyjadrenie do nerovnosti. Po roznésobeni a odéitani
jednotky od oboch stran dostaneme
r+y+azy <5/4.

Predpokladali sme, Ze xy > 1/4, preto x +y > 2,/zy = 1, takze  +y +zy > 1/4+ 1 = 5/4. To je spor.

Ostéva prezriet si cely postup a doriesif niekolko §pecidlnych poldéh bodov P a Q.

Poznamka: Ulohu ste vicinou riesili vyuzitim analytickej geometrie. Tvrdenie sa dalo aj takto dokéazaf bez vicsich
problémov. AvSak pri tomto sposobe rieSenia musite okrem iného dévaf pozor na vSetky menovatele zlomkov
(a aj iné ,z16“ vyrazy), aby ndhodou neboli 0, pripadne ak moézu byt 0, tak treba tento Specidlny pripad vyriesit
samostatne.

Uloha ¢&.14: Prirodzené ¢éisla x, y vicsie ako 1 spliiajii vztah 222 — 1 = y1°.

a) Dokazte, Ze x je delitelné piatimi.
b) Existujii celé ¢&isla x, y vidsie ako 1 sphiajiice spominany vztah? Viete najst vietky také cisla?

Vvsledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé skola ke | kg |5 |6 7]8|9]10/11| p | s | >
1. Cibicéek Jozef 4. GJH BA 6 1 919191919 45 | 45
1. Herencséar Albert 2. Gmad GA 4 0 19/9/9/9]9 45 | 45
1. Kuncova Alexandra 2. GAlej KE 5 0 19/9[9(19]9]|2 45 | 45
1. Turekova Katarina 3. GJGT BB 8 2 919191919 45 | 45
5. Podoldk Martin 4. Gamca BA 7 2 91919 917 43 | 43
5. Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 019191919 7 43 | 43
7. Alif Maja 3. GCelje 3 019/6[9]9]9 42 | 42
7. Bzdugek Tomas 4. GPdC PN 8 2 919(9|8|7|5 42 | 42
9. Haas Emil 2. Gamca BA 5 01918919 6 41 | 41
9. Hapéak Samuel 3. Gamca BA 6 4 919191717 41 | 41
9. | Szabados Michal 4. | SPMNDGBA | 8 | 5 9[9(9]9]5 41 | 41
12. | Hojcka Michal 2. GKom PE 4 1 9191911194 40 | 40
13. | Biskupicova Livia 2. GSkol PB 4 0 1]9/19/9]9]2 38 | 38
13. | Paulovsky Michal 3. Gamca BA 5 0 19[8]9]9]3 38 | 38
13. | Vancékova Judita 4. GPos KE 6 1 81919 913 38 | 38
16. | Dernar Marek 4. GAlej KE 6 019/9]9|9 1 37 | 37
16. | Kubina Filip 3. GPOH DK 5 0 |9/6]9]9]1|3]|4 37 | 37
16. | Polacko Martin 2. GAlej KE 5 01971919 3 37 | 37
16. | Simanova Lucia 3. Gamca BA 6 0 |8[6]7]9]7 37 | 37
16. | Vendel David 2. GPos KE 4 0 [8[9]9]9]1]2 37 | 37
16. | Spesovéa Nikola 3. GK2 PO 7 2 615(919(8]|2 37 | 37
22. | Balaz Miroslav 3. GLS HE 7 2 51919 9|4 36 | 36
22. | Cevorova Kristina 4. SPMNDG BA | 8 2 71919 813 36 | 36
22. | Hollad Barbora 2. SPMNDG BA | 4 01971917 4 36 | 36
22. | Jurikova Katarina 3. GJGT BB 5 0191919 9 36 | 36
22. | Kocisky Tomas 3. Gamca BA 4 1 91919 (8|1 36 | 36
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Por. | Meno Ro¢ skola ko | kg |5]16]|7|8]9/(10(11 s |y
22. | Melo Matej 2. GsvFA ZA 4 0191919910 36 | 36
22. | Starovskd Maria 3. Gamca BA 8 2 9191919 36 | 36
29. | Petrucha Michal 2. GMet BA 4 0 |8|71]1919 2 35 | 35
30. Koval¢ikova Kristina 4. GVar ZA 10 | 2 61919 6|4 34 | 34
30. | Kuzma Tomés 2. GAlej KE 5 0197 917 2 34 | 34
30. | Mikula$ Ondrej 4. GBST LC 10| 5 919|934 34 | 34
33. | Boza Vladimir 3. GDT PP 6 3 91919142 33 | 33
33. | Eiben Eduard 2. GPos KE 3 0 19141919 2 33 | 33
33. | Jursa Jakub 2. GAlej KE 5 0 /9/5[8|9]|2 33 | 33
33. | Kocdk Tomas 3. GPos KE 6 1 81919 314 33 | 33
33. | Szabadosova Emilia 3. SPMNDG BA | 6 0 1819914 (3]|1 33 | 33
33. | Sagit Marian 3. GSkol PB 5 0 |8|9]|T7 9 33 | 33
39. Rohal Branislav 3. GSkol PB 5 0198194 ]2|1)|2 32 | 32
39. | Ujhéazi Vladislav 3. GPJS RO 7 5 91919 5 32 | 32
41. | Fekia¢ Jozef 2. Gamca BA 4 0 |9|7|7]|5 3 31 | 31
41. | Jakubik Jozef 3. GKom PE 6 1 91919 4 31 | 31
41. | KukliSova Nina 2. GMet BA 5 0 [ 8]4]9]9|0]|1 31| 31
44. | Hodéasova Judita 2. Gamca BA 4 0 [ 814919 0 30 | 30
45. Bendova Lenka 2. GLS TN 2 0 [|8]919]1]2]|1 29 | 29
45. | Hudec Vladimir 2. GVar ZA 4 0 199|714 29 | 29
45. Melicherc¢ik Martin 3. GPar NR 8 2 91919 2 29 | 29
45. | Ziv¢dkova Andrea 3. GJGT BB 4 0 [|8]91]9 3 29 | 29
49. | Hojckova Martina 4. GJH BA 8 2 71619 4|2 28 | 28
49. Jablonickd Kristina 2. SPMNDG BA | 4 0191719 1]2 28 | 28
49. | Lis¢insky Miroslav 2. GAlej KE 5 0 19171912 28 | 28
49. | LukaciS$in Martin 3. GJFR LE 3 0 /9159|3122 28 | 28
49. | Magyarova Katarina 4. GBST LC 8 1 689232 28 | 28
49. | Vdovicenko Martin 3. GPar NR 7 2 91919 1 28 | 28
55. | Godany Martin 4. SPMNDG BA | 7 1 819 |82 27 | 27
55. | Matejovicova Lenka 3. Gamca BA 8 2 919|114 4 27 | 27
57. | Dvoranova Maria 2. G Surany 4 0O |7]|7]9|1]1]2 26 | 26
57. | Rizman Tomas 2. GVar ZA 4 0O |717]19/01|3 26 | 26
57. | Sabova Simona 2. SPMNDG BA | 3 0 |8|81]9 1 26 | 26
60. | Birc¢ak Erik 4. SPMNDG BA | 4 0 |8|5(3]9 25 | 25
60. | KoSinarova Alena 3. Gamca BA 8 3 91719 25 | 25
62. | Hajdin Michal 2. GJH BA 4 0|76 012 24 | 24
63. | Dlabaja Petr 4. Holesov CR 4 0 |8]4 21 | 21
63. | Vrbovskd Maria 3. GJGT BB 5 0197 11202 21 | 21
65. | Csiba Peter 2. SPMNDG BA | 4 0191911 1 20 | 20
65. | Dvoranova Veronika 3. G Surany 6 1 919 2 20 | 20
65. | Kobza Vladimir 3. GJGT BB 5 0 |5|5[8|1[0]1 20 | 20
65. | Zemlicka Martin 4. GLS BJ 4 0 |7|71]5 110 20 | 20
69. | Bogar Ondrej 4. GLS TN 4 0 |6]7]6 19 | 19
69. | Brida Radoslav 3. Gamca BA 4 0 19]|7 00 3 19 | 19
69. Kotrlova Janka 3. GVPT MT 3 0 419610 19 | 19
72. Minarik Marian 3. GPar NR 5 1 6715 18 | 18
72. | Siagi Miroslav 3. GJGT BB 4 0 |4/19]5 18 | 18
74. | Florianové Michaela 1. Gamca BA 2 0 |1]71]9 0 17 | 17
74. | Janikova Karolina 4. GVar ZA 6 0 519|101 2 17 | 17
74. Kotrlova Katarina 2. GVPT MT 4 0 |4]7(3|3]01]0 17 | 17
74. | Sucha Nina 2. GVPT MT 3 0 |6 |47 0|0 17 | 17
78. | Nemec Juraj 3. GJGT BB 4 0 |87 110 16 | 16
79. | Alberty Roman 3. GJGT BB 4 0 19]|5 14 | 14
80. | Kucbel Maro$ 3. GJGT BB 4 0 |7]5 12 | 12
80. | Rakovska Elena 4. GBil BA 4 020114 ]0|3]|2 12 | 12
82. | Szabo Martin 3. GJGT BB 4 0 |63 0 919
83. | Slovik Luké$ 3. GJGT BB 4 0 413 0 T 7
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |[5]6]|7|8|9|10|11 s>
84. | Sradmek Martin 3. GTilgBA | 4 | 0O 6 6| 6
85. | Konopkova Julia 2. GJGT BB | 3 0|5 0 515
86. | Mind4sova Katarina 1. GJGT BB | 2 0 00 0] 0
86. | Nerer Juraj 3. GJGT BB | 4 0 010
86. Zubnarova Katarina 3. GJGT BB | 4 0 0 0

kategéoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Ro. skola k, |12 |3|4|5|6|T7 >
1. Rudolfova Barbora 1. GMet BA 1 191919[9]9|7|9 45
2. Florianova Michaela 1. Gamca BA 2191919191719 43
2. Karaskova Natalia 1. Gamca BA 2 5191919719 43
4. Firbas Karol 1. Gamca BA 2 919|789 ]|7 42
5. Belan Toméas 1. |SPMNDGBA | 1 [8]9|8]9 7 41
5. Hagara Michal 1. GJH BA 1191919 915 41
5. Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 915191919 41
8. Hasik Juraj 1. Gamca BA 2 91919181|5 40
8. Kone¢ny Jakub 1. Gamca BA 2 916|519 71]9 40
8. Peitl Tom4&s 1. |SPMNDGBA | 1 [8[9 |7 [8[8]4 40
11. | Magula Mario 1. Gamca BA 1 9198|813 37
11. Sabova Simona 2. SPMNDG BA | 3 71581819 37
13. | Forméanek Michal 2. | SPMNDG BA | 3 4188|719 36
14. | Zajac Anton 1. Gamca BA 2 817171914 35
15. | Kfemenova Lucie 1. GMet BA 1 19/5(9|5]6 34
16. | Buchholcerovd Anna 1. GBil BA 2 6|7|6|8|4]5 32
17. | Mieresova Lubomira 1. GJH BA 2 191916 917 31
18. | Matulova Daniela 1. GVaz BA 1 1914193 |1]5 30
19. | Vaskovi¢ova Michaela | 1. 1SG BA 1 |8[]9(6|51]0 28
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola ko, [1]2[(3[|4|5|6|7 >
1. Konecny Lukas 3. GPdC PN 3 91918198 43
2. Péder Mario 1. GMRS Samorin | 1 [9[8]9|8]8 42
3. Bogar Jan 1. GLS TN 1191419 916 37
4. Bosanska Eva 2. GLS TN 2 9198217 35
5. Repkova Lucia 1. GPar NR 1 91718 6|0 30
6. | Baxova Katarina | 2. GLS TN 2 419[21]9 2 26
6. Bendova Lenka, 2. GLS TN 2 81919 26
6. Tomasovic¢ Juraj 1. GPdC PN 1 1912|16|5[1]3]3 26
9. | Simkova Maria 1. GJF Sala 1 [9]4]5[3]2]4]2 25
10. | Simora Peter 2. GVBN PD 2 8144|151 22
11. | Baxova Jana 1. GLS TN 1 41613 13
12. | Babiarova Dana 2. GJab MY 3 0
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko, |1]2[3[|4|5|6|7 >
1. Bachraty Martin 1. GVO ZA 2 9191919199 45
1. Tvartizkové Jarmila 1. GSkol PB 1 1919199 719 45
3. Laukova Ivana 1. GJL MT 1 19[9]9|5|8|7|9 44
4. Styrakova Kamila 1. GPOHDK | 1 99|98 8 43
5. Porembova Alexandra | 1. | BiGSuéany | 1 | 9|8 |9 |7 |8 |5 |8 42
5. Lubusky Peter 1. GAK BS 1 (819|189 8|65 42
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Por. | Meno Ro. skola ko 11234567 |p]|>
7. Jagos Lubomir 1. GVO ZA 2 919(9|6|6]8 41
8. Ziman Michal 1. GBST LC 119171913 6|9 40
9. Majdis Mojmir 1. GPOHDK | 1 (95|99 7 39
10. | Michal Maixner 2. GVar ZA 2 81019 819 34
10. Rostdkova Zuzana 1. GMMHLM | 1 [9|5]|9|3|2]|6]|5 34
12. | Kredatus Ivan 1. SPSIMBB | 1 [9[|5|9]4]0|6]0 33
13. | Kieferova Marika 2. GsvFA ZA 3 916|674 32
14. | Peresiniova Michaela 1. OA BB 11977193 28
15. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT | 3 513141916 27
16. | Fajc¢ikova Patricia 1. GBST LC 1 13147912 25
16. Suché Nina 2. GVPT MT 3 41416 |4]|7 25
18. | Muthova Denisa 1. GbTR ZA 1 1619 510 1 21
19. | Vajdova Zlatica 1. GJGT BB 2 914 7 20
20. Selec¢éni Milo§ 1. GJGT BB 2 1|4 213 10
21. | Valencikova Romana 2. GJGT BB 3 7 1 8
22. | Kapustova Katarina 2. GJGT BB 3 5|16|111]0 7
22. | Mind4sSova Katarina 1. GJGT BB 2 7 7
24. | Kono6pkové Julia 2. GJGT BB 3 5 5
25. | Mlynarikova Michaela | 2. GJGT BB 3 4 4

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola ko, 11234 |5|6|7|p]|>
1. Mitro Juraj 1. GJARPO | 1 |9]9(9|5|9|7]9 45
2. Popovi¢ Viktor 1. GJAR PO 2191919719819 44
3. Baco Ladislav 1. GPos KE 2 91919119 /|5 41
4. Lukacisin Martin 3. GJFR LE 3 9181911519 40
5. Coculové Zuzana 1. GPos KE 2 9197 |3|6]8 39
6. Kicova Kristina 1. GPos KE 1 19]7]19]6[]0]6]|7 38
7. Rigdova Emilia 1. GKuk PP 1 81311615 719 35
8. Baranova Jana 1. GAlej KE | 2 419 |5 7 34
9. Hudak Adam 1. |GMRSKE | 1 |[9|4][6]7 714 33
10. | Valkova Monika 1. GAlej KE | 2 51918 7|2 31
11. | Zatrochova Zuzana | 1. GAlej KE | 2 419|575 30
12. | Eiben Eduard 2. GPos KE 3 91419 22
13. | Gorcsosova Andrea | 1. GAlej KE | 2 419 115 19
14. Dobransky Marian 2. GPos KE 3 61231 13
kategéria ALFA, mimo SR
Por. | Meno Ro. skola ko |1]2(3|4[5(6 |7 |p]|>
1. Matas Kopf 1. GMen OP | 1 91419813619 41
Vysledkova listina
kategéria GAMA
Por. | Meno Roé skola 10 ({11 |12 |13 |14 | p | >
1. Balaz Miroslav 3 GLS HE 9 4 0 13
2. Kocak Tomas 3. GPos KE 3 4 7 14
3. Mikulds Ondrej 4. GBSTLC | 3 4 1 8
4. Podolak Martin 4 Gamca BA | 9 7 4 20
5. Ujhazi Vladislav 3 GPJS RO 5 5 10




