Koreépondenény Matematicky Seminér

Vzorové rieSenia 3. série zimného semestra

Uloha é&. 1: Ked bol Mito este maly, rataval na prstoch svojim vlastnym spésobom. Zacinal 1 na palci, 2 a 3 na uka-
zovéku, 4, 5 a 6 na prostredniku, 7 na prsteniku, 8 a 9 na malicku. Potom pokracoval naspét — 10, 11 a 12 na prs-
teniku, 13 na prostredniku, 14 a 15 na ukazovaku, 16, 17 a 18 na palci, 19 na ukazovéku atd. Na ktorom prste
prisiel k ¢islu 20067

Riesenie: (opravovali Misko T. a Lucy)

Mito zaéina pocitat na palci prvé ¢islo, na ukazoviku dalsie dve ¢isla, na prostredniku dalSie tri ¢isla, na prstenniku
opit len jedno ¢islo, na dalSom prste dve ¢isla, na dalSom tri éisla a tak dalej. VSimnime si, ze ked Mifo napoéita
prvych Sest ¢isel, tak na to pouzije presne tri prsty. Lahko si uvedomime, Ze aj na kazda dalsiu Sesticu éisel pouzije
tri prsty.

Chceli by sme zistif, kolko prstov Mito ,,pouzije“, kym sa dopodita k ¢éislu 2006. Vieme, Ze na Sesticu ¢isel Mito
pouzije tri prsty, preto vypocitame 2006/6 = 334 so zvyskom 2. To znamend, Ze Mito 334-krét pouZije tri prsty
a potom mu ostanu eSte dve ¢isla. Prvé z nich napocita na jednom prste a to druhé spolu s tretim na tom dalSom
prste. (Uvedomme si, Ze na ,trefom“ prste rata tri ¢isla.) Spolu teda pouzije 334-3+2 = 1004 prstov na napocitanie
do 2006.

Teraz by sa ndm hodilo zistit, ako sa mu prsty opakuju. Ida v poradi: palec, ukazovak, prostrednik, prstenik, malicek,
prstenik, prostrednik, ukazovék, ... Vidime, Ze potom sa bude celd skupina znova opakovat. Teda po prejdeni
Osmimi prstami bude Mito pokracovat na tom istom prste ako zaéinal, konkrétne na palci. Kedze 1004/8 = 125
a zvySok je 4, tak Mifo musi prejst 125 celych 8-prstovych skupin a este $tyri prsty navySe. Ako vieme, po skonceni
kazdej skupiny pokracuje na palci. Preto posledné Styri prsty buda palec, ukazovak, prostrednik a prstennik.
To znamen4, ze Mifo pride k ¢islu 2006 na prstenniku.

Uloha é&. 2: Raz mal Ondrej skvely sen. Snivalo sa mu, %e vyhral v tipovacej stitazi. Ako vyhru mu dali vybrat
jeden z dvoch kufrikov s peniazmi, ktory si odnesie domov. Na tychto dvoch kufrikoch bola napisana ciastka, ktora

sa v nich nachadzala:
99992006 4 1 99992007 4 1

99992005 + 1 % 99992006 4 1’
Ondrej si samozrejme vybral kufrik, v ktorom bolo viac penazi. Ktory to bol?

RieSenie: (opravovali Ika a Jakub)

.....

a porovname Citatele. Upravou na spoloény menovatel v prvom pripade dostaneme

99992096 41 99992006 + 1 99994012 4 2. 99992006 4 1
99992005 1 99992006 +1 (99992005 4 1) - (99992006 4 1)

a v druhom pripade

99992007 + 1 99992005 1 99994012 4 99992007 4 99992005 . 1
99992006 -1 99992005 1 (99992005 4 1) . (99992006 4 1)

.....

sa ligia. Prvy citatel je rovny vyrazu
99994012 1 1 499992905 . (2. 9999)

a druhy je rovny
99994012 1 1 499992005 . (99992 + 1).

A teraz uz vidno, ze druhy &itatel je vicsi ako prvy, kedze zrejme plati 2 - 9999 < 99992 4 1. Takze Ondro si vybral
druhy kufrik.

.....

viac penazi bolo v druhom kufriku ako v prvom. (Kolko pefiazi ziskal Ondro vdaka svojmu intelektu?)

Poznamka: Pri riesni prikladu vas mozno napadlo, ze samotné ¢islo 9999 nie je tplne doélezité a pritom je dlhé.
A kedZe lenivosti nie je nikdy dost, namiesto éisla 9999 mozeme pisaf napriklad pismenko a. Podobne, na ¢isle
2006 zrejme nezalezi, preco si teda namiesto neho nenapisat povedzme n? Ak napiSeme zlomky zo zadania s tymito
pismenkami a potom ich upravime ako vo vzorovom rieseni, nakoniec sa dopracujeme k ¢itatelom, ktoré budii mat
tvar a®® + 1+ a"" 1. (2 a), respektive a®” + 1+ a""! - (a® + 1). Ak zabudneme na rovnaké ¢leny, ostane nam
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porovnat vyrazy 2a a a®+ 1. Kedze (a —1)? > 0, takZe a® + 1 > 2a pre akékolvek redlne ¢islo a. Mohli by sme preto
nage uvahy uzavriet tvrdenim, Ze ak s mnozstva penazi v kufrikoch popisané takymito vztahmi, tak v druhom
kufriku bude vzdy aspoii tolko penazi ako v prvom.! Avsak pozor, toto nie je celkom pravda, vyraz o™~ ! moze
byt aj zaporny a vtedy je to presne naopak. (Myslime tym ¢len a”~ !, ktory vystupuje pred zatvorkou v oboch
¢itateloch.) Treba preto este trochu porozmyslat nad znamienkami a mame pekné vSeobecné rieSenie.

Uloha é&. 3: N4jdite vietky dvojice realnych é&isel x, y, ktoré vyhovuji stistave

2 —zy = —12,
v —xy = 28.

RieSenie: (opravovali Baja a Hanka)
Uloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. My vam ukéZeme tri z nich.

Prvé riesenie: Ako prvé tu mame rieSenie, ktoré sa nam zdalo najkrajsie. Urcite sa kazdy z vés uz stretol so vzor-
¢ekom (a — b)? = a® — 2ab + b? alebo a? — b? = (a — b)(a +b). Ked sa pozrieme na zadant sistavu rovnic, ani jeden
tam sice priamo nevystupuje, ale trosku sa to podob4, nie? Co tak tieto rovnice sé¢itaf alebo odéitat?

Ked ich s¢itame, dostaneme x2 — 22y + y? = 16. A to uz je spominany vzoréek, preto mame (z — y)? = 16. Comu
sa moZe rovnat hodnota vyrazu (z — y)? Tu vela z vas urobilo chybu a za jedini mozZnost prehlasilo x — y = 4.

Dalsou moznostou viak je aj  —y = —4. (Lebo ak si spominate, ako vas to ucili v $kole, tak po odmocneni
dostanete |z — y| = 4.) Mame teda dve moznosti pre y: bud y; =  — 4 alebo y2 = x + 4. Po dosadeni za y do prvej
rovnice zistime 1 = —3 a x2 = 3. Potom y; = -7 a ys = 7.

Ak si myslite, Ze toto je celé rieSenie, tak sa velmi mylite. Ako viete, Ze to, ¢o vam vySlo, s naozaj rieSenia
povodnych rovnic? Ked ste najprv ¢osi séitali ¢i odé¢itali, tak nemozete takto ziskané rieSenia prehldsit za spréavne.
Najprv treba urobit skisku!

Druhé riesenie: Tentokrat ndm staci si v§imnut, Ze v prvej rovnici vieme vytiat x a v druhej y. Tak to teda skiisme
a dostaneme x(z —y) = —12 a y(y — x) = 28. Vidime, Ze vyrazy v zitvorkich sa skoro rovnaju, staci v prvej vytat
,minus* a naozaj sa budd. Preto si tento vyraz mozeme z oboch rovnic vyjadrit, dostavame

12 28
y—xr=— a y—xr=—-
£ Y
V tychto tipravach sme vSak delili nezndmymi z a y, a teda sa musime zamysliet nad tym, ¢i ndhodou nemozu byt
nulové. Ked sa pozrieme na povodné rovnice vidime, ze nemodzu, lebo by sme dostali 0 + 0 = —12 z prvej alebo

0 + 0 = 28 z druhej rovnice. Preto modzeme uvazovat x # 0 a y # 0 a naSe upravy si preto v poriadku. VSimnime
si, ze ked sa rovnaju lavé strany, musia sa aj pravé, preto plati

12 28
€ Y
a po Uprave aj
7
Y= -z
3
Dosadime toto y do prvej rovnice zo zadania a po drobnjch tipravach zistujeme, ze 22 = 9. Po pouceni o odmoc-
novani z prvého rieSenia vidime, Ze pre x méme dve moznosti, konkrétne x1 = 3 a x5 = —3. Doréatal y; a y2 uz

zvlddne kazdy z vas. Nezabudajme, Ze na zdver treba este spravit skusku.

Tretie riesenie: Posledny sposob, nazyvany aj riesenie hrubou silou, je myslienkovo este menej naroc¢ny. Staci si totiz
uvedomit, Ze rieSime dve rovnice o dvoch nezndmych. Kedze (ako sme uz ukazali)  # 0, tak z prvej rovnice si
mozeme vyjadrit

x2 4+ 12
e

Teraz mozeme takto vyjadrené y dosadit do druhej rovnice a dostavame

24 192\2 2419
<H> _I(H> 28,
Xz X

¢o je rovnica s jednou nezndmou. Po tiprave opit dostaneme, ze 22 = 9. (No dobre, tie tipravy st trochu dlhsie: ).
Skiste si to.) O dalsom postupe uZ snad vSetko viete a mozete si ho teda vysktsat sami. Aj ta skasku, ¢o nasleduje
hned za tym si vyskasajte:).

IPri¢om aj vieme povedat, kedy v nich bude rovnako vela petiazi a kedy bude v druhom viac — v naom vyraze nastava rovnost iba
pre a = 1.
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Uloha é&. 4: Kolko prirodzenych ¢&isel x spliia rovnost

x x

hoJ B {11J 17
Pozndmka: Symbolom | x| oznacujeme dolnt celt dast ¢isla x. Je to najvidsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné
¢islu x. Napriklad |4] =4, [6,9] =6, |—6,9| = —7, pretoze —7 je najvicsie celé ¢islo mensie ako —6,9.
Riesenie: (opravovali Ivka a Mifo)
Ked si uvedomime, ¢o s nasimi vyrazmi robi dolné celd ¢ast, mdzeme skusit ,uhddnut*, ako budu vyzeraf riesenia.
Vyraz |2/10] znamend, Ze z ¢isla x zahodime poslednd cifru. S vyrazom |2/11] je to uz trochu zlozitejsie, treba ¢islo
z vydelit jedendstimi a potom zobraf iba ta ¢ast vysledku, ktora je pred desatinnou ¢iarkou. Ked budeme skusat
za x postupne dosadzovat prirodzené ¢isla, ndjdeme niekolko rieSeni — najprv to vysktsajte, az potom pokracujte
v éitani. Najprv ste teda nasli 10, potom 20 a 21, dalej 30,31 a 32...
Ked sa zamyslime nad tymito ¢islami a nad zadanou rovnicou, mozno si vSimneme, preco rieSenia vyzeraji prave
takto. Dovod je ten, Ze ¢islo, ktoré je rieSenim rovnice zo zadania, musi ,,obsahovat® viac desiatok ako jedenastok.
A také st prave tie ¢isla, ktoré si vicsie alebo rovné ako 10n a zarovein mensie ako 11n.2
Tymto nerovnostiam vyhovuju skupiny &isel 40,41,42,43, dalej 50,51,...,54 a zvysné urcite zvladnete vypisat
sami. V8imnime si, Zze z nasho rozpravania o intervaloch a zadanej rovnici tiez vyplyva, Ze iné ¢isla byt rieSenim
nemdzu. (Je to spdsobené tym, Ze takéto Cisla pri celociselnom deleni desiatimi aj jedendstimi davaja ten isty
vysledok.)
Tento postup ale funguje iba pre n < 11 — vyska$ajte si napriklad = 120. (Malo by byt rieSenim, kedze 10 - 11 <
< x < 11-11, teda lezi v intervale, aké sme popisali vyssie.) Problém je v tom, Ze nase intervaly sa zaént skracovat
— v ich vnutri totiz lezia aj ¢éisla tvaru 11 - (n — 1). Preto |2/10]| bude aspoil o dva vaésia ako |z/11] a teda
nemdze byt rieSenim. To znamend, Ze od éisla 100 vySsie nase skupiny vyzeraju postupne 110, ...,119, dalsia je
121,...,129, potom 132,...,139 a zvysné isto s nadSenim vypiSete sami. Posledné z nich obsahuje iba c¢islo 209,
potrebujeme preto porozmyslat nad tym, ¢o sa deje pre vicsie ¢isla.
Aj ked najst vSetkych spominanych 110 rieSeni sa vicSine z vés podarilo, Gasto ste zabudali na dokaz, Ze iné
ako ju dokézat, je pomerne vela. Napriklad plati, ze ak x/10 — 2/11 > 2, tak aj dolné celé Casti tychto éisel
sa budu lisit aspoii o dva a teda rovnica nebude maf rieSenie. Pekne si to rozmyslite. A kedy tato nerovnost plati?
To isto zvladnete zistif aj sami. DalSou moznostou je porozmyslat nad tym, ¢o s rovnicou zo zadania spravi, ak
sa x prehupne cez ndsobok 110, najmensi spoloény ndsobok menovatelov. Alebo sa dé vyuzit fakt, ze /10 rastie
rychlejsie ako x/11. Alebo. ..

... Iné riesenie:

Ukézeme si este jedno rieSenie, sice je pre priklady s celymi ¢astami typické (a preto si ho treba zapamitat), ale
na prvy pohlad moze byt trochu nedakané. Zacneme tym, %e x zapiSeme ako x = 1la + b, kde 0 < b < 11, teda
b je zvySok ¢isla  po (celo¢iselnom) deleni ¢islom 11. Potom plati [2/11| = a a navySe /10 = (11la + b)/10 =
a + (a + b)/10. Chceme, aby |[2/10] bola presne a + 1, aby zadana rovnost platila. Preto musi byt a + b > 10
a zaroven a+b < 20. A kolko rieSeni mé této rovnica? To nie je fazké, pre kazdé b od nula po desaf vyhovuje préave
desaf réznych ¢isel a. Vsimnime si eSte, Ze najmensie a, ktoré nevyhovuje dvom uvedenym nerovnostiam, je 20 a
teda x = 220. Ako to suvisi so zaverom predchidzajiceho riesenia?

Uloha é&. 5: a) Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 13)(n + 11) druhou mocninou prvocisla.

b) Néjdite vsetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 4)? — 9 tretou mocninou prvoéisla.

Riegenie: (opravovali Zuzka a Ondréacik)

a) Mame n4jst vietky celé ¢isla n, pre ktoré plati (n — 13)(n + 11) = p?, kde p je nejaké prvocislo. To znamena, Ze
¢islo p? vieme napisat ako stéin dvoch celych ¢isel n — 13 a n+11. St to teda delitele &isla p2. KedZe p je prvoéislo,
je delitelné iba ¢islami 1 a p, no v obore celjch é&isel aj ¢islami —1 a —p. Potom delitele p? st nielen 1, p, p?, ale aj
—1, —p, —p?. Napisme si vietky mozné rozklady ¢&isla p? na dva ¢initele, tu si:

p’= p-p, p* =1-p%

p’= (-p)-(-p), P =(=1)-(-p?).

Cisla n — 13 a n + 11 musia byt v tychto rozkladoch a kedze o¢ividne nie st rovnaké (n — 13 # n + 11), moznosti
p?> =p-pap? = (—p)-(—p) nemodzu nastat. Rozoberieme teda zvy$né dva pripady. Vieme, ze n + 11 > n — 13
a zaroven p? > 1, preto sta¢i preskiimat moznost n — 13 = 1 a n + 11 = p2. Z prvej rovnice okamzite dostavame
n = 14 a teda p? = 14 4 11 = 25, & znamen4, Ze prvoéislo p = 5 je naozaj riesenim. Hur4, mame prvé riesenie.
Ostéva nam moznost p?> = (—1) - (—p?). Rovnakou tivahou ako v predoslom pripade dostaneme n — 13 = —p?,
n+11 = —1. Z toho méme n = —12, —p? = —12 — 13 = —25, &ze p = 5. Rozobrali sme vSetky moznosti, preto iné
rieSenia neexistuji. Mozeme smelo vyhlasit, ze n € {—12,14}.

b) Tato tiloha je velmi podobné ¢asti a). Lavti stranu rovnice vieme upravif na tvar (n —4)? —9 = (n —4)? — 3% =
=Mn—-4-3)(n—4+4+3)=(n—"T)(n—1). Opit mame sG¢in dvoch celych ¢&isel, ktory sa mé rovnat tretej mocnine

2Ak méame 3tastie, niekedy teraz by nas mohlo napadnut skusit ¢isla v tychto intervaloch zapisat v tvare 10n + ¢ a tak vlastne
objavit podstatu druhého riesenia.
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prvoéisla. Prvoéislo si znova ozna¢me ako p a skiisme najst jeho rozklady. Delitelmi p3 st &isla 1, p, p?, p® a &isla
k nim opac¢né. Prislusné rozklady potom vyzeraju takto:

p’= p-p? p* =1-p°

p’= (-p)-(-p?), PP =(=1)-(-p%).

Teraz rozoberieme jednotlivé moznosti. KedZe pre prvoéislo p platia nerovnosti p> > p, p> > 1, —p? < —p
a —p3 < —1 (rozmyslite si, preco) a zaroveii plati n — 1 > n — 7, sta¢i ndm sktiimat nasledujtice pripady.

» Plati n — 1 =p?, n — 7 = 1. Tahko dopocitame, ze n = 8. Potom ale p® = 7, ¢o nespliia ziadne prvoéislo.

» Nechn—1=—1,n—7= —p> V tomto pripade n = 0, o znamend, ze —p> = —7. To je to isté ako v prvom
pripade a teda ani teraz sme nepochodili.

» Majme n — 1 = p?, n — 7 = p. Odéitanim tychto dvoch rovnic dostavame 6 = p? — p, ¢o sa da prepisat
na tvar p2 —p —6 = (p +2)(p — 3) = 0. Odtial p = —2 alebo p = 3. Ale p je prvocislo, preto ostéva len
moznost p = 3. Dosadenim do povodnych rovnic vypocéitame n = 10. Overime, ¢ ¢islo 10 vyhovuje. Zrejme
(10 — 4)2 — 9 =36 — 9 = 27 = 3%. Podme k poslednej moznosti.

» Ostavan — 1= —p, n — 7 = —p?. Rovnakym postupom sa dopracujeme k vysledku p = 3. Skiste si to sami.
Po dosadeni do pévodnych rovnic dostdvame n = —2. Urobime este sktsku, (—2—4)2—9 = 36 —9 = 27 = 33,

Zjavne sme presli vietky moznosti a preto existuji prave dve rieSenia, n € {—2,10}. Hotovo.

Komentar: Mnohi z vés si neuvedomili, Ze n je celé ¢islo a neuvaZovali zdporné delitele p?, pripadne p®. Tak sa vam
niektoré rieSenia stratili, ¢o je Skoda. Treba si na to dévat pozor. Samozrejme, tloha sa dala riesit aj inak. Hlavne
k Gasti a) prisli rézne druhy postupov, z nich niektoré velmi pekné. AvSak niektori ste sa snazili rozoberat, aka cifra
moze byt na mieste jednotiek v danych éislach, ale to nebola najstastnejsia volba, pretoze to neviedlo k rieSeniu.

Uloha ¢&. 6: Mame Stvorec 3 x 3 rozdeleny na deviit rovnakych stvoréekov. Chceme do nich vpisat devit kladnych
celych ¢isel tak, aby stcin é&isel v kazdom riadku a stlpci bol 270.

a) Vieme Stvorec takymto sposobom vyplnit?

b) Kolko je réznych sposobov, ako to spravit? (Dve vyplnenia, ktoré st jedno otocenim alebo zrkadlovym obrazom
druhého, povazujeme za rozne.)

RieSenie: (opravovali Janchi a Miki)
Zacnime castou a). Ako dokézaf, ze taky Stvorec existuje? No, stacilo by najst aspon jeden. KedZze v zadani sa ni¢
nepise o tom, Ze by ¢isla mali byt rézne, tak skoro kazdého hned napadol takyto Stvorec (alebo jeho varianty).

270 | 1 1
1 270 | 1
1 1 270

To je jedno z moznych spravnych rieSeni. Mame za sebou prvu (lahsiu) ¢ast tlohy.

Podme sa pozriet na ¢ast b). Ak chceme, aby sa suéin troch ¢isel rovnal 270, tak tieto tri ¢isla musia spolu obsaho-
vat prave vSetky prvocisla z prvociselného rozkladu 270, aj s prislusnymi ndsobnostami. Zistit prvoéiselny rozklad
270 je lahké, kedze 270 = 2 -3 -3 -3 - 5. Musime teda néjst vSetky mozné umiestnenia tychto prvocisel tak, aby
boli splnené podmienky zo zadania. To znamena, 7e v kazdom riadku a v kazdom stlpca musi byt prave jedna
dvojka a prave jedna pitka. Pre trojky je situdcia trochu zlozitejsia, preto sa na tiu pozrieme az nakoniec. Kolko
je moznosti ako umiestnit dvojku do prvého stipca? Tri. Pre druhy stipec mame len 2 moznosti (kedze dvojka uz
nemdze byt v tom istom riadku ako v prvom stipci). Podobne, pre treti stipec mame uz iba jednu. Spolu je to
3-2-1 = 6 moZnosti umiestnenia dvojky do $tvorca. Tolko isto ich je aj pre pitku. Aj pre kazda z trojok. Ale
kedZe tri trojky st rovnaké, tak po vynasobeni mézeme dostat v nejakom policku to isté ¢islo viacerymi ,,réznymi*
rozmiesteniami. To by nebolo az také zlé, ale zaroven nie je Tahké urcit, kolko (nezdvislych) rozmiestneni troch
trojok nakoniec déva tie isté ¢isla. Skiisme to preto trosku inak. Trojky mézu byt v policku bunke $tvorca bud
vsetky tri, dve, jedna alebo ziadna. Ako moze vyzerat nejaky riadok? Tu st vSetky moZnosti.

[(3-3-3]1]1] [1]3-3-3][1] [1]1]3-3-3] [3:3[3]1] [3-3]1]3]

(313-3[1] [1]3-3[3] [L1[3[3-3] [3[1[3-3] [3][3][3]

Teraz treba zistit, ktoré riadky mozeme daf pod seba tak, aby aj v stIpcoch boli prave tri trojky. Po chvili skii$ania
pomerne lahko najdeme vsetky moznosti, dostdvame nasledujtcich deviit tabuliek.
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2711 | 1 27111 11271

11127 3191 3191
9131 9113 31119
3191 113]9 3 3
311 311 113

311 11319 1193
11913 3133 3133

Vsimnite si, Ze riadky vo vSetkych tabulkdch st rézne a preto ich mdéZzeme poprehadzovat. To sa d4 Siestimi spdsobmi
pre kazdu tabulku, preto nakoniec mame 54 spésobov umiestnenia trojok.

Ti, ktori si tabulky naozaj dokladne prezreli, isto zistili, Ze chyba tabulka s trojkou na kazdom poli¢ku. Vynechali
sme ju zamerne, pretoze jej riadky sa nedaji medzi sebou prehadzovat. Tym dostdvame 55. moznost ako umiestnit
9 trojok do Stvorca 3 x 3 tak, aby boli v kazdom riadku a stipci prave tri.

Pre kazdu z tychto 55 moZnosti mame 6 - 6 moznosti, ako k nim prindsobif prvodisla 2 a 5. V kazdom policku
vznikne nejaky delitel ¢isla 270 a ich stéin v kazdom riadku a v kazdom stipci je presne 270. Celkovo teda méame
55 - 36 = 1980 sposobov, ¢o je odpoved na otdzku zo zadania.

Komentar: Vsetci, ktori ste na rieSeni objavili len stru¢ny komentar ,,Pozri vzorak.“, ste riesili rovnakym postupom,
a to takymto: ,Uvazujem vselijaké moznosti, rdtam a zratitvam kym sa d4 a nakoniec vypiSem, kolko som ich nasiel.“
Ku kazdému spdsobu vypisovania moznosti ndm ale musite napisat aké st to moznosti a preco ich je prave tolko.
To plati najmé (ale nielen) vtedy, ak takéto sposoby pocas rieSenia striedate. Vieme, Ze tym rieSenie trochu straca
na prehladnosti a ¢itatelnosti, ale bez toho to nejde, lebo potom sa v tom nevyzname. To sa potom naozaj zle
opravuje, pretoze my necitame myslienky, ale len to, ¢o je na papieri. K spésobom vypisovania by sme este chceli
dodat, Ze pri niektorych bolo velmi tazké (priam nemozné) nezabudnit na nejaki moznost, pripadne posudit, ¢i ste
nejakd nezaratali viackrat. Za to, ¢o sme nevedeli posudit, ste body nedostali. Uvedomujeme si, Ze rieSenie tohto
prikladu sa pisalo dost tazko, dufame vsak, Ze ste sa z toho poudili a nabudice vam bude darit trochu viac.

Uloha &. 7: Kvadratickd rovnica 2 + ax + b+ 1 = 0 m4 dva kladné celoéiselné korene. Dokéazte, Ze ¢islo a® + b>
je zlozené.

Riesenie: (opravovali Skrecok a Peto G.)

Zacnime kratkou delostreleckou pripravou. Kazdy, kto pozna Vietove vztahy, si moze pokojne zapchat usi alebo
presko¢if na dalsi odstavec. Vieme, ze kazda kvadratickt rovnicu v tvare z2 + kx + [ = 0, ktora méa dva korene
p a q, mdzeme zapisat aj v tvare (z — p)(z — ¢) = 0. Jasne totiz vidno, Ze lavd strana takto zapisanej rovnice bude
rovné nule prave vtedy, ked za x dosadime niektory z koretiov p, q. Rozndsobme teraz ttito lavl stranu a dostaneme
22— (p+q)z+pq = 0. KedZe je to stale nasa stard zndma rovnica 22+ kz+1 = 0, jednotlivé koeficienty pri mocninach
x sa musia rovnat, z ¢oho dostdvame k = —(p+ ¢q) a | = pq. Tieto vztahy medzi koeficientami kvadratickej rovnice
a jej korenmi sa volaju Vietove a st dost uzitoéné, ako hned uvidime.

V naSom pripade mame koeficienty ¥ = a a [ = b + 1, teda po dosadeni do spominanjch vztahov dostdvame
a=—(p+q) ab+1=pgq, éize b= pq— 1. Pozrime sa teraz na vyraz a® + b?, ktory nds zaujima:

a2+ =(-(p+q)*+ (g —1)* =p* +2pq + ¢ +p*¢* — 2pg + 1 = (p* + 1)(¢* + 1)

Posledny tvar je uz opravnenym dovodom na radost. Korene p a g st totiz podla zadania celé a kladné, teda hodnoty
p? a ¢? s tieZ celé &isla viicsie alebo rovné jednej. Preto kazd4a zo zétvoriek mé hodnotu aspoii dva. No a &islo,
ktoré mozno vyjadrit ako stéin dvoch prirodzenych ¢isel velkosti aspori dva, je uréite zloZené, ¢o sme mali dokazaf.

Komentér: V poslednom odstavci sme dokazovali, Ze v sti¢ine (p? + 1)(¢? + 1) nie je ani jeden z &initelov jednotka.
Viaceri z vas rovno prehlésili, Ze ak sa ndm podarilo rozlozit a? + b? na stéin dvoch zatvoriek, musi to byt zloZené
¢islo. To ale na spravne riesenie nestaci, hoci vdm asi bolo jasné, Ze sa nemoZe stat, aby tam jednotky boli. Skuste
na tuto drobnost nabudtce obetovat aspon jednu vetu. ..

Uloha é&. 8: Peto a Mato napiekli dva plechy plné kolacikov a rozhodli sa, e si zahraji nasledujiicu hru. Na prvom
plechu je m koldc¢ikov, na druhom ich je n < m. Peto a Mato sa striedaji v jedeni. Ten z nich, ktory je na tahu,
musi zjest nenulovy pocet kolacikov z plechu, na ktorom ich je viac (alebo z ktoréhokolvek, ak je na oboch plechoch
rovnako vela kolac¢ikov). Pocet kolacikov, ktoré zje, vSak musi byt ndsobkom poctu koldcikov na plechu s mensim
poctom kolacikov. Napriklad, ak je na zaciatku na jednom plechu 15 a na druhom plechu si 4 kolaciky, prvy hrac
moze zjest 4, 8 alebo 12 kol4c¢ikov z prvého plechu. Hréc, ktory ako prvy vyprazdni niektory z plechov, vyhra.
Dokazte, Zze ak zacina Peto a m > 2n, tak potom vie vzdy vyhrat, aj keby Mato hral najlepsie, ako sa da.
RieSenie: (opravoval Bebe)

Je dobré si hned na zaciatku uvedomit, Ze priebeh naSej hry je istym sposobom preduréeny. Totiz nikdy sa nemoze
stat, Ze by si jeden z hrac¢ov mohol vybrat, z ktorého plechu bude odjedat. Aby takato situdcia nastala, museli by



KMS 2006/2007 3. séria zimnej Casti 6

sa pocty kolacikov na plechoch rovnat. Vtedy by ale hréé, ktory by bol na tahu, mohol z jedného z plechov zjest
vSetky kolaciky a vyhral by.

Vsimnime si, Ze akykolvek priebeh hry si moZeme zaznadit ako postupnost poétov kola¢ikov na plechoch. Napriklad
ak na prvom bude 49 kola¢ikov a na druhom 18, tito poziciu moZeme zapisat ako (49, 18). Zo zadania teda vieme,
Ze zaclato¢n pozicia je (m,n), kde m > 2n. VSetky pozicie rozdelime na nasledujice tri druhy.

a) Porzicie typu (k - a,a), respektive (a,k - a). Ak sa hra dostane do takejto pozicie, hra¢, ktory je na fahu, moze
potiahnut tak, aby vyhral.

b) Pozicie typu (a,b), kde a > 2b. V takychto poziciach si hra¢ moze vybrat z viacerych moznosti, ako hrat (moze
zjest b, 2b,. .. kolacikov).

¢) Pozicie typu (a,b), kde 2b > a > b. V takychto pozicidch nemé hra¢ moznost vyberu (musi zjest b koldcikov).

Chceme ukézat, ze Peto vie vzdy vyhrat. Budeme sa preto tvarit, ze sme Pefo :) a ndjdeme navod ako hraf tak, aby
sme vZdy vyhrali. Takyto ndvod sa nazyva vyhrévajica stratégia a nie v kazdej hre musi existovat. (Ak existuje,
v hre si isté situacie, v ktorych sa da hraf podla vyhravajicej stratégie a hru vyhrat. Takéto pozicie nazyvame
(necakane) vyhravajice. Ostatné pozicie nazyvame prehrdvajuce. Ak je pociatoéna pozicia prehrévajica, potom
existuje vyhravajica stratégia pre druhého hraca. Cast matematiky zaoberajiica sa hrami sa nazjva Tedria hier a
d4 sa o nej ndjst vela materidlov napriklad vyhladavéanim spojenia ,Games theory“ na internete.)

Nagim cielom je teda najst vyhravajicu stratégiu pre Peta. Ako sme uz spominali, pozicie typu (k- a,a) st vitazné,
preto chceme najst sposob, ako za kazdych okolnosti dostat Peta do tejto situacie tak, aby bol na tahu.
Zamyslime sa teraz nad tym, ¢o by sa stalo, keby bol Mato na tahu v pozicii typu b). Potom by si mohol vybrat,
kolko kola¢ov zje a tym by mohol ovplyvnit kto vyhra. Preto by sme sa mali snazit byt na fahu v kazdej takejto
pozicii. Potom Mato nebude mat na vyber a bude robit iba vyniatené {ahy.

Teraz nech sme na tahu v pozicii (m,n), kde m =k-n+c,k > 1,0 < ¢ < n. Ak zjeme (k — 1) - n kol4c¢ikov, hra
sa dostane do pozicie (n + ¢,n), v ktorej musi Mafo zjest n kolac¢ikov a na tahu je opdf Pefo. Pritom moze byt
na tahu v roznych pozicidch. Ak je to pozicia typu b), tak si opdt moze vyberat. Problém by mohol nastat, ak by
sa jednalo o poziciu typu c). V tom pripade by Peto nemal na vyber a mohlo by sa stat, ze by sa Mato dostal
na tah v pozicii typu b) a mohol by ovplyvnit vyvoj hry. (Alebo by sa rovno dostal na fah v situdcii a) a vyhral
by.) Tomu vSak vieme zabréanif. Staéi, ak v poslednej pozicii, v ktorej méme na vyber, vezmeme k - n namiesto
(k — 1) - n kolacikov.

Takto printtime urobit Mata vynuteny tah a sebe nechdme aj dalsiu moznost vyberu. Kedze takto vieme hrat
stale, Mato bude robit iba vynitené fahy a nikdy sa nedostane do pozicie typu a). Skiisme teraz presne popisat,
ako budeme hrat. Dobré pozicie pre nds budu tie, ktoré su typov a) alebo b).

Ak je medzi dvoma dobrymi neparny pocet zlych pozicii (typu c)), zjeme n - k koldcov. (Preto, aby sme neboli
na tahu v poslednej zlej. Rozmyslite si to.) Ak je medzi nimi parny pocet zlych pozicii, zjeme len (k—1)-n kolacikov,
opét si rozmyslite, Ze to funguje. Kedze v prvej pozicii je na fahu Pefo a tato pozicia je dobrd, vieme vzdy hrat
tak, ze vyhrame.

Néjdenim vyhravajacej stratégie sme zaroven ukazali, Ze existuje. V tomto pripade to zrejme bolo jednoduchsie
ako iba dokézat jej existenciu. V rdmci volného ¢asu pocas pradznin mozete skusit najst ¢o najmensiu konstantu
¢ takd, Ze ak v zaciato¢nej pozicii (m,n) je m > c¢- n, tak pre Pefa existuje vyhravajica stratégia.

Uloha &.9: Rasta uz omrzelo sudoku a tak sa rozhodol, Ze vymysli nejaki novii a naroc¢nejsiu hru. Vyryl preto
do hliny na zahrade tabulku 2006 x 2006 a povedal si, Ze ju vyplni ¢islami od 1 po 20062 tak, Ze kazdé é&islo pouZije
prave raz. Aby to nemal také jednoduché, vymyslel aj nasledujuce pravidlo. Pre kazdé policko tabulky sa musia
dat néjst tri rézne &isla a, b, ¢ z riadku alebo stlpca, v ktorom je toto policko, pre ktoré plati a = be. (Tieto tri
C¢isla nemusia byt vietky z toho istého riadku alebo z toho istého stlpca — jedno z nich méze byt napriklad z toho
istého riadku, ako je vybrané policko a zvysné dve zas z toho istého stlpca.) Je mo#né, aby sa Rastovi podarilo
vyplnit tabulku podla pravidiel?

RieSenie: (opravovali Jaro a Erika)

Mame zistit, ¢i sa d& vyplnit tabulka 2006 x 2006 podla pravidiel zo zadania. Najskor musime stanovit hypotézu
(¢i sa to da alebo ned4) a potom nase tvrdenie dokéazaf. Ci sa d4 tabulka vyplnif podla pravidiel, mézeme zistit
na tabulkdch mensSich rozmerov. St typy tloh, pri ktorych ndm zmensSenie tabulky pomoze. Toto je jedna z takych
uloh. Okrem toho, Ze zistime, ze tabulky 3 x 3 a 4 x 4 sa vyplnit nedaj(, pri pozorovani mensich tabuliek mozeme
zistif zdkonitosti, ktoré sa pri zvicSeni velkosti tabulky nezmenia. Dokézme teda, ze tabulka 2006 x 2006 sa podla
pravidiel vyplnif nedd. Majme vyplnent tabulku a ukéZme, Ze toto vyplnenie nie je spravne.

Vieme, ze pre kazdy prvok tabulky musia existovat tri rozne &isla a, b, ¢ také, Ze a = be (podla zadania). Bez ujmy
na vseobecnosti mozeme predpokladat, Ze b < ¢ < a. KedZe a < 20062, musi byt b < 2006. (Rozmyslite si to.)
Teda pre b méme najviac 2005 moznosti (tolko, kolko je prirodzenych ¢isel od 1 po 2005). Vidime, Ze vhodné
b mozeme doplnif do nanajvys 2005 riadkov a 2005 stIpcov, nech sa snazime akokolvek. Teda existuje riadok a stipec,
do ktorého sme nedoplnili ani jedno vhodné b. (Pod vhodnym myslime prirodzené ¢islo b také, ze 1 < b < 2006.)
Vezmime teraz policko, ktoré lezi na prieniku tohto riadku a stlpca. Pre toto poli¢ko plati, ze vietky &isla v prislus-

..........

Teda stéin fubovolnych dvoch z nich je viési ako 20062. (Vieme, Ze ziadne dve ¢isla v tabulke nie st rovnaké.) Preto

3Kedze chceme ukézat, ze Peto vidy vie vyhrat a Mato hra najlepsie, ako vie, tak takymito poziciami sa nemusime dalej zaoberat.
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pre toto poli¢ko nevieme najst taka trojicu éisel a, b, ¢, aby platilo a = be. (Ked vyberieme Iubovolni dvojicu éisel

.....

Uloha é&.10: Néjdite vietky kladné celé ¢éisla n, pre ktoré existuje trojica kladnych celych ¢isel x, y, » spliiajiicich
rovnost
23 4P 4 28 = nay?2?.

RieSenie: (opravoval Peto)

Po chvili sktisania objavime dve trojice spliiajice zadant rovnost: t =y =z=1pren=3az=1,y=2,2=3
pre n = 1 (samozrejme, v druhom pripade vyhovuja v8etky trojice, ktoré dostaneme zmenou poradia ¢isel 1, 2, 3).
Dalsie trojice sa nam vsak nedari najst ani po dlhom sktsani (viaceri ste na poé¢itaci vyskasali vela moznosti),
vyzera to tak, ze uz iné nie st.

Zaoberajme sa tym, o musi vyhovujtca trojica z, vy, z spliiat. Ingmi slovami, predpokladajme, 7e prirodzené éisla
x, y, z spliiaji zadant rovnost pre nejaké prirodzené &islo n. Je zrejmé, ze potom

2?43+ 23 > %y (1)

KedZe na pravej strane je suéin troch druhych mocnin a na Tavej stcet troch tretich mocnin, d4 sa odakavat, Ze tato
nerovnost bude pre ,velké* hodnoty z, y, z splnend len v pripade, ked jedna z premennych bude o dost ,vicsia“
ako zvys$né dve (pre ,zhruba® rovnaké hodnoty totiz vyraz napravo bude rést ako Siesta mocnina, resp. ako Stvrt4,
ak je jedno z ¢isel ,malé“ a zvy$né dve st ,velké*). Tato tvaha ndm priamo nepomoze, avSak prezradza, Ze dolezité
je usporiadanie ¢isel z, y, z. Bez ujmy na vSeobecnosti teda predpokladajme, ze x > y > z. Nerovnost (1) potom
mozeme rozsirit na tvar

3=+t 4+ a3 >+ 423 > 2%y > %P1, ¢ize 3z > > (2)

(pouzili sme fakt, Ze z > 1 a predelili sme nerovnost kladnym vyrazom z2).
Este musime nejako vyuzit podmienku, Ze z, y, 2z st prirodzené. Prava strana zadanej rovnosti je delitelnd vy-
razom z2. Preto aj lava strana nim musi byt delitelna, odkial vyplyva, ze 22 | ¥ + 2% (premyslite si, preco).

Dostavame tak nerovnost )
T

2
Teraz uz stac¢i dat nerovnosti (2), (3) dokopy. Kedze vSetky uvazované vyrazy su kladné, moZeme prva z nich
umocnit na tretiu a druht umocnit na druhd. Spojenim dostaneme

2?2 <P 428 <Py =205, ¢ize <3 (3)

1‘4

2722 >y > T ¢ize (po vydeleni

3 a vynasobeni $tyrmi) 27 -4 > x.

Najviiésie z trojice ¢isel je teda nanajvys 108 a uZ len staéi vyskusat konecne vela moznosti.
KedZe tych moznosti je pomerne vela, skiisme doteraj$ie nerovnosti vylepsit (zatial sme boli zbyto¢ne prili§ ,vel-
korysi“ a robili sme len velmi hrubé odhady). Nasledujtca ¢ast rieSenia bude najmi podla Katky Turekovej a Misa

Szabadosa.
Nerovnost (2) mozno zapisat v tvare

323 > 23 4+ o° + 23 = na?y?2?, Cize 3x > ny‘z

a po umocneni 922 > n?y*z* (stale st vetky vyrazy kladné, takZe si to médzeme dovolit). S vyuzitim tohto vieme
nerovnost (3) rozsirit na

9 < z? <293, ¢ize (po vydeleni y> a vynasobeni deviatimi) n?yz* < 18. (4)
Z toho je jasné, ze z = 1 (inak n2yz? > 25 > 32 > 18, stéle totiz predpokladame, Ze y > z) a n < 4 (inak
n2yz* > n? > 25 > 18). Ostéava teda overif len niekolko malo pripadov, akti hodnotu méze n nadobtdat.
Moznosti n = 3 a n = 1 pripustné sa, ako sme uviedli na zaciatku (zadanie nevyzaduje nédjst vSetky trojice
splhajtce dani rovnost, takze viac sa tjmito pripadmi zaoberat nemusime, nie je viak tazké ukéazaf, ze okrem tych
spomenutych uZ iné trojice neexistuji).

Ak n = 4, nerovnost (4) m4 tvar 4% -y - 1* < 18, t.j. nutne y = 1. Podla (3) potom 22 < 2-1% = 2 a nutne z = 1.
Avsak pre x =y = z = 1 mdme n = 3. TakZze pre n = 4 zadand rovnost nie je nikdy splnena.

Ak n = 2, nerovnost (4) mé tvar 22.y-1% < 18, takze y < 4. Uz skor sme odvodili, ze 22 | 4> + 23. V tomto pripade
preto 2 | y3 + 1. Pre y = 4 dostavame 22 | 65, ¢o je nie mozné pre ziadne x > y. Pre y = 3 mame 22 | 28, ¢o opiit
neddva ziadnu moznost pre z > y. Pre y = 2 mame 22 | 9, teda jedind moznost pre x > y je x = 3. Trojica x = 3,
y =2, z =1 vsak ddva n = 1. Konec¢ne pre y = 1 mame z? | 2, odkial z = 1 a op#f n # 2.

Jediné kladné celé é&sla n spliajice podmienku zo zadania st 1 a 3.
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.....

.....

.....

z, n su prirodzené ¢isla.

Uloha ¢&.11: Po tispechu v prvej sérii sme pre vés pripravili pokracovanie tlohy s gulo¢kami. Tentokrat ich stoji
2005 v jednom rade. Kazd4 z nich ma ciernu alebo bielu farbu. Pre kazdu gulocku zistime sticet poctu bielych
gulocok nachadzajiicich sa napravo od nej a poétu ¢iernych gulocok nachadzajiicich sa nalavo od nej. Dostaneme
tak 2005 stctov. Medzi tymito stictami sa prave jedno ¢islo vyskytuje neparny pocet raz. Zistite, aké hodnoty moéze
nadobudat toto ¢islo. Nezabudnite zdovodnit, pre¢o nemoze nadobudat iné hodnoty.

Riesenie: (opravovali Fero a Rasto)

Poznéte to. Sedite na letisku, vedla vas vam Kubicek diktuje kraviny, v pozadi vystupuje pochybné charitativna
kapela. A vy sa snaZzite napisat vzordk jedendstky. No dobre, vy skor sedite niekde doma pekne za stolom, na stole
leZi zadanie a vam nie a nie prist niedo na um; zafalost situdcie je viak porovnatelna. Co vtedy robit? Poméze
jediné, treba si zacdat kreslit.

Skuste si nakreslit rad gulocok ¢iernej a bielej farby a sledujte, ako sa sprava stcet spominany v zadani (mozete
si napriklad nacrtnit graf zavislosti sti¢tov od pozicie v rade a snazif sa odhalif nejaké zdkonitosti). Co mézeme
vypozorovat? Odcislujme si gulocky zlava doprava éislami od 1 do 2005 a pre n-ti z nich oznaéme s, stéet poctu
bielych gulo¢ok napravo a poctu Giernych gulocok nalavo od nej. Pozrime sa teraz blizsie na dve susedné gulocky
na miestach n a n+ 1. Ak st obidve ¢ierne, tak napravo od seba maji obe rovnako vela bielych gulocok a (n+1)-va
mé nalavo o jednu ¢iernu gulocku viac ako n-té, preto s,+1 = s, + 1. Podobne, ak s obe biele, tak s,+1 = s, — 1.
Napokon, ak st roznych farieb, tak bud ma n-t4 napravo o jednu bielu gulocku viac a nalavo o jednu ¢iernu menej
ako n + 1-v4 (to nastane ak prva z nich je ¢ierna a druhd biela) alebo su tieto pocty pre obe gulocky rovnaké (pre
opacné poradie farieb). Tak ¢ tak, v oboch tychto pripadoch mame s, ;1 = s,. A to okrem iného znameni, Ze
susedné sucty sa nikdy nelisia o viac ako jedna.

Zacnime teraz prechadzat gulocky zlava doprava a sledujme, ako stuvisi farba n-tej gulocky s tym, kolkokrat sme
uz videli jej stacet s,. Nech S je nejaky stucet vyskytujici sa v nasej postupnosti aspon dvakrat a nech m a n sa
dve po sebe idice miesta jeho vyskytu (éize s,, = s, = S a medzi poziciami m a n sa uz S nenachddza). UkdZeme,
ze m-t4 a n-t4 gulocka maja rozne farby. Ak n = m + 1, tak mdme dve susedné pozicie s rovnakym sactom, preto
sa farby gulécok na tychto miestach musia lisit. Predpokladajme teraz, ze n > m + 1. Cisla S,,41,...,8,_1 st
vsetky rézne od S a susedné sa lisia najviac o jedna, preto st bud vsetky vicSie ako S alebo st vSetky mensSie.
Cize bud 8,41 = S;m +1a 8,1 = 5, + 1 a potom m-ta gulocka musi byt ¢ierna a n-ta biela, alebo 5,11 = 8, — 1
a S,_1 = S, — 1 a farby st v opacnom poradi. Vidime teda, Ze s kazdym dal$im vyskytom s(c¢tu S sa zmeni farba
prislichajucej gulocky.

To by sme mali. Ak4 farba je vSak na mieste prvého vyskytu? Oznac¢me si W a B celkové pocCty bielych a ¢iernych
gulocok v rade. Aby sme nemuseli rozoberat rozne pripady podla farby prvej a poslednej gulocky v rade, tak si
situdciu trosku zjednodusime. Pridajme na zaciatok radu akusi fiktivou bielu gulocku a na jeho koniec fiktivnu
giernu gulocku*. Uvedomte si, Ze toto nam nijako nepomeni siéty s ...sz005. Ak dodefinujeme sy a soggs, tak
dostaneme sy = W a s2906 = B. Pri prechode radom zlava doprava za¢iname na staéte W, preto ked prvykrat
sucty mensie ako W (a zrejme aj samotné W) zase zacinaju bielymi gulockami. No a rovnakym sposobom mozeme
ukézat, Ze siucty vicsie ako B kondia bielymi a sti¢ty mensie alebo rovné B zasa ¢iernymi gulockami.

Uz sme skoro tam. Predpokladajme, ze W < B. Potom sucty S (W < S < B) zadinaji aj kondia ¢lernymi
gulo¢kami, preto sa musia v postupnosti vyskytovat neparne vela krat. Naopak, ostatné stacéty zacdinaju a koncia
gulo¢kami roznych farieb a medzi stétami sa teda nachadzaji parny pocet raz. Nesmieme vSak zabudnuf odratat
jeden vyskyt suctov W a B sposobeny fiktivnymi gulockami. Dostaneme, Ze neparne vela krat sa vyskytuju prave
tie sucty S, pre ktoré je W < S < B. Takyto sucet je ale podla zadania iba jeden, preto nutne W = B — 1
a S = 1002. Pripad W > B si sktste rozriesit na domdcu tlohu.

To je vsetko. Alebo eSte nieco chyba? Zatial sme neukdzali, Ze situdcia, ked jediny stdet vyskytujici sa neparny
pocet réz je 1002, modze naozaj nastat. Uvazujme preto rad 1002 bielych a 1003 ¢iernych guloéok rozostavenych
na striedacku (zaéinajuci aj konéiaci ¢iernou guldckou). V kazdej susednej dvojici maju gulocky navzajom rozne
farby, preto su vSetky sacty rovnaké a rovné s; = 1002. Medzi stctami sa teda vyskytuje jedine ¢islo 1002 a to je
tam 2005-krat.

Iné rieSenie:

V predchadzajticom rieseni sme nijako nezasahovali do toho, ako st nase gulécky v rade zoradené. Co keby sme
ich v8ak skusili nejako vhodne poprehadzovat? Zoberme si dve susedné gulocky roznych farieb. Uz vieme, Ze obe
musia mat rovnaky stcet, ozna¢me ho S. Ak tieto gulocky navzajom vymenime, tak oba sucty klesnii alebo stiipnu
o jedna, podla toho, ¢éi je prva guldcka Gierna a druhd biela alebo naopak. Pocet vyskytov stétu S teda klesne
o dva, zatial ¢o jeden zo suétov S — 1, S + 1 sa teraz bude v postupnosti nachédzat o dva razy viac. To znamena,
Ze parita poctu ich vyskytov sa vobec nezmeni. Takymito vymenami modZeme preusporiadat gulocky napriklad

4Pouzivanie takychto neutralnych okrajovych prvkov (tzv. sentinelov) je bezné najmé v programovani. V rieSeniach vié$inou nehrajt
klacova rolu, dokdzu vSak zjednodusit oSetrovanie $pecidlnych pripadov.
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do stavu, v ktorom mame na zaciatku radu vSetky ¢ierne gulocky a dalej vSetky biele gulocky. No a odtialto to uz
dopocitate aj sami.

Uloha é&.12: Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruznice opisanej
trojuholniku AOC. Bod M je stredom strany AC. Body D a E lezia po rade na priamkach AB a CB tak, Ze uhly
MDB a M EB st rovnako velké ako uhol ABC'. Dokazte, ze priamky BT a DE st na seba kolmé.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Po prvom precitani zadania médme chutf pekne podakovat zaddvatelovi tlohy a rieSenie prenechat niekomu inému.
Nevzdame to vSak tak skoro a skusime si kreslif. Doporuc¢ujeme (nielen v tejto tlohe) nakreslif si novy obrazok
zakazdym, ked za¢neme zvazovat novu situdciu. Na staré obrazky sa modzeme hocikedy pozriet, takze tym mozeme
len ziskat (prehladnost). Medziinym odpozorujeme toto:

(1) Cela situécia je uréend trojuholnikom ABC, neméame ziadne dalsie volitelné parametre.

(2) Polohu skoro vSetkych bodov uréujeme pomocou velkosti uhla ABC'. Preto ak budeme ur¢ovat velkost nejakého
uhla, skiisime ju vyjadrit pomocou | ABC| = .

(3) Bod O slazi len na urcenie polohy bodu 7.

Pozrieme sa na pozorovanie (3) v duchu pozorovania (2). Uhol AOC ma4 velkost 23, preto uhol AT'C neobsahujici
bod B m4 velkost 43. Ako vidime, nastavaja isté problémy s polohou bodu T'. Preto sa budeme zaoberat situéciou,
ked bod T lezi v polrovine opaé¢nej k ACB (druhy pripad ma podobné riesenie). TakZe uhly ATM aj CTM maja
velkost 180° — 23 (to je kladné ¢islo, kedze trojuholnik ABC' je ostrouhly). Bod T lezi na osi strany AC a jeho
presné poloha je urc¢end spominanymi uhlami.

Pozrime sa na bod D. Uhly M DB a CBD maja rovnaki velkost. St v8ak umiestnené tak, Ze nevytvoria tetivovy
stvoruholnik.> Mohli by vytvorif rovnoramenny trojuholnik, keby sme tisecku DM predlzili tak, aby pretala priamku
BC v bode D'. Potom uhol BD'D mé velkost 180° — 2. Kde sme uz taky uhol videli? Pri uréovani polohy bodu T'.
Ked sa na to pozrieme blizsie, vidime, Ze $tvoruholnik CMT D’ je tetivovy (dévod je rézny v zévislosti od poradia
bodov B, C, D’ na priamke BC, premyslite si to). Uhol CMT je pravy, preto aj uhol CD'T je pravy.
Analogicktl ivahu vieme spravit aj pre bod E. Ozna¢ime E’ priese¢nik priamok EM a BA. Uhol BE’'E mé velkost
180° — 2. Uhly DE'E a DD'E maja rovnaku velkost a body E’, D’ leZia v rovnakej polrovine uréenej priamkou
DE, preto body D, E’, D', E lezia v tomto poradi na kruznici.

O situécii sme zistili nemaélo, zbavili sme sa bodov O, A, C' aj M. Zistime, ¢ o zvysnych bodoch vieme dost na to,
aby sme dokézali, ze BT a DE st na seba kolmé. Nakreslime obrazok, ktory obsahuje iba body B, T, D, E, D',
E’, objavené tetivové Stvoruholniky a zistené pravé uhly.

Oznacéme velkosti uhlov TBE a BED pismenami ¢ a e. Nasledujice tvrdenia si rozmyslite pre obe situacie, ktoré
mozu nastat: bod E’ lezi na tsecke BD alebo mimo nej. Stvoruholnik DE’D'FE je tetivovy a preto uhol BE'D’ mé
velkost e. Stvoruholnik BE'TD’ je tetivovy, preto uhol D'E'T mé velkost . Takze

|4 BT, DE| = ¢ +¢ = [BE'D'| + |3 D'E'T| = |4 BE'T| = 90°.

Pozndmka: Ak pozndte kruZnicovii inverziu, nemusite tie uhly na zéver poditat. Ked vieme, Ze body D, E’, D',
E lezia na kruznici, tak mocnost bodu B k tejto kruznici je |BD| - |BE'| = |BD’ - BE| = r? (pre nejaké éislo 7).
Spravime preto inverziu so stredom B s polomerom r. V tejto inverzii sa priamka BT zobrazi na seba a priamka
DE sa zobrazi na kruZnicu prechédzajicu bodmi D’, E’ a B, teda na kruZnicu opisani stvoruholniku BD'TE’.
Priamka BT je na tuto kruznicu kolm4 (prechddza jej stredom) a inverzia zachovava uhly. Hotovo.

Tento trik sa pouZiva ¢asto, doporuc¢ujeme precvicit si ho na dalsich tlohach, napriklad na geometrii z krajského
kola minulého ro¢nika MO kat. A.

Uloha é&.13: Nijdite vsetky funkcie f : Rt — R*, ktoré pre vsetky kladné realne ¢isla x,y spliiaji vztah

fxf(y)) = f(zy) + =

RieSenie: (opravovali Fero a Kenny)

Ako to uz pri funkciondlkach byva, skiisime za z alebo y nie¢o dosadit (ked mé funkcia nejaka vlastnost vieobecne,
tym skor pre $pecidlne hodnoty = ¢ y). Najlepsie byva dosadit nulu, lebo vela ¢lenov vypadne. Keby sme mohli
dosadit nulu za y, dostaneme f(za) = a + x, kde a = f(0). Z toho by po vhodnej substittcii hned vyslo rieSenie.
Avsak v defini¢nom obore funkcie f nulu neméme, teda tadial cesta nepojde.

Po dosadeni jednotky za x dostaneme rovnost f(f(y)) = f(y)+1. Oznaé¢me w = f(y). Potom f(w) = w+1 a mame
rieSenie. Problém je v tom, Ze posledny vztah plati len pre éisla w z oboru hodnét funkcie f, a to nemusi byt celé
R*. (Naozaj nebude, ako uvidime dale;j.)

Po chvilke sktiSania skisime substiticiu y = 1/x a dostaneme

faf(1/z)) = f(1) + =

5Pri pocitani uhlov bezne hladdme dvojice rovnobeznych priamok, rovnoramenné trojuholniky, dvojice rovnakych uhlov, dvojice
uhlov so suc¢tom 180°, tetivové Stvoruholniky, dvojice podobnych trojuholnikov. To preto, aby sa ndm uhly dobre pocitali.
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Této rovnost’ ném modze pomdct. Je v nej totiz konétanta f(1) a niéim neobmedzované x. Prava strana rovnosti

.....

.....

f nadobudat vetky hodnoty viicsie ako f(1). Preto do oboru hodnot patri interval (f(1), 00). Ked sa teraz pozrieme
na naSe prvé dosadenie, vidime, Ze pre vSetky w € (f(1), 00) moZeme pisat f(w) = w + 1.

Co vsak s ¢islami mensimi alebo rovnymi f(1)? Ked mame lubovolné y > 0, vieme najst = také, aby vyrazy xf(y)
a zy boli oba vidsie ako f(1). Potom méZzeme podla predchadzajiceho upravit rovnost

fzfly) = flzy) +=,

zf(y) +1 = ay+1+a,
zf(y) = =z(y+1),
fly) = y+1

Poslednti ipravu sme mohli spravit, pretoze x > 0. Mdme teda jediné moZné riesenie. Skuiskou spravnosti ahko
zistime, zZe toto rieSenie nazaj vyhovuje.

Iné rieSenie:

Inou mozZnostou bolo dosadit f(z) za x.

F(f()f () f(fR)y) + f(2) (vyuzijeme povodnt rovnost v tvare f(f(2)y) = f(zy) +y)
F(f2) ) = flzy)+y+ f(2) (symetricky zamenime y a z)
W) = flyz)+z2+f(y)

fey) +y+f(z) = flzy)+2+ f(y)

fe) =z = [fly) -y
Ked si uvedomime, ¢o ndm hovori posledna rovnost, zistime, ze f(x) = = + ¢, z ¢oho lahko dopocitame spravny
tvar funkcie.
Uloha ¢&. 14: Prirodzené ¢isla x, y vicsie ako 1 spliiaji vztah 222 — 1 = y'°.
a) Dokéazte, ze x je delitelné piatimi.
b) Existujii celé ¢isla x, y vidsie ako 1 splilajice spominany vztah? Viete najst vietky také céisla?
RieSenie: (opravoval Bus)
a) Vsimnime si, Ze y musi byt neparne. Pre zjednodusenie si oznaéme z = y°.

2% = 2°+1,
207 = (24 1)t =2+ 22—24+1).

Teraz z nejakych zédhadnych dovodov podme najst pomocou Euklidovho algoritmu najviicsi spolo¢ny delitel ¢initelov
na pravej strane.

(241,24 =224+ 22 24+ 1)=(2+1, 228+ 22—24+1)=(2+1,322 —2+1)=(2+1, ~4z+ 1) = (2 + 1,5).

To znamend, %e ich najmensi spolo¢ny delitel je bud 5 alebo 1. Predpokladajme najskor, ze je to 1, teda ze st
zdtvorky nestudelitelné. Tu by uz mali nase zdhadné dovody vyplavat na povrch: ich stiéin mé byt dvojnasobkom
$tvorca, pravéa zatvorka je nepdrna a nesudelitelnd s prvou, preto musi byt sama Stvorcom. VSimnime si vSak, Ze

pre z > 1 plati
zQ—E—1 2<(z4—23+22—z—|—1)< z2—f+12
2 2 2 2/

Cislo v strede je medzi dvoma po sebe idticimi $tvorcami celych ¢isel (2 je neparne), ono samo preto tvorcom byt
nemoze a dostavame spor. Najvicsi spolo¢ény delitel z +1 a 2% — 23 + 22 — 2 + 1 je teda 5, prava strana je delitelna
25, ¢ize 5 deli x.

b) Ak sa vdm podari nejaké rieSenie najst, poslite ndm ho do konca budtceho roka a budete odmeneni ¢okoladou.
Ceny do sufaze venujeme ja a Mazo, kazdy jednu.

Komentar:

Této fﬂoha dopadla celkovo vel’mi zle. Viaceri z vés si zadanie poriadne nepreéitali mnohi dokonca v6bec a preto
hned v prvom kroku a tento krok bol Casto aj krokom poslednym. leornu sa nepodarilo ziskat viac ako nula bodov
a aj tych riesitelov, ktori tiito hodnotu dosiahli, bolo len velmi malo. Dufam preto, ze nabudiice vyviniete viacej
aktivity.
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Vzorové riesenia tloh 12 a 13 z 2. série.

Uloha &.12: Nech n je prirodzené ¢islo a a1 < ag < --- < agpy1 SU kladné realne cisla. Dokazte, ze plati

/n 1/n

1 1 1 1 1
(al_a2_’_a3_(114_*_”__a2n_i_a2n+1)1/nZal/n_az/n_’_a3 —ay /n /n

to =g, +ag,gg-

Riesenie: (opravoval Ondrik)

Pri takom zlozitom zadani nevahajte a vyskasajte si niektoré Specialne, ,malé“ pripady, aby ste nazreli do struktary
nerovnosti a zzili sa s problémom. NavySe tak Gasto zistime, kedy asi nastdva rovnost (a budeme na to brat ohlad
pri odhadoch, ktoré budeme pouzivat).

Pre n = 1 dostdvame na oboch stranich a; — as + a3 a teda plati rovnost. ZaujimavejSie je to pre n = 2.
Za predpokladov 0 < a1 < as < a3z < ag4 < as chceme dokézat

Vay —az +az —ag +as > Jar — \/az + az — \/ag + /as.

Tak to sktisme nejako vyriesit. Prirodzene by sme sa cheeli zbavit odmocnin. Skor ¢ neskor vSak dojdeme k tomu,
ze len umoctiovanim sa to ned4, a tak si zavedieme substiticiu: x; = \/a; pre ¢ = 1,2, 3,4, 5. Dostadvame tak novy
problém (uvedomte si, ze \/a < Vb je ekvivalentné s a < b pre a, b kladné redlne). Pre 0 < o7 < 29 < 23 < 24 < x5
chceme dokézat (po umocneni na druht)

2 2 2 2 2 2
xf — x5+ w5 —as+ a5 > (r1 — 22+ T3 — T4 + x5)°.

A nie¢o takéto lahko pordtame, napriklad vhodnym preskupenim ¢lenov (tak, aby sme vyuzili nerovnosti pre ;).
Jeden z moznych sposobov:

2t —aitad —xital— (v — 2o+ r3— x4+ a5)? = 2(x5 — 24) (24 — 23) + 2(25 — 24) (T2 — 1) + 2(23 — 22) (w2 — 7).

Pravé strana je urcite kladnd, teda to vieme dokazat pre pripad n = 2. MoZeme sa pokusit substiticiu a preuspo-
riadanie pouzit vo vSeobecnosti, ale vyzerd to ako tazkd cesta, najmé kvoli mnohym ¢lenom, ktoré ndm vznikni
na pravej strane po umocneni na n-tl. Zostanme teda este pri n = 2 a sksme néjst vSeobecnejsiu myslienku.

V substituovanej nerovnosti mame samé stvorce (je homogénna, stupiia 2). Tu by Vas mohla napadnit geometricka
interpretacia (vobec nie nezvyéajny postup pri dokazovani nerovnosti). Niektoré nerovnosti su len ,zaSifrované®
geometrické odhady vzdialenosti, pripadne odhady obsahov pod krivkou (tam pri rieSeni zvykneme pouzivat integ-
raly). Po chvili émérania sa d4 prist na nieco takéto: ozname siy; = x1, y3 = £1—Ta+23 ays = T1—Ta+T3—T4+T5
a nakreslime si dva obrazky. Lavé strana nerovnosti je striedavé séitovanie a odéitovanie nejakych obsahov Stvor-
cov. Umiestnime si ich tak, aby boli rovnako orientované a s jednym spoloénym vrcholom. Obsah vysrafovanej
dasti lavého obrazka, ktora sa skladd z troch Casti s obsahmi S7, S3, S5, predstavuje velkost lavej strany nerovnosti
(S1 = a2, Sy = 22 — 2% a S3 = 2% — x3). Velkost pravej strany nerovnosti zas vyjadruje vysrafovany $tvorec
v pravom obrézku (so stranou velkosti ys).

Ts

T4
3

T2
Z1

0 Y1, 1Y3 Ys
=== |

0 12 3Ty T | !

Uz si staci len uvedomit stvis prvého a druhého obrazka. Dokreslime si do druhého z nich Stvorce so stra-
nami y,ys. PreCo by sme tak mali spravit? No preto, lebo ndm potom vznikna také nejaké L-kd“ (ich obsahy
oznatme Py, Ps, P5), ktoré vyzeraju porovnatelne s obsahmi S, S3, S5. Preco? No lebo st rovnako hrubé: x; =y,
T3 — T2 =Yz — Y1 & Ty — g4 = Y5 — y3. Na obrazku zas jasne vidime, ze tie ,,L-ka* st v druhom obrazku na seba
natlacenejsie a teda obsah vysrafovanej Casti lavého obrazka je aspoii tolko, ako pravého Stvorca. Skiisme formélne.
Chceli by sme ukdzat S; > P;, S3 > P3 a S > Pj, ¢o znamen4 dokézat tieto nerovnosti:

Si=x21 > y?=",

2 2 2 2
Szg=x3—x5 > y3" —y1~ = b3,
2 2 2 2
Sy =x5 —xy > ys- —ys~ = D5

Prv4a plati trividlne a druht (tretiu) mozno vydelit kladnym ¢islom y3 —y1 = x5 — 22 (y5 — y3 = x5 — x4), ¢im
dostaneme

xg—xgzySQ—ylz < r3tr22ystyr & 229 >z,
-y >yt -yt S T taa>ystys & 224+ 212 > 2x5+ 229
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Kvoli usporiadaniu x; vSetky tri nerovnosti platia. Ich s¢itanim dostdvame pozadovant nerovnost, éize S;+S55+S5 >
> Py + P3 + Ps.
Poriadne si to vSetko premyslite. Pre n = 2 sme tlohu vyriesili cez obsahy $tvorcov. Preco by to nemalo pre n = 3
vyjst cez objemy kociek? Nechcem tym povedat, Ze pre n to chceme riesit ako n-rozmernt geometricki nerovnost,
ale len vytiahnuf z toho ten princip, ako to zapiSeme a dokézeme. To vSak teraz pojde lahko.
Mame 2n + 1 ¢isel 0 < a1 < az < --- < agpy1. Substituujeme z; = {/a; pre i € {1,2,...,2n + 1}, nerovnost
umocnime na n-ti a mame dokazat, Ze za predpokladu 0 < x1 < @2 < - -+ < Xop41 plati
o) —xy dwy —wy 4 an, g > (21— 22 3 — T4+ Topgr)”
Tak ako predtym oznacime

Yok+tl = T1 — X2+ T3 — Ty + -+ + T2g+1

pre k € {0,1,2,...n} a budeme porovnévat tie ,n-rozmerné L-k4*, ¢ize chceme ukazat toto:

Si=az7 > wy" =P,
Sy =x3 —xy > y3" —y" = Ps,
Ss=ag —xy > ys" —y3" =D,

vV

_.n n n n _
Sont1 = Top4+1 — Lop Yont+1 — Y2n—1 = Pont1.

Lahko vidime, Ze sGétom tychto nerovnosti dostaneme pozadovant nerovnost. Prvé samozrejme plati. Ostatné si
tvaru

Thht1 — Lok = Yoht1 — Y2k—1
pre k € {1,2,...,n}. Pre kazdé také k lahko dostaneme
Yokt+1 — Yok—1 = (T1 — T2 + 23 — -+ + Top—1 — Tok + Topy1) — (1 — T2 + T3 — - + Top—1) = Top41 — Tk,
ale zaroven aj
Tog — Yok—1 = Top — (T1 — T2+ T3 — -+ + Top_1) = (Top — Top—1) + (Tap—1 — Top—2) + -+ + (w2 — 21) > 0.

Pre zjednodusSenie zapisu si teda oznaéme yor—1 = a, xar = b (teda z toho ¢o sme ukdzali plati ¢ < b) a navyse
nech z = xog41 — wor > 0. No ukazali sme aj yor+1 — Yok—1 = Togy1 — Tor, = 2. Takze sa ndm to zjednodusi na tvar

b+2)"=bd">(a+2)" —a”

a tu ndm postaci aj binomick4 veta a poparovanie ¢lenov. Totizto posledna nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

(oo (o (o oo

a to plati, lebo b —a > 0 = b™ — a™ > 0 pre vSetky prirodzené m. A teda to mame, no nie? Naozaj, sé¢itanim tych
n + 1 nerovnosti dostavame:

n n
n n n n n n
Ty + § (Thepr — o) > yf + § (U511 — Ybr—1)
k=1 k=1
pricom Cleny na pravej strane sa nam pekne pood¢ituju a zostane nam len

n_

oY~y day =Ty e+ Ty > Ygy = (T — T2+ 23— Ta o+ Ton )"

a to sme chceli.

Iné riesSenie:

Samozrejme, toto nebola jedind cesta, ktorou sa dalo vydaf. Hlavné v8ak bolo dojst k tomu, ako to odhadovat
a uvedomit si, ze ak (aj ked v zadani je to zakdzané) asr_1 = asi pre k = 1,2,...,n, tak nastadva rovnost. Tak ste
mohli dospief napr. k rieSeniu s rovnakou podstatou, ktoré pouziva techniku mizing variables. V skratke: nech

V(ay,ag,. .. a2n41) = {/a1 —ag + a3 — -+ agny1 — (Ya1 — {faz + Yaz — - + {fagnt1)-

Teraz nech bog11 = a1 —az +az — -+ azp1 pre k =0,1,...,n (teda aj by = a1). Potom jednoducho ukdzeme

V(a17 ag, ... 7a2n+1) 2 V(a17 b17 b37a47a57 L] 7a2n+1) 2

> V(a1,b1,bs,b3,b5,a6,a7,...,a2n41) > -+ > V(a1,b1,b3,b3,bs5,...,ban—1,b241) = 0.

Pritom kazdi z tych nerovnosti Tahko dokdZeme a spolu tvoria presne to, ¢o chceme.
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Iné riesenie:

Pri tivahéch pre malé n a dosadzovani konkrétnejSich hodnot za ¢isla a; si mozeme vSimnit aj cosi iné. To, Ze
su tam n-té odmocniny a to, Ze prvkov mame 2n + 1, skoro vobec nestuvisi. Jemnou upravou vzorového riesenia
dostanete dokaz tohto tvrdenia: Pre m,n € Na 0 < a; < az < -+ < azn+41 plati (pozor, m-té odmocniny)

/a1 —az+az — - +amypr = Yar — Yaz + Yaz — -+ {azngr.

Viyhodou tohto zovSeobecnenia je, Ze ho mozete dokéazat aj indukciou podla n, kdezto povodné tvrdenie tak dokaZete
len velmi tazko. Pozor! Naozaj, toto zovSeobecnenie sa riesi ovela jednoduchsie ako povodné zadanie! Vyskusajte
si ta indukciu.

Pozndmka: Pre este ndro¢nejsich pontikam daliu, vSeobecnejsiu verziu. Nech f(x) je funkcia konkdvna na kladnych
redlnych ¢islach. Potom pre n e Na 0 < a; <ay <... < agy+1 plati

flar —az+a3 — -+ +agny1) > flar) — f(az2) + flaz) — -+ + fazny1)

Dokaz je opét podobny. Akurat ni¢ neumociiujeme, no musime vyuzif konkévnost a to napriklad tak, Ze vieme,
Ze pre konkdvnu funkciu na kladnych éislach plati: Ak a,b,z > 0, a < b, potom plati f(b + z) — f(b) <
< f(a+ z) — f(a) (pomenovanie pismeniek naznacuje, kde to treba vyuzit). Na toto zovSeobecnenie sa dalo prist
velmi Tahko ak poznite Karamatovu (resp. Hardy-Littlewood-Polyovu) majorizaéni nerovnost. Kto chce vediet
0 nej viac, piSte na ondrob@gmail .com, skiisim vadm poniknut nejakt vhodnt dokumentéciu:). Zatial si mozete
pozriet http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?t=14975.

Uloha &.13: V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi kazdymi dvoma mestami
nanajvys jedna). Medzi kazdymi dvoma mestami sa dé letecky prepravit tak, Ze vyuZijeme nanajvys d liniek.
Najkratsia okruzna cesta, ktord sa da podnikntit, prechddza cez préve 2d + 1 miest. Dokazte, ze z kazdého mesta
v krajine vychadza rovnaky pocet liniek.

Riesenie: (opravoval Peto G.)

Nebudeme si ni¢ zastierat, zo zadania je jasné, Ze mame do ¢inenia s neorientovanym savislym grafom, nazvime si
ho G. Medzi kazdymi dvoma vrcholmi nasho grafu existuje cesta dlzky najviac d a najkratsia kruznica méa dlzku
2d + 1. Vezmime si teda nejaky vrchol v, od ktorého existuje vrchol vzdialeny d, na spominanej kruznici taky musi
lezat. Vyberme teraz pre kazdy vrchol grafu najkrat$iu cestu z neho do v (ak takych existuje viac, vezmime jednu
Tubovolnt) a ofarbime ¢ervenou tie hrany nasho grafu, ktoré leZia na niektorej z tychto vybranych ciest. Modrou
ofarbime vSetky ostatné hrany. Pozrime sa teraz na Cerveny podgraf nasho grafu. Z toho, ako sme ofarbovali,
vyplyva, Ze to bude kostra povodného grafu, teda nebude obsahovat kruznicu.

Aby sa ndm jednoduchsie vyjadrovalo, dohodnime sa, ze pre k € {0,...,d} bude P, oznacovat mnozinu vSetkych
vrcholov grafu G, ktorych najkratSia cesta spdjajuca ich s vrcholom v je dlha prave k. Teda Py = {v} a ak si
spominanua ¢ervenu kostru nakreslime s vrcholom v hore a ¢ervenymi hranami vedtcimi vzdy o jedno , poschodie*
nizsie, bude potom k-te poschodie tvorené prave vrcholmi z mnoziny Pj. Dalej sa dohodnime, Ze pre fubovolny
vrchol u grafu G bude V,, oznacovat mnozinu vrcholov, do ktorych sa da dostat z u len po ¢ervenych hranach,
navyse tak, aby sme neprechadzali cez koren v. Intuitivne teda kazdd mnozina V,, predstavuje jednu ,,vetvu“ nasho
¢erveného stromu, t1, v ktorej lezi vrchol w.

Najprv si uvedomme, Ze vrchol v sme vybrali tak, aby od neho existoval nejaky vrchol vzdialeny d, preto vSetky
mnoziny Py, P, ..., P; st neprazdne. Teraz podme preskiimat, kde vSsade mo6zu lezat modré hrany. Urcite nemozu
spajat dva vrcholy z tej istej vetvy. Takéto dva vrcholy maju totiz v tejto vetve nmejakého spolo¢ného predka,
s ktorym st oba spojené ¢ervenou cestou. Obe tieto ¢ervené cesty st dlhé najviac d—1, a tak by spolu s uvazovanou
modrou hranou tvorili kruznicu kratsiu ako 2d + 1, ¢o by bol spor so zadanim. Modré hrana tiez nemoze vychadzat
zo Ziadneho vrchola, ktory je na inom poschodi ako P;. Ak by to tak bolo, tato hrana by opit spolu s éervenymi
cestami z oboch jej vrcholov do v tvorila kratsiu kruZznicu, ako pripasta zadanie.

Vieme, Ze existuje Cervend cesta, ktora zostupuje az do poschodia Py, oznac¢me si ju C'. Potom plati, ze aj kazda
ind vetva (dokonca vSetky jej ,,vyhonky*) zostupuje az do poschodia P,. Inymi slovami, z kazdého vrchola, ktory
nepatri do Py, vychadza ¢ervend hrana smerom do nizSieho poschodia. Ak by to tak nebolo, potom by vzdialenost
tohto vrchola od niektorého z vrcholov na C' podla uz dokédzaného bola vicsia ako d, pretoze najkratsSia cesta musi
viest cez v alebo cez P; (iné prepojenia medzi vetvami nie st).

Nech stupen vrchola v je s, teda mame s roznych vetiev. Cely Cas potichu predpokladame, ze s > 2, ak by to
tak nebolo, mame pred sebou patologicky pripad grafu, dosledky si premyslite sami. Spolu sa teraz sa zamyslime
nad tym, aky je stupen vrcholov v poschodi P;. Zoberme si jeden konkrétny takyto vrchol. Musi z neho viest hrana
do kazdej zo zvySnych vetiev: ak by neviedla do Ziadneho vrchola z nejakej vetvy V, potom by jeho vzdialenost
od najvrchnejsieho vrchola V' (v poschodi P;) bola d+1, ¢o je privela. Zarovei nesmi zo Ziadneho vrchola v poschodi
P, viest dve hrany do tej istej vetvy, pretoZe by ndm (spolu s ¢astou tejto vetvy) vytvorili kruznicu kratsiu ako
2d + 1. Teda z kazdého vrchola v poschodi P; vychadza s — 1 modrych hran do ostatnych vetiev a jedna cervena
smerom hore, preto stupen kazdého vrchola v P, je s.

Uvazujme teraz fubovolni cervent hranu. Oznacme vrcholy, ktoré spaja, z a y. Z doteraz dokdzanych tvrdeni
vyplyva, ze v grafe G existuje kruznica dlzky 2d + 1, do ktorej patri aj nasa hrana zy. Najdeme ju napriklad tak,
7e ten z vrcholov z, y, ktory je bliZSie ku korefiu v, s nim spojime, ten druhy spojime s fubovolnym listom v jeho
podstrome a nésledne tieto dva konce prepojime cestou dlzky d vediicou niektorou zo zvy$ngch vetiev. Oznacme
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K tuto kruznicu a z ten jej vrchol, ktory je od x aj y najvzdialenejsi. Kedze K mé neparnu dizku, je z jednoznaéne
uréeny. Vrcholy z aj y st od z vzdialené d, keby boli blizie, bolo by mozné kruznicu K skratif. To znamena,
7e vrchol z spliia podmienku, ktorti sme na zadiatku kladli na nas koreni v. Preto mézeme zopakovaf celti ivahu,
tentoraz so z ako s korefiom. Vrcholy x aj y budt v hibke d a teda budt maf rovnaky stupeii. Na zadiatku tvahy
sme vSak vybrali lubovolnt ¢ervent hranu, takze kazdé dva vrcholy spojené ¢ervenou hranou st rovnakého stupna.
Cervené hrany vsak tvoria kostru grafu G. Takze tloha je vyrieSend a my si zasltizime koniec vzordku. Tu je.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé skola ko | kg | 56|78 9(10(11|p | s | >
1. Bzdusek Tomas 4. GPdC PN 8 2 91819191319 44 | 131
2. Podolak Martin 4. Gamca BA 7 2 9191619119 42 | 130
3. Szabados Michal 4. SPMNDG BA | 8 5 9191988 43 | 128
4. Turekova Katarina 3. GJGT BB 8 2 *19191919 36 | 126
5. Herencsar Albert 2. Gmad GA 4 0191997 2 36 | 124
6. Kuncova Alexandra 2. GAlej KE 5 0191996 33 | 119
7. Starovska Maria 3. Gamca BA 8 2 9191919 36 | 117
8. Alif Maja 3. GCelje 3 019(2]9|7]9 36 | 116
8. Dernar Marek 4. GAlej KE 6 0192959 34 | 116
10. | Mikuld$ Ondrej 4. GBST LC 10 | 5 91919|2|5 34 | 109
11. | Boza Vladimir 3. GDT PP 6 3 91716617 35 | 108
11. | Hapak Samuel 3. Gamca BA 6 4 91919198 44 | 108
13. | Jursa Jakub 2. GAlej KE 5 019/8|9 2 28 | 106
14. | Balaz Miroslav 3. GLS HE 7 2 91716 216 30 | 103
15. | Polacko Martin 2. GAlej KE 5 0 19(8|9]|2 110 29 | 102
16. | Vendel David 2. GPos KE 4 077|899 40 | 101
17. | Jurikova Katarina 3. GJGT BB 5 019141]9 22 | 97
18. | Haas Emil 2. Gamca BA 5 0 [3|2|7|8]8 28 | 96
18. | Hojcka Michal 2. GKom PE 4 1 319|7]18|010 27 | 96
18. | Kocék Tomé&s 3. GPos KE 6 1 4 | 7|7 8 26 | 96
18. | Kubina Filip 3. GPOH DK 5 019(7]|4]|8]2 30| 96
18. | Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 0 [4|2|2|7]|6 21 | 96
18. | Spesova Nikola 3. GK2 PO 7 2 919|6 24 | 96
24. | Ujhazi Vladislav 3. GPJS RO 7 5 919 18 | 94
25. | Kovaléikova Kristina 4. GVar ZA 10 | 2 51819 3 25 | 93
25. | Lisc¢insky Miroslav 2. GAlej KE 5 01911419 9|2 33 | 93
25. | Rizman Tomas 2. GVar ZA 4 0|52 [9]|7]|2 25 | 93
28. | Sagat Marian 3. GSkol PB 5 0|8 9 17| 92
29. | Eiben Eduard 2. GPos KE 3 0[5(2]9]|7]|6 29 | 90
30. | Matejovicova Lenka 3. Gamca BA 8 2 9157193 33 | 89
31. | Kuzma Tomas 2. GAlej KE 5 011959 210 25 | 88
32. | Jakubik Jozef 3. GKom PE 6 1 516|522 20 | 87
32. | Vancakova Judita 4. GPos KE 6 1 2196 2 19 | 87
34. | Cevorova Kristina 4. SPMNDG BA | 8 2 8171912115 31| 86
34. | Melicher¢ik Martin 3. GPar NR 8 2 919 18 | 86
34. | Simanovéa Lucia 3. Gamca BA 6 0 |5]6|7|1 19 | 86
37. | Biskupicova Livia 2. GSkol PB 4 06421 2 15 | 84
37. | Fekia¢ Jozef 2. Gamca BA 4 019(2/9|5]|0 25 | 84
37. | Koc¢isky Tomas 3. Gamca BA 4 1 67|44 1 22 | 84
40. | Csiba Peter 2. SPMNDG BA | 4 0[4[3[6[]9]9]2 31| 80
40. | Paulovsky Michal 3. Gamca BA 5 0 |814]|3]|1 16 | 80
42. | Hojckova Martina 4. GJH BA 8 2 219|16|8]|0 25 | 79
43. | Hudec Vladimir 2. GVar ZA 4 0|74 /19]|4 24 | 78
43. | Petrucha Michal 2. GMet BA 4 0|1 913 13 | 78
45. | Vdovicenko Martin 3. GPar NR 7 2 91915 1 24 | 76
46. | Magyarova Katarina 4. GBST LC 8 1 4 19| 7 12 23 | T4
47. | Holla Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 (13|60 1 0 12 | 73
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |B5[6| 7|8 10|11 s | >
47. | Koneény Lukas 3. GPdC PN 3 011]13]9 13173 |
49. | Szabadosova Emilia 3. SPMNDG BA | 6 0 |6|13[]0]1 10 | 72
50. | Bendovéa Lenka 2. GLS TN 2 0 |8]5|9 22 | 71
50. | Godany Martin 4. SPMNDG BA | 7 1 9196 24 | 71
52. | Melo Matej 2. GsvFA ZA 4 01314 7 213 19 | 70
53. | Kobza Vladimir 3. GJGT BB 5 019(3[9]|1 2 24 | 68
54. | Vrbovskd Maria 3. GJGT BB 5 0 |6[]3]|9 2 20 | 67
55. | Zivéakova Andrea 3. GJGT BB 4 05218 15 | 65
56. | KukliSova Nina 2. GMet BA 5 0|4 914 17 | 60
57. | Hodésova Judita 2. Gamca BA 4 0 |1|4]|7]0 12 | 56
57. Jablonicka Kristina 2. SPMNDG BA | 4 0 |3]2 21 15 | 56
59. | Dlabaja Petr 4. Holesov CR 4 0 0 | 50
60. | Sabova Simona 2. SPMNDGBA | 3 | 0 4 4 | 49
61. | Dvoranova Veronika 3. G Surany 6 1 619 15 | 48
61. | Dvoranova Maria 2. G Surany 4 0 0 | 48
63. | Floridnova Michaela 1. Gamca BA 2 0 1914]|7 20 | 47
63. | Janikova Karolina 4. GVar ZA 6 0|5 7 12 | 47
65. Minérik Marian 3. GPar NR 5 1 919 18 | 46
66. | Cibicek Jozef 4. GJH BA 6 1 0 | 45
66. | Zemlicka Martin 4. GLS BJ 4 0 0 | 45
68. | Kotrlova Katarina 2. GVPT MT 4 0|83 3 14 | 44
69. | Brida Radoslav 3. Gamca BA 4 0|32 5 | 42
70. | Siagi Miroslav 3. GJGT BB 4 0 0 | 41
71. | Hajdin Michal 2. GJH BA 4 012]3]0 5 | 39
72. | Bogar Ondrej 4. GLS TN 4 0 0 |37
73. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT 3 0|53 8 | 34
74. Roh4l Branislav 3. GSkol PB 5 0 0| 32
74. | Sucha Nina 2. GVPT MT 3 0 |42 6 | 32
76. | Lukacisin Martin 3. GJFR LE 3 0 0 | 28
77. | Biréak Erik 4. SPMNDG BA | 4 0|1 1| 26
77. | Slovik Lukas 3. GJGT BB 4 0|82 2 12 | 26
79. | KoSindrova Alena 3. Gamca BA 8 3 0 | 25
79. | Sudolsky Michal 4. GJGT BB 9 6 0|25
81. | Alberty Roman 3. GJGT BB 4 0|6 6 | 20
82. | Halaga Jozef 4. GAP SB 4 0 0 |16
82. | Nemec Juraj 3. GJGT BB 4 0 0|16
82. | Nerer Juraj 3. GJGT BB 4 0|5 9 2 16 | 16
85. | Kucbel Maros 3. GJGT BB 4 0 0 |12
85. | Rakovska Elena 4. GBil BA 4 0 0 |12
87. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 0 2 2 419
87. | Szabo Martin 3. GJGT BB 4 0 0 9
89. | Valencikova Romana 2. GJGT BB 3 0 0 6
89. | Sramek Martin 3. GTilg BA 4 0 0| 6
91. | Kono6pkova Julia 2. GJGT BB 3 0 0|5
92. | Mind4Sova Katarina 2. GJGT BB 3 0 0| 3
93. | Betka Matej 2. GJGT BB 3 0 010
93. | Kapustova Katarina 2. GJGT BB 3 0 010
93. | Zubnarova Katarina 3. GJGT BB 4 0 0 0
kategdria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro. skola ko |1]2(3]|4]|5 TIp| >

1. Hagara Michal 1. GJH BA 1191919 9 9 131

1. Karaskova Natalia 1. Gamca BA | 2 9191919 7 131

1. Rudolfova Barbora 1. GMet BA 1 19[19(9|8]8 9 131

4. Kone¢ny Jakub 1. | Gamcéa BA | 2 916 |7 |7 9 120

5. Florianova Michaela 1. Gamca BA | 2 9191919 7 118
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Por. | Meno Ro. skola k, |1/2|3|4|5|6|7 >
6. Belan Tomas 1. SPMNDGBA | 1 [8]9 8 519 117 |
7. Peitl Tomas 1. SPMNDGBA | 1 [9]9 8 513 114
8. Hasik Juraj 1. Gamca BA 2 919132217 111
9. Zajac Anton 1. Gamca BA 2 9191312 9 103
10. | Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 8184122 100
11. | Kfemenova Lucie 1. GMet BA 1 1916 012 92
12. | Firbas Karol 1. Gamca BA 2 91919014 90
13. | Sabova Simona 2. SPMNDG BA | 3 2|8 4 86
14. | Buchholcerovd Anna 1. GBil BA 2 912(11]2|4 85
14. | Matulové Daniela 1. GVaz BA 1 19719(9(0]2]|3 85
16. | Magula Mario 1. Gamca BA 1 79
17. | Vaskovi¢ova Michaela 1. 1SG BA 1 |5(3]2 2 73
18. Formanek Michal 2. SPMNDG BA | 3 68
19. | Mieresova Lubomira 0. GJH BA 1 62
20. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 2 7
21. Vytrisal Filip 0. SPMNDG BA 0 111]0]0]2 4

kategéria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola k,|1|12|3|4|5|6|7 >
1. Konecény Lukéas 3. GPdC PN 3 816111319 115
2. Bogar Jan 1. GLS TN 1 199167312 114
3. Péder Mario 1. GMRS Samorin | 1 9[99 014 106
4. Bendova Lenka 2. GLS TN 2 191918 8159 97
5. Tomasovic¢ Juraj 1. GPdC PN 1 |82 |4|6 3 79
6. Bosanska Eva 2. GLS TN 2 9191313 70
7. Repkova Lucia 1. GPar NR 1 52
8. Simkova Maria 1. GJF Sala 1 |62]4(1]1]3 41
9. Baxova Katarina | 2. GLS TN 2 38
10. | Simora Peter 2. GVBN PD 2 22
11. | Baxova Jana 1. GLS TN 1 13
12. | Babiarova Dana 2. GJab MY 3 0
kategdria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko, [1/2(3[4|5|6|7 >
1. Bachraty Martin 1. GVO ZA 2 919191989 135
2. Jago$ Lubomir 1. GVO ZA 2 918191929 130
3. Tvariuzkova Jarmila 1. GSkol PB 1 819|817 7 124
4. Styrakova Kamila 1. GPOH DK 119191987 119
5. Rostdkova Zuzana 1. |GMMHLM | 1 | 9(2[9|4|7|51]9 114
6. Porembova Alexandra | 1. | BiGSufany | 1 {992 |0 |84 112
7. Maixner Michal 2. GVar ZA 2 98|75 |38 110
8. Laukova Ivana 1. GJL MT 1 17191962 105
9. Majdi§ Mojmir 1. GPOH DK 1 ({8194 ]6]|6 100
10. Peresiniova Michaela 1. OA BB 1 |5]9|8]|5 2 96
11. | Ziman Michal 1. GBST LC 11919 6104 91
12. Kredatus Ivan 1. SPSJM BB 1 |81 (8|0|1]4 76
13. | Kieferovd Marika 2. GsvFA ZA 3 213|1413|2 65
13. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT | 3 811513 65
15. | Suché Nina 2. GVPT MT | 3 2111412 50
16. | Lubusky Peter 1. GAK BS 1 42
17. | Oravcova Zosia 2. GJGT BB 3 911|114 35
18. | Vajdova Zlatica 1. GJGT BB 2 9 1 2 33
19. | Sele¢éni Milos 1. GJGT BB 2 26
20. | Fajc¢ikova Patricia 1. GBST LC 1 25
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Por. | Meno Ro. skola k,, 2|3 5|6 p|>
21. | Mathova Denisa 1. | GbIR ZA | 1 21 |
22. | Mindasova Katarina 2. | GJIGTBB | 3 10
23. | Bene Daniel 3. | GBSTLC | 3 9
24. | Valencikova Romana 2. | GJIGTBB | 3 8
25. | Kapustova Katarina 2. | GIJIGTBB | 3 7
26. | Konopkova Julia 2. | GIGTBB | 3 5
26. | Mlynarikovd Michaela | 2. | GJGT BB | 3 5
28. | Betka Matej 2. | GJIGTBB | 3 0

kategéria ALFA, vychod

Por. | Meno Ro. skola k,, 213|456 |7|p| >

1. Baco Ladislav 1. GPos KE 2 9191915 9 127
1. Popovié Viktor 1. GJAR PO | 2 9181|7549 127
3. Kicové Kristina 1. GPos KE 1 9191|1719 124
4. Rigdova Emilia 1. GKuk PP 1 918|154 113
5. Mitro Juraj 1. GJAR PO | 1 91862 111
6. Coculové Zuzana 1. GPos KE 2 918|015 |4 101
7. | Huddk Adam 1. | GMRSKE | 1 9|4 2|2 91
8. Baranova Jana 1. GAlej KE | 2 918 5 88
9. Leskova Andrea 1. G Lipany 1 9191919 87
10. | Dobransky Marian 2. GPos KE 3 2|2 213 60
11. | Valkovd Monika 1. GAlej KE | 2 58
12. | Eiben Eduard 2. GPos KE 3 51219 56
13. | Lukacisin Martin 3. GJFR LE 3 40
14. | Leskova Katarina 1. G Lipany 1 31
15. | Zatrochovad Zuzana | 1. GAlej KE | 2 30
16. | Gorcsvsova Andrea | 1. GAlej KE | 2 19
kategéria ALFA, mimo SR
Por. | Meno Ro. gkola ko |1 34|56 |7 |p| >
1. Matas Kopf | 1. GMenOP | 1 | 6 8 5 12| 7 122
Vysledkova listina
kategéoria GAMA

Por. | Meno Roé gkola 10 | 11 |12 |13 | 14 >

1. Baco Ladislav 1. GPos KE 1 1

2. Balaz Miroslav 3. GLS HE 6 3 41

3. Bzdusek Tomas 4. GPdC PN 9 0 38

4. Hapak Samuel 3. Gamca BA 8 7 51

5. Kocak Tomas 3. GPos KE 8 26

6. Mikul4s Ondrej 4. GBST LC 5 29

7. Podolak Martin 4. Gamca BA 9 55

8. | Szabados Michal | 4. SPMNDG BA 8 7 70

9. Ujhézi Vladislav 3. GPJS RO 7 35

10. | Sagat Marian 3. GSkol PB 7 13




