Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 1. série letného semestra

Uloha é&. 1: Vo svietniku sii dve sviecky, ktoré maji rovnaki vysku. Prva zhori za pét hodin a druhé za tri hodiny.
Obe sviecky zapélime naraz. Po kolkych mintitach bude prvé sviecka trikrat vyssia ako druhd?

RieSenie: (opravovala Baja)

Ozna¢me si nami hladany ¢as pismenkom t. (Nech je v minttach.) Vieme, Ze prva sviecka zhori za pit hodin,
¢o je 300 minat. Ak celd sviecka zhori za pif hodin, tak za jednu hodinu zhori 1/5 sviecky. Teda hori rychlostou
1/5 sviecky za hodinu alebo 1/300 sviecky za minttu. Za ¢as ¢t z nej potom zhori (1/300)t. KedZe druhd sviecka
hori rychlejsie (rychlostou 1/3 sviecky za hodinu alebo 1/180 sviecky za minatu), tak za ¢as t zhori (1/180)¢ z tejto
sviecky. V zadani bolo povedané, Zze po cCase t bude prva sviecka trikrat taka vysokéd ako druhd sviecka. To nam
déva rovnicu
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kde z; oznacuje zvySok prvej a zo zvySok druhej sviecky. Ako zistime hodnotu z;,? Uz vieme, Ze z prvej sviecky zhori
za t mintt (1/300)¢ sviecky. Teda tato ¢ast musime od ,celej“ sviecky odobrat. TakZze ndm zostane 1 — (1/300)¢
sviecky. A to je naSe hladané z;. Podobne z druhej sviecky musime odobrat to, ¢o nam zhori. Preto ndm z druhe;j
sviecky zostane 1 — (1/180)t sviecky, ¢ize pozname aj zo sviecky. Po dosadeni do rovnice dostaneme

1-— i t=3(1-— i t].
300 180
Z toho uz lahko vypodéitame, ze t = 150 mint.

Uloha é&. 2: Dve kruznice s polomermi 1 m a 3 m chceme umiestnit v rovine tak, aby sphiali tieto dve podmienky:
e FExistuju dve priamky, ktoré su na seba kolmé a obe sa dotykaja obidvoch kruznic.
e Vzdialenost stredov danych dvoch kruznic je ¢o najmensia.

Ako mame tieto kruznice umiestnit? Akd bude vzdialenost ich stredov a preco bude najmensia?

Riesenie: (opravovali Ivka a Zuzka M.)

Najlepsi sposob, ako zacat rieSit geometrickil tlohu, je nakreslit si obrdzok. Mozeme zacat napriklad tym, Ze si na-
kreslime dve na seba kolmé priamky. Teraz chceme dokreslit dve kruznice tak, aby sa dotykali tychto priamok.
Navyse ale chceme, aby vzdialenost stredov tychto kruznic bola ¢o najmensia.

Moznosti, ako nakreslit tieto dve kruznice, nie je vela. KedZe dve
na seba kolmé priamky nédm rozdeluja rovinu na akési stvrtiny (ktoré
sa tiez nazyvaji kvadranty), mame Styri moZnosti, ako umiestnit tieto
kruznice. N4jst tieto Styri vzdjomné polohy sa podarilo vicSine z vés.
Pri zisfovani, ktora poloha spliia druht podmienku zo zadania, mo-
T zeme vypocitat vsetky vzdialenosti stredov kruznic a porovnat ich.
2 Staci si vSak uvedomit, Ze v troch pripadoch je vzdialenost stredov
vicsia ako stucet polomerov kruznic a iba v jednom je mensia. Teraz
@ uz musime iba vyratat tato vzdialenost. Kedze priamky dotykajtce sa
kruznice st doty¢nice, kazdy z uhlov ST10, ST50, S1L10, S1L20 je
S, pravy. (Pozri obrazok.) Polomer kruznice k je tri metre, polomer kruz-
nice k; jeden meter. Velkost tsecky S15 moZzeme vyratat z pravouh-
lého trojuholnika SS; K pomocou Pytagorovej vety. Velkost tiseciek

KS a KS; je dva metre. Mozeme teda vyjadrif vzdialenost stredov

1518] = /22 4 22 = 2V/2.

TakZze ako vicSina z vas odhalila, spravna odpoved bola umiesnit kruznice do jedného kvadrantu.

Uloha é&.3: V trojuholniku ABC ozna¢me D a E stredy stran AB a AC.

a) Dokazte, Ze ak priesecnik osi uhlov BDE a CED lezi na tsecke BC, tak dlzka strany BC' je rovna aritmetickému
priemeru dlZok stran AB a AC.

b) Dokézte aj opacné tvrdenie, teda e ak je dlzka strany BC' rovna aritmetickému priemeru dlzok stran AB a AC,
tak priesecnik osi uhlov BDE a CED lezi na strane BC.

Pozndmka: Aritmeticky priemer dlzok stran AB, AC je éislo (|AB| + |AC|)/2.
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Riesenie: (opravovali Zuzka Celuchova a Zuska Molnarova)

a) Ozna¢me prieseénik osi uhlov CED a BDE ako F. Vieme, Ze lezi
niekde na strane BC. Vsimnime si, %e zo zadania vieme v podstate
len dva dolezité fakty. Body D, E st stredy stran AB, AC a priamky
DF, EF st osi uhlov EDB, CED. V preklade to znamen4, Ze platia
nasledovné rovnosti: |AD| = |DB| = |AB|/2, |AE| = |EC| = |AC|/2,
|<DEF| = |4CEF|, |9EDF| = |¥BDF|. Ozna¢me si velkosti tychto
uhlov ako «, 3 (ako na obrézku). Co vieme z tychto skuto¢nosti vyuzit
v nasej ulohe? Snazime sa dokazat, ze |BC| = |AB|/2 + |AC|/2, ¢o
st prave spominané dlzky tseciek AD, DB a AE,EC. Bolo by teda
fajn, keby sa ndm podarilo ukazaft, Ze strana BC sa ,sklada“ z useciek
A B s rovnakymi dizkami a naSou jedinou ,zbraifiou® je fakt, Ze pozname
nejaké uhly. Vyzerd to tak, ze sa budeme snazit najst vhodné rovnoramenné trojuholniky, z ktorych ndm vypadne,
7e strana BC sa naozaj d4 rozdelit na dve tusecky sdlzkami |AB|/2,|AC|/2. Ako na to? Vieme, Ze DE je strednou
prieckou trojuholnika ABC. O strednych prieckach vieme, Ze st rovnobezné so stranami trojuholnika. V nasom
pripade plati DE || BC. A teraz hodme poriadny kukué na uhly na obrazku. Kedze DE || BC, uhly DEF a EFC
su striedavé, ¢ize maju rovnaki velkost. Z toho istého dovodu maju aj uhly EDF a DF B rovnaku velkost. Ahaho,
¢o nevidime? V trojuholniku FFC méme dva uhly s velkostou « a v trojuholniku DBF mame dva uhly s velkostou
(. To znamend, Ze tieto trojuholniky st rovnoramenné, pri¢om strany EF a DF su ich zdkladne. A tu uz mame
tilohu takmer vyriesent. Sta¢i si uvedomit, Zze musi platit |EC| = |CF| = |AC|/2 a |DB| = |BF| = |AB|/2. Dlzka
strany BC je |BF|+ |FC| = |AB|/2 + |AC|/2 = (JAB| + |AC|)/2, ¢o je aritmeticky priemer velkosti stran AB
a AC. A presne to sme chceli dokézat.

b) V tejto tlohe sa mozno vybrat viacerymi smermi. Vychddzame z toho, ze |BC| = (|JAB|+|AC|)/2. Potom existuje
na strane BC' taky bod Z, Ze rozdeluje stranu BC' na dve ¢asti tak, ze plati |BZ| = |AB|/2, |ZC| = |AC|/2. Kedze
|DB| = |BZ| a |EC| = |CZ]|, tak trojuholniky DBZ a EZC st rovnoramenné. To znamend, ze |[<ZDB| = |4 DZB|
a |[SCEZ| = |4 EZC|. Z Casti a) uz pozname dvojice striedavych uhlov (preco by sa im malo v ¢asti b) nieco stat,
vSak 4no?). Ked si to celé dame dokopy, triumfalne vyhlasime, zZe plati |SCEZ| = |4 ZED|, a teda EZ je osou uhla
CED. Podobne plati |SEDZ| = | ZDB|, a teda DZ je osou uhla EDB. Takze osi prislusnych uhlov sa pretinaji
prave v bode Z, na strane BC'. Tym je dokaz hotovy.

Iny uhol pohladu ndm pontka nepriamy dokaz tohto tvrdenia. Ten je zalozeny na ddkaze obmenenej implikacie.
Povodna implikéacia znela ,, Ak |BC| je aritmetickym priemerom dlzok stran |AB|, |AC|, potom priese¢nik osi uhlov
BDE a DEC lezi na strane BC“. Obmenené tvrdenie je takéto: ,, Ak priesecnik osi uhlov BDE a DEC nelezi
na strane BC, potom | BC| nie je aritmetickym priemerom dizok stran |AB|, |AC|“. Ak mate ¢as a chuf, zamyslite
sa nad tym, ¢im sa tlohy v tomto pripade lisia.

Uloha é&.4: a) Kazdy bod roviny je ofarbeny niektorou z dvoch farieb. Dokazte, %e v tejto rovine existuji dva
body rovnakej farby vzdialené od seba presne jeden meter.

b) Kedze mame radsej pestrejsi svet, ofarbime naSu rovinu troma farbami. Dokéazte, Ze aj teraz existuji v tejto
rovine dva body rovnakej farby vzdialené presne jeden meter.

RieSenie: (opravoval Bebe)

a) Najskor si vyberieme dve farby, ktorymi je celd rovina ofarbend. Napriklad oranzovi a zelent. Pozrime sa teraz
na nejaky zeleny bod A. Ak by neexistoval ziaden zeleny bod v rovine, tak zjavne existuji dva body oranzovej farby
presne meter od seba. Vsimnime si teraz kruznicu so stredom v bode A a polomerom jeden meter. Akej farby s
body na tejto kruznici? Keby na nej bol zeleny bod, tak sme nasli dvojicu bodov, ktora je od seba vzdialena jeden
meter a mé rovnakiu farbu. Preto predpokladajme, Ze celd tato kruZznica je oranzova. Zvolme si teraz oranzovy
bod B niekde na naSej kruznici. Ak na kruznici so stredom B a polomerom jeden meter ndjdeme nejaky oranzovy
bod, tak sme nasli hladana dvojicu bodov. Predpokladajme preto, Ze vSetky body na tejto kruznici st zelené. Teraz
mame dve kruznice s polomerom jeden meter, ktorych stredy st od seba vzdialené jeden meter. Potom ale maja
dva priesecniky. Akt farbu maju tieto prieseéniky? Ak je jeden z nich oranzovy, nasli sme dvojicu zo zadania spolu
s bodom B, ak je zeleny, tak s bodom A. Kazdopadne sme vSak taki dvojicu nagli.

Iné riesenie:

Ak chceme dokézat, Ze také dva body existuju staci ich v tej rovine jednoducho néjst. Po chvilke rozmyslania nés
napad4 rovnostranny trojuholnik so stranou jeden meter. Kolko m4 vrcholov? Tri. A kolko mame farieb? Len dve!
TakZe nejaké dva z tychto vrcholov musia mat rovnaki farbu. A teda tieto dva body st tie, ktoré sme chceli najst.

b) Sktsme dokaz sporom. Predpokladajme, Ze vieme ofarbit rovinu tak, aby neexistovala dvojica bodov rovnake;
farby vo vzdialenosti jedného metra. Pridajme si k nasim dvom farbam este fialovii. Postupujme najskor ako
v predoslom pripade. Skisme najst nejaky Utvar zo Styroch bodov tak, aby kazda dvojica bodov bola od seba
vzdialend jeden meter. KedZe mame tri farby, tak nejakd dvojica vrcholov by musela mat rovnaka farbu. A tym
by bol priklad vyrieeny. Po dlhom hladani vSak moZeme nasu snahu vzdat, lebo taky ttvar v rovine neexistuje.
TakZe to budeme musiet dokdzaf inak.

Vezmime lubovolny bod roviny, ktory mé fialov farbu a ozna¢me ho pismenkom A. Keby taky bod neexistoval,
nastala by situdcia z Casti a). Pozrime sa na vSetky body vzdialené od bodu A presne jeden meter. Mozinou
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takychto bodov bude zrejme kruznica. T4 musi byt zeleno-oranzové, lebo inak by sme nasli dva body fialovej farby
vzdialené od seba jeden meter. KedZe najdlhsia tetiva tejto kruznice ma dva metre (je to priemer), ndjdeme tam
aj taki, ktord bude mat presne jeden meter. Ozna¢me jej koncové body ako B a C. Pokial by mali rovnakt farbu
opif mame dvojicu bodov rovnakej farby v metrovej vzdialenosti a teda jeden z nich musi byt zeleny a druhy
oranzovy (nech B je oranzovy a C je zeleny — ak by tomu tak nebolo, tak sta¢i vymenit oznadenie bodov B a C
za opacné). Pozrime sa teraz na vSetky body, ktoré st od bodu B vzdialené jeden meter a takisto na vSetky body,
ktoré st od bodu C vzdialené jeden meter. Obe tieto mnoziny bodov budt kruznice a ich prienikom buda dva
body. Rozmyslite si preco nie viac alebo menej. Bude to bod A, pretoze je od B aj C vzdialeny meter a novy bod,
ktory oznacime D. Ten nemoze byt zeleny ani oranzovy, pretoze body B a C, od ktorych je bod D vzdialeny jeden
meter, maji oranzovi a zelenu farbu. Teda musi byt fialovy. Ale aj A je fialovy a navyse lubovolny v rovine. Z toho
dostavame velmi peknt vlastnost naSej trojfarebnej roviny a to, Ze Tubovolné dva body v rovine vo vzdialenosti
V3 metrov (aby sme ziskali ttto vzdialenost, staéi pouzif pytagorovu vetu pre trojuholniky ABE a DBE, kde E
je stred strany BC') musia mat rovnaka farbu.

UvaZujme teraz o rovnoramennom trojuholniku K LM so stranami dlzky v/3, v/3 a 1 metrov. Nech mé vrchol
oproti zékladi, ktory oznac¢ime M nejaki farbu. Potom ju musia mat aj vrcholy K a L, lebo st od neho vzdialené
V3 metrov. Ale tie st od seba vzdialené jeden meter a teda sme nasli dva body ktoré st rovnakej farby. Tym
padom sme dokdzali aj ¢ast b).

Komentér: Pre tych, ktori by si nabudtce chceli usetrit robotu mam jednu radu. Stacilo dokazaft len ¢ast b) a o ¢asti
a) prehlasit, Ze je to ten isty pripad, ak dve rézne farby budeme povaZovat za rovnaké. Toto sa da vyuZif nielen
v tomto, ale aj v inych prikladoch, ktoré maju viac ¢asti. A eSte jedna otédzka na zaver, pokial by ste sa pocas
dlhych jarnych vecerov nudili: Ako je to so Styrmi ¢i viacerymi farbami?

Uloha é&. 5: Na oslave sa zislo desat priatelov. Posadali si okolo okriihleho stola, kazdy na miesto oznacené stitkom
so svojim menom. Okolo jedendstej hodiny vysli vSetci na chvilu na terasu a sledovali ohriostroj. Po navrate si
kazdy sadol bud na svoje povodné miesto, alebo o jedno miesto vedla (napravo alebo nalavo). Kolkymi roznymi
sposobmi si mohli posadat okolo stola?

RieSenie: (opravovali Kenny a Misko)

Predtym, ako sa pustime do samotného rieSenia, ozna¢me priatelov postupne (napriklad v smere hodinovych rudi-
¢iek) ¢islami 1 az 10. Rovnako miesta, na ktorych na zaciatku sedeli, ozna¢ime ¢islom priatela, teda tiez od 1 po 10.
Teraz uz mozeme ulohu riesit. Po chvilke kreslenia stolov, priatelov a ohtiostrojov si moézeme vsSimnuf, Ze ak si
priatel 1 sadne na miesto 10 a priatel 2 na miesto 1, tak sa vSetci posunt o jedno miesto proti smeru hodinovych
ruciciek. Stane sa to kvoli tomu, Ze priatel 3 si musi sadnit na miesto 2, pretoze nikto iny si tam sadnif nemoze,
a keby toto miesto ostalo prazdne, nezmestia sa za stol vSetci priatelia. Podobnou tivahou ndjdeme aj rieSenie, ked
sa vSetci posunil o jedno miesto v smere hodinovych ruciciek. MoZeme si vSimnut, Ze tieto rieSenia sa lisia od os-
tatnych — kym v tychto pripadoch sa menili vSetci ,cyklicky®, v ostatnych sa musia menit po paroch. (Uvedomte
si, preco.)

Zvy$nu Cast rieSenia budeme hladat moznosti usadenia také, v ktorych sa budt menif dvojice. UkdZeme si dve
mozné rieSenia, v prvom jednoducho spocditame vSetky moznosti, ked sa meni nula az pét parov. Potom si ukazeme
eSte iné riesenie, ktorého myslienka sa d4 pouZif aj na vSeobecnejsie pripady. Za¢nime prvou z moznosti.

Pri nagich avahach nesmieme zabudnif na to, Ze dvojice, ktoré sa medzi sebou moézu menit, musia sediet vedla seba.
Pripady, ked sa meni nula, jeden alebo pét parov nie st naro¢né, ponechavame ich teda na riesitela. Napovieme
len, Zze pocet moznosti je postupne jedna, desat a dve.

Ak sa vymieniaju naraz dva pary priatelov, potrebujeme vybrat prvy par, ¢o vieme urobit desiatimi spoésobmi.
Potom potrebujeme dalsi par tak, aby nebol nijaky priatel v oboch tychto paroch. To modzeme spravit siedmimi
sposobmi. (Ak prvy vybrany par je 1 a 2, dalsi méze byt jeden z 3 a 4,4 a5, ..., 9 a 10.) Uvedomme si vSak,
Ze pri naSom vybere zalezi na tom, ktory par vyberieme ako prvy, no my nechceme, aby na tom zalezalo. Preto
musime pocet vSetkjch moznosti este predelit dvomi, pretoze vyber 1 a 2 a potom 4 a 5 je rovnaky ako vyber 4 a 5
a potom 1 a 2. Dokopy mame teda (10 - 7)/2 = 35 moznosti.

Pripad, ked chceme vymenit tri dvojice, je uz trochu komplikovanejsi. Potrebujeme totiz vybraf iba tie, ktoré
neobsahuju ziadneho priatela viackrat. Premyslite si, pre¢o nemozeme napriklad vybraf dvojice 1 a 2,2 a 3, 7 a 8.
Keby sme sa snazili vypocitat tento pocet priamo, narazili by sme na problémy. Moézeme si ale uvedomit to, Ze
pary, v ktorych sa aspon jeden priatel vyskytuje dvakrat, vieme spocitat lahsie. Z toho potom dokazeme urcit aj
pocet neprekryvajucich sa parov — vezmeme si pocet vSetkych moznosti, ako vieme vybrat tri pary a odpocitame
tie, ktoré sa prekryvaju. Ak chceme zistit pocet vSetkych trojic parov, musime si uvedomit, Ze rdznych péarov je
desat, my z nich chceme vybrat tri. Keby ndm zélezalo na poradi, tak vyberieme najprv prvi dvojicu desiatimi
sposobmi, druhii deviatimi a tretiu 6smimi. Nam ale na poradi zélezi a ked si uvedomime, Ze s moznostami 1, 2, 3
(kde 1 je prva dvojica, 2 druha a 3 tretia) zapoéitavame aj moznosti 1, 3, 2; 2, 1, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2; 3, 2, 1. Teda
namiesto jednej moznosti az Sest. Preto celkovy vysledok musime vydelit Siestimi, dostdvame (10-9-8)/6 = 120
moznosti. Pozrime sa teraz na pary, v ktorych sa aspon jeden priatel vyskytuje dvakrat. To, Ze je priatel v dvoch
paroch znamené, ze vyberame trojicu, v ktorej je on v strede. Rovnako ako ked vyberame dvojicu susedov, aj trojic
je len 10. Este ale potrebujeme vybrat jeden péar zo zvy$nych ésmich. Dokopy méme 80 moznosti. Je to spravny
vysledok? Nie tak celkom, totiz ak najprv vyberieme trojicu 1, 2 a 3 a potom dvojicu 3 a 4, dostaneme rovnakt
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moznost ako keby sme vybrali najprv trojicu 2, 3 a 4 a potom dvojicu 1 a 2. Tychto 10 moznosti (ked vyberieme
Styroch ludi sediacich vedla seba) musime od naSich 80 odrétaft, teda celkovy pocet mozZnosti, ako sa tri dvojice
mohli vymenit je 120 — (80 — 10) = 50.

Posledny pripad, ktory sme eSte nerozobrali je, ak sa menia 4 dvojice. Vyberat osem Tudi z desiatich za takychto
podmienok sa ndm ale moze zdat mierne komplikované. Preto radsej vyberme tych, ktori ostant sediet na svojich
miestach. Prvého vyberieme lahko — mame na to 10 moznosti. Kde ale moze sediet druhy? Tito dvaja priatelia
nemozu sedief tak, aby medzi nimi bol neparny podet priatelov, pretoze potom by sa jeden z tohto neparneho pocétu
priatelov nemal s kym vymenif. Preto mame len 5 moznosti ako vybrat druhého priatela. A kedZze nadm nezalezi
na poradi, ako vyberieme tychto priatelov, poc¢et moznosti este predelime dvomi. Dokopy dostaneme 25 moznosti.
Teraz uz len spocitame vSetky medzivysledky a dostaneme 2 + 1 + 10 + 35 + 50 + 25 + 2 = 125 moznosti.

Iné rieSenie:

Na néas problém sa modZeme pozriet aj trochu inak. Na zaciatku rovnakou tivahou ako v predchadzajiicom rieSeni
prideme na to, Ze ak sa posunu dvaja priatelia vedla seba doprava (resp. dolava), tak sa tym smerom musia
posunut vSetci. Takto dostaneme dve riesenia. Pozrime sa na tie zvysné. Zacneme s priatelom 1. Kam si moze
sadntt? Bud na svoje miesto alebo na jedno z miest 10 a 2. Ak si sadne na svoje miesto, chceme usadif dalsich
devit priatelov. Ak si ale sadne na miesto 10, priatel s ¢islom 10 uz mé miesto uréené, musi sedief na mieste
1. Podobne v pripade, Ze si 1 sadne na miesto 2. V tychto dvoch pripadoch chceme usadit uz len osem priatelov.
Vsimnime si, Ze pri usddzani nasledujtaceho priatela (ak ich usddzame po poradi) si tento moze sadntt bud na svoje
miesto alebo na miesto dalSieho v poradi. Nem4 1z moznost sadnuf si na predchadzajtice miesto, pretoze tam uz
niekto sedi. Ak si sadne na svoje miesto, chceme umiestit o priatela menej, ak na miesto spolusediaceho, tak aj on
uz bude mat pevne dané miesto a chceme umiestnit o dvoch priatelov menej. (Poriadne si to premyslite.) Preto
pocet vSetkych moznosti M moézeme napisat ako M = 2 4+ n(9) + 2 - n(8), pricom n(k) = n(k — 2) + n(k — 1),
n(1) =1 an(2) = 2. (Jedného priatela vieme usadit iba jednym spdésobom, dvaja priatelia mozu sediet na svojich
miestach, alebo si miesta vymenit.)

Pre pocet n(k) a hodnoty k od 1 po 9 dostavame postupne ¢&isla 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 551. Teda M = 2+55+68 =
= 125. Skuste si porovnat naro¢nost tohto rieSenia pre dvadsat priatelov a nidro¢nost prvého rieSenia.

Uloha é&. 6: Nijdite vietky Stvorice realnych cisel a, b, ¢, d, pre ktoré plati

a+b = 8§,
ab+c+d = 23,
ad+bc = 28,
cd = 12.

RieSenie: (opravovali Rasto a Hanka)

Styri rovnice, $tyri nezname, to vyzera tak akurat. Len keby to celé bolo o trochu krajsie, bez vyrazov ako ab & cd.
Tie ndm tam robia Sarapatu. Sice, ten priklad predsa nemdze ist tplne lahko. To by ho sem nevybrali :). Ale ¢o
s nim mam robif ja? Skiisme sa nafi pozriet blizsie. Na druhy pohlad si povieme, Ze predsa nie je az taky Skaredy.
Vyzeré to, Ze nejaké tie rieSenia by mohol mat aj medzi prirodzenymi ¢islami, no nie? Tak ich skiisme pohladat.
Nepovie nam to sice vela o mnozine vsetkych rieSeni, ale aj vediet, Ze vobec nejaké su, je casto dost uZitoéné.
(Napriklad sa nebudeme snazit ukézat, Ze tato sustava Ziadne rieSenie nema.)

Z prvej rovnice mame a + b = 8. Ked uvazujeme iba prirodzené ¢isla, tak (a,b) mozu byt iba dvojice (1,7), (2,6),
(3,5), (4,4), (5,3), (6,2) a (7,1). Ich suciny teda mozu byt len 7, 12, 15 a 16. Pre ¢ + d preto z druhej rovnice
dostaneme moznosti 16, 11, 8 a 7. Zo Stvrtej rovnice vieme cd = 12, teda (¢, d) mozu byt len (1,12), (2,6), (3,4),
(4,3), (6,2) a (12,1). VSetky mozné sucty ¢+ d, na zaklade tejto Stvrtej rovnice, preto buda 13,8 a 7. Iba 7 a 8 sa
vyskytuje aj medzi moznymi hodnotami ¢+ d, ktoré sme dostali z prvej a druhej rovnice. Takze sme vlastne zistili,
ze k dvojici (a, b) rovnej (3,5) a (5,3) mame dvojice (¢, d) rovné (2,6) a (6,2). Podobne pre (4,4) mame (3, 4) alebo
(4, 3). Dosadenim kazdej z moznosti do tretej rovnice dostaneme, Ze rieSeniami st len Stvorice (4,4, 3,4), (4,4,4,3),
(3,5,2,6) a (5,3,6,2).

Fajn, rieSenia v prirodzenych ¢islach by sme mali. Ale ¢o s tymi redlnymi? Tak a teraz zalezi na sposobe, ktorym
sa do tej sustavy pustime. Mame moznost pouzit bud hrubt silu alebo sa snazif nejako to celé obabrat. Ukazeme
si obe moznosti, aj ked medzi nimi nie je hrubd deliaca ¢iara. Aj pri hrubej sile sa ¢asom da vymysliet par trikov
ako si robotu ulah¢it a nezoSaliet z rovnic na cely riadok. Do pozornosti vSak chceme datf hlavne to ,obabravacie“
rieSenie. Lebo st rovnice a ststavy, kde si hrubou silou neporadime vobec.

Zacnime ale najskor hrubou silou. Z prvej rovnice si vyjadrime b = 8 — a, zo $tvrte] ¢ = 12/d a dosadime to
do druhej a tretej rovnice. (VSimnime si, Zze c¢d = 12, teda ¢ ani d nie su 0, takZe ndm ani jedno z nich nevadi
v menovateli.) Dostaneme

ISkuste si tito postupnost najst v Google.
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(8—a)a+%+d = 23, (1)
ad+%_a) = 28. (2)

Upravime rovnicu (2) a vyjadrime z nej a, postupne mame

ad + M = 28,
d
ad® +96 —12¢ = 28d,
a(d®* —12) = 28d — 96,
284 —96
“ T e

A teraz to uz len dosadime do (1) a upravime. (Opét si véimnime, Ze sme mohli delif vyrazom d? — 12, lebo hodnotu
0 nadobtuda pre d = +21/3, ale 28d — 96 pre toto d nenadobuda hodnotu 0.) Dostavame

284 — 96\ 284 —96 12
<8_ d2—12) -1z a4 =B
dS — 23d° + 212d* — 1000d® + 2544d® — 3312d + 1728 = 0.

Polyném (= mnohoc¢len) Siesteho stuptia uréite kazdého potesi ;). Ale eSte nehddzme flintu do Zzita. Nie je to az
také zlé ako sa na prvy pohlad moze zdat. Nie je to totiz iplne hocijaky polyném. Pripomeiime si najskor niekolko
zaujimavych vlastnosti polynémov. Kazdy polyném n—tého stupna ma najviac n réznych korenov. NavysSe sa da
rozlozit do tvaru a(x — k1)(x — k2) ... (x — k) - R(x), kde a je koeficient pri ™, k1, ...,k s jeho korene a R(x)
je nejaky zvySok — polyném, ktory uz nema4 redlne korene. (Korene ki, ..., k,, nie st nutne rozne — polyném méze
mat aj viacndsobné korene.) Ked mame nejaky polyném stupia n, o ktorom vieme, Ze k je jeho koreii, tak ho vieme
vydelif vyrazom = — k a dostaneme polyném stupiia n — 1. (Skuste nad tym porozmyslat, pripadne sa pohrabaft
v nejakych knizkach.) My mame sice polyném Siesteho stuptia, ale $tyri jeho korene predsa pozname, nie? Co
na tom Ze st prirodzené. TakZe ked vydelime nas polyném polynémom (z — 2)(z — 3)(x — 4)(x — 6), dostaneme
polyném uz len druhého stupiia a vyriesit zostavajacu kvadratickt rovnicu zvlddnete hravo. Jej korene st 2 a 6, ¢ize
nas polyném ma len Styri rézne korene a ku kazdému z nich sme uz nasli aj zodpovedajtce riesenie celej stustavy.
To sa preto zaroven aj vSetky rieSenia. Ak neradi delime polyném Siesteho stupna polynémom Stvrtého stupiia
(ja si viem predstavit trdvenie volného ¢asu aj lepsie :)), tak to skisme trosku inak.

O nasom polynéme vieme, Ze sa d4 napisat (z — 2)(x — 3)(z — 4)(x — 6)(z — k1)(z — kz2). Co dostaneme, ked to
roznasobime? Samozrejme, nebudii nas zaujimat vietky koeficienty, ale len tie pri 2° (teda (—2) + (=3) + (—4) +
+(—6) 4+ (—k1) + (—k2)) a absolutny ¢len (&ize (—2)(—3)(—4)(—6)(—k1)(—kz2)). Porovnanim s koeficientmi v nasom
polyndéme a upravenim dostaneme pre ki a ko kvadraticki rovnicu, ¢o je jednoduchsie ako delit polynémy, zapisat
dve strany a trikrat sa pomylit. Uvedomme si, Ze ak sa ndm nepodari najst ki a ko, tak nas polyném by sa dal
napisat len ako (z — 2)(z — 3)(z — 4)(z — 6)(2? + az + b), priom R(z) = x? + az + b by uz nemal redlne korene.
Teraz to ,,obabravacie“ riesenie. S¢itajme prvi a tretiu rovnicu a odéitajme od nich druht a Stvrta. Ziskavame
sériu rovnosti

a+b+ad+bc—ab—c—d—cd
(a—c)+dla—c)—bla—c)—(d—b+1)
(a—c—1)(d-b+1)=0.

8428 —23— 12,
0,

To vyzera dobre, nie? Musi platit bud @ = ¢+1 alebo d = b— 1. Dosadime, dostaneme ovela sympatickejsiu rovnicu,
sice stale tretieho stupiia, ale niektoré korene uz predsa pozname. (Skuste si to.)

Uloha é&.7: Rozhodnite, ¢i sa da $tvorec rozdelit na konec¢ne vela rovnoramennych nepravouhlych lichobeznikov.
Lichobezniky nemusia byt navzajom zhodné. Svoju odpoved zdévodnite.

Riesenie: (opravovali Buggo a Skrecok)

Ako ste si uréite v zadani vSimli, musime ,rozhodnat®, ¢ sa $tvorec d4 pozadovane rozdelif. V takychto tlohach
je klicové vytvorit si spravny nézor — ¢i zacneme hladat také rozdelenie, alebo dokazovat, Ze to nejde. V celom
rieSeni budeme pod slovom lichobeznik mysliet lichobeznik vyhovujuci zadaniu, teda rovnoramenny nepravouhly.
pristupom. Ak rieSenie existuje, tak mdme velk Sancu, Ze ho ndjdeme. Ak neexistuje, mozeme lahSie pochopit
povahu problému a vymyslief dokaz.

RieSenie asi nendjdeme hned pri prvom obrazku, navySe je pomerne fazké uhddnuf sprévne rozdelenie Stvorca.
Treba sa pokusit tlohu zjednodusit, vyriesit nejaky ¢iastkovy problém.
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Dobrou myslienkou je skusit na lichobezniky rozdelovat trojuholniky. Napriklad ak by
sme vedeli rozdelit rovnostranny trojuholnik, moZno by sa nam delil $tvorec lahsie.
No a préve rovnostranny trojuholnik sa velmi jednoducho rozdeli na 3 lichobeZniky.
Staci si zvolit nejaky bod M v jeho vnutri (napriklad fazisko, premyslite si ale, Ze
to funguje pre fubovolny vnitorny bod trojuholnika) a pospajat ho rovnobezkami so
stranami tak, ako na obrazku.

Preto uz bude dalej stacit, ak sa ndm nie¢o podari rozdelif na rovnoramenné nepra-
vouhlé lichobeZniky a rovnostranné trojuholniky. Je ale jasné, Zze so Stvorcom mame
aj tak stale problém. (Skuste si ho pokryt rovnostrannymi trojuholnikmi.)
Rozmyslajme dalej, po chvili nAm mozno napadne obdiznik (Stvorec vieme totiz velmi
Tahko rozdelif na hocikolko obdlZnikov). A po dalsej chvili nAm mozno napadne aj toto rozdelenie obdlznika na dva
lichobezniky a dva rovnostranné trojuholniky:

2a/3 a/3

30° 30°

30° 30°
b

Nespadlo to z neba, chce to iba dostatok trpezlivosti pri kresleni (napokon,

.....

/]
N

5/2 je, pri akych rozmeroch obdlznika sa toto rozdelenie da spravif. Moze sa totiz
stat, Ze sa ndm nase dva trojuholniky prekryju alebo sa dotknt bodom (vtedy
by sa z lichobeznikov stali trojuholniky). Ak mame obdlznik s kratsou stranou
a a dlhSou stranou b, potom musi platif

2 _

Uz to treba len doklepniit. Stvorec so stranou s si rozdelime na dva obdlzniky
= ako na obrazku. Rozmyslite si, preco sa to takto naozaj da. (Overte platnost
nerovnosti.)

Pozndmka: Toto samozrejme nie je jediné mozné rozdelenie. MozZete si za domécu tlohu skusit premysliet, kolko
najmene]j lichobeznikov potrebujeme.

Uloha &.8: V lese byva 2007 trpaslikov ocislovanych ¢islami 1 az 2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41
z nich postavi do radu tak, aby ich &isla tvorili aritmetickii postupnost. Snehulienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici
postavia do radu hocijako, vzdy bude medzi nimi aspoii jeden z jej 90 obliibenych trpaslikov. Aké ¢isla maju
Snehulienkini obliibeni trpaslici? Najdite aspor jednu moznost a zdbvodnite, preco tdto skupina trpaslikov ma
pozadovanti vlastnost.

Riesenie: (opravoval Jakub)

Téato tloha je na prvy pohlad velmi hrava (vSak? ;)), tak sa trosku pohrajme s aritmetickymi postupnostami. Ked
si napiSeme niekolko 41 élennych aritmetickych postupnosti ¢isel od 1 po 2007, mozeme si vSimnaf hned niekolko
ako 50, nepodari sa ndm 41 ¢lenov vybrat. (Tento rozdiel budeme dalej nazyvat diferencia.) Tiez moze byt zaujimava
volba diferencie rovna 41. MoZeme overit, Ze najmensi ¢len tejto postupnosti moze byt najviac 2007 — 40 - 41 = 367
a najvicsi musi byt aspon 1+ 40 - 41 = 1641. Vsimnime si aj to, ze vSetky ¢leny tejto postupnosti buda dévat
rovnaky zvySok po deleni 41. (Rovnaky ako prvy ¢len.) To ale znamend, ze kazdd postupnost s diferenciou 41
bude obsahovat aspoii jedno z ¢isel 410, 411, ..., 450. Mame prvych 41 ¢lenov Snehulienkinej obltibenej skupinky
trpaslikov.

Pozrime sa teraz na pripad, ked diferencia je rézna od 41. Vzhladom na to, Ze 41 je prvodislo, kazda diferencia
bude v tomto pripade nestdelitelnd s 41. Ked uz ndm v prvom pripade tak dobre posluzili zvysky po deleni 41,
preco to neskusit aj teraz? (Zamyslite sa, kde sme pouzili zvysky.) Ked vyskisame najst taka postupnost, aby
aspon dva ¢leny mali rovnaky zvySok po deleni, nedari sa nam. Hned si aj ukazeme, preco to je tak, ale najprv
poriadne sformulujeme tvrdenie, ktoré chceme dokazat. Ak je diferencia rézna od 412, tak ¢leny nasej postupnosti
dévaju vsetkych 41 roznych zvyskov. Dokdzeme to sporom. Nech a; a a; (i # j) dédvaji rovnaky zvySok po deleni
41. Vieme, Ze i-ty ¢len postupnosti mozeme zapisat v tvare a; = a; + (i — 1) - d, kde a; je prvy ¢len a d diferencia.
KedZe d je nestdelitlné so 41, tak aj (i — 1) musi davat rovnaky zvySok ako (j — 1), ale potom i = j, o je spor.
To znamend, ze kazda takato postupnost obsahuje aj ¢len, ktory déva po deleni 41 zvySok 0, ¢ize je to ndsobok 41.

2a preto s 1iou nestdelitelna, kedze uvazujeme iba diferencie do 50 vratane
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Lahko overime, Ze nasobkov 41 vyskytujicich sa medzi ¢islami od 1 po 2007 je 48. Preto ak dalsich 47 trpaslikov
zvolime ako nédsobky 41, okrem 410 (toho sme uz vybrali), bude kazda aritmetickd postupnost obsahovat aspon
jedného z nich.

Vybrali sme teda (47 + 41 = 88) trpaslikov, poslednych dvoch mézeme nédhodne zvolit, napriklad 47 a 74. Dostali
sme hladanych 90 trpaslikov.

Uloha é&. 9: Riesime rovnicu ™ — y™ = 2% s neznamymi x, y, z v obore prirodzenych ¢isel.

a) Nédjdite vSetky rieSenia tejto rovnice pre n = 2.

b) Zistite, ¢i mé& tdto rovnica rieSenie pre nejaké prirodzené ¢islo n > 2. Svoje tvrdenie dokazte.

RieSenie: (opravoval Mito)

a) Asi stoji za pokus vyskutsat vyuzit rozklad na stcin 22 — y? = (z — y)(z + y). Tento stéin sa podla zadania ma
rovnat nejakej mocnine dvojky; nie je tazké uvedomit si, Ze potom obe zitvorky musia byt mocniny dvojky. Ak
predchadzajlice pozorovanie zapiSeme, mame x +y = 2%, x — y = 2°. Séitanim, resp. od¢itanim tychto rovnosti
dostaneme z = (2% + 2b)/2 = 2071 4 201 yesp. y = (2% — 20)/2 = 2971 — 20~ 3 teda rovnica mé nekoneéne vela
rieSeni, staci za a, b dosaddzat hocaké ¢isla.

b) Pozrime sa najprv na pripad n = 3. Mame vyriesit rovnicu 23 — y3 = 27, sktisme pouzit rozklad na stéin, ktory
sa celkom osved¢il v ¢asti a). Plati 2® —y® = (v —y)(2? +2y+1?) a opit obe zatvorky musia byt mocninami dvojky.
Aby ¢islo z — y bolo mocninou dvojky, isto musi byt parne a preto = a y musia mat rovnaki paritu (ddvat rovnaky
zvySok po deleni dvomi). Av8ak ak x aj y st nepérne, vyraz v druhej zatvorke je sicet troch neparnych éisel a je
tiez neparne ¢islo. Preto takéto rieSenie nemoze existovat. Druhy pripad, ktory musime zvazit je, ¢ rovnica moze
maft riesenie, ked obe z ¢isel x, y budi parne. V takom pripade vSak z oboch mézeme ,vybrat“ dvojku, pri¢om ak
povodné z, y boli rieSenim, tak rovnici vyhovuju aj z/2, y/2. Pritom pre tieto nové rieSenie musi opét platit, Ze
obe ¢isla maji rovnaka paritu. Dostdavame teda, ze v prvociselnom rozklade x a y vystupuje dvojka s rovnakym
exponentom (overte to). Ak tieto dvojky vyberieme, dostdveme nepérne ¢isla, ktoré nemozu byt riesenim. Pre n = 3
teda riesenie neexistuje.

Teraz zrejme eSte neméame tGplne jasno v tom, ako vela sme vlastne zistili o naSej rovnici pre pripad n > 2. Preto
podme nasu metédu vyskasat na dalsie konkrétne hodnoty n. (Vyskasajte nasu metédu.) Dafam, Ze ste si to sksili,
napr. pre pripad n = 4, ktory ste zrejme nevyriesili. (Eventualnym ignorovanim textu v zatvorkach sa pripravujete
o ¢ast riesenia : (. Problém je, Ze po rozklade na sti¢in mé druh4 zatvorka tvar (22 +y?). To znamena, ze neobsahuje
neparne vela ¢lenov a preto nemdZeme sposobom ako predtym ukdzaf, Ze neexistujii neparne rieSenia. Za tplne
kltcové povazujem v tomto momente snahu nevzdat® a skusit este jednu hodnotu, najlepsie n = 5. (Sktste este
jednu hodnotu.) Ak ste mali Stastie a skusili ste taki, pre ktortt metéda funguje, zrejme viete presne povedat, pre
ktoré hodnoty n fungovat bude a pre ktoré nie. Aby nam takyto dokaz presiel, potrebujeme, aby bolo v niektorej
zétvorke neparne vela ¢lenov, ¢o sa stane prave vtedy, ak n ma neparneho delitela?. Presvedéte sa o tom; pre istotu
uvediem rozklad napriklad pre pripad n = 4k, kde k je nepérne:

" yn _ .%'4k _ y4k _ (ka _ ka)(l‘Qk +y2k) _ (xk _ yk)(xk —i—yk)(x% +y2k).

Pritom z uz povedaného vyplyva, Ze samotna pritomnost ¢lena (z* — y*) je dostatoénym dévodom, aby takato
rovnica nemohla mat riesenie.

Asi uz tusite, Ze sme takmer na konci, ostava uz iba rozobraf pripad, ked n je mocnina dvojky, povedzme n = 2F+1,
Asi najpriamodiarejSie je napisat rozklad na stcin

k+1 k+1 k k

e =yt =2t~y = (@ —y) e+ y)@® )t ) @y (7)
a skusit vyuzit ¢ast a)®. To nie je fazké, staci dosadif vyjadrenie x = 2% +2°, y = 2% — 20 do élena 22 + y%. Spravte
to, mne po Uprave vysiel tvar 22b+1(22(a_b) + 1), priCom a > b a preto je vyraz v zdtvorke neparny a vicsi ako
jedna, preto nedeli mocninu dvojky. Hotovo.

Komentar: Aj ked v tu prezentovanom rieSeni odzneli vSetky potrebné myslienky, ako to uz niekedy byva, obas sme
neboli celkom poriadni. Preto riesenie, ktoré ste prave docitali, nie je hodné devit bodov; a uz vobec nezodpoveda
nasim predstavdm o idedlnom rieSeni od véas. Zial, zaroveii vSak prave takto vyzerala znacéna cast rieseni ktoré
prisli — skiste s tym v budtcnosti nieco spravit. Podme sa teraz chvilu venovat trochu konkrétnejSie spominanej
neporiadnosti. V Casti a) sme (v principe) odvodili nutnii podmienku na rieSenie (s¢itanie rovnic je dosledkova
uprava) a preto by nezaSkodilo zamysliet sa nad tym, ¢ vyjadrenia, ktoré sme nasli, si skutofne rieSeniami.
Mimochodom, ked ste pisali riesenie, zamysleli ste sa? Dalej, zrejme za a, b nemédzeme dosadzat tplne hocaké &isla
— isto musia byt prirodzené a navySe a > b > 1. Premyslite si to. Tiez v Casti b) sme sa sem-tam nevyjadrili
uplne presne. Ndjdite dve takéto miesta a opravte ich. Skuste si uvedomit, Ze jedno z nich je natolko fatélne, ze
prezentovany dokaz v podstate nefunguje. No a nakoniec, je dobré sa zamyslief nad tym, ¢i sme v a) nasli vietky
rieSenia — totiz ak podla zadania mame nejaki rovnicu vyriesit, zrejme sa od nds chce, aby sme nasli rieSenia vSetky
a nie iba niektoré. (Zamyslite sa.)

3Koniec-koncov, po jednom tspesnom pokuse je jeden netispesny prilis malo na paniku, no nie?

4Pochopitelne rozneho od jedna.

5Je dobré maf na pamiti, ze v ¢asti a) sme nasli podmienky na to, aby bol sti¢in (z —y)(x +y) mocninou dvojky a tieto podmienky
zrejme musia byt splnené aj v pripade, ak stuc¢in T mé byt mocninou ¢isla dva.
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Poznamka: V ¢asti b) pre pripad parny ¢isel sa d4 uplatnif aj nasledujici zaujimavy postup. Nech n = 2k a vyuZzime
rozklad
" — yn _ (:Ck)2 _ (yk)2 _ 82 _ t2,

¢o je vlastne Specidlny pripad Casti a). Ak v8ak v a) existuje rieSenie a vyberieme z neho vSetky dvojky, mame opét
rieSenie, v ktorom sa vSak s a ¢ lisia o 2. To sa sice niekedy mozZe stat, avSak uréite nie, ak s aj ¢ st k-te mocniny
pre k > 1. Na dokonéenie dokazu teraz staéi dokdzat posledné tvrdenie v predchédzajticej vete; spravte to, nie je
to fazké.

Uloha &.10: Nech M je vniitorny bod trojuholnika ABC taky, ze |[S AMC| = 90°, |[SAMB| = 150° a [ BMC| =
= 120°. Oznacéme P, @), R stredy kruznic opisanych trojuholnikom AMC, AMB a BMC. Dokazte, ze obsah
trojuholnika ABC' je mensi nez obsah trojuholnikoa PQR.

RieSenie: (opravoval Bus)
OK, mil4d mladez. Skor nez sa pustim do vysvetlovania tejto extrémne néroénej a komplikovanej tilohy, dajme si
na zahriatie jeden jednoduchy priklad:

Vedici koresponden¢ného seminara vlozi zadania prvej série KMS do obélky v piatok rano 26. januara 2007.
Obélka sa odogle riesitelovi eSte v ten isty defi na obed. Odpovedzte na nasledujtice otazky ak viete, Ze termin
odoslania prvej série je 26. februara 2007:

a) Kolko ¢asu bude mat priemerny riesitel na vypodcitanie prvej série?
b) Kolko ¢asu v skutoénosti stravi priemerny riesitel ratanim prvej série?

Pomécka: odpovede na ¢ast a) a ¢ast b) sa lisia priblizne o 30 dni.

Tak, ak ste sa uz zohriali (napriklad pomyslenim na to, Ze ste nadpriemerni riesitelia), prejdem spét k povodnej
tlohe. Najskor by som sa s vami rdd podelil o svoje blazené dojmy z jej opravovania. Musim povedat, Ze oproti
minulym sériam vela z vas spravilo ozajstny pokrok! Aj ked sa nasli taki, ktori poslali iba nesmely nicrt na okraji
papiera doplneny kratkym vtipnym komentarom, ostatni ste ma priam zahrnuli pismenkami ¢i dokonca celymi
vetami! MoZno sa to niektorym z vas bude zdaf zvlastne, ale jednym z najsilnejsich zaZitkov sa pre miia stalo
prave to zdanlivo nekonecné pitavé a dobrodruzné upravovanie aritmetickych vyrazov plnych odmocnin, zlomkov
a goniometrickych funkcii. To mnoZstvo vztahov, nerovnosti a ekvivalentnych tprav, ktorym ste ma vy, pozorni
rieSitelia, zahrnuli, bolo skratka neuveritelné. Préve toto su tie chvile, pre ktoré sa oplati byt opravovatelom.
Mnohych z vas preto mozno prekvapi moj trochu netradiény postup, ktory sa tu pokisim naértntt. Je sice pravda,
ze sa hovori: ak nemas vo svojom rieseni geometrickej tlohy ani jednu odmocninu, nie si IN. Ja sa vSak napriek
tomu pokusim v rieSeni artimetickym vyrazom vyhnit, kde sa len bude dat. Ved aj bez nich sa toho da tak vela
zistif. Napriklad taky trojuholnik AMC'. Ten je pravouhly, preto stred jeho opisanej kruznice P nebude nikde inde
ako v strede strany AC'. Trojuholniky ABM a BCM uZ také extravagantné vniatorné uhly nemaju, aj tak su vsak
¢imsi zvlastne — ich tupé uhly zabezpecuji, ze body @ a R budu lezat mimo trojuholnika ABC.

Tak, a teraz neviem kam z konopi. Co by som si na obrazku este tak v&imol. .. No
ked uz mam zadané tie uhly, mozno bud na nieco dobré, Ze by som pomocou nich
skusil vypoditat velkosti dalSich zaujimavych uhlov? Znalost vety o stredovom
a obvodovom uhle ndm pride vhod. V kruZnici opisanej trojuholniku ABM je
velkost obvodového uhla nad tetivou AB rovnd presne 180° — |SAM B| = 30°.
Velkost stredového uhla AQB teda bude dvojnisobok, ¢ize 60°. No to je ale
nahoda, trojuholnik AQ B mé dve strany rovnakej dizky (|AQ| = |BQ)|, oba st to
polomery opisanej kruznice) a uhol medzi nimi je 60°, AQB je teda rovnostranny
trojuholnik. Teda — ¢lovek, ¢o vymyslel tuto tlohu, mal dobré $tastie.
Ale ked uz to raz tak dobre vySlo, ¢o keby sme sa skusili pozrief aj na trojuholnik
BRC. Velkost obvodového uhla nad BC bude 180°— | BMC| = 60°, ¢ize uhol pri
vrchole R je tentokréat |4 BRC| = 2-60° = 120°. Ni¢ moc, ale aj také trojuholniky
byvaji. Asporti je aj on rovnoramenny. Ovela horsie je na tom trojuholnik CPA,
ten totiz trojuholnikom vlastne vbbec nie je, je to iba takd smutnid monotdnna
priamka bez formy a obsahu.
No a opit som tam, kde som bol pred dvoma odsekmi, a sice v koncoch. Na ¢o
0 som tieto uhly vobec ratal? Chcem sa predsa dostat k obsahom trojuholnikov.
Tu sa vSak ukazuje, aké maji hlupaci a vedici seminarov $tastie. Co totiz vieme
o bodoch P, @ a R? Ako stredy opisanych kruznic lezia na osiach stran prislusnych trojuholnikov. Konkrétne,
obidva body P a @ lezia na osi strany AM, ¢ize priamka P(Q) je osou strany AM. Z toho vSak hned vyplyva,
ze trojuholniky PAQ a QM P st zhodné a maji rovnaky obsah. Rovnako QR je osou tsecky BM a RP je osou
useCky C'M, preto obsah trojuholnika () BR sa rovna obsahu trojuholnika RMQ a obsah trojuholnika RCP je zas
rovnaky ako obsah trojuholnika PM R. Ked sa na to teraz pozrieme trosku z dialky, hned si uvedomime, Ze sme
dohromady vyjadrili obsah trojuholnika PQR. Ten sa rovna suctu obsahov tych troch trojuholnikov okolo neho,
alebo inak povedané, obsah trojuholnika PQR je presne polovica obsahu pétuholnika AQBRC.
To je izasné, zatial ani jedna premennd, ba dokonca ani odmocniny. No ni¢ sa nebojte, mili ¢itatelia, uz o chvilu
to napravim. Treba totiZz este zratat obsah trojuholnika ABC'. Vlastne presne nam ho vediet netreba — staci, ked
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dokézeme, Ze je mensi ako obsah trojuholnika PQR, ¢ize mensi, ako polovica obsahu celého velkého p#tuholnika.
Tak#e, ozna¢me si dlzky stran |[AB| = ¢ a | BC| = a. Obsah rovnostranného trojuholnika AQB so zndmou dlzkou
strany vypod¢itat vieme, obsah trojuholnika BRC' sa tiez zrata jednoducho. Keby sme totiz nad stranou BC
zostrojili rovnostranny trojuholnik, bod R by bol jeho tazisko a teda obsah trojuholnika BRC je préave tretina
obsahu rovnostranného trojuholnika so stranou a. No a na zéaver je tu trojuholnik ABC, ktorého obsah v8ak presne
zistit nevieme. No keby bol pri vrchole B ndhodou pravy uhol, bolo by to jednoduché, obsah by bol ac/2. Avsak
pri vrchole B pravy uhol byt nemoze ani ndhodou, pretoze bod M by potom musel lezat niekde mimo alebo
na obvode trojuholnika ABC'. (Viete si ho niekto predstavit vo vnitri?) Uhol pri B je teda rozny od pravého — ¢o
v8ak znamend, Ze obsah trojuholnika ABC' je uréite mensi ako ac/2! (Dokézte si vo volnom ¢ase.) No a celkovo
dostavame

V3c?

Spagp = 1
g _ \/§a2
ABRC — 12 )
ac
Saabc < 5
Chceli by sme dokazat, Ze
SaqQBRC
Spapc < %7
SaragB +SaBrc + Saapc
Saapc < 5 ;
SaaBc Spags + SaBre
2 2

Ale to uz je len jednoduché nerovnost (vyuzijeme, Ze Stvorec redlneho €isla je vzdy aspoii nula)

2
Saapc ac _ac 1 [V3c V3v3a V32 V3a®  Saaos + Sasrc
2 T atal2 T ~ T8 e © 2 '

2 4 — 4 2
Tak, koniec, sedi to.

Uloha é&. 11: Na nekonec¢nom bielom stvoréekovom papieri je konecény pocet stvoréekov zafarbenych ¢iernou farbou.
Kazdy cierny stvoréek ma parny pocet bielych stvorcéekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze vieme kazdy
biely stvorcek vyfarbit zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, Ze kazdy ¢ierny $tvoréek bude mat rovnaky pocet zelenych
a dervenych susedov, opit susediacich celou stranou.

RieSenie: (opravoval Ondro)

Kazdy stvoréek ma prave Styroch susedov. Parny pocet bielych suse-
dov znamend, zZe Stvorcek susedi so ziadnym, s dvoma alebo so Styrmi
bielymi §tvoréekmi (ekvivalentne: so $tyrmi, s dvoma alebo so ziadnym
¢lernym Stvoréekom). Ako mozu byt éierne Stvoréeky rozostavené? Ho-
cikde mozeme kreslit osamotené éierne Stvorceky. Lahko zistime, Ze aj
Hslucky“, ¢ize nejaké zacyklené postupnosti stranami sa dotykajicich
¢iernych stvorcekov, tiez vyhovuju. Tieto slucky sa vSak modzu aj ne-
jakym spdsobom spajat a tak vznikaju naozaj komplikované obrazce
ako na obrazku 1.

Dalej to treba skusat pre konkrétne jednoduché aj zlozité pripady.

Vhodne ofarbujeme biele Stvoréeky zelenou a ¢ervenou. Pritom sa snazime objavif nejaké suvislosti, vSeobecné
postupy, skusit sformalizovat postup, ako to ofarbujeme. AZ ked vieme presne popisat postup, d4 sa o iom dokazat,
ze vedie k spravnemu ofarbeniu. Ukazeme si dva z moznych postupov.

Prvé riesenie. Medzi bielymi susedmi éiernych polic¢ok st isté vzfahy. Napriklad ak médme ¢ierne policko susediace
s prave dvoma bielymi polickami, tak tieto musia maf po ofarbeni réznu farbu. Nebudeme sa na ni¢ hrat, ta-
kéto vztahy medzi Stvoréekmi (ale aj inymi objektami) sa velmi dobre zndzorliuji pomocou grafov a tak ich aj
pouzijeme.©

Vrcholmi nasho grafu buda vsetky biele stvorceky, ktoré susedia s aspon
C Lo L s L

jednym c¢iernym. Hrany medzi nimi budt znazoriovat vlastnost ,tieto dva
stvorc¢eky musia mat réznu farbu®. Pre rozne rozpoloZenia susedov ¢iernych

poli¢ok si tie hrany mozeme zvolif tak, ako na obrazku. V poslednom type to mozeme spravit aj inak, ale takto
(dve sikmé hrany) sa to ukdze najvyhodnejsie.

STedria grafov je zaujimava tym, Ze je pristupna aj stredoskoldkom a pritom pontika mnozstvo problémov zaujimavych pre vas i pre
vedcov-profesionalov. Skuste sa poobzerat v kniznici po knizke z tejto oblasti.
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Ak sa ndm podari vrcholy takto zostrojeného grafu ofarbit dvoma far-
bami tak, aby ziadne dva susedné vrcholy nemali rovnakt farbu, potom
tak isto mozeme ofarbif aj Stvordeky a zjavne méame vyhovujice ofar-
benie. Konstrukciu grafu si moZzeme uzrejmit na obrazku.

Previedli sme si tilohu na ofarbenie grafu dvoma farbami. Co ndm
takéto ofarbovanie moze prekazit? Ano, st to cykly (v grafovej termi-
noldgii nazjvané aj kruznice) neparnej dizky. V cykle sa musia v dob-
rom ofarbeni farby dookola striedat, no pre neparny cyklus to zrejme
nejde. Dobre, a ¢o ak tam nie je neparny cyklus, potom sa to da ofar-
bif? Vlastne by sme cheeli zodpovedat dve otazky: ¢i vieme zafarbif
graf neobsahujiici cykly neparnej dizky a ¢i nas graf je naozaj vzdy bez takychto cyklov. (Skisime prezriet situacie,
ktoré sme uz nakreslili. Nikde cyklus nepéarnej dlzky nevidno, vyzera to nadejne.)

i) Nech v nasom grafe neexistuje cyklus neparnej dizky. Vrcholy budeme ofarbovat nasledovne. Na zadiatku si
zoberieme nejaky neofarbeny vrchol a zafarbime ho na zeleno. V druhom kroku ofarbime vsetkych jeho nezafar-
benych susedov na ¢erveno, v trefom nezafarbenych susedov tych éervenych na zeleno a takto pokracujeme, kym
nezafarbime vSetky vrcholy. Ak takto vzniknuté ofarbenie bude vyhovujuce (susediace vrcholy maja rézne farby),
tak je vSetko v poriadku. In4 situdcia nemoze nastat, ¢o dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze dva susedné vrcholy
maju rovnaka farbu. Zoberme si prvy krok, v ktorom sa to pokazilo, nech je to k-ty krok. Rozmyslite si, Ze ta chyba
musela nastat tak, ze nejaké dva vrcholy zafarbené v k-tom kroku (rovnakou farbou) si este k tomu susediace.
Potom ale vedie cesta dizky k — 1 z poéiatocného zeleného vrchola ku obidvom a medzi nimi je hrana (nakreslite si
obrazok). Keby tie cesty nemali spoloénti hranu, tak hned mame cyklus neparnej dizky, teda spor. A ak tie cesty
nejaké spolo¢né hrany maji, ni¢ to nemeni na tom, Ze niekde sa tam cyklus neparnej dizky néjde (premyslite si).
Preto neexistencia cyklu neparnej dizky implikuje dobrii ofarbitelnost dvoma farbami.

TICIC:
g
'1 n

| 4

i1) Ostava ukazaf, Ze v nami zostrojenom grafe nie je cyklus neparnej
dlzky. Je jasné, Ze ten graf je rovinny, ¢o znamena, ze hrany sa mu nek-

e . 0 0 0 ()

rizuji mimo vrcholov. Zavedme si sturadnicova sustavu pre Stvoréeky 19 ¢ ¢V
(teda polohu Stvoréeka bude vyjadrovat usporiadané dvojica celych ¢i- PP TYTYTPTPTY

. / . “ . ‘Q'quo"o
sel). V grafe mame dva druhy hran. Tie rovnobezné s hranami Stvorca, anim ol Ad
ktoré spajaju stvoréeky so stradnicami (a,b) a (a, b+2) (resp. (a+2,b)) T
a tie 8ikmé, ¢o spajaju (a,b) s (a+1,b+1) (resp. (a+1,b—1)).Zoberme APy
si lubovolny cyklus v nasom grafe. Ked po iom prechddzame dookola, 5

Sikmé hrana zmeni paritu oboch suradnic, preto Sikmych hran musi
byt v cykle parny pocet (aby sme sa dostali do toho vrchola, v ktorom
sme zacali). Sta¢i uz len ukazat, Ze aj tych ostatnych je parny pocet. Na to si zostrojime ,Cierny* graf, ktory bude
vyjadrovat susednost Giernych poli¢ok. Vrcholy v ¢iernom grafe budu ¢ierne policka a hrany buda vyjadrovat to,
7e spolu dané dva Stvoréeky susedia. Bude to vyzerat ako na obrazku.

Majme opét fubovolny cyklus v povodnom grafe. V§imnime si jeho hrany, ktoré st rovnobezné s mriezkou. Kazda
takd hrana pretina ¢ierny graf prave raz a to v nejakom jeho bode. Sikmé hrany nemaji s ¢iernym grafom ni¢
spolo¢né. Rozdelme si vrcholy ¢ierneho grafu na dve skupiny. Na tie, ¢o lezia vnitri toho cyklu, tito mnozinu
oznac¢me V; a tie Co lezia na cykle alebo mimo neho ozna¢me V5. Takto ndm celkom prirodzene cyklus rozdelil
vrcholy ¢ierneho grafu na dve disjunktné mnoziny. Nés zaujima parita po¢tu vrcholov ¢ierneho grafu, ktoré lezia
na obvode cyklu. Pocet tych vrcholov je zrejme taky isty, ako pocet vSetkych hran, ktoré spajaja vrcholy z Vi a Vs.
Vo vSeobecnosti vSak plati, Ze v pdrnom grafe (t.j. z kazdého vrcholu ide parny pocet hrén) plati, ze ak jeho vrcholy
rozdelime na dve mnoziny, tak medzi nimi je parny pocet hran. Rozmyslite si preco. Tym je vSak vSetko vyrieSené.

Druhé riesenie. D& sa na to ist aj inak, a to tak, Ze ndjdeme dostatocéne dobry popis, ako
stvorceky farbif vo vSeobecnosti. Tedrii grafov sa vsak opét nevyhneme. Ak méame len izolo-
vané ¢ierne Stvoréeky, Tahko rovinu ofarbime napriklad striedanim zelenych a ¢ervenych riadkov
(overte si, Ze to sedi). Co vsak so slu¢kami? S jednoduchymi sluckami (bez takych ¢ernych po-
licok, ¢o susedia so Styrmi ¢iernymi) sa d4 vybabraf tak, Ze farby vo vnutri sluéky vymenime
(ako na obrézku). Prist na to a zistif, preco to funguje, naozaj nie je az také fazké. Horsie je
to pre také komplexnejSie slucky, tam to treba striedat este aj vo vnutri.

Tieto poznatky sa daji, mozno nie tplne trividlne, sformalizovat do nasledujtceho
postupu. Opét si zavedme stiradnicovi sistavu a nés stary dobry Gierny graf (z pr-
vého riesenia). Farbu policka bude ovplyviiovat riadok, v ktorom lezi (kedZze farby
sa snazime striedat po riadkoch) a to, v akych cykloch lezi. Spravme to nasledovne.
Vieme, Ze ¢ierny graf je parny (z kazdého vrcholu vychédza parny pocet hran). Cely
Gierny graf rozlozime na cykly, ktoré spolu obsahuju vSetky hrany ¢ierneho grafu,
ale ziadnu nie viackrat. Ako to spravit? V§imajme si len neizolované éierne vrcholy.
Zoberme si Tubovolny vrchol ¢ierneho grafu a pustime sa po hranach ,na cestu®
tak, aby sme sa nevracali (po kazdej hrane ideme nanajvys raz). Kedze z kazdého
vrcholu idi aspoit dve hrany, tak to ide. Casom narazime na nejaky vrchol, v kto-
rom sme uz boli, ¢im vlastne vytvorime nejaky cyklus. Odobratim hran tohoto cyklu opif dostaneme parny graf
s menej hranami. Opakovanim tohoto postupu odstrafiujeme hrany cyklov, az minieme vsSetky hrany. Preto existuju

o/e/ojlejo|e|(@®@/O|@®@|O|0
o/e/o/jejO|®@/Oj®@O|®(®6/O|®O(0® O|0®|O

o|e/Oo(/e(O|@®@|O|®@ OO
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disjunktné cykly C1,Co,...,Cy také, ze ich zjednotenim je cely Cierny graf.

Je jasné, ze kaZzdy z naSich cyklov rozdeli rovinu na dve ¢asti: vonkaj$iu a vnatorna (cyklus je uzavretd krivka
v rovine, konkrétne obvod mnohouholnika). Kazdé biele policko teda lezi bud vnutri cyklu, alebo vonku; na hranici
cyklu st len ¢ierne policka. Preto moézeme spravit nasledujicu vec.

Bielemu policku (a,b) priradime ¢islo a + P(a,b), kde P(a,b) vyjadruje pocet cyklov z Cy,Cy,...,Cy, v ktorych
vautri lezi $tvoréek (a,b). Teraz jednoducho staci priradit farbu podla parity a + P(a,b). Staci ukézat, Ze pri
vSetkych typoch rozmiestnenia susedov ¢ierneho policka st jeho susedia dobre ofarbeni. Pre ilustraciu to spravime
pre dva pripady. Ostatné pripady si mézete rozobrat analogicky.

i) Nech (a,b), (a+1,b), (a,b+1) st éierne, (a—1,b) a (a,b—1) biele. Potom nam ide o paritu éisel a—14 P(a—1,b)
a a+ P(a,b—1). Policka (a — 1,b) a (a,b — 1) vSak susedia rohom, preto nemdze existovat cyklus taky, Ze jedno
z nich lezi vnutri neho a druhé vonku. Preto P(a — 1,b) = P(a,b — 1). Cize &isla, ktorych paritu sktimame, sa lisia
len o 1. Inak povedané, bieli susedia (a,b) maja rézne farby.

1) Nech (a,b), (a + 1,b), (a — 1,b) st ¢ierne, (a,b+ 1) a (a,b — 1) biele. Ide ndm o paritu ¢éisel a + P(a,b + 1)
a a+ P(a,b—1). Vieme, Ze cez tie ierne vrcholy prechddza préve jeden z cyklov. Jeden z vrcholov (a,b+ 1)
a (a,b — 1) v om zjavne lezi a druhy nie. Kazdy dalsi cyklus bud obsahuje oba, alebo ani jeden z tych bodov.
Preto sa a + P(a,b+ 1) a a + P(a,b— 1) lisia len o jedna a op#t mame, ¢o sme chceli.

Komentdr. S tymto prikladom sa dalo hrat a objavovat nejaké zdkonitosti. Na tplné rieenie sa vSak velmi hodi
znalost aspon zdkladov tedrie grafov a takisto niekolko netrividlnych myslienok. Niektori ste sktiSali iné alternativne
postupy, no nie s velkym tspechom.

Uloha é&.12: Nech p, q st navzajom roézne prvocisla. Zistite, ¢i existuje funkcia f : R — R takd, ze f(x)? aj f(x)?
st polynémy a pritom f nie je polynom.

RieSenie: (opravoval Peto G.)

Nech p, ¢ st rozne prvodcisla, nech f: R — R je taka funkcia, ze f(x)? a f(2)? st polynémy. Ukdzeme, Ze potom aj
f je polyném.

Aby sme Setrili pismenkd, ozna¢me si P(x) = f(z)? a Q(x) = f(x)?. Oba tieto polynémy si moézeme vyjadrit
v tvare

P(z) = r(z—a)(x—a)*? - (x —ap)*™ a

Q@) = s(e=b) (@ —b)* - (= b),

kde a1, ...,am,b1,...,b, € C st korene P(z) a Q(z), a1,...,0m,B1,... 0, € N st exponenty prislichajice tymto
koreniom a plati oy # «; a 3; # [3; pre vSetky ¢ # j. KedZze f je funkcia z R do R, je aj P(x): R — R, preto aj jeho
najvyssi koeficient r € R, analogicky s € R. Vieme, ze (P(x))? = (f(x))P? = (Q(x))P, takze

rq(x _ al)QIQ(x _ a2)azq .. (ac _ am)amq _ Sp($ _ bl)ﬁlp(x _ bQ)ﬁzp .. (x _ bn)ﬁnp.

Z tejto rovnosti polynémov vyplyva niekolko Giastkovych rovnosti. Zjavne r? = s?, m = n a {ay,...,an} =
{b1,...,b,}, teda mnoziny koreitov P(x) a Q(x) sa rovnaju, rozdiel je iba v ndsobnosti. Nech bez ujmy na veobec-
nosti a; = b;, potom dostavame aj a;q = B;p pre vSetky i € {1,...,n}. KedZe p a ¢ st nestdelitelné, plati p | o
aq| B

Vsimnime si teraz, Ze aspon jedno z ¢isel p, ¢ je neparne. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to p. Potom je funkcia
f v kazdom bode z € R jednoznacne uréend hodnotou P(x). Oborom hodnédt f je totiz podla zadania mnozina R
a neparne odmocniny st nad R jednoznac¢ne uréené. Funkcia f musi byt tvaru

f(@) =rYP(x — a))®/P(x — ag) /P - (z — ap)*™/?,

pretoze spliia rovnost (f(x))? = P(z). Navyse, z predosljch tvah vyplyva jednoznaénost tohto riesenia. KedZe ale
p | a;, funkcia f je polyném.

Iné riesenie:

Namiesto komplexnych ¢&isel vyuZijeme, Ze polynémy sa daju delif so zvySkom. Preto pre nich funguju niektoré veci
tak, ako pre celé ¢isla, napriklad vieme najst najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch polynémov. (Ako?)

Cisla p, ¢ st nestidelitelné, preto existuju celé &isla a, b také, ze ap + bg = 1.7 Podla zadania existuji polynémy
P(x) a Q(z) také, ze f(x)P = P(x), f(x)? = Q(x). Potom plati

f(x) = fa)Pt = f(2) - f(2)" = P(x)*Q(2)".

Keby ¢isla a, b boli obe nezdporné, sme hotovi, to vSak takmer nikdy nie je pravda. Aj tak vSak z toho vieme, Ze
nasa funkcia sa d4 zapisat v tvare
R(x)
flz) = ;
S(x)

"Dokazte si to. To isté plati aj pre polynémy: ak P(x), Q(z) st dva polynémy s redlnymi koeficientami, tak existuju polynémy A(z)
a B(z) také, ze A(x)P(z) + B(x)Q(x) = D(x), kde D(x) je najvicsi spolo¢ny delitel polynémov P(z) a Q(x). Namiesto polynémov
s redlnymi koeficientami mézeme uvazovat polynémy s raciondlnymi alebo komplexnymi koeficientami. Zachova sa tato vlastnost, ak
uvazujeme koeficienty celociselné?
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kde R(x) a S(z) st nestdelitelné polynémy s redlnymi koeficientami. Potom

Lavé strana je delitelnd polynémom S(x), preto aj prava musi byt. Lenze R(x) a S(x) st nesudelitelné. Toto moze
nastat len vtedy, ked je polyném S(x) konstantny. Koniec.

Uloha ¢&.13: Vo vrcholoch obdlznika sti $tyri mesta. Chceme postavit cestnii siet tak, aby sa z kazdého mesta dalo
dostat do kazdého a pri tom aby tato siet mala minimélnu dlzku (t.j. sucet dlzok jednotlivych tsekov). Ako to
mdme spravit?

Riesenie: (opravoval Mazo)

Po chvilke kreslenia roznych cestnych sieti ustidime, Ze hladan4 sief s minimalnou

dlzkou vyzera asi ako na prvom obrazku. Je jasné, ze sa musi skladaf z tseciek,

kedZe tisecka je najkratSou spojnicou dvoch bodov. Pripastame aj to, Ze niektoré

z bodov budi totozné, napriklad body F a F' ¢ A a E. Cela cestna sief lezi v nasom

obdlzniku: keby nejaky bod bol mimo, namiesto neho pouzijeme k nemu najblizsi D c
bod obdl7nika; takouto konstrukciou by sa dizka siete skratila (akd vlastnost

obdlznika sme pouzili v tejto Givahe?). E
Siete s tromi a viac krizovatkami uvazovat netreba. Pre¢o? Majme nejakt sief

s minimalnou dlzkou. Vezmime si jednu cestu z A do B tak, Ze nepretina sama

seba (také cesta musi existovat, cestnd siet je stvisld). Bod C bud uz lezi na tejto

ceste, alebo je na 1u nejako pripojeny. Pripojeny moZe byt len v jednom bode

jednou cestou, inak by sme dostali v naSej cestnej sieti okruh, a ten v sieti mi- A B
nimalnej dizky byt nemoze. A teraz na spominané cesty musi byt pripojeny bod

D, pribudne jedna dalsia krizovatka. (Niektoré tiseky cestnej siete moézu mat nulovi dizku, éo zodpoveda tomu, ze
krizovatka splyva s inou krizovatkou alebo niektorym vrcholom obdiznika).

Nagim cielom je minimalizovaf stcet dlzok jednotlivych tisekov nasej siete. Za tymto ticelom by bolo fajn, keby
tvorili loment ¢iaru s pevnym zaciatocnym aj koncovym bodom; minimélnej sieti by zodpovedalo, ze nase tseky
lezia na priamke. (Sme inSpirovani mnohymi podobnymi situdciami, s ktorymi sme sa uz stretli. :) Kedy nastéva
v trojuholnikovej nerovnosti rovnost? Ako minimalizovat obvod trojuholnika, ktorého vrcholy lezia na jednotlivych
strandch daného trojuholnika? Ako sa dokazuje Ptolemaiova nerovnost s vyuzitim Simsonovej priamky?) Skuste
vyrie$it jednoduchsiu tlohu. Dany je trojuholnik K LM . Najdite bod P v jeho rovine taky, ze sucet vzdialenosti
PK + PL+ PM je minimélny. Potom pokrac¢ujte v ¢itan{ rieSenia a potom skuste tto tlohu vyriesit znova, ak sa
vam to teraz nepodarilo.

V rovine st dané dve tsecky. Chceme ich premiestnit tak, aby mali spoloény krajny bod. Ako sa premiestiiuju
usecky v rovine? No predsa zhodnymi zobrazeniami: posunutim, otodenim, ... NaSa siet sa skladd z konecného
poctu tuseciek, preto vhodnym premiestiiovanim dostaneme vSetky tsecky nasej cestnej siete do lomenej Ciary.

Uvazujme otocenie okolo bodu A o 60 stupiiov proti
smeru hodinovych rucic¢iek. V niom sa bod D zo-
brazi do bodu K a bod E do bodu L. Trojuhol-
niky ADK a AEL st rovnostranné (kvoli tomuto
ota¢ame presne o 60 stupiiov). Trojuholnik ALK je
zhodny s trojuholnikom AFED (premyslite si), preto
KL = DE.

Dalej uvazujme otocenie okolo bodu B o 60 stup-
nov v smere hodinovych rudic¢iek. Bod C sa zobrazi
do bodu M a bod F do bodu N. Analogicky ako v predchadzajicom pripade su trojuholniky BCM a BFN
rovnostranné a trojuholniky BFC a BN M zhodné. Celkovo je teda stcet dizok tisekov nasej cestnej siete rovny

DE+AE+FEF+BF+CF =KL+ LE+FEF+FN+ NM,

¢o je vzdy aspon dlzka tisecky K M.

Rovnost nastane vtedy, ked lezia tseky KL, LE, EF, FN, NM na priamke. Rozmyslite si, Ze to je prave vtedy,
ked trojuholniky AED a BFC st rovnoramenné s uhlami 120 stuptiov pri vrcholoch F a F.

Ostéva uvazit, ¢i robime takéto trojuholniky nad dlhsou alebo kratsou stranou obdlznika ABCD. No, nad tou nie
dlhsou, ked%e |K M| = |AB|+ |BC|v/3. Vtedy je aj zarucené, Ze oba trojuholniky AED a BFC existuji a nemaju
spolo¢ny bod.

Uloha é&.14: Mame pred sebou rad vriec tiahniici sa na obe strany do nekonec¢na. V tychto vreciach je nejako
rozmiestneny konecny pocet zemiakov. V tejto nelahkej situdcii mézme robit dve operécie:

1) Nech A, B, C st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné vrecia. Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A
a B a priddame jeden zemiak do vreca C.

2) Nech A, B, C, D su v tomto poradi (zlava doprava) Styri susedné vrecia. Zoberieme dva zemiaky z vreca C
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a priddme po jednom zemiaku do vriec A a D.

Dokézte, ze po istom pocte krokov sa nutne dostaneme do situacie, v ktorej uz nemoézeme pouzit ani jednu operdciu.
Zistite, ¢i vysledna situacia zavisi od operacii, ktoré sme pouzili v jednotlivych krokoch.

RieSenie: (opravovali Fera¢ a Ondro)

Ako prvé by sme si mali vSimnuat, Ze medzi danymi operaciami je jeden zésadny rozdiel. Vykonanim 1) sa podet
zemiakov o jedna znizi, zatial ¢o 2) ich poéet nemeni. Z toho mozeme hned usudit, Ze operaciu 1) moézeme pouzit iba
konecne vela krat. Pre prvia éast tlohy ndm teda sta¢i ukédzat, Ze nie je mozné donekoneéna opakovat operaciu 2)
bez toho, aby sme niekedy nevykonali operaciu 1). Inak povedané, Ze po istom pocte operacii 2) sa nutne dostaneme
do situacie, v ktorej uz nemozeme 2) pouzit. Odteraz ndm teda staéi uvazovat uz len operacie typu 2).

Pre zjednodu$enie vyjadrovania si oéislujme vrecia zlava doprava od —oo do oo (zatial ndm nezdlezi na tom,
kde presne sa nachddza nula) a oznacme celkovy pocet zemiakov n (ten teraz ostdva konstantny pocas celého
procesu). Najprv ukdzeme, Ze vSetky zemiaky ostavaji v ohranifenej oblasti radu vriec. Presnejsie, existuje d,
také, Ze ak sa na zaiatku zemiaky vyskytuji len vo vreciach {a,...,b}, tak po Tubovolnom pocte krokov buda
vzdy len vo vreciach {a — d,,...,b+ d,}. Toto zrejme plati pre malé pocty zemiakov: mozeme zobrat napriklad
dy = 0 a dy = 2. Dalej pokrac¢ujeme indukciou. Predpokladajme, Ze sme nagli di,...,d,—1 a pozrime sa na nejaké
pociato¢né rozostavenie n zemiakov. Ozna¢me a resp. b ¢islo najlavejSieho resp. najpravejSieho vreca obsahujiceho
asponi jeden zemiak v tomto rozostaveni. Uvedomte si, Ze vzdy, ked odoberieme zemiak z nejakého vreca, tak
priddme po jednom zemiaku do vriec napravo aj nalavo od neho (nie nutne do susednych vriec), a preto budeme
mat vzdy aspoii jeden zemiak v oboch tsekoch {—c0,...,a} a {b,...,00}. To vSak znamen4, Ze presunutim zemiaku
na d. Zemiakov je vSak stéle rovnako vela, preto ich roztahovanim sa musia zvic¢Soval medzery medzi susednymi
zemiakmi. Konkrétne, ak je vzdialenost medzi okrajovymi zemiakmi aspoii d, tak medzi nimi musi existovat tsek
dlzky aspoti (d + 1 — n)/(n — 1) neobsahujici ziadne zemiaky. Oznaéme m = max{d;|1 < i < n}. Akonéhle
dostaneme nejaky zemiak do vzdialenosti asponi (2m + 1)(n — 1) od podiatoénych pozicii {a,...,b}, tak ndm
vznikne medzera dlzky aspon 2m. Tato nadm rozdeli zemiaky na dve skupiny vzdialené aspoii 2m obsahujtice menej
ako n zemiakov. Roztahovanie oboch skupin je vSak ohrani¢ené ¢islom m (tak sme si m zadefinovali), preto zemiaky
v roznych skupindch sa uz nemozu dostat dost blizko na to, aby sa navzajom ovplyviiovali. To znamené, Ze od tohto
okamihu mo6zeme posunit okrajové zemiaky najviac o m. To ndm dava d,, = (2m + 1)(n — 1) + m.

A ako nadm toto pomdoze? Vsimnite si, Ze kazda operécia (stéle len druhého typu) ndm akosi zaniSa zemiaky dolava.
Formélne, s kazdou operaciou sa aritmeticky priemer pozicii vSetkych zemiakov (mozete si to predstavit ako ich
tazisko) zmensi o 1/n. My uz ale vieme, ze vSetky mozné pozicie st zdola ohranic¢ené (¢islom a — d,,), a preto aj
ich priemer musi byt ohrani¢eny. A to znamend, Ze moZzeme vykonat len obmedzene vela operacii.

Tym sa dostavame k druhej ¢asti tilohy, kde musime znovu zobrat do tvahy obe zadané operacie. Ako byva v llohach
tohto typu zvykom, snazime sa najst nejaky uzitoény invariant (vlastnost, ktora sa zachovava pocas celého procesu).
Predstavte si, ze kazdému zemiaku priradime nejakd hodnotu zéavisli na jeho aktudlnej polohe a vsSetky tieto
hodnoty potom séitame. D4 sa to spravit tak, aby sa ndm tento sti¢et vykonévanim operacii nemenil? Ozna¢me
Hj; hodnotu priradenti zemiaku vo vreci s ¢islom k. Pozadujeme, aby Hy + Hyy1 = Hpyo a 2H = Hy_o + Hi4 1.
Overte si, Ze Fibonacciho postupnost (definovana ako Fy = Fy =1 a F}, = Fy,_; + Fy_» pre k > 2) spliia obe tieto
podmienky. Aby sme sa vyhli problémom so zapornymi indexami, modzeme si preéislovat vrecia tak, aby vSetky
zemiaky boli vZdy len napravo od nuly (to vieme urobif, kedZe zemiaky sa mozu vyskytovat len v ohranicenej
oblasti vriec).

Zamyslime sa teraz na tym, ¢o vSetko uz vieme povedat o zdverecnej situdcii. Stcet hodndt vSetkych zemiakov
sa vykonévanim jednotlivych operécii nemeni, takZze na konci musi byt taky isty ako bol na zaciatku. Navyse,
vo vyslednej pozicii uz nemodzeme spravit ziadnu operaciu, preto vSetky vrecia obsahuji najviac po jednom zemiaku
a z kazdych dvoch susednych vriec je aspon jedno prazdne. Ostava ukazat, ze takéto rozostavenie je iba jedno, ¢o
uz nechavame na vas (moZete vyskusat napriklad indukciu vzhladom na poziciu najpravejSieho zemiaku).

Vysledkovi listina

kategoria BETA

Por. | Meno Ro¢ Skola ko [ kg |56 7|8 |9[10[11]p | s [
1. Hapék Samuel 3. Gamca BA 7 5 919191819 44 | 44
1. Szabados Michal 4. SPMNDG BA | 9 6 91919198 44 | 44
3. Kocak Tomas 3. GPos KE 7 2 917191919 43 | 43
4. Bzdusek Tomas 4. GPdC PN 9 3 519191919 41 | 41
5. Kodisky Tomas 3. Gamca BA 4 1 918 719 36 | 36
6. Turekova Katarina 3. GJGT BB 9 3 91919|6|1 34 | 34
7. Eiben Eduard 2. GPos KE 4 1 9171917 32 | 32
8. Matejovicova Lenka 3. Gamca BA 9 3 91913191 31| 31
9. Jakubik Jozef 3. GKom PE 7 2 4191515 29 | 29
10. | Mikula$ Ondrej 4. GBST LC 11| 6 71719123 28 | 28
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Por. | Meno Ro¢ Skola ko | kg |56 |7|8|9(10(11|p | s |
11. | Csiba Deter 2. |SPMNDGBA | 4 | 0 |8 |28 45 27 | 27 |
11. | Popovié¢ Viktor 1. GJAR PO 3 0 |98 [|7|1]|2 27 | 27
11. | Spisiak Michal 2. Gamca BA 4 1 919|136 27 | 27
14. | Alif Maja 3. GCelje 4 1|5 9198 26 | 26
14. | Vendel David 2. GPos KE 5 1 918|621 26 | 26
16. | Boza Vladimir 3. GDT PP 7 4 018|377 25 | 25
16. | Kubina Filip 3. GPOH DK 6 1 91019313 25 | 25
16. | Polacko Martin 2. GAlej KE 6 1 971|613 25 | 25
19. | Starovska Maria 3. Gamca BA 9 3 9196 24 | 24
19. | Vancékova Judita 4. GPos KE 7 2 417121219 24 | 24
21. | Bendova Lenka 2. GLS TN 3 0171910 512 23 | 23
21. | Jursa Jakub 2. GAlej KE 6 1 9|7141]3 23 | 23
23. | Jablonicka Kristina 2. SPMNDG BA | 4 0 |8|1|7 1 5 22 | 22
23. | Kobza Vladimir 3. GJGT BB 5 0 |719]0]|1 411 22 | 22
25. | Kuzma Tomés 2. GAlej KE 6 1 9|7 3 19 | 19
25. | Szabadosova Emilia 3. SPMNDG BA | 6 0 917 112 19 | 19
27. | Hodasova Judita 2. Gamca BA 4 0 317|612 18 | 18
27. | Strbka Dévid 3. Gamca BA 4 0 67|32 18 | 18
29. | Balaz Miroslav 3. GLS HE 8 3 71613 16 | 16
29. | Petrucha Michal 2. GMet BA 4 0 71613 16 | 16
29. | Simanovéa Lucia 3. Gamca BA 7 1 11711125 16 | 16
32. | Dvoranova Maria 2. G Surany 4 0 |83 3 14 | 14
32. Hudec Vladimir 2. GVar ZA 4 0 77 14 | 14
32. Kuklisova Nina 2. GMet BA 5 0 61410 3 1 14 | 14
32. Melo Matej 2. GsvFA ZA 4 0 71310 2 2 14 | 14
32. | Sagat Marian 3. GSkol PB 6 | 1 9 5 14 | 14
37. | Godany Martin 4. SPMNDG BA | 7 | 1 6|7 13 | 13
37. | Hojcka Michal 2. GKom PE 5 2 410 3 6 13 | 13
37. | Magyarova Katarina 4. GBST LC 8 1 3 51122 13 | 13
40. | Fekia¢ Jozef 2. Gamca BA 4 0 |8 0 21210 12 | 12
40. | Kovalc¢ikova Kristina 4. GVar ZA 11| 3 1161 4 12 | 12
40. | Paulovsky Michal 3. Gamca BA 5 0 8 21110 12 | 12
43. | Biskupicova Livia 2. GSkol PB 4 0 01|24 11 | 11
43. | Cevorové Kristina 4. SPMNDG BA | 9 3 7112|110 11 | 11
43. | Haas Emil 2. Gamca BA 6 1 8121 11 | 11
46. | Dvoranova Veronika 3. G Surany 6 | 1 3105 2 10 | 10
46. | Herencsar Albert 2. Gmad GA 5 1 910 1 10 | 10
46. | Kotrlova Katarina 2. GVPT MT 4 0|7 013 10 | 10
49. Jurikova Katarina 3. GJGT BB 6 1 60 3 9 9
49. | KoSinarova Alena 3. Gamca BA 8 3 7 2 9 9
49. Minarik Marian 3. GPar NR 5 1 0 312114 9 9
49. | Zubnarova Katarina 3. GJGT BB 4 0 |8 110 9 9
53. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT 3 0 |6 0 2 8 | 8
54. | Melicherc¢ik Martin 3. GPar NR 9 3 0 3|3 6 6
54. | Vdovic¢enko Martin 3. GPar NR 7 2 0 3|3 6 6
56. | Slovik Lukés 3. GJGT BB 4 0 11111 313
57. | Alberty Roman 3. GJGT BB 4 0 0 2 2 | 2
57. | Mieresova Lubomira 0. GJH BA 1 010 1|1 2 | 2
57. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 0 2 0 2 | 2
60. | Vrbovska Maria 3. GJGT BB 5 0 0 0
60. | Siagi Miroslav 3. GJGT BB 4 10 0] o0

kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola ko [1]2(3[|4|5|6|7|p]|>
1. Konecény Jakub 1. Gamca BA | 3 91919719 43
Hagara Michal 1. GJH BA 2 91912171918 42
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Por. | Meno Roé Skola ko 11234 |5|6|7 >
2. Karéaskova Natalia 1. Gamca BA 3 9191911619 42 |
4. Firbas Karol 1. Gamda BA 2 91371319 31
5. Hasik Juraj 1. Gamca BA 3 91319 9 30
5. Rudolfova Barbora 1. GMet BA 2 9 6|6 9 30
7. Belan Tomas 1. SPMNDG BA | 2 7 91914 29
8. Peitl Tomas 1. SPMNDG BA | 2 6 619 7 28
9. Matulova Daniela 1. GVaz BA 119194 1 0 23
10. Floridnova Michaela 1. Gamdca BA 3 2144|138 21
11. Kiemenova Lucie 1. GMet BA 1 71014(0]4]3 18
12. | Sabova Simona 2. SPMNDG BA | 3 7|2 8 17
13. | Buchholcerova Anna 1. GBil BA 2 912|030 14
14. | Formanek Michal 2. SPMNDG BA | 3 2 9 11
15. | Mieresova Lubomira 0. GJH BA 1 5 310 1 9
16. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 2 2
17. | Zajac Anton 1. Gamca BA 3 7 1 1

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola [k, [1[2[3]4[5][6]7 >
1. Bogér Jan 1. GILSTN | 2 5141418 7 28
2. Bendova Lenka 2. GILSTN | 3 9141371910 23
2. Tonhauserova Ivana 1. GPar NR | 2 81912410 23
4. Kotry Lukas 1. GPar NR | 2 715121210 16
5. Bosanska Eva 2. GLSTN | 3 1 913]0 13
6. Kutnar Marek 1. GPar NR | 2 71312 12
kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola ko |1|12|3|4|5|6|7 >
1. Porembova Alexandra 1. BiG Sucany | 2 91919191419 45
2. Bachraty Martin 1. GVO ZA 3 919191719 43
3. Rostakova Zuzana 1. GMMH LM | 2 8191419]9]2 39
4. Laukova Ivana 1. GJL MT 2 9 5 519 28
5. Styrakova Kamila 1. GPOH DK | 2 9 919 27
6. Ziman Michal 1. GBST LC 1 9 4|3 8 24
7. | Majdis Mojmir 1. | GPOHDK | 2 8 21930 22
8. Vajdova Zlatica 1. GJGT BB 2 8 6|22 18
9. Jagos Lubomir 1. GVO ZA 3 916 1 16
10. | Suchéa Nina 2. GVPT MT 3 0]0[|5]2]0 7
11. | Dunikové Katarina 1. GSkol PB 1 |51 00 0 6
11. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT 3 6 0 6

kategoria ALFA, vychod

Por. | Meno Roé Skola ko [1]2[(3[|4|5|6|7 >
1. Coculova Zuzana 1. GPos KE 3 919|868 40
2. Batmendijnovéa Kristina 2. GTV SL 3 919191418 39
3. Leskova Andrea 1. G Lipany 1 9191419147 38
4. Popovi¢ Viktor 1. GJAR PO 3 9139|817 36
5. Baco Ladislav 1. GPos KE 3 919|819 35
6. Rigdova Emilia 1. GKuk PP 2 71417191317 34
7. | Huddk Adam 1. |[GMRSKE| 1 [9]9 4|4 0 26
8. Seféovicova Nina 1. GMRSKE | 1 7 1 210 10
9. Korenova Nikola 3. GPH MI 3 011 2
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]Por.\Meno\Roé.\Skola\ka\1\2\3\4\5\6\7\p\&

kategoria ALFA, mimo SR

Por. | Meno Roé. Skola [k, [1[2[3[4[5][6][7][p]|>
1. Matas Kopf 1. GMenOP | 2 [4]19]9]9 2|7 38
kategoria GAMA

Por. | Meno Roé. Skola 1011 [12]13][14][p | >

1. Hapédk Samuel 3 Gamca BA 8 9 7 6 85
2. Kubina Filip 3. GPOH DK 1 3 1 1 14

3. Paulovsky Michal 3. Gamca BA 1 0 0 1

4. Slovik Lukas 3 GJGT BB 1 1 0 4
5. Szabados Michal 4 SPMNDG BA | 9 8 6 7 100




