Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 3. série letného semestra 2006/2007

Uloha &. 1: Atol Tortus je jednym z najkrajsich koralovych ostrovov v Tichom ocedne. Aj to je jeden z dévodov,
preco sa vedici KMS rozhodli zorganizovat najblizsie ststredenie prave na tiom. Miki s Petom dostali zodpovedniti
tilohu pripravit celodenny vylet a teraz hladaji na mape atolu najvhodnejsiu trasu. Vsimli si uz, Ze Tortus mé tvar
kruhu s polomerom dvanast kilometrov a presne v jeho strede lezi kruhové jazero s polomerom dva kilometre. Miki
aj Peto chcti, aby bol vylet ¢o najdlhsi, no zaroveri sa na zaklade svojich predchadzajtcich sktisenosti s orient4ciou
v teréne rozhodli, Ze jeho trasa musi byt rovné Ciara (Cize usecka) neprechidzajiica morom ani jazerom. Aka
najdlh3ia trasa sa da za takychto podmienok napldnovat?

Riesenie: (opravoval Skre¢ok)
Pri rieSeni geometrickej tilohy nesmie chybat pekny obrazok, preto si aj my jeden nakreslime.

A Prvou vecou, ktort si musime ujasnit je to, ktord tisecka bude naSou hladanou
trasou. Po chvilke rozmyslania ndm urcéite napadne, Ze to bude takd, ktord sa
dotyka jazera a konce mé na brehoch ostrova. Na nasom obrazku je to napriklad

1 ) .. o
2 usecka AB. (MbéZe byt hocijako otoéend.)
Este predtym, nez vypocitame, aki dizku bude tato trasa mat, musime vsetkjch
Pt g neveriacich presveddit, Ze je naozaj najdlhsia. Inak povedané, chceme zdovodnit,

2 ze kazd4 dlhsia tGsecka musi prejst cez jazero. Budeme ,skiimat“ iba také tisecky,
ktoré maju konce pri vode — inak by sa uréite dali predlzif az k vode a boli by
tak dlhsie.

Kazd4 tsecka dlhsia nez AB musi mat svoje dva konce pri mori, nemoZe mat jeden

koniec pri mori a druhy na brehu jazeral. (Dokreslite si takii ise¢ku do obréazka.)

B NavySe ak mame tsecku dlhsiu nez AB, ktord ma dva konce pri mori, musi byt
blizsie k stredu kruznice nez AB. To ale znamend, ze musi jazero pretnit, kedze tsecka AB sa jazera dotyka.

Teraz nam uz vietci veria a preto moézeme vypocitat dizku najdlhsej trasy, teda dizku tsecky AB. Do obréazka sme

dokreslili bod S — spolo¢ny stred jazera a ostrova, a bod X, v ktorom sa nasa trasa dotyka jazera. Potom je uhol

ASX pravy a bod X deli tisecku AB na polovicu. (Poriadne si premyslite preco.) Teda polovicu dlzky tsecky AB

vieme pomocou Pytagorovej vety vyratat ako

2
(51481) = sar - ixsp

priom pozname |X S| = 2km, ¢o je polomer jazera, aj [SA| = 12km — to je zase polomer ostrova. Dosadime
do nasej rovnice, dostadvame

1 2
<2AB|> =12* - 2% =144 — 4 = 140 km,

z ¢oho po odmocneni a vynasobeni dvomi dostaneme |AB| = 2 -4/140km, a to je na$a hladana dizka najdlhsej
trasy. Este sa vysledok d4 trosku poupravit na 4 - /35, to vsak nebolo nutné.

Komentar: Bohuzial skoro vSetci ste iba nakreslili obrdzok, na ktorom rovno vyznacili trasu a zacali pocitat jej
dizku. Treba ale zdovodnif, preco je prave takato trasa najdlhsia. (Aj ked sa vam to moze zdaf jasné — ved okrem
toho sa od vés v tejto tlohe cheela iba jedna rovnica.) Kvoli tomu ste stratili par bodikov, no nabudtice budete
mudrejsi. . .

Uloha é&.2: Ked uz si vediici pri vymyslani tiloh do tohtoroc¢nej prvej série KMS nevedeli dat rady, rozhodli sa
nakreslit na koberec magicky pentagram a poziadat o pomoc temné matematické sily. Magicky pentagram je vlastne
lubovolny konvexny pétuholnik, ktorého obvod sa kresli bielou kriedou a jeho uhlopriecky (spojnice vrcholov, ktoré
nie st spojené stranou) st namalované... ehm, ¢ervenym potravindrskym farbivom, hej, presne tak. Vedici by
radi pri kresleni pentagramu minuli ¢o najmenej svojho ¢erveného farbiva a tak ich zaujima, aka bude celkova
dlzka uhloprie¢ok v porovnani s obvodom pentagramu. Vasa tiloha je vsak jednoduchsia: dokazte, ze sucet dlzok
uhloprie¢ok magického pentagramu je vzdy vicsi ako sticet dlzok jeho stran.

RieSenie: (opravoval Buggo)

ako dand strana. (Vyplyva to z trojuholnikovej nerovnosti.) Teda napriklad |AD|+ |BD| > |AB|. Toto pozorovanie
nam vSak na dokaz nestaci. (Skuste si premysliet preco.)

ISkiste si ako bonusovt tlohu vyratat najvicsiu dlzku takej usecky, ktora ma jeden koniec pri mori a druhy na brehu jazera.
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D Moézeme si tiez vSimnut, Ze trojuholnikova nerovnost sa d4 pouzit aj inde, napriklad

‘ v trojuholnikoch ABF', BCG, ..., EAJ. Pre ne dostavame nerovnosti
AA'V ¢ |AF|+|BF| > |AB|
< BG| + 0G| > |BC|
A!!!Iiiill"— ( CH| + |DH
A

E

\%

> |CD|
|DI|+|EI| > |DE]
|EJ|+|AJ| > |EA|

Po ich séitani dostaneme novi nerovnost ktord ndm hovori, Ze obvod hviezdicky

.....

Uloha ¢&.3: Bus sa pri opravovani poslednej série rozhodol, ze zo sto riesitelov, ktori poslali jeho tilohu, udeli
plny pocet bodov prdve trom. Aby tychto troch Stastlivcov nevyberal uplne nahodne, oéisloval rieSenia Cislami
1,2,...,100 a rozhodol sa, ze tieto tri riesenia vyberie tak, aby cislo jedného z nich bolo aritmetickym priemerom
c¢isel zvysnych dvoch. Kolkymi spésobmi méze Bus vybrat rieSenia, ktoré dostanti plny pocet bodov?

Riesenie: (opravovala Baja)

Ozna¢me si vybraté ¢isla a, b, ¢ a nech ¢ je priemerom zvysnych dvoch. Potom plati (a + b)/2 = ¢. Aby bolo ¢ celé
¢islo, sticet a + b musi byt delitelny dvomi, preto bud st a a b obe péarne, alebo obe nepéarne.

Dalej moézeme postupovat viacerymi spésobmi, ukazeme si dva z nich.

1. Budeme vyberat podla ,dlzky medzery“, ktora vznikne medzi priemerom a krajnymi ¢islami.
Mozeme vybrat tri ¢isla ,,vedla seba*

1,2,3 | 2,34 | ... | 98,99, 100,

takychto moznosti je 98. Vidime, ze vzdy prostredné ¢islo je aritmeticky priemer dvoch krajnych.
Potom mozeme vybrat ¢isla ,,ob jedno“

1,3,5 | 2,46 | ... | 96,98, 100,

takychto moznosti je 96.
Takto mdzeme pokracovat dalej (skiiste si to), az kym nedojdeme k ,najvicsej dizke medzery“ — vynechdme 48
¢isel. (Rozmyslite si, preco je to najdlhsia medzera.) V tomto pripade dostdvame moznosti

1,50,99 | 2,51,100

takéto moznosti st dve.
Teda vsetkych moznosti je:
98 +96+94+---+4+2=100- 24+ 50 = 2450

Uréite ziadnu moznost nezaratame viackrat, lebo dizkou medzery a najmensim prvkom sa vietky trojice od seba
navzajom lisia.

2. Tento sposob bude pre tych, ktori poznaji kombina¢né ¢isla.

Nech a je najmensie z trojice a b je najvicsie z trojice. Kazdu trojicu potom mozeme urcit tak, ze vyberieme dve
¢isla a a b spomedzi vSetkych sto ¢isel. Do tivahy pripadaji dve moznosti. Bud st a a b parne, alebo neparne. Ak
a, b st parne, existuje (520) = 1225 moznosti, pretoze vyberame 2 ¢isla z 50 parnych. Podobne pre a,b neparne
existuje 1225 moznosti, ¢o je spolu 2450.

Uloha é&. 4: Koniec skolského roka sa pomaly blizi a Rasto by potreboval ¢o najrychlejsie dokonéit svoju bakalarsku
pracu na tému tedria hier. Vybral sa preto opét do zdhrady? vyskiisat svoju najnovsiu hru. Vyryl tam do hliny
Stvorcovu tabulku velkosti 9 x 9 Stvoréekov a teraz sa ju poktusa vyplnit navzajom roznymi c¢islami od 1 po 81
tak, aby bol sti¢in ¢isel v k-tom riadku vzdy rovnaky ako stcin &isel v k-tom stlpci pre k = 1,2, ...,9. Dokazte, Ze
Rastova tabulka sa podla tychto pravidiel neda vypinit.

Riesenie: (opravovala Colka)

Na tvod je dobré si zhrnit par jasnych informécii zo zadania. Rasto by rad vyplnil tabulku 9 x 9 navzajom roznymi
¢islami od 1 po 81, takze kazdé z nich tam bude prave raz. Taktiez k-ty stipec a k-ty riadok budai maf prave jedno
¢islo spoloéné a ostatné navzajom rozne. Ich stéiny v8ak maju byt rovnaké. Tak sa pozrime na ,stavebné* Gasti
tychto sti¢inov a to na ich rozklady na prvocisla. Najviac nds budu zaujimat tie, ktoré sa budu v rozklade vyskytovat
iba raz, tie najvicsie. (Dvojka sa napriklad vyskytuje v rozklade ¢asto a preto nas zaujimat nebude.) Tieto prvocisla
budeme volat zriedkavé. Prave zriedkavé prvocisla zohrajti ddlezitt ilohu, pretoze ich v sti¢ine (riadku alebo stipca
tabulky) nemozeme dostat suc¢inom inych éisel.

Preto ak chceme zriedkavé prvoéislo umiestnif do tabulky, aby bolo v st¢ine k-teho riadku aj k-teho stlpca, musi
byt jednoznacne na ich spolo¢nej pozicii. (Na hlavnej diagonale®.) To musi platit pre vietky zriedkavé prvoéisla.

2Pogzri tretiu sériu zimnej &asti, tloha ¢&. 9.
3T4, ktora ide z lavého horného do pravého dolného rohu.
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Pozrime sa, ktoré prvocisla s vlastne zriedkavé. Vypisanim od najvacsieho su to 79, 73, 71, 67, 61, 59, 53, 47, 43,
41. Tu sme skondili, pretoze dalej nasledujtce 37 sa uz nachadza v rozklade éisla 74. Suma sumérov — zriedkavych
prvocdisel je desat, ale volnych miest na diagonéle je len devét. Jedno zriedkavé prvocislo na nej lezat nebude. To
znamend, ze jedno zriedkavé prvocislo nebude na hlavnej diagonale, ale niekde inde v tabulke. Preto v tabulke
budeme vedief najst taky riadok a k nemu prislichajici stipec, ze ich stéiny nebudu rovnaké. (V riadku bude
desiate zriedkavé prvoéislo a v stipci nebude.) Teraz mdzeme povedat, ze Rasto tito tabulku nebude vedief vhodne
vyplnit.

Uloha é&. 5: Minule si Kubo listoval jednou ruskou zakladoskolskou uc¢ebnicou matematiky a nasiel v nej zaujimavii
tlohu. Ked sa ju jemu ani ostatnym vedticim nepodarilo vyriesit, povedal si, Ze do alfy bude tak akurat. Tu je teda
jej zadanie: Majme kruznicu s polomerom R a stredom S. Zvnutra do nej vpisSeme dalSich pdt kruznic k1, ko, k3,
k4, ks, pricom kazdé z nich prechddza bodom S, ma polomer R/2 a dotyka sa povodnej velkej kruznice. Navyse
ki a ky st stredovo stimerné podla bodu S — celii situdciu mozno lepsie vidiet na obrazku. Ulohou je dokazat, Ze
obvod vyznaceného titvaru je rovnaky, ako dlzka velkej kruznice. (Cize obvod velkého kruhu.)

Riesenie: (opravovala Erika)

Nech k je kruznica s polomerom R. KruZnicu k rozdelime na 5 pét tse-

kov tak, aby dokopy dévali celi kruznicu k a kazdy z nich bol rovnako
dlhy ako niektory z oblikov vyznaceného utvaru. Jedno z moznych
vhodnych rozdeleni vidime na obrazku. Ukazme, ze dizka jedného ob-
lika kruznice k je rovnaka ako dizka oblika mengej kruznice leziaceho

v tom istom kruhovom vyseku. Staci, ked to ukdZeme pre jeden kru-
hovy vysek, konkrétne vezmeme kruhovy vysek ASB z obrazka.

Nech bod X je bod dotyku velkej a malej kruznice. Oznacme |[J ASB| = aX
Potom vieme, ze dizka kruznicového oblika AX B je

[0
MR-
™R 3500
Dizka oblika CX D je
J R 19CSD|
2 360°

kde £ je polomer mensej kruznice. Uhol C'S1D je stredovy uhol k uhlu C'SD v malej kruznici. Teda |¢C S D| = 2a.
Potom dlzka oblika CXD je

R CS,D R 2
ot BCSD| ) R 20, L, o

2 360° 2 360° 360°

Po porovnani dizok oblikov AX B a CX D zistime, 7e st rovnaké, ¢o sme chceli ukazat. Podobna rovnost plati aj
pre ostatné vyseky. Teda obvod kruznice k sa naozaj rovna obvodu zvyrazneného ttvaru.

Komentéar: Cast riesenia tilohy je zaloZena na stredovych uhloch. Ak ste sa s nimi este nestretli, tak sa nezlaknite toho
honosného nézvu. Rovnost | C'S; D| = 2a sa d4 nahliadnut aj tak, ze ukdzeme rovnost a = |[JS1CS| + |[$SDS|.
Potom v $tvoruholniku C'SD.S; mame

|[XDS1C| = 360° — |[XCSD| — (|4 S1CS| + |¥SDS1|) = 360° — 2a,
Z ¢oho uz vyplyva rovnost | CS1D| = 2a.

Uloha é&. 6: Kedze stistredenie KMS bude na dalekom tichomorskom ostrove, Lucy potrebuje zajst do trezoru KMS
a vybrat z neho dost periazi na zaplatenie zalohy za ostrov. (To pre pripad, Ze by ho tucastnici pocas ststredenia
rozbili.) Nanestastie si vSak kombindciu od zémku dnes réno zmyla zo svojej lavej ruky, na ktorej ju mé obvykle
napisanti perom. Pamét4 si iba tolko, Ze je tiou trojciferné ¢islo w také, Ze obe z ¢isel w? a (3w — 2)? maji rovnaké
posledné trojcislie. Ktoré vsetky trojciferné ¢isla bude musiet Lucy vyskusat?

RieSenie: (opravovali Ondra¢, Kacka, Krysa)

Viaceri z Vas zhodnotili, Zze Lucy m4 asi nejaké vaZne problémy, ked si pamiité také veci. Ni¢ sa vSak nedé robit
a z prekérnej situdcie jej treba pomdct. Co vieme o &isle w? Je trojciferné a teda 100 < w < 999. Dalej w? a (3w —2)2
maju rovnaké posledné trojéislie. Uz od zaciatku sa d4 postupovat dvoma réznymi smermi. Najprv si ukdzeme ten
rychly a elegantny.

Prvé riesenie: Ozna¢me si posledné trojéislie w? ako x (0 < 2 < 999). Potom ale w? — 2 m4 posledné tri cifry nuly
a teda je delitelné 1000. Rovnako vSak aj (3w —2)? —x je delitelné 1000. Teraz si moézeme viimnut, Ze rozdiel tychto
¢isel, teda (3w — 2)? —x — (w? — 2) = (Bw — 2)? — w? tiez musi byt delitelny 1000. To sa dalo povedat aj hned
na zaciatku. Ked ¢isla (3w — 2)? a w? od seba odéitame, cifry na poslednych troch miestach sa vynulujt a cifry
vyssich radov (tisicky, desaftisicky, ...) sa do toho nemiesaji. Co sme to dostali? Vyraz (3w — 2)? — w? méa byt
delitelny 1000. Rozdiel dvoch $tvorcov priam bije do oéi, tak pre¢o nepouzit znamy vzoréek

(Bw —2)? —w? = Bw — 2 —w)(Bw — 2+ w) = 4(w — 1)(2w — 1).
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Tento stfin mé byt delitelny 1000 a teda existuje také celé ¢islo k, ze 4(w — 1)(2w — 1) = 1000k a po predeleni
Styrmi (w —1)(2w — 1) = 250k = 2-53k. Na oboch stranach vztahu (w —1)(2w — 1) = 2.53k méame suéiny, takze sa
podme hrat s delitelnostou. Clen 2w — 1 je vzdy nepérny, teda aby Iava strana bola parna, musi 2 delif w — 1, ¢ize
w musi byt nepéarne. Skiisme teraz delitelnost 5. Ak by fiou bol delitelny vyraz w — 1, tak w = 5] + 1 pre nejaké .
Potom 2w —1 =2(5l+1) — 1 = 10l 4 1, ¢o nie je delitelné 5. Preto nemoze nastat pripad, ze by aj w —1 aj 2w — 1
boli delitelné 5. To z nich, ktoré je delitelné piifkou musi byt delitelné aj 5 = 125. (Aby boli prvoéiselné rozklady
lavej a pravej strany rovnaky.) Médme dve moZnosti

a) Cislo 125 deli w — 1 a w je nepéarne. (Ukazali sme si vyssie.) Teda existuje nejaké celé ¢islo m, ze w — 1 = 125m.
Aby w bolo neparne, musi byt m parne. Potom w = 125m+1. Dostavame w = 2-125+1 = 251, w = 4-125+1 = 501,
w=6-125+ 1= 751. Pre iné parne m uz nevydu trojciferné ¢isla.

b) Cislo 125 deli 2w — 1 a w je nepéarne. Teda existuje nejaké celé ¢islo m, Zze 2w — 1 = 125m. Lavé strana je
nepérna, tak aj m musi byt neparne. Dosadime zafi m = 2k + 1. Dostavame 2w — 1 = 125(2k + 1) = 250k + 125.
Cislo w vieme vyjadrit ako w = 125k + 63. Aby bolo w nepérne, musi byt k parne. (Zamyslite sa.) Trojciferné &isla
dostaneme pre k = 2,4,6 a to w = 313, w = 563 a w = 813.

Druhé rieSenie: Podobne sa to snazila riesif vicSina z vds, a tak uvddzam v skratke aj toto, nie prave najrychlejsie
rieSenie. Medzi expertmi na posledné cifry je zndme, Ze posledna cifra w? zavisi len od poslednej cifry w, teda
napriklad 22, 122, 18922 majt vietky rovnaki posledni cifru. Takisto posledné dve cifry w? zavisia len od posledngch
dvoch cifier w a tak 122, 5122, & 78122 maji rovnaké posledné dve cifry. Ale pozor, to neznamend, ze ked napriklad
312 a 288 nemaj posledné dve cifry rovnaké, ze 3122 a 2882 ich tiez nebudtl maf rovnaké. Podobne je to aj
s poslednymi troma, $tyroma, ... poslednymi ciframi. S takouto vyzbrojou sa moézeme z vysky vrhnat na priklad.
Ked vieme akou cifrou konéi w, vieme zratat aj posledni cifru 3w — 2 a potom aj porovnat posledné cifry w?
a (3w — 2)2. Vysktsanim vSetkjch desiatich moznosti dostdvame, Ze poslednd cifra w moze byt len 1, 3, 6 alebo
8. Ku kazdej z tychto cifier skiisime pridédvat predposlednt cifru. Ked ju mame dant, vieme uréit aj posledné dve
cifry 3w — 2 a op#f porovname posledné dve cifry w? a (3w — 2)2. Po overeni vSetkych 40 moznosti zistime, Ze
jediné mozné posledné dvojéislia w st 01, 51, 13, 63, 26, 76, 38 a 88. Znova zopakujeme ten isty postup. V kazdom
z 0smych moznych pripadov vysktsame vSetkych devitf moznych cifier na mieste stoviek v ¢éisle w a dostaneme tak
riesenia: 251, 313, 501, 563, 751 a 813.

Komentar: Podstata tejto tlohy bola bud prist na pekny napad ako v prvom rieseni, alebo sa snazif ¢o najrychlejsie
rozobrat haldy moznosti. Uvedomte si, ze ak sa vyberiete tym druhym spdsobom, nejde o to napisat mi ako ste asi
postupovali a nakoniec dat tych 6 rieseni, ale vasa tuloha je presvedcit ma, Ze ste naozaj preverili v8etky moznosti
a podla potreby to zdokumentovat. Preto ak niekto rozoberal jeden pripad na stranu a ostatné tri pripady uzavrel
tym, ze vraj idi podobne, nemilosrdne som strhal nejaké body.

Uloha é&.7: Ak vis zaujima, odkial vzalo KMS trezor plny periazi, prezradime vam tajomstvo. Mazo s Erikou si
cez leto nasli pracu, v ktorej sa tocia skutocne velké peniaze — brigddovali v kremnickej mincovni. Okrem toho,
Ze obaja zarobili slusny balik periazi, zazili aj niekolko zaujimavych prihod. Jedného diia napriklad Mazo len tak
zo zvedavosti vyrobil N > 5 minci, z ktorych dve boli falosné. Obe falo$né mince mali rovnakii hmotnost mensiu
ako je hmotnost pravej mince. Mazo sa s mincami pochvalil Erike, no tej len jeho slovo nestaci. Uverila mu uz, zZe
falosné sui prave dve mince a Ze obe majii rovnakii hmotnost, nevie vsak, ¢i st Iahsie alebo tazsie nez pravé mince
a ani to, ktoré dve z tych N to si. Mazo by jej rad ukazal falosSné mince pomocou rovnoramennych vah, ktoré
v mincovni maju, ¢ochvila vSak bude koncit pracovna doba a tak to Mazo musi stihnit len pomocou dvoch vézeni.
Podari sa mu Eriku presvedcit o tom, ktoré mince st falosné? Svoju odpoved zd6vodnite.

Riesenie: (opravoval Skrecok)

Ukézeme si dve rieSenia tejto nelahkej tlohy. Toto prvé bude viac priamodiare, to druhé zase viac fintové. Zakladom
oboch z nich je poriadne si precitat zadanie a skusat vazit dovtedy, kym nezistime, o ¢o sa budeme snazit — ¢i
hladat vaZenia pre vSetky n, alebo dokazovat, Ze to nejde pre Ziadne, alebo nieco iné. V tomto pripade je spravna
prva moznost, Mazo to dokaze pre vSetky n. Podme to dokazaf. ..

(Podla Judity Vancdkovej.)

Rozdelime si poc¢ty minci n > 5 na tri skupiny podla toho, aky zvySok davaju po deleni 3 a vymyslime pre nich
osobitné vazenia.

Presktimajme najprv najlahsiu moznost n = 3k + 2, teda ked da pocet (vSetkych) minci po deleni tromi zvySok
2. Z (3k + 2) minci je 3k pravych, Mazo ich rozdeli na tri ¢asti po k pravych minci. V prvom véZeni povéazi dve
takéto k-mincové Casti — vahy zrejme ukézu rovnost. Erika z toho usudi, Ze na oboch stranach véah je rovnako vela
falosnych minci — bud Ziadna alebo jedna.

Mazo teraz potrebuje Erike vyvratit, Ze je tam po jednej falosnej minci na oboch stranach. V druhom vaZeni povazi
jednu z k-mincovych ¢asti, ktoré uz vazil, s tou castou, ktori este vobec nevazil. KedZe vSetky mince na vahach st
pravé, opif ukazu rovnost. Co z toho méa Erika? No opif to, Zze bud je na oboch stranach vah po jednej falo$nej
minci alebo tam nie je ziadna. Ak by tam ale bolo po jednej falo$nej minci, muselo byt aj v prvom vézZeni po jednej
falo$nej minci na oboch stranich. To by ale znamenalo, Ze falosné mince st tri. Erika ale vie, Ze su len dve, teda
tejto moznosti verit nebude. Ostala jej druhd moZnost, a sice td, Ze vSetkych 3k vazenych minci je pravych, takZe
falosné musia byt podla Eriky tie, ktoré Mazo vObec nevézil. Pre n = 3k + 2 to teda Mazo na dve vazenia vie
dosiahnut.

Podme na dalsi pripad n = 3k, teda pocet vSetkych minci je delitelny tromi. Mazo bude postupovat podobne ako
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v prvom pripade. Rozdell 3k minci na tri ¢asti po (k — 1) pravych minci, bokom mu ostane jedna pravd a dve
falo$né mince. V prvom vazeni povéazi dve (k — 1)-mincové ¢asti. Vahy ukézu rovnost, pretoze vSetky vazené mince
su pravé.

Magzo ide vazit druhykrat — na lavej miske nechd vSetky mince z prvého vazenia a eSte k nim pridd jednu z pravej
misky. Bude tam teda mat presne k pravych minci. Prav misku vyprdzdni a d4 tam vSetky pravé mince, ktoré
neboli vazené v prvom vézZeni, teda jednu (k — 1)-mincova ¢ast a jednu pravii mincu, ktord ndm ostala bokom. Aj
na tejto strane budeme mat presne k& pravych minci a vahy ukazu rovnost.

Pozrime sa na to z pohladu Eriky. V oboch vazeniach bolo na oboch stranach rovnako vela falosnych minci — bud
jedna alebo ziadna. Co sa teda stalo? Ak bolo v prvom véaZeni po jednej falognej minci na oboch stranich, potom
musela byt v druhom véZeni na Tavej strane uréite aspoii jedna falo$nd minca, kym na pravej strane boli istotne
samé pravé mince. (Precitajte si eSte raz, ako sme ich prekladali.) V tomto pripade by ale musela v druhom vaZeni
nastat nerovnost stran, ¢o nie je pravda. Teda v prvom a nutne aj v druhom vazeni Mazo musel vazit samé pravé
mince. TakzZe falosné musia byt tie dve zvy$né, ktoré Mazo nevazil ani raz. Mazo vie Eriku presved¢it na dve vazenia
aj pre n = 3k o tom, ktoré mince st falosné.

Ostal nam posledny pripad pre poc¢et minci, ktory po deleni tromi dava zvysok jedna, teda v tvare n = 3k+1. Mazo
bude postupovat skoro rovnako — rozdeli mince na tri (k — 1)-mincové ¢asti ako v predchadzajicom pripade s tym
rozdielom, Ze bokom mu namiesto jednej pravej ostani dve pravé mince. (A samozrejme aj dve falosné.) Takze po
prvom vézeni prelozi z pravej strany na Tavi az dve pravé mince. Na pravi stranu d4 jednu (k — 1)-mincova Cast
a dve pravé mince, ktoré boli bokom. Tento postup ale ma jeden hacik — nefunguje pre n = 7. Rozmyslite si, preco
je tomu tak a skiiste popremyslat, ako to ide pre tento pocet minci.

Poznédmka: Samozrejme nemusime rozoberat zvySok po¢tu minci po deleni 3, d& sa skiimat napriklad aj parnost
n, pripadne zvysok n po deleni 4. V pripade skiimania zvysku po deleni 3 vSak vieme pekne vyrobif riesenia pre
n = 3k an = 3k + 1 z rieSenia pre najlahsi pripad n = 3k + 2.

Iné riesenie:

(Podla Michala Szabadosa.) Ako sme slubili na zaciatku, bude fintovejsie. Mazo ma n > 5 minci a vyberie z nich
obe falosné a tri lubovolné pravé mince. M4 tak 5 minci, oznac¢me si falosné mince ako A, B a pravé ako C, D, E.
(Vsimnite si, Ze je to v poriadku aj pre najmensie n = 5.) Mazo v prvom vaZeni povazi B a C, Erika vidi, ze
B < C'. Teraz prichiddza finta — Mazo povie Erike, nech si myslene prida na obe strany tohto vazenia mincu A. Ni¢
sa tym nemoZe porusit, lebo akokeby sa na obe strany vah pridal rovnako tazky predmet. Erika m4 teda z prvého
véZzenia nerovnost A+ B < A+ C.

Mazo teraz v druhom vaZzeni povéZi na lave]j strane vah mince A a C, na pravej strane mince D a FE. KedZe na lavej
strane je jedna falosnd minca, kym na pravej ziadna, vahy Erike ukazu, ze A+ C < D + E.

Ak si teraz Erika dé obe vazenia dohromady, dostane z nich dve nerovnosti

A+B<A+C<D+E.

To znamend, ze kazda dvojica minci z A, B a A,C a D, E m4 rozny charakter — v jednej dvojici musia byt dve
pravé mince, v jednej dvojici jedna pravd a jedna faloSna a v poslednej musia byt dve falo$né mince. ,,Prostrednd®
dvojica A, C je nutne taka, Ze je v nej jedna prava a jedna falosna minca. (Premyslite si preco.) Erika teda potrebuje
vylacit iba jeden pripad — Ze D, E su falosné a A, B pravé. Ten sa ale vylaéi lahko, ako sme vyssie povedali, jedna
z ,prostrednych“ minci je prava, druha falosna. To znamené, ze A alebo C je falosna a medzi mincami by tak boli
aZ tri falo$né mince. (Mince D, F a jedna z dvojice A,C.) Erika ale vie, Ze st len dve. Preto jej ostal iba jeden
pripad, ktorému musi verit — Ze mince A, B st falo$né a D, E naopak pravé. (V ,prostrednej* dvojici je A falo$na
a C prava.)

Mazo teda pre vSetky n > 5 dosiahol to ¢o chcel, Erika uz vie, Ze zo vSetkych minci (nielen z tych piatich, o Mazo
na zafiatku vybral) su falosné mince A a B.

Komentér: Podla poradia vidno, Ze tato tiloha nedopadla najslavnejsie, poktsime sa zhrntt preco. Viaceri nepocho-
pili kIudovi ¢ast zadania — Ze Mazo vie, ktoré mince st falosné, dalej to, ze st iba dve a vie, Ze st lahSie. Preto Mazo
vopred vie, ako ktoré vazenie dopadne. Chce iba urobit také dve véazenia, z ktorych bude Erike nadovSetko jasné,
ktoré mince st falosné. Preto moze Mazo dévat mince na vahy velmi sofistikovane. (Ako ste to videli v rieSeni.)
Druhou pomerne ¢astou ,chybou“ bolo, Ze rieSenie vyuzivalo to, ze rovnoramenné vahy ukazuja aj odchylku —
teda ako velmi je jedna vec faz$ia od druhej. (Z toho sa potom dalo Tahko zistit, Ze st faloSné mince lahsie.)
Bohuzial to nie je pravda — rovnoramenné vahy sa vzdy na doraz, maximélne vychylia na fazsiu stranu. (Pripadne
sa vahy nevychylia u rovnako tazkych veci.) TakZe vieme zistit iba to, ktord vec je taZzSia, nevieme zistit, ako
velmi. Mimochodom, takto fungujt nielen ,matematické* rovnoramenné vihy, ale aj tie naozajstné (ak st dobre
namazansé). . .
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Uloha &. 8: Hanka m4 doma vo vitrinke mnozinu S obsahujiicu racionalne ¢isla, medzi nimi aj 1/2. Navyse vieme,
ze ak cislo x patri do mnoziny S, tak aj c¢isla 1 T

a
rz+1 rz+1

patria do mnoziny S. Zistite, ¢i S obsahuje vSetky raciondlne ¢isla z intervalu (0, 1). Svoje tvrdenie zdévodnite.

Riesenie: (opravoval Miso T.)

Na zaciatok sa oplati tipnaf si vysledok tejto tlohy. Preto si vypiseme niekolko éisel, ktoré patria do Hankinej
mnoziny. Ked do mnoziny patri ¢islo 1/2, tak tam podla zadania patria aj ¢isla 2/3, 1/3. Ked dosadime tieto dve
¢isla do vzorcov zo zadania, tak nam vyjde, ze do Hankinej mnoziny patria aj 3/5, 2/5, 3/4, 1/4. Cislo 2/4 = 1/2
uz do nasej mnoziny patri. Vidime, ze Hankina mnoZina uz obsahuje vSetky ¢isla z intervalu (0, 1), ktoré maja
menovatele mensie ako 5. Pritom sme urobili len par dosadeni. Takto moZeme pokracovat aj dalej a ked uz ziskame
dojem, Ze tam budu patrif vSetky ¢isla z intervalu (0, 1), tak hor sa do dokazovania.

Uvazujme nejaké racionélne ¢islo p/q z intervalu (0, 1), kde p, ¢ € N, p < ¢g. Vieme, Ze zlomok 1/2 do Hankinej
mnoziny patri, teda mozeme predpokladat, ze p/q # 1/2. Chceme ukézat, ze ¢islo p/q patri do Hankinej mnoziny.
Pokusime sa pozriet, z akého zlomku toto ¢&islo mohlo vzniknif. Pokisime sa najst nejakti spitni postupnost
zlomkov z intervalu (0,1) taki, aby sme skonéili pri zlomku 1/2. Sktisme sa pozriet, z akého zlomku z intervalu
(0,1) zlomok p/q mohol vzniknif. Nech by vznikol z nejakého éisla x. Mame dve moznosti,

1 p x P
= — alebo ==,
142 ¢ 142 ¢
z toho mame:
q—Dp p
xr = alebo r = — .
p q—p

Nemoze sa stat, Ze ¢ — p = p, lebo potom by ¢ = 2p, zlomok p/q by bol rovny 1/2 a povedali sme, ze takyto
zlomok nebudeme uvazovat. Zlomky (¢ — p)/p, /(¢ — p) st kladné éisla, kedze ¢ > p. KedZe su to navzdjom
z toho mengieho. Ci uz vznikol zo zlomku (¢ — p)/p alebo p/(q — p), tak kazdy z tychto zlomkov m4 menovatela
mensieho ako zlomok p/q. A teraz zistujeme dalej, z akého zlomku mohol vzniknut predchodca zlomku p/q. To
znamena, ze vieme vytvorit postupnost zlomkov z intervalu (0, 1), pri¢om menovatele zlomkov sa stdle zmensuju.
Kedy skonéime? Vtedy, ked uz nenajdeme &islo z tohto intervalu majiice mensiecho menovatela. Cislo s najmensim
moznym menovatelom patriace do intervalu (0,1) je éislo 1/2. Skiste si premysliet, preco to skutoéne skonéi pri
tomto zlomku. Vieme, Ze ¢islo 1/2 patri do Hankinej mnoziny. Teraz prejdeme nasu postupnost presne v opa¢nom
smere, ¢o znamena, ze kazdé z ¢isel postupnosti patri do Hankinej mnoziny. Teda tam patri aj zlomok p/q. KedZe
tento zlomok bol zvoleny v8eobecne, tak do Hankinej mnoziny patri lubovolné ¢islo z intervalu (0, 1), ¢o bolo treba
dokézat.

Uloha ¢&.9: V kruznici k je dany priemer AB so stredom S. Tetiva CD je kolma na AB a prechadza jej vntitornym
bodom H. DIzky tise¢iek AB a CD sti dvojciferné prirodzené ¢isla lisiace sa len poradim cifier. Navyse vieme, Ze
dlzka tsecky SH je racionalne ¢islo. Aké dlhd méze byt tsecka AB?

RieSenie: (opravoval Peto)

Dlzka tsecky AB je dvojciferné ¢islo — mozeme ho zapisat v tvare 10a + b, pricom a, C
b su cifry. Potom |CD| = 10b 4 a. KedZze o¢ividne |AB| > |CD| a obe uvedené ¢isla
st dvojciferné, plati 1 < b < a < 9. Bod H lezi v strede tetivy CD a |SC| = %|AB|,

z pravouhlého trojuholnika SCH teda podla Pytagorovej vety dostdvame A i B 3 B
|AB|*> _ |CDJ? 2
ki R bl N H
. D
¢ize

|SH| = /HABE _1CDIE _ 1 /(706 + 5)2 — (106 + a)? = 11/99a% — 9902 = £,/T1(a + b)(a — b).

(Uvedené vyjadrenie plati aj pre pripad, ked H = S, napriek tomu, ze SCH vtedy nie je trojuholnik.) Dizka
usecky SH je preto raciondlne ¢islo prave vtedy, ked je racionélny vyraz V = /11(a + b)(a — b) = %|SH |. Pritom
V' je odmocninou z celého ¢isla. Odmocnina z celého (nezdporného) ¢isla je bud iracionalne ¢islo, alebo celé ¢islo.
(Premyslite si, preco.) Aby V bol racionélny, nutne teda 11(a + b)(a — b) musi byt Stvorcom celého ¢isla. Odtial je
zrejmé, ze 11 | (a 4+ b)(a — b), pricom 11 je prvodcislo, takze 11 | a + b alebo 11 | a — b. Z ohranicenia pre cifry a, b
uvedeného na zaciatku vsak médme 0 < a —b <8 a2 < a+ b < 18. Do avahy tak prichddzaju iba dve moznosti.
Ak a —b =0, tak a = b, t.j. |SH| = 0. Vtedy CD je priemerom kruznice k. Dlzka tsecky AB teda moze byt
Tubovolné ¢islo z mnoziny {11,22,33,...,99}.

Ak a + b = 11, tak dvojicou (a,b) méze byt na zaklade ohranicenia pre cifry a, b len jedna z dvojic (9,2), (8, 3),
(7,4), (6,5). Lahko overime, ze 11(a + b)(a — b) je §tvorcom len pre Stvrtt dvojicu a = 6, b = 5. Vtedy su vSetky
podmienky tlohy splnené a |AB| = 65.

Komentar: RieSenia v tvare a = b by sme mohli na zdklade zadania vyluéit, mozno totiz polemizovat o tom, ¢i
sa napr. dvojciferné ¢isla 11 a 11 l#Fia len poradim cifier. Navyse v zadani bolo, ze dlzka tsecky SH je racionalne
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¢islo. V pripade, Zze S = H, vSak SH nie je tisecka. Ale aj v pripade, Ze takuto situdciu neberieme do tvahy, treba
to niekde v rieSeni spomentt.

Uloha é&.10: Dan4 je kruznica k so stredom S a dva jej vonkajsie body A, B. (Body A, B, S neleZia na jednej
priamke.) Zostrojte kruznicu k', ktord prechddza bodmi A, B a rozdeli kruznicu k na dva rovnako dlhé obliky.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Dan4 je kruznica, zostrojit mame kruznicu. Preto by nas nemalo prekvapit, Ze v rieSeniach budeme vyuzivat mocnost
bodu ku kruznici. Inou moZnostou bolo skiusit to hrubou silou. (Analyticky alebo vypoctom cez goniometrické
funkcie.) Taktiez sa dal vyuZzit vysledok ulohy 5 z doméceho kola MO kat. A.

Najprv uvedieme jedno pekné z vaSich rieseni. Potom dalSie, ktoré je sice dlhsie, ale poucné a vyuzitelné pre
Siroky okruh tloh (napriklad tlohu 13). A nakoniec tretie rieSenie, v ktorom sme mocnost z druhého riesenia skryli
do chordal.

RieSenie:

(Podla Martina Melichercéika.) Nech Z je priese¢nik priamky AS s kruzni-
cou k' rozny od A. Mocnost bodu S ku kruZniciam k a k' je rovnaka a je
rovnd |SP| - |SQ|. Zvolme si za tGsetku XY lubovolny priemer kruZnice k,
ktory nelezi na priamke AS. Vyjadrime niekolkymi sposobmi mocnost bodu
S a dostaneme

|SX[-[SY] = |SP[-[SQ| = |SA[-[SZ].

To vSak znamend, ze body A, Y, Z, X lezia na kruznici. (Toto si dokazte.)
Preto bod Z lezi na kruznici opisanej trojuholniku AXY. NavySe Z lezi
na AS. (Tak sme ho zvolili.) KedZe bod S je vntitornym bodom tsecky XY,
bod Z je jednoznacne urceny a vzdy existuje prave jeden.

Na kruznici k' lezia body A, B a Z. VSetky tri uz pozndme, takze ju mozeme
smelo zostrojif. Uloha mé prave jedno rieenie.

Iné riesenie:
Ozna¢me P a Q priese¢niky kruznice k' s kruznicou k. Nakreslite si tolko vlastnych obrazkov, kolko potrebujete;
uz teraz je ¢as na prvy z nich. Snazime sa zostrojit tseéku PQ ako priemer kruznice k. Této tusecka je urcend
priamkou, na ktorej leZi, a tato priamka prechddza bodom S. Na jej tiplné urcenie staci poznat dalsi bod, ktorym
prechadza. Nech M je priese¢nik priamok PQ a AB. (Ten neexistuje len v pripade AB || PQ, v ktorom tse¢ku PQ
zostrojime lahko.) Predpokladajme, Ze bod M nelezi v kruhu uréenom kruznicou k. (Ak lezi, nasledujice tivahy
treba troska pozmenit; premyslite si to.) Nech r je polomer kruznice k. Co vieme povedat o mocnosti bodu M
ku kruznici k7 Je rovna

|MP|-|MQ| = |MS|* — 1. (1)

Body P a @ vsak oba lezia aj na kruznici &, preto
[MP|-|MQ| = |MA| - |MB| = |MT[* — o, (2)
kde T je stred tsecky AB a a = |AB|/2. Porovnanim vztahov (1) a (2) dostdvame
|MS|? — |MT)? =r* — a*. (3)

Body S, T a hodnoty r, a st pevné, preto vztah (3) uréuje isttt mnozinu bodov M. Nech N je pita kolmice z bodu
M na priamku ST. Z Pytagorovej vety pre trojuholniky M NS a M NT plati

|MN[* = [MS|> - [NS|* = [MT|* - [NT/?,

preto |[NS|? — [INT|> = |[MS|]? — |MT|* = r? — a®. Takyto bod N je na priamke ST jediny, ¢o znamen4, ze vietky
body M z mnoZiny urc¢enej vztahom (3) lezia na kolmici p na priamku ST prechidzajicej bodom N. Lahko sa da
ukézaf, Ze kazdy bod priamky p spliia vztah (3). Prieseénikom tejto priamky s priamkou AB je hladany bod M,
z ktorého uZ vieme zostrojit aj kruznicu k’. Kedze priamku ST pozname, staci jediny bod priamky p a vieme ju
tiez zostrojit. Nad jeho skonStruovanim podumajte sami.

Uloha mé vzdy prave jedno rieSenie, pretoze priamka p nie je rovnobezna s priamkou AB. (Lebo A, B, S podla
zadania nelezia na priamke.)

Iné riesenie:

(Podla Maje Alif.) Nech m je lubovolnd kruznica prechidzajica bodmi A a B. Nech E je priese¢nik chordély
kruznic ¥’ a m (priamka AB) s chordalou kruznic k a m. Chordala ¢ kruznic k' a k musi tiez prechddzat bodom FE,
lebo bod E mé4 rovnakt mocnost ku kruZniciam k, k' a m. NavySe priamka ¢ prechddza bodom S. Jej priese¢niky
P, @ s kruznicou k st koncovymi bodmi priemeru, ktory sme chceli na zostrojenie kruznice k’. MoZe sa stat, ze
bod FE neexistuje, premyslite si, ¢o potom spravime.
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Uloha é&.11: Nech z, y, z st kladné redlne ¢isla spliiajiice vztah

1 n 1 n 1
1+ 14y 14z

Dokazte, ze 8xyz < 1.

Riesenie: (opravoval Bus)

Mili riesitelia, kedZe pisanie vzorovych rieSeni je omnoho dolezitejsie ako opravovanie, urcite budete mat pochopenie
pre fakt, Ze som si vaSe rieSenia eSte nestihol precitat. Zaroveni sa ospravedliiujem vSetkym tym, ktori netrpezlivo
dakali, ¢i sa ich meno ndhodou neobjavi ako priklad vzorového rieSitela tejto tlohy a st teraz spravodlivo sklamani.
Podme v8ak k samotnému rieSeniu.

Prva vec, ktora sa nam v tejto tlohe pontka, je upravit lavia stranu rovnosti zo zadania* na spoloéného menovatela
a vynasobit obe strany menovatelom vysledného zlomku.

1 n 1 n 1 _ 5
1+ 14y 1+=z
A+y)A+2)+Q+2)1+2)+1+2)(1+y) = 2(1+z)1+y)(1+=2)
3+2x+2y+2z4+zytyz+az = 2424 2y+ 22422y 4+ 2x2 4 2yz + 2xyz
1 = xzy+axz+yz+2zyz

Keby som uz mal precitané vase rieSenia, bol by som tu uréite napisal, ze potialto sa dostala vic¢Sina z vas. Co
vSak dalej? Pozrime sa na dokazované tvrdenie. Hovori nie¢o o hornom odhade vyrazu 8zyz. Preco by tento vyraz
nemohol byt velky? Nech je velky (presnejSie 8zyz > 1), sktsme zistif, kde dostaneme spor. No niekde v tej
upravenej vizbe, kde inde? Znadma AG-nerovnost hovori, 7e a + b+ ¢ > 3V/abe. Inak povedané, stéet vieme zdola
odhadnut st¢inom. VysktiSame to aj v naSom pripade.

2
1 3
l‘y+yz+xz233xy-yz-xz:33(xyz)2>33<8> :Z

Takze xy + yz + zx + 2xyz > 3/4+ 1/4 =1 a to je hladany spor.

Uloha é&.12: Nech p, q sti dve rozne nestidelitelné prirodzené ¢isla. Mnozinu vsetkych kladnych celych ¢isel rozde-
lime na tri podmnoziny také, ze pre kazdé celé cislo z kazda z tychto podmnozin obsahuje prave jedno z cisel z,
2z +p, z + q. Dokédzte, Ze takéto rozdelenie existuje prave vtedy, ked &islo p + q je delitelné tromi.

Riesenie: (opravoval Mazo)

(Podla Misa Szabadosa.) Ak je p + q delitelné tromi a p a g st nestdelitelné, musi jedno z nich davat zvySok 1
a druhé zvysok 2 po deleni tromi. Preto rozdelime prirodzené ¢isla do troch mnozin podla zvysku po deleni tromi.
Tym je jedna implikacia dokazané.

z z4+p z+q Predpokladajme, ze existuje rozklad mnoziny prirodzenych ¢isel na tri mnoziny
Z24p Z+2p Z24+p+gq podla zadania a pritom p+ ¢ nie je delitelné tromi. V§imnime si tabulku. V riad-
24+q | 2z4+p+ygq 2+ 2q koch aj stIpcoch st uvedené trojice ¢isel, ktoré musia byf v roznych mnozinach.

Vidime, Ze &islo z + p + g musi byt v tej istej mnozine ako z, lebo nemoéze byt
ani v tej, kde je z + p, ani v tej, kde je z+ ¢. Tato avaha funguje pre kazdé z, ¢o znamena, zZe ¢isla lisiace sa o p+¢
lezia v rovnakych mnozinach. Podobne z tabulky vidno, Ze z + p a z + 2¢ musia byt v rovnakych mnozinach. Takze
disla lisiace sa o 2qg — p musia lezaf v rovnakych mnozindch. A nakoniec aj éisla ligiace sa o 2p — ¢ lezia v rovnakych
mnozinach.

Cislo 2p — ¢ je BUNV kladné. Najdeme Euklidovym algoritmom najvicsieho spoloéného delitela &isel p+q a 2p —q.

3fpt+q
P+a2p—9)=@+a3p-—p-9=@+4¢3p) = (P+qep) =(¢p) =1
Nech p + ¢ patri do mnoziny M nésho rozkladu. Podla uz povedaného do tejto mnoziny potom patria vSetky
nasobky ¢isla p + ¢. UkdZeme, ze kazdé zbude patrit do M, ¢o je zjavny spor. Cisla

lezia v jednej mnozZine, staci teda ukazat, Ze jedno z nich patri do mnoziny M. Inak povedané, dokazujeme, Ze
existuje k s vlastnostou

24+ k(2p—q) =0 (mod p+q).
Linedrna kongruencia axz + b =0 (mod n) s nezndmou = mé v pripade (a,n) = 1 vZdy rieSenie: staéi si uvedomit,
Ze Cisla a +b,2a+ b,3a + D, ..., na+ b davaji navzajom roézne zvysky po deleni n, takze medzi tymito n zvyskami
musi byt aj zvySok 0. Toto je v8ak préave to, ¢o chceme: (p + ¢q,2¢ — p) = 1 a teda vhodné k vzdy existuje.

4Takato rovnost sa pri nerovnostiach nazyva vdzba, lebo ,zvizuje“ hodnoty premennych — nie kazd4 trojica x, y, z vyhovuje vizbe.
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Uloha &.13: Dany je trojuholnik ABC' taky, ze |AB| # |AC|. Ozna¢me v tiom stred vpisanej kruznice I, stred
opisanej kruznice O a dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou BC' nech je D. Predpokladajme, ze priamky 10
a AD st na seba kolmé. Dokéazte, ze priamka AD je obrazom taznice na stranu BC v osovej stimernosti podla osi
vnttorného uhla BAC.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Ako Feldo vravi: ¢o nejde silou, ide este viiésou silou. Tak podme. Toto rieSenie je pou¢né kvoli mnozstvu drobnych
trikov, ktoré sa mozu hodit aj inokedy.

Kvoli prehladnosti budeme dizku tisecky zapisovat bez absoltitnej hodnoty. Symbol (XY Z) oznacuje kruznicu
opisant trojuholniku XY Z. Nech AB = ¢, BC' = a,CA = b. Nech F je pita kolmice z I na AC a nech S je stred
strany BC.

Najprv podmienku AD L OI prevedieme na ekvivalentny vzfah medzi stranami trojuholnika ABC'. Je zname, Ze
AD 1 OI prave vtedy, ked AO? — DO? = AI?> — DI?.

AO? - DO?* = BO?-DO? = BS? - SD* =d?/4 — (c — b)*/4
AI? - DI*? = AI? —EI’=AE?=(b+c—a)?/4

Z toho vsetkého dostaneme, ze AD | OI préave vtedy, ked
a(b+c) =b* + 2. (4)

Teraz by sme dokazované tvrdenie radi previedli na vztah medzi stranami trojuholnika ABC. Napriklad vieme,
7e os uhla deli protilahlti stranu v pomere prilahljch stran. Pre trojuholnik SAD z tohto uz vieme sformulovat
dokazované tvrdenie, ale pre velmi skaredé vyrazy. (Napr. dlzka AD vyjadren4d pomocou stran trojuholnika ABC.)
Vyskitsame Standardny trik pre taznice. Zobrazme si situdciu v stredovej simernosti podla bodu S. Nech A’ je
obraz bodu A a nech N je prieseénik priamok C'A’ a AM. Chceme dokazaf, ze uhly BAS a CAD st rovnako
velké. To je prave vtedy, ked CAD a C'A’A st rovnako velké. A to je prave vtedy, ked sa priamka C'A dotyka
kruznice opisanej trojuholniku ADA’. (Usekovy uhol.) Takze chceme dokazat, ze CA? = CN - CA’. (Mocnost
bodu C ku (ADA’).) Po dosadeni dlzok tise¢iek CA = b, CA’ = ¢ vidime, Ze chceme dokazaf, ze CN = b?/c. Toto
plati prave vtedy, ked A’N/CN = (c* — b?)/b.

Velkost pomeru A’ N/C'N uré¢ime z Menelaovej vety pre trojuholnik SC A’ a priamku AD. Plati

CD SA AN
SD A'A CN
7 toho
AN SD A'A i(c—b) 2(c2 —b%) @ 2(c®—b?) c? —b?

=2 — 2= = -
CN CD SA L(a+b—oc) alb+c)+b2—-c% b2+ +b2 -2 b2

ako sme chceli dokdzat. Hotovo. Ani to netrvalo dlho. :)

Iné riegenie: (Ferac)

Skiisime si vhodne zvolit stradnicovi stistavu a utlct to hrubou silou. Samozrejme, trocha Sikovnosti nezaskodi.
V hre je stred vpisanej i stred opisanej kruZnice; druhd mocnina ich vzdialenosti je R(R — 2r), kde R je polomer
opisanej a 7 polomer vpisanej kruznice. Tvrdenia o uhloch treba preformulovat na tvrdenia o dlzkach. Za osi
suradnicovej sustavy vezmeme stranu BC' a jej os.

Uloha &. 14: Majme postupnost zadant rekurentne predpisom
ro = 5,

1
Tpyl = Tp+ — pren=20,1,2,...
n

Néjdite w1000 S presnostou na jedno desatinné miesto.

Riesenie: (opravoval Mazo, vzorak Ferac)

Skor nez zacneme cokolvek poditat, zamyslime sa nad tym, ako je naSa postupnost definovana. Jediny spdsob,
ako urc¢it hodnotu z,,, je pomocou z,_1, preto je dost tazké predstavit si nejaky postup, ktorym by sme dokdzali
vypocéitat 21900 bez toho, aby sme zaroven neziskali rozumné odhady pre xg,z1,...,Zgg9. Mali by sme sa teda
pozriet na to, ako sa naSa postupnost spréva ako celok. Ako na to? Predstavte si, Ze by sme vedeli vyjadrit z,
nejakym jednoduchym vzorcom obsahujiicim len n. Takyto vzorec by stacilo uhddnut, jeho platnost by sme dokézali
indukciou a nakoniec by sme len dosadili » = 1000. V ¢om je problém? Nikto ziadny taky vzorcek nenasiel. My
vSak nepotrebujeme presnt odpoved. Staéil by nam vyraz, ktory by bol pre n priblizne rovny x,,. Inak povedané,
hladdme ”pekn” funkciu f, pre ktort je f(n) ~ z,. Ukdzame si dve metddy, ako takd funkciu najst.

Prva metéda vyuziva pocitac. Napriek tomu, ze dokazy pomocou pocitacovych programov sa vSeobecne uznavaji
len vtedy, ked viete s matematickou presnostou dokézat ich funkénost (¢o by v tomto pripade muselo zahfnat aj
odhady chyb sposobenych nedokonalou aritmetikou ¢isel s pohyblivou desatinnou ¢iarkou), ni¢ ndm nebrani pouzit
program na ziskanie lepSieho prehladu o tom, ako sa naSa postupnost spréva. Dnesné pocitace dokdZu v momente
vypocéitat hodnoty x, pre n do stoviek miliénov, ¢o ndm dava naozaj ohromné mnozstvo dat. Treba len vediet,
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na ¢o sa ma ¢lovek zamerat. Ako prvé moézeme sledovat napr. rychlost rastu x,,. VSimneme si, Ze ak pre velké n
teraz na x,,/\/n. Pre velké n sa tato hodnota blizi k 1,4142, odkial usudzujeme, e x,, =~ v/2n. Tento vzoréek nam
uz dava velmi dobré odhady pre velké n, pre malé n je ale nepresny. Co sa vSak stane, ak priddme pod odmocninu
nejakn konstantu? Hodnoty vyrazu sa badatelne pomenia len pre malé n, a to je presne to, ¢o potrebujeme. Kedze
xo = b, polozime f(n) =+/2n + 25.

Co robif, ak nemame zrovna po ruke pocéita¢? Skisme aplikovaf trochu analjzy na funkciu f. My potrebujeme jej
hodnoty len na prirodzenych ¢islach, to vSak neznamen4, Ze si ju nemdZeme vhodne dodefinovaf na celych redlnych
¢islach. Predpokladajme teda, Ze f je funkcia z R do R spliiajtca

1
fle+1) =~ f(x) + —.
@+ 1)~ @)+ 7
Ak navySe predpokladame, Ze f ma spojita derivaciu, tak pre malé h plati
f@+h) ~ f(z) + hf'(2).
To ndm pre h = 1 spolu s prvou rovnicou dava
1
@)~ 5
= 1)

Skuisme teraz najst vsetky f také, pre ktoré nastédva v tomto vyraze presna rovnost. Riesime jednoducht diferen-
ciadlnu rovnicu

, 1
flx) = 7@
2f(@)f'(z) = 2
(f@)?) = 2
f(x)? = 2z+c

flz) = V2r+e,

kde ¢ je redlna konstanta. KedZe pozadujeme f(0) = 5, zoberieme ¢ = 25, ¢im dostdvame rovnakt funkciu ako
v prvom postupe.

Aj ked to uz zacdina vyzerat slubne, zatial sme eSte vOobec ni¢ nedokdzali. Potrebujeme ukézat, Ze nasa "uhadnutd”
funkcia sa naozaj nelisi od x, o viac nez je povolené. Tu prichadza na rad indukcia. Dokazeme, Ze

V2n+25 <z, <vV2n+25+b,

kde b je kladnd konstanta, ktort uréime v priebehu dékazu. Pre indukény zdklad mame zg = 5 = /0 + 25.
Predpokladajme, Ze indukény predpoklad plati pre nejaké n. Zrejme x,, > 5 a funkcia x + % je na tomto intervale
rastica (dokazte si!), preto

1 1 2n 4 26
T =Zn+—>V2n+25+ = > \/2(n+ 1)+ 25,
nbL T = V2n+25  2n+ 25 ( )

kedze 2n + 26 > v/2n + 25/2n + 27 = /(2n + 26)2 — 1.
Pre druht stranu nerovnosti,
1

1
Tpp1 =Tn+— < V20 4+ 25+b+ — < \/2(n+1)+ 25+
Tn 2+ 25+ b

plati vtedy, ked 1/(v/2n + 25 + b) < v/2n + 27 — /2n + 25, &ize

1 V2on+27—+2n+25
b > —V2n+25 = .
Von+27—2n+25 2

Napokon, funkcia v/2n + 27 —+/2n + 25 je klesajiica, preto b bude vyhovovat tejto podmienke pre vsetky n akonéhle

27— /2
b>M

~ 0,098.
2 b

Moézeme teda polozit b = 0,1, ¢im je dokaz indukciou hotovy.
Dokézali sme, ze v/2n + 25 < z,, < v/2n + 25+0, 1. Odtial pre n = 1000 dostdvame 45 < 1900 < 45, 1, ¢o znamena,
L1000 — 45, 0...



