Koreépondenény Matematicky Seminér

Vzorové riesenia 1. série zimného semestra 2007/2008

Uloha &.1: a) V Krajine majii mince s hodnotami 10 a 11 kortin krajinskych. Problém vsak je, Ze niektoré sumy
sa nimi bez vyddvania nedaju zaplatit. Najdite najvyssiu takd sumu.

b) Vldda v snahe zlepsit situdciu zaradila do obehu aj mince s hodnotou 12 koriin krajinskych. Asi je vam jasné,
Ze toto opatrenie vlady stdle nestaci na to, aby sa dali zaplatit vSetky mozné sumy. Aké je teraz najvysSia suma,
ktord sa neda zaplatit bez vyddvania?

RieSenie: (opravoval Bebe)

a) Sktsme zistit, ktoré sumy sa daji zaplatit. Co ak suma koné¢i nulou? Ta vieme bez obav zaplatif pomocou
desiatok. Teraz sa pozrime na to, ¢o vieme ziskat pomocou 11Kk (jedendst kortin krajinskych). Napriklad sumy
11,22 =11+ 11, 33 = 11 + 11 + 11,... velmi jednoducho. Vieme vsak zaplatif napriklad 54 kortin? Ano, Styroma
11Kk a jednou 10 Kk. Teraz si mozeme vSimniat jednu podstatni vec. Skisme zaplafit sumu, ktord mé na mieste
jednotiek int &islicu ako nulu. Desatkorunové mince tuto cifru neovplyviiuji, lebo sa koncia nulou a s¢itanim
lubovoného pocétu nil na mieste jednotiek dostaneme vzdy len nulu. A preto musime dat 11 Kk podla toho, aké
¢islo je na mieste jednotiek v nagej sume. Napriklad pri 65 je na mieste jednotiek éislo péft, takze potrebujeme pit
11Kk a na doplatenie pouZzijeme desatkorunu.

A preco niektoré sumy zaplatif nevieme? Zamyslime sa najskor nad dvojcifernymi ¢islami. Napriklad, aby sme
zaplatili 37, potrebujeme asponl sedem 11 Kk (podla ¢islice na mieste jednotiek). Tie vSak maja sacet 77, ¢o je viac
ako 37. Ak pouzijeme na zaplatenie nejaké 11 Kk, tak kazda z nich zvysi ¢islicu na mieste desiatok aj jednotiek
o jedna. Minca 10Kk zvySuje len ¢islicu na mieste desiatok. Na to, aby bola takato suma zaplatitelné, musi byt
jej cislica na mieste desiatok vicsia alebo rovna, ako t&4 na mieste jednotiek. Zrejme vsetky ¢isla medzi 90 a 99
129 =99+20=9-11+2-10).

A ¢o tak 89?7 V tomto éisle je ¢islica na mieste jednotiek vidsia ako t4 na mieste desiatok, a teda ju nevieme zaplatit.

.....

b) Skisme riesit tuto cast trosku inak. Na zaciatok si predstavme, Ze nejakd sumu vieme zaplatit. Potom pouZzitim
10 Kk vieme zaplatit aj sumy vacsie o 10Kk, 20Kk,. .. Inak povedané, ak vieme zaplatit nejak( sumu, tak vieme
zaplatit aj vSetky viiCSie sumy s rovnakou cifrou na mieste jednotiek. Na zaciatku vieme zaplatit sumy 10Kk,
11Kk, 12Kk a s ich pouzitim aj 20 Kk, 21 Kk, 22 Kk, 30 Kk, 31 Kk,... Ktora bude prva zaplatitelnd suma konciaca
trojkou? Hodnotu 13 Kk zaplatif nevieme, no 23 Kk (23 = 11 4 12) uz é4no.

Skiisme pre kazda ¢islicu najst najmensiu zaplatitelni sumu, ktord mé tuto ¢islicu na mieste jednotiek. Jednotky
st opét ovplyvnené len 11 Kk a 12 Kk. Vsimnime si, Ze dvojku na mieste jednotiek vieme dostat dvoma sposobmi.
Bud jednou 12Kk, alebo dvoma 11 Kk. Pouzitie dvoch 11 Kk ndm zvysi éislicu na mieste desiatok o dva, zatial ¢o
pouzitie 12 Kk len o jedna. My sa vSak snazime najst najmensie zaplatitelné sumy. Preto budeme pouzivat namiesto
dvoch 11 Kk jednu 12 Kk.

Najmensie sumy s parnou ¢islicou na mieste jednotiek vieme ziskat jednoducho. Napriklad $tvorku na mieste jedno-
tiek ako 12 Kk + 12 Kk, sestku ako 12 Kk + 12 Kk + 12 Kk,... Preto st najmensie sumy s parnymi ciframi na mieste
jednotiek 12, 24, 36 a 48. Pre neparne cislice dostaneme vysledok rovnako. Trojku ziskame ako 12 Kk + 11 Kk,
piatku ako 12 Kk+12Kk+ 11 Kk,... Tieto ¢isla buda 23, 35, 47 a 59. Najvicsie z nich je 59. Zaroven vsetky ostatné
¢isla viiésie ako 50 sa zaplatit daji, lebo maji rovnak ¢islicu na mieste jednotiek ako uz zaplatitelné mensie sumy.
Teda najvicsia suma, ktord nevieme zaplatit, bude 49.

Uloha é&. 2: Marta a Irena st roboty skiimajtice povrch Marsu, ktoré sa oba pohybujii rovnomernym priamociarym
pohybom smerom ku sebe. Na poludnie boli od seba vzdialené presne 90 km, o nejaky cas neskor sa tesne minuli
a o druhej poobede uz boli opéit od seba vzdialené 90 km. InZinier Sirup pracujuci v kontrolnom centre vypocital, Ze
stcet vzdialenosti precestovanej Martou pred stretnutim s Irenou a vzdialenosti precestovanej Irenou po stretnuti
s Martou je 60 km. Mo6zZe mat inZinier Sirup pravdu?

RieSenie: (opravovali Jano M. a Migo T.)

Na zadiatku boli Marta a Irena od seba vzdialené 90 km. Preto do stretnutia spolo¢ne presli prave tito vzdialenost.
Po stretnuti sa od seba vzdalovali, az kym neboli od seba opiit vzdialené 90 km. KedZe sa pohybovali rovnomernym
pohybom, vzdialenost do stretnutia museli prejst za taky isty cas ako rovnako velka vzdialenost po stretnuti.
To znamend, Ze Irena (aj Marta) za taky isty Cas presla vdaka rovnomernému pohybu pred stretnutim rovnaka
vzdialenost ako po niom. Hladdme sucet vzdialenosti prejdenych Martou pred stretnutim a Irenou po stretnuti.
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Préave sme zdovodnili, Ze Irena prejde pred stretnutim rovnaki vzdialenost ako po fiom. Z toho vyplyva, ze hladany
sucet je rovnaky ako stucet vzdialenosti prejdenych oboma robotmi pred stretnutim. Vieme, ze to je 90 km, cize
inzinier Sirup sa myli.

Uloha é&. 3: Na stitazi v jedeni gumenych medvedikov sa ziicastnili Styria stitaziaci A, B, C a D. Tu je zdznam z ich
rozhovoru pred stitaZou:

A: Vyhram jal“

B: ,,Ja som chlapec a budem prvy!“

C: ,,Chlapci sa mylia, D skon¢i jedno miesto za mnou a za A uz nebudu Ziadni chlapci.

D: ,,C m4 pravdu a za A uz nebudu ziadne dievéata.*

Po sutazi sa ukdzalo, ze prave dve z tychto Styroch tvrdeni boli pravdivé. Zistite ako dopadla sutaz a aké st
pohlavia sitaziacich ak viete, Ze st medzi nimi prave dvaja chlapci a Ze Ziadni dvaja stitaZiaci neskoncili na tom
istom mieste.

RieSenie: (opravovala Ivka a Hanka)

Viaceri z vés riesili ilohu rozpisanim vsetkych moznosti a vylticenim tych, ktoré nevyhovuju zadaniu. Posledna
moznost, ktora ostala, bola rieSenim tlohy. MoZeme si to vSak trosku zjednodusit tym, Ze sa pozrieme na vyroky
a zamyslime sa nad nimi. Aby sme si v rieSeni nepomylili osoby a vyroky, piSme osoby A, B, C, D normalnym
pismom a vyroky A, B, C, D kurzivou. Ak plati vyrok D, tak nutne musi platit vyrok C, teda nemdze uz platit
ziadny iny vyrok, lebo iba dva vyroky mozu byt pravdivé. Touto itvahou sme vyluécili kombinécie dvojic pravdivych
vyrokov (A, D) a (B, D). Zostali ndm este kombinacie (4, B), (4, C), (B, C) a (C, D).

Mozu platit sticasne vyroky A a B? Nie, pretoZe na prvom mieste moze byt iba jeden ¢lovek. Vyroky A, C tiez
nemdzu platit sicasne, lebo ak A je na prvom mieste a v stutazi s dvaja chlapci, tak za A je urcite asporn jeden
chlapec, ale C tvrdi Ze za A uz ziadny chlapec nie je, ¢o je spor. Vyroky B a C tiez nemdzu platif sti¢asne, pretoze
B tvrdi, ze je chlapec a C tvrdi, ze chlapci klamt, ¢o je tiez spor.

Teda jedind mozné situacia je, ked pravdu vravia C a D. Vtedy z vyroku C' (chlapci klami) vieme, Ze dievéata st
C a D, kedZe obe hovoria pravdu a chlapci st A, B. (Rozmyslite si preco.) A skonéil na Stvrtom mieste, pretoze za
nim nie s ani chlapci ani dievéata. Na pozicii za C sa nachadza D. Aby vyrok B nebol pravdivy, B nesmie byt
na prvom mieste. (Lebo uz vieme, Ze je chlapec.) Preto skoncil hned za dievéatami, Cize treti. Stfaziaci skonéili
v poradi od prvého miesta postupne C, D, B, A.

Komentéar: Niektoré chyby sa opakovali ¢asto a tak sme sa rozhodli vas vSetkych na ne este raz upozornit. Ako sme
uz povedali, ak vyrok D plati, tak musi platit aj vyrok C. To vSak eSte neznamend, Ze ak plati vyrok C, tak musi
platit D. Vyrok D je totiz zloZeny z dvoch ¢asti a jedna je sice pravdiva (ak predpokladdme, Ze vyrok C plati), ale
o druhej zatial ni¢ nevieme. Keby za A eSte nejaké dievéatd boli, tak nastane situdcia, ze vyrok C plati a D nie.
Taktiez mali niektori z vas problémy s negovanim vyrokov. Ak B tvrdi Ze vyhra a je chlapec, tak aby tento vyrok
neplatil, staci, aby B bol bud diev¢a, alebo nevyhral - netreba nutne obe naraz.

Uloha é&.4: Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik, ktorého vniitorné uhly BAD a BCD majii rovnaki velkost.
Os uhla ABC pretina priamku AD v bode P. Kolmica z bodu A na priamku BP pretina priamku BC v bode Q.
Dokazte, ze priamky P(Q a C'D su rovnobezné.

RieSenie: (opravovala Kika a Mazo)

Ozna¢me priesecnik priamok AQ a BP pismenom M. Os uhla ABC deli tento uhol na
dve rovnaké éasti — uhly ABM a M BC. Dalej vieme, ze uhly AM B a BM( s pravé.
Trojuholniky ABM a @ BM maji okrem dvoch dvojic rovnakych uhlov aj zhodnt stranu
BM, teda o nich moézeme povedat, ze st zhodné. Z toho vyplyva, ze uhly M AB a MQB
st rovnaké a usecky AM a M(Q majia rovnaka dizku. Aj trojuholniky AMP a QM P sa
zhodné, lebo maja pravy uhol pri vrchole M, spolo¢nt stranu PM a rovnaké strany AM
a QM (pouzili sme vetu sus). Cize aj uhly PAM a PQM st rovnaké. Teraz si v§imnime,
Ze uhly PAB a PQB st rovnaké — vznikli séitanim dvoch rovnako velkych uhlov. Zo
zadania vieme, Ze je s nimi rovnako velky aj uhol DCB. A uz sme na konci: priamka QB
pretina priamky DC a PQ pod rovnakym uhlom, preto st tieto dve priamky rovnobezné.
Pri tejto poslednej tvahe potrebujeme zvazit, ¢i nas dokaz je vSeobecny alebo sa hodi len pre tento konkrétny
obrazok. V prvom rade bod @ lezi na polpriamke BC v polrovine ABC, pretoZe uhol pri vrchole B je mensi ako
priamy (z konvexnosti Stvoruholnika ABCD). Bod P lezi na polpriamke AD, presnejsie na tsecke AX, kde X
je priesenik priamok AD a BC (situdciu, v ktorej tento priese¢nik neexistuje, vySetrime osobitne). Celd tsecka
AX lezi v jednej z polrovin uréenych priamkou BC, a to v tej, v ktorej lezi bod D (lebo Stvoruholnik ABCD
je konvexny). Preto body P a D lezia v tej istej polrovine a moZeme pouzit spominané kritérium rovnobeznosti
priamok PQ a CD (teda ze uhly BQP a BCD st rovnaké).

Komentar: Viésina z vas pouzila spominané kritérium rovnobeznosti bez overenia toho, ze situécia vyzerd vzdy
tak, ako méate nakreslené na obrazku. Pravdivost vasho tvrdenia vSak zévisi od polohy niektorych bodov a na to
ste uplne zabudli.

Zo samotnej rovnosti velkosti uhlov BC'D a BQP este nevyplyva, ze priamka PQ je rovnobezné s DC'! Potrebujeme
na to navyse to, ze body D a P lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou BC'. Skiste si to nakreslit s bodmi D
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a P v réznych polrovinidch. A ¢o sa stane, ak by body B, @, C lezali na priamke v poradi ), B, C7 Ako vtedy
sformulovat kritérium rovnobeZnosti cez rovnost uhlov?

Uloha é&.5: a) Majme ¢islo zapisané v desiatkovej stistave ako ¢,cn_1Cn_2 ...cac1co. Toto &islo je delitelné jede-
nastimi prave vtedy, ked je jedendstimi delitelné ¢islo (co+ca+ca++-+)—(c1 +c3+c5+--+) (teda rozdiel suctov
cifier na parnych a neparnych miestach). Vyskusajte si to na vasom rodnom ¢isle, malo by byt delitelné jedenastimi.
Preco toto pravidlo funguje? (Sktiste vyuzit, Ze kazda parna mocnina desiatich, teda 1,10%,10%,. .., ddva zvysok 1
po deleni jedendstimi, nepdrne mocniny desiatich zas davaju zvySok 10 po deleni jedendstimi.)

b) Méme 19 karticiek a na kazdud z nich chceme napisat niektori z cifier okrem nuly. D4 sa to spravit tak, aby sa
potom z tychto karticiek dalo zlozit iba jediné 19-ciferné ¢islo delitelné jedendstimi?

RieSenie: (opravoval KatkaM a Erika)

a) NaSou tulohou je ukdzat, Ze ¢islo ¢ je delitelné jedendstimi préve vtedy, ked je jedendstimi delitelny vyraz
(co+eca+ca+-)—(c1+cz+ce5+ ). Kvoli jednoduchosti dékazu si uvedomme, Ze vlastnost delitelnosti ¢isla ¢
jedenéstimi sa zachovéva, ked od ¢ od¢itame Tubovolny nasobok jedenéstky. To znamené, ze ak ¢ bolo delitelné
jedendstimi, tak aj ¢ — 11 - k bude delitelné jedendstimi, a ak ¢ nebolo delitelné jedenédstimi, tak ani ¢ — 11 - k
delitelné jedendstimi nebude.

Keby sme ¢islo ¢ upravili na tvar (cg + c2 + ¢4+ ...) — (¢c1 + ¢3 + ¢5 + ...) pomocou odéitavania a pri¢itavania
nasobkov jedenastky, tak by sme na zdklade vysSie uvedeného uz dokézali to, ¢o sa od nas vyzaduje. Podme sa o to
spolu pokdusit. Vieme, Ze &islo ¢ sa d4 v desiatkovej ststave napisaf v tvare cg - 100 + - -« +¢; - 10F 4+ -+ - 4+ ¢, - 10™.
Vezmime z neho ¢ast ¢, - 10’“, 0 < k < n. Toto ¢islo vieme zapisat aj v tvare cx(11 — 1)’“. Pouzitim binomického
rozvoja na zatvorku (11 — 1)* dostaneme

107 = ¢ (11 — 1)F = ¢, (11 - Ny + (=1)F) = ¢ - 11 - Ng + e (—1)%,

kde Ny je vhodné ¢islo. (Ak nepoznéte binomicky rozvoj, sktiste medzi sebou vynasobit niekolko zatvoriek (11 —1).
Pozor, neupravte pred nasobenim ich ,,vnatro“ na 10, nechajte v nich 11 — 1. Prikladom uvedenej tpravy je iprava
¢isla 4 - 107 na tvar 4(11 - 909091 + (—1)7).

Ked od éisla ¢, - 10F odé¢itame ¢y, - 11 - Ny, ostane nam iba c,(—1)* (odéitajte to aj sami). Vratme sa teraz k ¢islu c
a postupne od neho odéitajme vyrazy cp-11- N, 0 < k < n. Vieme, Ze takéto od¢itavanie nemd vplyv na delitelnost
¢isla ¢ jedendstimi. To, ¢o nam ostane, je vyraz co+ (—1)c; + (—1)%ca + (—=1)3¢3 +- - -, ktory po jednoduchej tiprave
prevedieme na tvar (¢o +ca + ¢4+ ---) — (c1 + ¢35+ ¢5 + - -+). Vidime, Ze to je rozdiel suctov cifier na parnych
a neparnych miestach. Teda ak je ¢islo ¢ je delitelné jedenédstimi, tak aj tento rozdiel musi byt delitelny jedendstimi
a naopak.

b) V tejto Casti staci najst jedno vhodné oéislovanie karti¢iek, resp. jedno vhodné deviitnéstciferné ¢islo. Predpo-
kladajme, Ze sme toto ¢islo uz nasli a podme ho preskiimat. Keby v nasom ¢isle boli viac ako dve rozne cifry, mohli
by sme cifry na parnych, resp. neparnych miestach medzi sebou vymenit. (Toto si dobre premyslite.) Rozdiel ich
suctov by sa zachoval (¢islo by bolo stale delitelné jedenastimi podla kritéria z ¢asti a)), ale cifry by boli na inych
miestach. Teda by sme z ndsho ¢isla vedeli vyrobit aj iné ¢islo delitelné jedendstimi. To znamen4, Ze nase ¢islo musi
byt zloZené najviac z dvoch réznych cifier.

Ak by boli vSetky cifry rovnaké, rozdiel sictov cifier na parnych a neparnych miestach by bol rovny cifre, ktoru
sme pouzili. KedZe nemo6zeme pouzivat cifru 0, tak aj tito moznost mézeme zavrhntf (na zéklade kritéria).
Preto nase ¢islo musi byt zlozené z prave dvoch roznych éislic. Jednym z takych ¢isel je ¢islo 1616161616161616161.
Lahko overime, Ze je delitelné jedendstimi (lebo 10 -1 — 9 -6 = —44). Zamenou cifier na parnych (resp. nepér-
nych) pozicidch sa ¢islo nezmeni. Ostava ndm este ukdzat, ze ak zamenime nejaké Sestky s jednotkami, nemozeme
dostat ¢islo delitelné jedendstimi. Vieme, Ze parnych pozicii v ¢isle je 10 a nepérnych je 9. Zamerime nejaké ¢isla
z parnych pozicii na neparne. Na parnych pozicidch budeme maf po zdmene n jednotiek a 10 — n Sestiek. Na ne-
parnych pozicidch budeme mat 10 — n jednotiek a n — 1 Sestiek (dokopy mame naozaj n + 10 — n = 10 jednotiek
al0—n+n—1=09 Sestiek).

Sucet cifier na parnych pozicidch je teda n + 6(10 — n) = 60 — 5n. Sucet cifier na neparnych pozicidch je
10 — n + 6(n — 1) = 4 4 5n. Rozdiel sti¢tov cifier na parnych a nepdrnych pozicidch je (60—5n)—(4+5n) = 56—10n.
Vieme, 7Ze pocet jednotiek na parnych poziciach, t.j. n, je minimalne 1 a maximéalne 10. Dosadenim ¢isel 1 az 10
za n dostdvame postupne ¢isla 46, 36, 26, 16, 6, —4, —14, —24, —34, —44. 7 tychto ¢isel je iba rozdiel —44 delitelny
jedendstimi. Tento rozdiel zodpoveda jedine nasmu ¢islu 1616161616161616161. Teda ziadnou zédmenou cifier tohto
¢isla neziskame nové ¢islo delitelné jedendstimi.

.....

ta, ze ak je ¢islo delitelné jedendstimi, tak je aj rozdiel suc¢tov cifier na parnych a neparnych miestach delitelny
jedendstimi. Dostali ste iba dva body zo Styroch, lebo ste urobili iba polovicu. Bolo treba este ukazat, Ze ak je rozdiel
stuctov cifier na parnych a neparnych miestach delitelny jedendstimi, tak potom je aj ¢islo zloZzené z tychto cifier
delitelné jedenastimi. Dokazujete totiz ekvivalenciu, a pri nej treba ist obidvoma smermi. V nasom dokaze sa nam
to podarilo vSetko schovat do jediného slovka ,naopak® v poslednej vete ¢asti a). Do poslednej chvile sme totizto
ni¢ nepredpokladali. Upravovali sme iba &islo ¢ tak, aby sme nijako neovplyvnili delitelnost ¢éisla ¢ jedendstimi.
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Uloha &. 6: V stvorcom parku je do $tvorcovej mriezky umiestnenych 10000 stromov. Kolko z nich sa da najviac
vytat tak, aby zo Ziadneho piia nebolo vidiet iny pen? Dokazte, Ze viac piiov sa uz takto vytat neda.

Riesenie: (opravoval 5ko a Ondrac)

Vela z véas tato tlohu pochopilo inak, ako sme povodne mysleli. S odstupom ¢asu zistujeme, Ze zadanie nebolo
najstastnejsie sformulované. Véésina prisla na to, Ze stromy st vo Stvorci 100 x 100. Samotné stromy ste si vSak
predstavovali rozne, niektori ako body v mreZovej sieti (tak to bolo myslené), ini zas ako $tvoréeky. Rozdiel bol
hlavne v tom, ktoré stromy vidime, ked sa postavime na peti. (Vid obrazok.) Dost bodov ste mohli ziskat aj
za spravne vyriesenie tlohy so Stvoréekovymi stromcéekmi.

Podme k rieseniu. Pozrime sa, ¢o sa stane, ak vytneme
nejaky strom. (Okrem toho, Ze po fiom ostane pei.)
Z tohto pna budeme urcite vidiet na oba riadky stro-
mov, ktoré susedia s riadkom, v ktorom je nas pen.
Takze ak vyribeme nejaké stromy v nejakom riadku,
tak v riadkoch okolo neho uz ribat nemézeme. To isté
plati aj pre stipce.

Sktusme si zobrat nejaky riadok a vyrubat v fiom ¢o
najviac stromov tak, aby sa ,pne nevideli“. Zda sa,
7e to dosiahneme, ak vyrubeme kazdy druhy, teda 50
stromov. V riadkoch okolo tohto riadku uz nemdZzeme ribat. Ale ¢o tak urobif to isté v kazdom druhom riadku?

Zoberme si druhy, $tvrty, Siesty,... riadok a vyrtibeme v nich kazdy druhy strom. Nakreslite si to. Sami lahko
zistite, Ze tak dostaneme 50 x 50 = 2500 ptiov. Vyzera to, zZe zo ziadneho piia na iny nevidime. Skisme to dokézat.
Aby sa nam lahsie pracovalo, ozna¢me si riadky a stlpce &islami 1, 2,..., 100. Potom stromy vieme zapisaf ako

dvojicu éisel (a,b). (Dvojicou (1,1) oznac¢ime strom v lavom hornom rohu a dvojicou (100,1) strom v pravom
hornom rohu.) Ked vyrtbeme kazdy druhy strom v kaZdom druhom riadku, znamend to, Ze vyrtbeme stromy,
ktoré maju obe stradnice parne.

Chceme ukazaf, ze ak zoberieme Tubovolné dva pne, tak z jedného nevidno na druhy, teda na ich spojnici stoji
nejaky strom. Pod spojnicou budeme rozumiet tsecku, ktord ich spaja, nie celt priamku. Ako na to? Majme
dva rozne pne (2a,2b) a (2c,2d). (Cisla a,b,c,d st prirodzené medzi 1 a 50 vratane.) Vieme o nejakom strome
alebo pni, ¢o urcite lezi na ich spojnici? Sktsme trebars jej stred. Jeho polohu vypocitame tak, Ze obe suradnice
spriemerujeme, ¢im dostaneme ((2a + 2¢)/2,(2b + 2d)/2) = (a + ¢,b + d). Teda na spojnici kazdych dvoch priov
este lezi nejaky strom alebo pen. (Zalezi to od parity a +c a b+ d.)

Skasme to vyuzif. Zoberme si Tubovolné dva pne. Na ich spojnici mozu byt este dalSie, no my si vyberme nejaké
dva z nich, ktoré nasleduju za sebou. Na ich spojnici uz nie je ziadny pen. My ale vieme, Ze v jej strede nieCo
lezi a musi to teda byt strom. Tento strom leZi aj na spojnici pdvodnych dvoch piiov a preto z jedného nevidime
na druhjy.

Super! Teraz staci ukdzat, ze viac ako 2500 stromov nemozeme vytat. Najjednoduchsie je to nasledovnou tvahou:
Park 100 x 100 si rozdelme na rozne $tvorice stromov tvoriacich Stvoréeky 2 x 2. Jednu $tvoricu tvoria stromy
(2a — 1,2b — 1), (2a — 1,2b), (2a,2b — 1) a (2a,2b). Cisla a,b mdzme volit od 1 po 50 vratane. Kazdy strom patri
do préve jednej tejto Stvorice (rozmyslite si) a $tvoric je 50 x 50 = 2500. Ak vytneme viac ako 2500 stromov, tak
aspoii v jednej zo $tvoric sme museli vytat aspoi dva stromy. Uvedomte si, ze z kazdého stromu v jednej Stvorici
vidime na ostatné v tejto $tvorici, preto tie dva pne nevyhovuji podmienkam. Preto nemozeme vytatf viac ako 2500
stromov.

Komentar: Na zdver by sme vas radi upozornili na ¢asto opakované chyby. Viaceri sa snazili dokdzat to, ze viac ako
2500 stromov nemozeme vytat pomocou ,iporného“ tvrdenia, Ze stromy vytinate ¢o najispornejsie a podobne.
To je vd&sinou velmi dobry sposob, ako prist na spravne rieSenia, no spravidla je dékaz nie¢o iné. Dalsi zas pouzili
argument, Ze ak vytneme tych 2500 stromov tak, ako sme to spravili v rieSeni, tak uz nemézeme vytaf ziadny iny.
To nadm nezarucuje, Ze by sme dostat lepSie vyrubanie, ak by sme zacali vytinat stromy inak.

Uloha é&. 7: Dokazte, ze pre Iubovolné n > 2 vieme najst n navzajom réznych prirodzenych ¢&isel tak, Ze stcet ich
prevratenych hodnot je 1.

Riesenie: (opravovali Ondro M. a Skrecok)

Téato tloha bola vcelku lahk4, mnohi ste ju zvladli na vyborni, za ¢o si zasltZite nasu pochvalu. Vyskytli sa tri
rozne typy rieseni. Uvedieme vsetky, kazdé je nie¢im poucné. ..

Najkrat$ie riesenie, ktoré sa vyskytlo, pouzivalo velmi elegantny princip. Ak sa pohrame s prevratenymi hodnotami
malych prirodzenych éisel, lahko pre n = 3 objavime rovnost 1/2 +1/3 4+ 1/6 = 1. Ni¢ ndm nebrani vynasobit obe
strany rovnosti jednou polovicou, vznikne ndm 1/4+1/6 4+ 1/12 = 1/2-. Teraz pripo¢itajme k obom strandm jednu
polovicu. Dostaneme 1/2+1/4+1/6+1/12 =1/2+1/2 = 1. Lala, nasli sme $tyri rozne prirodzené ¢isla, ktorych
stucet prevratenych hodnot je 1.

Ako teraz ndjdeme cisla pre n = 57 VSetci ste si hadam odpovedali rovnako — vynasobime ich dvoma a pridame
k nim dvojku. Takto sa daji najst ¢isla pre Tubovolné n > 2. Ak chceme kompletné rieSenie, mali by sme to dokazat
matematickou indukciou. T si vSak precvi¢ime v druhom rieSeni.

Musime si vSak polozit eSte jednu otdzku. Budt takto ndjdené prirodzené ¢isla uréite navzajom rozne? Predstavte
si, ze mame sadu roznych prirodzenych cisel pre nejaké n. Potom v sade prirodzenych ¢isel pre n + 1 buda ich
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dvojnésobky, ktoré su zrejme rozne, a pridana dvojka. Mozeme ju tam pridat kvoli tomu, Ze medzi éislami pre n
urcite nevystupovala jednotka (a teda jej dvojnasobok nevystupuje medzi ¢islami pre n+ 1). Hotovo, dokdzali sme,
7e pre lubovolné n > 2 najdeme n navzadjom roznych prirodzenych ¢isel tak, Ze sticet ich prevratenych hodnét je 1.
Iné riesSenie:

Najprv si ndjdeme prevratené hodnoty pre malé n a uhddneme tvar hladanjch prirodzenych ¢isel. Potom dokéZeme
pomocou matematickej indukcie, zZe sme sa pri hadani nepomylili a ukdzeme, Ze najdené ¢isla st naozaj rozne.
Pre najmensie n mame rozklad 1/2 + 1/3 4+ 1/6 = 1. Dolezité je teraz nezaspat na vavrinoch a hladat rieSenie aj

Zoberme si jeho posledny ¢len 1/6. Plati, ze 1/6 = 1/9 + 1/18- Vyzera to slubne, rozlozme si este dalsi ¢len:
1 1 1 1

1836 39 318
Fajn, teraz je ¢as na sumarizaciu nasich zisteni:
1 1 1 1 1

23t g Tar Tt

Skiisené oko si hned vSimne, Ze sa tam nejako podozrivo vyskytujii mocniny trojky v menovateli. Tak podme hédaft
vysledok:
= + L + L +- 1t ! + =
2 3 9 3n—2 2372
To, ¢ sme hadali dobre, si mozete vyskusat pre malé n. Skisme toto tvrdenie dokdzat matematickou indukciou.

=1

1° Pre n = 3 tvrdenie zrejme plati, lebo 1/2 +1/(3') +1/(2.3') = 1.

2° Predpokladajme, 7e tvrdenie plati pre n = k ¢lenov (zlomkov), teda ze

= + L + L +t ! + LI 1
2 3 9 3k—2  23k-2
Ukézeme, ze potom plati aj pre n = k + 1. Posledny ¢len indukéného predpokladu si méZzeme rozlozit na dva
zlomky:
11 r 2 1
532 31 931 931 g3l

Zdialky to uz vyzeréd ako nase tvrdenie pre n + 1 ¢lenov, staci to uz iba pekne matematicky zapisat.

Tymto je dokaz matematickou indukciou dokonéeny. Rozdelili sme jednotku na n zlomkov s ¢itatelom jedna a pri-
rodzenym menovatelom.

UZ ndm zostéva overit poslednii podmienku, a to ze vSetky menovatele musia byt rozne. Mozno sa vam zda byt
tato podmienka zbyto¢né, ale ono tomu tak nie je a mnohi ste na to zabudli. Porozmyslajme nad tym, ¢ mohlo
nastat, ze dva zlomky maji rovnaky menovatel. Intuitivne nie. Ved stdle vyberame najmens? a ten delime na dva
eSte mensie. Teda na dva zlomky s menovatelmi, ktoré su vicsie ako vSetky menovatele doteraz. Fajn, takze sme
dokézali, ze prirodzené &isla 2,3, ...,3" 2, 2.3""2 yyhovuji zadaniu pre kazdé n > 2.

Iné riesenie:

Posledné riesenie vyuziva zaujimavy rozklad, ktory plati pre vSetky prirodzené ¢isla:

1 1 1

ﬁ_n+1+n(n+1)'

Overte si to sami. NavySe plati, Ze pre n > 2 jen < n+ 1 < n(n + 1) (premyslite si, preco), a teda menovatele
yhovych dvoch zlomkov st pre n > 2 rozne navzidjom a roézne aj od povodného menovatela.

Teraz nam sta¢i vziat stary zndmy vztah 1/2+1/3+41/6 = 1 pre n = 3 a rozlozit podla vyssie uvedeného vztahu
nal/2+1/3+41/741/42 =1, ¢im sme dostali ¢isla pre n = 4.

Tento postup sa dé opakovane vykondvat pre lubovolné n > 2 (opif by sa patrilo poriadne to dokdzat matematickou
indukciou). Vzdy budeme rozkladat najmensiu prevratent hodnotu v sade réznych ¢&isel pre n na eSte mensie
prevratené hodnoty vdaka tomu, ze n < n+1 < n(n + 1). Tym mame zarucené, ze v sade isel pre n + 1 buda
vietky &isla rozne (nové dve n+ 1 a n(n + 1) st mensie od n pre n > 2). Sme hotovi aj s poslednym rieSenim.
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Uloha é&.8: Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s vniitornym uhlom 30° pri vrchole A. Nech V je priesecnik
jeho vysok a M stred strany BC. Oznac¢me U obraz bodu V v stredovej sumernosti so stredom M. Dokazte, ze
|AU| = 2|BC].

Riesenie: (opravovala Katka a Colka)

Riesenie ulohy pozostava z dvoch casti. V prvej ukdzeme, ze Stvo-

C ruholnik ABUC je tetivovy a usecka AU je priemerom kruZnice

opisanej tomuto stvoruholniku. Druht ¢ast venujeme dokazu toho,

ze dlzka tsecky BC' je rovna polomeru tejto kruznice, na to vyuzi-

A Jjeme rovnostrannost trojuholnika SBC (S je stred kruznice). Ak ste
tento priklad nevyriesili spravne, skuste si to teraz znova.

U Ak ste sa uz potrapili a aj tak to naozaj neslo, podme sa na to pozriet
spolu. Oznacme pity vySok z bodov B a C postupne pismenami
A B FE a F. Priamky BE a CU st rovnobezné, lebo jedna je obrazom

F druhej v stredovej simernosti podla bodu M a stredova stmernost
zachovava rovnobeznost. (Dokézte si.) To isté plati aj pre priamky CFV a BU. Preto plati, Ze uhly ACU a ABU st
pravé. Ked opiseme nad priemerom AU Talesovu kruznicu, body B a C na nej budt lezat. Stvoruholnik ABUC je
teda tetivovy. Oznacme pismenom S stred kruznice prechadzajicej bodmi A, B, C' a U. Pozrime sa na trojuholnik
BCS. Plati, ze velkost uhla BSC je rovna dvojnasobku velkosti uhla BAC, ¢o je 60°. Trojuholnik je navyse
rovnoramenny so zakladiiou BC. Uhly pri zdkladni Tahko dopocitame a zistime, Ze trojuholnik je rovnostranny.
Strana BC' je rovnako dlha ako ramend, ktoré sa rovné polomeru kruznice opisanej stvoruholniku ABUC, kym
AU je jej priemer. A sme hotovi.

Uloha ¢&.9: a) Cifry prirodzeného &isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoc¢itali k pévodnému.
Dokézte, ze ndm nemohol vyjst vysledok 999...99.

—_—

999 —krat
b) Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoditali k pévodnému. Dostali sme tak
vysledok 10'°. Dokazte, Ze pévodné &islo bolo delitelné desiatimi.

RieSenie: (opravovala Dada a Buggo)

a) Zamyslime sa, ako funguje s¢itovanie dvoch éisel. Postupne s¢itujeme odzadu cifry oboch ¢isel, niekedy nam
moze zvysit jednotka, ktort si prendSame do dalsieho séitovania. . .

Ako sme mohli vo vyslednom ¢isle dostat cifru 97 Bud bol stcet s¢itovanych cifier 8 a 1 nam zvysilo alebo bol 9.
KedZe vysledok sa sklad4 len zo samych deviatok, prvy pripad nemohol nikdy nastat. (Premyslite si, preco.)
Vidime teda, Ze ked je na nejakom mieste v povodnom ¢éisle ¢islica x, tak na tom istom mieste v prehddzanom disle
musi byt ¢islica 9 — 2 (aby ndm vzdy vysiel spravny sucet). Kedze druhé ¢islo ma tie isté cifry ako prvé, musi sa
9 — x nachidzat aj niekde v prvom ¢isle.

Cisla  a 9 — 2 st vzdy rozne (pretoze 9 nevieme dostat ako stéet dvoch rovnakych é&isel). Ked si teda vezmeme
povodné cislo, tak sa sklada z dvojic cifier, ktoré maja siacet 9. Ha, to ale znamen4, zZe s¢itované ¢isla maja parny
pocet cifier. A nakolko sme pri s¢itovani nikdy neprekrocili desiatku, musi mat parny pocet cifier aj vysledok, ¢o
¢islo zo zadania nema.

b) Ulohu dokézeme sporom. Nech povodné ¢islo nie je delitelné ¢islom 10 (teda sa nekonéi nulou).

Po sktisenosti s prvym prikladom si mézeme polozif otazku, ¢ maji s¢itované ¢isla rovnaki dizku ako ich vysledok.
KedZe 10'° je najmensie jedenést ciferné ¢islo je jasné, Ze odpoved je nie. Nakolko pdvodné &islo sa nekonéi na nulu,
sucet cifier na mieste jednotiek musi byt 10. Z toho ale vyplyva, Ze stcet cifier na miestach vyssich radov musi

byt uz len 9, kedZe stle prendsame zvySok 1. Ked si cifry povodného éisla oznaéime ako ai,as,...,a19 a cifry
prehadzaného éisla ako by, ba, ..., b1g, tak dostdvame nasledovni stctovi tabulku:

a a2 -+ Qag Qa0

by by - by big

9 9 -~ 9 10

Preto stcet cifier oboch ¢éisel musi byt
(a1+b1)+(a2+b2)+~~+(a10+b10) =9-94+10=091.

Ked si ale uvedomime, Ze cifry prehddzaného ¢isla st tie isté ako cifry povodného ¢isla, mdzeme tento sticet napisat
aj ako

(a1 +az+ - +aw)+ (by + b2+ +bo) =2 (ay + -+ a).
Vysledok je zjavne parne ¢islo, ¢o v8ak 91 nie je. Tym sme dostali hladany spor.

Poznamka: Sktste myslienku z tlohy b) pouzif na elegantné rieSenie tlohy a).
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Uloha &.10: Rasto ma na zéhrade este stale vyryti Sachovnicu s 2007 x 2007 polickami. So sestrou Slévkou si
povedali, Ze si zmeraju sily. Presne v strede Sachovnice sa nachadza obrovsky kameri, ktory najprv Rasto posunie
o jedno policko (rovnobezne so stranami Sachovnice). Sldvka ho potom bude musiet posunit o dve policka, Rasto
o Styri policka, Slavka o osem poli¢ok — v k-tom tahu ho vzdy budi musiet posuniit o 28~ poli¢ok. Ten, kto je na
tahu, prehrava, ak uz nemoze posunitt kamern. Najdite vitazni stratégiu pre Slavku alebo pre Rasta.

Riesenie: (opravoval Rasto)

Slovnym spojenim ,tah k“ (k je prirodzené ¢islo) budeme v rieSeni mysliet tah o k poli¢ok. Zacneme tym, Ze si
vypiseme, ktoré tahy robi Rasfo a ktoré Sldvka. Rasfo robi tahy 1, 4, 16, 64, 256, 1024, ... a Slavka fahy 2, 8,
32, 512, 2048, ... Takmer vSetci z vas si v8imli, Ze vSetky fahy 512 alebo o menej poli¢ok nie je problém spravit.
Na druhej strane fah 2048 a vii¢Sie sa uz urcie nebuda daf spravit, lebo Sachovnica je na ne velmi mala. Ostéva
nam teda uZ len zistit, ¢i si Rasto vie zarucit rozumnou hrou to, Ze bude moct spravit tah 1024. Ak &no, tak vyhrd,
lebo Slavka uz svoj fah 2048 nemoze spravit.

Rasto moze spravit svoj tah 1024 okrem pripadov, ked sa pred jeho fahom kameni nachddza v $tvorci rozmerov
41 x 41 umiestnenom v strede Sachovnice (vyskaSajte si). TakZze v momente, ked robi Slavka svoj tah 512 a vie
potiahnut do tohto stredového Stvorca, tak si vie zarucit vyhru. Z akych miest tam vie Slavka potiahnut? Ked si to
vyskuSate, tak zistite, Ze st to Styri Stvorce velkosti 41 x 41 vzdialené stredmi 512 polic¢ok na do vsetkych Styroch
smerov od stredu Sachovnice. Cize ak do nich Rasto svojim tahom 256 nepotiahne, Slavka nebude vediet potiahnut
do stredového Stvorca a Rasto bude vedief spravit tah 1024 a vyhr4. A Rasfo naozaj moze vie z kazdého policka
urobif tah 256 tak, Ze neskonéi. Moézeme si véimnuf, Ze tah 256 je dostatoéne maly a okolo spominanych $tvorcov
je dost miesta, preto nikdy nem4 blokované ani dva smery naraz, nieto este vSetky Styri.

Rasto mé preto vifazni stratégiu. Staéi mu zacat rozmyslat vo svojom tahu 256 a nepotiahnuf na ,zak4zané
policka“, z ktorych by Slédvka vedela nasledne potiahnut do stredového $tvorca 41 x 41.

Uloha é&.11: Vyber si vlastné dobrodruzstvo! Na plny pocet bodov staéi vyriesit jednu z nasledujiicich tiloh.

a) V 99 skatuliach sa nachddzaji nejaké jablkéd a nejaké pomarance. Dokézte, ze mozeme vybrat 50 Skatil tak, Ze
obsahujt aspori polovicu vsetkych jablk a aspori polovicu vsetkych pomarancov.

b) V 100 skatuliach sa nachddzaji nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokédzte, ze mézeme vybrat 34 skatul tak,
Ze obsahujii aspoii tretinu vietkych jablk a aspoi tretinu vSetkych pomarancov.

¢) V 100 skatuliach sa nachidzaji nejaké jablkd, nejaké pomarance a nejaké bandny. Dokazte, ze mézeme vybrat
51 skatul tak, Ze obsahujii aspori polovicu vsetkych jablk, aspori polovicu vSetkych pomarancov a aspoii polovicu
vSetkych bananov.

RieSenie: (opravoval Kenny)

Mili riesitelia lohy ¢islo jedenast, ostatni riesitelia KMS, skreckovia, kacky a iné. .. Kedze vii¢sina z vas (najméi zo
skupiny riesitelov tejto tilohy) si za svoje dobrodruZstvo vybrala tlohu a), jeden z vés si vybral tilohu b) s nevelkym
uspechom a nikto tlohu c), rozhodli sme sa uverejnit vzorové riesenie len ulohy a). Zvy$né tlohy si skiste sami
vyrieSit vramci pripravy na dalSie Gizasné dobrodurzstva, ktoré vam vedici KMS pripravia. Iba na okraj by sme
chceli spomentt, Ze rieSenie b) sa prili§ nelisi od rieSenia a). Podme vSak uz ku samotnému rieseniu.

Na zaciatku si zoradme vSetkych 99 krabic podla mnozstva pomaranéov. Oznaéme si takto zoradené krabice
postupne ki, ka, ..., kog. Oznacme tiez pocet jablk v krabici k; symbolom j; a podet pomarancov p;. Podla nasho
usporiadania teraz plati p; > ps > --- > pgg. Niektori z vas v tomto stadiu odhodili krabicu k1 do hypervrecka,
nam postadi aj obyCajny roh miestnosti. Skisme si teraz posvietit na (alebo aj do) krabic kg az kgg. Nagim cielom
bude rozdelif tychto 98 krabic na dve kopy tak, aby sme pridanim krabice, ktora trpezlivo ¢aka kdesi v kute, dostali
pozadovany stav. Ked uz delime nieco na dve kopy, tak preco nie pekne zaradom? Sktisme to.

Pozrime sa na krabice ks a k3. Vyberme do prvej kopy ti z nich, ktora ma viac jablk, vyzera to ako dobra stratégia,
aby prva kopa bola nasa hladanéd kopa. Vo vSeobecnosti mozeme povedat, Ze z krabic ko; a ko;yr1 do prvej kopy
vyberieme t s indexom 2i ak jo; > jo;11, inak vyberieme t s indexom 2i + 1. (Pre 7 od jedna po 49.) Do druhej
kopy dame tie, ktoré sme nedali do prvej. Tvrdime, Ze prva kopa s k; obsahuje viac ako polovicu jablk a viac ako
polovicu pomarancov.

Najprv overime, 7e v prvej kope s krabicou k; (dalej len prvej kope) je viac jablk. Totiz ak sme z kazdej dvojice
vybrali ti krabicu, ktora obsahovala viac jablk, tak v prvej kope bude viac jablk ako v druhej. Ak navyse pridame
krabicu k;, mézeme pocet jablk povazovat za nadpolovi¢ny. (Rozmyslite si preco.)

Nakoniec ndm uz len ostéva ukdzat, Ze v prvej kope mame aj viac pomarandov. Kedze sme vyberali stdle jednu
z krabic ko; a ko;y1, vieme, Ze pocet pomarancov v krabici vybratej v ,nultom* kole (ked sme vybrali k1) bol

.....

.....

rancov v krabici nevybratej v druhom kole a tak dalej. Vo vSeobecnosti pomarance vybraté v i-tom kole po¢tom
prevySuju pomarance nevybraté v (i + 1)-om kole a nakoniec k vybratym priddme nezaporny pocet pomarancov
vybratych v poslednom kole. Lahko si vS§imneme, ze do prvej kopy sme vybrali aspoii polovicu pomarancov.

Komentar: Medzi vasimi rieseniami sa naslo mnoho dobrych myslienok, v podstate sa vase rieSenia uberali tromi
smermi. Bud ste tlohu riesili tak, ako je napisané vzorové riesenie, alebo ste algoritmicky prehadzovali skatule
medzi dvoma kopami. Treti typ riesenia spocival v dokaze sporom. V niom ste ukazovali, ze ak by sme nevedeli
vybrat Skatule tak, aby platila podmienka zo zadania, tak potom by dve disjunktné kopy museli mat kazd4 viac
ako polovicu vietkych jablk.
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Uloha é&.12: Nech ABC je trojuholnik a I stred kruznice dori vpisanej. Os vniitorného uhla ABC' pretne priamku
AC v bode P. Dokézte, ze ak |AP| + |AB| = |BC|, tak je trojuholnik API rovnoramenny.

RieSenie: (opravoval Mazo)

C
Uloha sa da vyriesit vypo¢tami s vyuzitim goniometrickych funkcii. Po-
zrieme sa na to vSak radSej geometricky, vedie to ku kratSiemu, prehlad-
nejSiemu a jednoduch$iemu rieSeniu.
Dlzku usecky XY budeme znaéif XY (bez absoltitnej hodnoty). Tvrdenie
zo zadania si trocha zosilnime, budeme dokazovat, Ze trojuholnik API je
rovnoramenny so zakladiiou PI préve vtedy, ked plati BC = BA + AP.
LCahko vieme uréit velkosti uhlov pri osiach uhlov v trojuholniku. Z toho P 7
dostaneme, ze AP = AI prave vtedy, ked o = 27y. (MozZete si povpisovat
uhly do obrazka.)
Podmienka zo zadania hovori ¢osi o stéte dlzok dvoch tseciek, ktoré maja
spolo¢ny krajny bod. NajlepSie sa s takymto stic¢tom pracuje, ak lezia tieto
dve tsecky na priamke. Vezmime preto na polpriamke BA bod R taky, ze
AP = AR. Potom vztah zo zadania zarucuje, ze A

BC =BA+ AP =BA+ AR = BR. R

TakZe trojuholnik CBR je rovnoramenny a priamka BP je v fiom osou uhla. Toto moéZeme aj obratit: ak je
trojuholnik C BR rovnoramenny, tak plati vzfah zo zadania. TakZe ndm ostéva dokéazat, Ze trojuholnik CBR je
rovnoramenny prave vtedy, ked o = 2 (pozri predosly odsek). Tato posledni podmienku najlepsie geometricky
interpretujeme tak, Ze ndjdeme dva uhly s velkostami « a 2, resp. a/2 a ; tieto uhly st rovnaké prave vtedy, ked
plati nasa podmienka.

Trojuholnik PAR je rovnoramenny, preto uhly APR aj ARP maju velkost o/2.> Uhol BRP mé teda velkost /2.
Chceme teda dokazat, Ze trojuholnik CBR je rovnoramenny prave vtedy, ked uhly BRP a BCP maju rovnaka
velkost. A to hned vyplyva z toho, Zze BP je osou uhla CBR.

Vsimnite si, Ze mnoho tvrdeni v geometrii ma tvar ekvivalencie. Dokonca aj tie, ktoré tak nevyzeraja, sa daja
nejakym spdsobom na ekvivalenciu previest. Priklad: mame dokazat, Ze z tvrdeni (a) a (b) vyplyva (c). To sa da
¢asto previest na toto: za predpokladu (a) dokézte, ze (b) a (c) st ekvivalentné. Toto druhé tvrdenie je sice silnejsie,
ale mozno sa lahsie dokazuje. Samozrejme, vSetko treba skiimat v konkrétnej situdcii, ktori méame zadani. Takéto
skimanie moéze ukdzat, kvoli ¢omu st jednotlivé predpoklady v zadani dolezité. Napriklad v situécii popisanej
v tomto odseku si mozno klast takéto otdzky: Nech plati (a) a neplati (b), na ¢om zlyhd platnost tvrdenia (c)?
A naopak, nech zase plati (b) a neplati (a), bude platit (c)?

Iné riesenie:

Konstrukcia bodu R v predoslom rieseni bola $tandardnd (bezne pouzivany trik). Na trocha inej myslienke je
zalozené nasledujice riesenie (podla Josefa Tkadleca).

Najprv si pripomenieme znamy fakt. Majme v kruznici dve tetivy. Tieto dve tetivy maji rovnaka dlzku préve
vtedy, ked im zodpovedajice obvodové uhly maji rovnaka velkost. Z tohto o. i. vyplyva, Ze os uhla ACB pretina
oblik AB kruZnice opisanej trojuholniku ABC' v jeho strede (ten z oblikov AB, ktory neobsahuje bod C).

V zadanej situacii nech S je stred toho oblika AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC| ktory neprechadza bodom
B. Dalej nech Q je obraz bodu A v osovej stimernosti podla osi uhla ABC' (bezny obrat). Podmienka BC' = PA+AB
je ekvivalentna s tym, ze PQ = QC. Stvoruholnik PQCS je tetivovy, lebo tisecku PQ vidno z bodov C a S pod
rovnakym uhlom velkosti v (uhol Q@SB je zo symetrie rovnaky ako ASB). V kruznici opisanej Stvoruholniku PQC'S
mame dve rovnako dlhé tetivy PQ a QC, teda aj im zodpovedajice obvodové uhly musia byt rovnaké. Takze uhol
PSC mé velkost 7. Preto 180° = | CSA| + |[SCBA| = 3y + (3, ¢ize a = 2. A tato rovnost uhlov je ekvivalentnd
s tym, ze uhly API a AIP st rovnaké.

Uloha ¢&.13: Dokazte, Ze pre kladné realne ¢isla a, b, ¢ plati

2+ B 24a?
+ + > 3.
c24+ab  a?2+bec b2+ ca

RieSenie: (opravoval Mazo)
Uvedieme si niekolko réznych rieSeni, aby sa mohli zo vzorového rieSenia poudit aj ti, ktori ilohu vyriesili.

.....

lavej strane stéle vieme dokazat, Ze je asponi 3, mame tlohu vyriesent. Skisime teda tie menovatele zhora odhadnit
tak, aby sa vyrazy zjednodusili. Zrejme ab < (a? + b?)/2, preto staci dokazat nerovnost

a? + b2 b2+ 2 2+ a? >3
224+ a2 +b2  2a2+b24c¢2 224+c2+a?2) T

(1)

LVsimnite si, #e z toho vypljva rovnobeznost priamok PR a IA.
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Této nerovnost sa da zjavnou substittciou = a? atd. zjednodusit. Pozrieme sa vSak na substittciu este lepsiu,
a to takt, ktord zjednodusi o najviac menovatele. Nech teda z = 2a? + b2 + ¢? (analogicky pre y a z), potom

nerovnost (1) mé po uprave tvar
x z z T
(0 (Le2) e (o) o
y T z oy x oz

a je jasné, ze plati (kazd4 zatvorka je asponi 2).

(RieSenie podla Matisa Benku.) Na Tavej strane zadanej nerovnosti je stcet, a sucty sa dobre zdola odhaduju
pomocou AG-nerovnosti. Vysktisame, pretoze ¢itatele zZlomkov vyzeraji byt v stiéte ¢ siéine viicsie ako menovatele.?
Ostéva dokézat nerovnost

(a® + b3 (b + &) (A + a?) > (a® + be) (b + ca)(c® + ab). (2)
Po roznasobeni dostaneme na kazdej strane osem ¢lenov, nejaké sa vykratia, a zvySok
a?b? + b2 + ta? + a?b* + b2t + Pat > atbe + ab*c + abct + P + 3B + Ba®
nejako dorazime. Skisime ostatni nerovnost rozdelit na dve ¢asti a upravit ¢osi na $tvorce. Séitanim nerovnosti
a®b?(a® + b%) + V2P (0 + ) + Pa® (2 +a?) > a®b*(2ab) + b*c*(2bc) + c2a?(2ca),

a*(B® + ) + b (A +a?) + *(a® +b?) > a*(2be) + b*(2ca) + ¢*(2ab)
dostaneme, ¢o chceme (nerovnost ekvivalentnu s (2)).
Iné rieSenie:
Cauchyho nerovnost hovori, ze

(@1 + a3+ +an) Wl T4+ +un) 2 (@ + oape 4o+ Tayn)”.

Preto sa tato nerovnost tiez d& pouzit na dolny odhad stuc¢tu. Navyse mame velkt volnost vo volbe ¢isel x; a ;. V na-
Som pripade skisime zvolit n = 3 a 23 = (a® +b%)/(c? + ab) (analogicky 3, ¥3). Aby sme nedostali vo vyraze z1y;
(na pravej strane Cauchyho nerovnosti) odmocniny, treba zvolit dobré y1, ndm sa hodi y; = /(a2 + b2)(c2 + ab).
Analogicky zvolime yso, y3. Ozna¢me si lavil stranu zadanej nerovnosti L. Z Cauchyho nerovnosti pri popisanych
volbach dostaneme

L-[(a®+b°)(c® +ab) + (b* + *)(a® + bc) + (¢ + a®) (b + ca)] > (a® +b* + 0>+ * + ¢ + a?)>.
Ostéva nam dokézat, ze

(a®> + 0+ 0* + 2 4 2 4 a?)?
(a? +b2)(c? + ab) + (b2 + ¢2)(a? + be) + (2 + a?)(b? + ca) —

To uZ ponechdme snazivému ¢itatelovi, podstatny krok (odstrdnenie menovatela pomocou Cauchyho nerovnosti)
sme predviedli.

Uloha é&. 14: Tri rovnaké odmerky st do troch §tvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné koneénym
poctom prelievani dosiahnut, aby v aspori jednej odmerke vznikla zmes, ktord obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej
kvapaliny. Kvapaliny mozno prelievat, nie vsak vylievat.

RieSenie: (opravoval Ondrac)

Nanestastie sa nikomu nepodarilo pochopit zadanie tak, ako sme mysleli. Preto sme sa rozhodli, Ze dostanete druhi
Sancu. Spresnujuce zadanie najdete ako priklad ¢. 15 v zadaniach druhej série.

kategoria BETA

Por. | Meno Roé. skola ko | kg |56 |7[8|9(10(11|p | s | >
1. Hapak Samuel 4 Gamca BA 9 8 919191919 45 | 45
1. Hojcka Michal 3 GKom PE 7 3 919191919 45 | 45
1. Kubina Filip 4. GPOH DK 8 2 9191971919 45 | 45
1. Starovska Maéria, 4. Gamda BA 11 4 919191919 45 | 45
1. Turekové Katarina 4 GJGT BB 11 | 4 919191919 45 | 45
1. Ujhézi Vladislav 4 GPJS RO 9 8 919191919 45 | 45
7. Fulla Peter 3. SPSSTROJ SNV | 3 0 8391971919 44 | 44
7. Karaskova Natalia 2. Gamca BA 5 018199 919 44 | 44

2Podobne ako v nerovnosti a2 + b2 4 ¢? > ab+ bc+ ca je to vidsinou tak, Ze strana, ktora obsahuje ,,viac zmiesané“ éleny, je mensia.
Presnejsie zachytavaja tato ideu Muirheadova nerovnost a nerovnost preusporiadania (rearrangement inequality). Viac sa o nich mozete
dozvediet na internete alebo od vedicich.

| <
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
7. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 7 0165181919919 41 | 44 |
7. Vendel David 3. GPos KE 7 2 91819131919 44 | 44
11. | Baco Ladislav 2. GPos KE 5 019(19]9]9]|7 43 | 43
11. | Hagara Michal 2. GJH BA 4 019(7]9(6]9]9]0 43 | 43
11. | Kopf Matus 2. GMen OP 4 0|8 919198 43 | 43
11. | Polacko Martin 3. GAlej KE 8 2 91919]7]9|1 43 | 43
11. | Sziladgyiova Adriana 4. GPos KE 6 1 719191919 43 | 43
16. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 1 919191619 42 | 42
16. | Eiben Eduard 3. GPos KE 6 2 71918199 42 | 42
18. | Bachraty Martin 2. GVO ZA 5 017191997 41 | 41
18. | Konecény Jakub 2. Gamca BA 5 0[5|8|8[1]|8]|9]38 41 | 41
18. Peitl Tomas 2. SPMNDG BA | 4 0 [8]19]19|9]|6 41 | 41
18. | Tkadlec Josef 3. GKep CR 3 0 71919719 41 | 41
22. | Jakubik Jozef 4. GKom PE 9 3 919|696 39 | 39
22. | Jursa Jakub 3. GAlej KE 8 2 619|969 39 | 39
22. | Lisc¢insky Miroslav 3. GAlej KE 7 1 319191919 39 | 39
22. | Rostakova Zuzana 2. GMMH LM 4 0 (3[5[(9[9]7]9 39 | 39
26. | Bogéar Jan 2. GLS TN 4 0 |4]8]8 819 37 | 37
27. | Batmendijnova Kristina 3. GTV SL 5 0 |713]|8 919 36 | 36
27. | Benko Matus 4. GJAR PO 4 1 7161959 36 | 36
27. | Vdovi¢enko Martin 4. GPar NR 8 2 9191919 36 | 36
30. | Balaz Miroslav 4. GLS HE 10 | 6 919|819 35| 35
30. | Kocédk Tomas 4. GPos KE 9 5 9191953 35| 35
30. | Komarkova Zuzana 3. Brno CR 4 016121919 9 35 | 35
30. | Melicher¢ik Martin 4. GPar NR 10 | 5 9191819 35| 35
30. | Porembova Alexandra 2. BiG Sucany 4 013|159 919 35 | 35
30. | Riha Samuel 3. Brno CR 4 2 619 91912 35 | 35
36. | Haas Emil 3. Gamca BA 7 1 819 918 34 | 34
36. | Hujer Peter 3. GPar NR 4 071419915 34 | 34
36. | Kocisky Toméas 4. Gamca BA 7 3 919|719 34| 34
36. | Matejovicova Lenka 3. GJH BA 9 4 91919710 34| 34
36. | Novak Vladimir 4. GPos KE 6 1 5181984 34 | 34
41. | Majdis Mojmir 2. GPOH DK 4 01699 9 33 | 33
41. | Petrucha Michal 3. GMet BA 7 2 919 619 33 | 33
41. | Popovi¢ Viktor 2. GJAR PO 5 1 719 819 33 | 33
41. | Rizman Tomés 3. GVar ZA 6 1 11919159 33 | 33
41. | Spisiak Michal 3. Gamca BA 6 4 9 61919 33 | 33
46. | Simanova Lucia 4. Gamca BA 8 2 919|752 32 | 32
46. | Sladek Filip 2. GAB NO 2 019 9 6|38 32 | 32
46. | Tonhauserova Ivana 2. GPar NR 4 0197|1719 32 | 32
49. | Herencsar Albert 3. Gmad GA 6 1 4191919 31 | 31
49. | Jurikova Katarina 4. GJGT BB 8 2 4191919 31| 31
49. | Kukliova Nina 3. GMet BA 7 1 41919]910 31|31
49. | Kuzma Tomas 3. GAlej KE 8 2 9191419 31| 31
53. | Fekia¢ Jozef 3. Gamca BA 6 1 619 916 30 | 30
53. | Kory Jakub 4. GJAR PO 4 1 519 719 30 | 30
55. | Rigdova Emilia 2. GKuk PP 4 0338 619 29 | 29
56. | Styrakova Kamila 2. GPOH DK 4 07(13]9 9 28 | 28
57. | Rudolfova Barbora 2. GMet BA 4 01938 7 27 | 27
57. | Ziman Michal 2. GBST LC 4 0 |8]2 11719 27 | 27
59. | Jagos Lubomir 2. GVO ZA 5 0 |6]4]8 8 26 | 26
60. | Forméanek Michal 3. SPMNDG BA | 5 1 518363 25 | 25
60. | Mitro Juraj 2. GJAR PO 3 0 [3|1]5 8|8 25 | 25
62. | Melo Matej 3. GsvFA ZA 5 0 |6|4]|8|1]|5 24 | 24
63. | Baranova Jana 2. GAlej KE 3 0[5 |5 |7 6 23 | 23
64. | Kieferova Maria 3. GsvFA ZA 4 017128 5 22 | 22
64. | Strbka David 4. Gamca BA 6 1 41919 22 | 22
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Por. | Meno Roé¢ gkola ko, | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
66. | Kobza Vladimir 4 GJGT BB | 7 | 1 30909 21 | 21 |
67. | Bendova Lenka 3. GJH BA 5 0 1169 |4 20 | 20
67. | Floridnova Michaela 2. Gamda BA 5 0 |5|3]|8 4 20 | 20
67. | Kotry Luk&s 2. GPar NR 4 01197 4 20 | 20
67. | Leskovd Andrea 2. G Lipany 4 0|72 71410 20 | 20
71. Minarik Marian 4. GPar NR 6 1 9 6|4 19 | 19
72. | Coculova Zuzana 2. GPos KE 5 0 [1(2]|8|1]|6 0 18 | 18
72. | Huddk Adam 2. GMRS KE 4 0 510 51810 18 | 18
72. | Hudec Vladimir 3. GVar ZA 6 1 |7]118|9 18 | 18
75. | Holl4 Barbora 3. SPMNDG BA | 5 0 3|8 6 17 | 17
76. | Paulovsky Michal 4. Gamca BA 8 2 31410 9 16 | 16
76. | Zivédkova Andrea 4. GJGT BB 5 0 2|8 6 16 | 16
78. | Kotrlova Katarina 3. GVPT MT 5 0|51 118 15 | 15
79. | Kobolkova Petra 3. GVPT MT 4 013|213 3 11 | 11
80. | Hozza Jan 1. GJH BA 1 0 910 9 9
80. | Kiemenova Lucie 2. GMet BA 4 0 4 0|5/01]0 919
82. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 3 061 0 77
83. | Plavala Martin 1. GMet BA 1 0 410 21010 6 6
83. | Vrbovska Maria 4. GJGT BB 6 0 6 6 6
83. | Zubnarova Katarina 4. GJGT BB 5 0 2 4 6 6
86. | Slovik Lukéas 4. GJGT BB 5 0 5 5 5
87. | Kapustova Katarina 3. GJGT BB 4 0 3 1 4 | 4
87. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 0 410 4 | 4
89. Banasova Barbora 3. GLS TN 3 010|310 0|0 3 3
90. | Alberty Roman 4. GJGT BB 5 0 2 2 2
90. | Séaskova Jana 3. GLS TN 3 0(0]2]0 00 2 2
92. | Pazicky Martin 3. GJH BA 3 0 011 1 1
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro. skola ko, [1/2(34|5|6|7 >

1. Hajdinova Katarina 1. GJH BA 1 1919198 7 42

2. Le Tuan Anh 1. Gamca BA 2 91819 |71]2]8 41

2. Szabados Viktor 1. Gamca BA 2 91886719 41

2. Vecerik Matej 1. SPMNDGBA | 1 [9|9]|7]8 51 8 41

2. Sormanova Maria 1. SPMNDGBA | 1 |99 |78 8 41

6. Bencéik Stefan 1. SPMNDGBA | 1 [7]81]9 619 39

6. Buchman Marek 1. SPMNDGBA | 1 [9]81]9 518 39

6. Guric¢an Pavol 1. Gamca BA 2 919 |5|8|5]8 39

6. Masar Juraj 1. GBil BA 11919195 7 39

6. Palenik Juraj 1. SPMNDGBA | 1 |[9[|9][8]7 2|6 39

11. | Csiba Dominik 1. SPMNDGBA | 1 [ 8938 51 8 38

12. | Mojzisova Hana 1. GJH BA 1 [8[1919]|8 3 37

13. | Kozdk Andrej 1. Gamca BA 2 917|8 319 36

14. | Hlavatd Martina 1. Gamda BA 2 919|822 30

15. | Korinkova Marta 2. Gamdca BA 3 9|8 316 26

16. | Kubincova Petra 1. SPMNDGBA | 1 [ 7[99 25

16. | Machac¢ Juraj 1. GJH BA 1 162 4|7 2|6 25

18. | Molnarova Karina 1. GJH BA 1 719511 2 24

18. | Phuong Mariana 1. GJH BA 1 8|35 |6]2]|1 24

20. | Kovacova Marta 1. GJH BA 1 16[912|0 313 23

20. | Sabadovi¢ova Linda 1. GJH BA 1 18315 7 23

22. | Hlavaty Matej 1. SPMNDGBA | 1 [ 7|38 2|2 22

23. | Mackova Lucia 1. GJH BA 1 |6]3|8]|4 21

23. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 3 915]6]1 21

25. | Standiakova Katarina | 2. GJH BA 2 2|8 126 19

26. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 2 9 2 11
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Por. | Meno Ro. skola ko, [1/2|3]4|5 TIp| >
27. | Plavala Martin | 1. | GMet BA | 1 0 1
28. | Hozza Jan 1. GJH BA 1 0
28. | Pazicky Martin | 3. GJH BA 3 0 0
28. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 0

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola ko |1]12(|3|4|5|6|7 >

1. Kova¢ Ondrej 1. GCMNR | 1 | 8|8 |5 (8|6]|6]|7 37

2. Jakubik Jan 1. SPSe PN 1 161998 2 34

2. Uher Brian 2. GPar NR 3 9|7|16]6]|6 34

4. Kohttova Petra 2. GJF Sala 2 918|815 3 33

5. Dizovéa Andrea 1. GKomPE | 1 |[6]6|9]38 3 32

6. Bogérova Zuzana 1. GLS TN 1 19195 213 28

7. Magyarova Eva 1. GPar NR | 2 919 513 26

8. Cellar Matis 2. GPar NR | 3 919 7 25

9. Kutnar Marek 2. GPar NR | 3 518|516 24

10. | Bédiova Zuzana 1. GPar NR | 2 919 3|2 23
10. | ri Viktor . | GLJISKN [ 1 [7]6]5 312 23
12. | Strbova Sylvia 1. | GParNR | 2 219137 22
13. | Tomasovi¢ Juraj 2. GPdC PN | 3 718 2|1 18
14. | Jancovicova Adela | 1. GPar NR | 2 31413 2 12
15. | Banasova Barbora | 3. GLS TN 3 0[3]0 3
16. | Séaskova Jana 3. GLS TN 3 0(2]0 2
kategéria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko, |1]2|3]|4 6|7 |p|>
1. Je¢men Matej 1. GVar ZA 1 91918 8 41
1. Sladek Filip 2. GAB NO 2 9(181|6 9 41
3. Bardy Pavol 1. GVO ZA 1 18199 215 33
4. Bohinikova Alzbeta 1. GVar ZA 1 7198 313 32
5. Anderle Michal 1. GBST LC 1 1919110 216 31
5. Jackulikova Simona | 3. | BiG Sucany | 3 918 2|6 31
7. Santer Jakub 1. GMH Trs 11719191 3 29
8. Bachanova Emilia 3. | BiG SuCany | 3 8|8 7 27
9. Miuthova Denisa 1. GbTR ZA 1 | 71348 4 26
10. | Kubinova Maria 1. GPOHDK | 1 | 7|88 2 25
11. | Majerova Karolina 1. GJCh BR 1 1913142 3 21
11. | Sabaka Peter 1. GJCh BR 1 16[3]|3]|4 215 21
13. | Dubnic¢kova Jana 1. GSkol PB 1 121913|0 213 19
14. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 2 71018 210 17
14. | Sestak Martin 2. GSkol PB 2 71018 210 17
16. | Bacinska Lenka 2. GSkol PB 3 919 2 11
17. | Fodorova Jana 1. GJGT BB 2 8 2 10
18. | Vozar Miroslav 1. SOU Zar 1 14141110 9
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola k,|1|/2|3|4|5|6|7 >

1. Midlik Adam 1. | GJARPO | 1 919|189 9 44

2. Kocak Jakub 1. GLS HE 119 915 514 32

3. Leskova Katarina | 2. GLipany | 2 | 8|9]9 |5 3 26

4. Baranova Jana 2. GAlej KE | 3 515 |7 17
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Por. | Meno Ro. skola ko, 11234 |5|6|7|p]|>
5. Gorcsosova Andrea | 2. GAlej KE | 3 5 3 11
6. Mitro Juraj 2. | GJARPO | 3 31115 9

Vysledkova listina

kategoria GAMA

Por. | Meno Roé skola 10 (|11 (12|13 |14 | p | >
1. Balaz Miroslav 4. GLS HE 9 7 16
2. Benko Matuas 4. GJAR PO 9 7 7| X 23
3. Fulla Peter 3. SPSSTROJ SNV | 9 9 7 25
4. Hagara Michal 2. GJH BA 9 0 0 0| X 9
5. Hapék Samuel 4. Gamca BA 9 9 7 7| X 32
6. Hozza Jén 1. GJH BA 9 0 5 1 | X 15
7. Kocék Tomés 4. GPos KE 5 3 7 7 22
8. Konecny Jakub 2. Gamca BA 9 8 0 2 | X 19
9. Kopf Matus 2. GMen OP 8 7 15
10. | Kubina Filip 4. GPOH DK 9 9 1 | X 19
11. | Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 9 9 7 6 31
12. | Nozicka Karel 1. Praha CR 7 7 14
13. | Tkadlec Josef 3. GKep CR 7 7 23
14. | Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RO 919|717 32
15. | Vavrik Boris 1. GJH BA 4 0 0 1 X 5




