Koreépondenény Matematicky Seminér

Vzorové riesenia 2. série zimnej ¢asti 2007/2008

Uloha é&. 1: Trojuholnik ABC' je rozdeleny na dva trojuholniky ADC a BCD, ktoré st rovnoramenné a maji
rovnaky obsah. Velkost uhla ADC' je 100°. Ak4 je velkost uhla ABC'?

RieSenie: (opravovala Kaja a Ika)

Uloha by bola lahsia, keby sme vedeli, ktoré strany v rovnoramennych trojuholnikoch ADC a BC D st ramené. Zial,
jediné ¢o sme sa zo zadania dozvedeli je, Ze velkost uhla ADC je 100° a Ze spominané trojuholniky maji rovnaky
obsah. Skuisme z toho zistit, ktoré strany st ramend. Ststredme sa teraz na trojuholnik ADC. Ak by bol uhol ADC
pri zékladni, musel by byt v tomto trojuholniku este jeden tak isto velky uhol. Toto ale nemoze nastat, pretoze stcet
vnutornych uhlov trojuholnika je 180° a my by sme uz s¢itanim dvoch uhlov dosiali 200°. Preto uhol ADC' nemoéze
lezat pri zékladni, ¢ize to musi byt uhol zvierany ramenami. TakZe uz vieme, Ze ramend v trojuholniku ADC s
AD a DC'. Z velkosti uhla ADC' este vieme vypoéitat velkost uhla CDB (|[4CDB| = 180° — |4 ADC| = 80°).
Stale nevieme, kde sa nachidza zdkladnia v trojuholniku BCD. Tak skiuisme zistif, ¢o sa skryva za tym, Ze naSe
dva trojuholniky maji rovnaké obsahy. Obsah trojuholnika vieme vyratat ako polovicu zo sGéinu strany a na 1iu
kolmej vysky. V8imnime si naSe trojuholniky ADC a DBC. Vyska z vrchola C' na stranu AB v povodnom
trojuholniku je aj vyskou z vrchola C' na strany AD a DB (zamyslite sa prec¢o). Ozna¢me tato vysku v. Kedze
ADC a DBC majt rovnaké obsahy, plati v-|AD|/2 = v - |DB|/2. Upravou tejto rovnice zistime, ze |AD| = |DB|.
Z predchadzajucich dvah uz vieme, ze |AD| = |DC|. Preto plati aj |DB| = |DC|. Takze uz vieme, ze DB a DC
st ramenami trojuholnika DBC'. Pozname aj velkost uhla C'DB. Teraz uz lahko dopodéitame velkost uhla ABC.
Plati | ABC| = (180° — | CDB|)/2 = (180° — 80°)/2 = 50°.

Uloha &.2: Na zemi je nakreslens nekonecna sStvorcekova siet, pricom na jednom z poli¢ok stoji kocka, ktorej
stena je rovnako velkd ako toto policko. Kocka je celd Cierna, len vrchnti stenu mé natretii nabielo. Kocku zacneme
kotulat po Sachovnici a chceme, aby sa vratila na pévodné miesto tak, Ze biela stena bude naspodku. Vieme to
dosiahnut presne po 2008 krokoch? A ¢o tak po 2007 krokoch?

RieSenie: (opravoval ZuzkaC)

a) Na sktSanie, ¢i to ide, je 2008 dost velké ¢éislo. Poktisme sa teda ndjst Zelané rieSenie pozostavajice z mensieho
poctu krokov a vysledné 2008-krokové riesenie ziskatf jeho Sikovnym prerobenim. Hned na zaciatok je velmi dobré
si uvedomit, ze ak kocku odkottlame v niektorom smere a potom ju jednoducho prikottlame naspif v opacnom
smere, vyslednd pozicia bielej steny bude rovnaka ako na zaciatku. Takto vieme urobif Tubovolny parny pocet
krokov bez toho, aby sme zmenili vyslednt poziciu bielej steny. (Parny preto, lebo ak odkotilame kocku v jednom
smere o k krokov, budeme potrebovat presne k krokov na to, aby sme sa vratili spét. Spolu je to 2k krokov.)
Preco je toto zistenie také uzitoéné? Totiz ak sa ndm podari najst nejaky spdsob, ako dostat kocku do Zelanej
pozicie po malom parnom pocte krokov, mozeme potom doplnit zvysSné kroky prave takto — odkotulame kocku
v jednom smere a prikotifame ju spif. Biela stena ostane na spodnej strane kocky a my budeme mat za sebou 2008
krokov. Na najdenie konkrétnych fahov, ako dostat kocku do poZadovanej pozicie staci chvilka sktSania. Jednou
z moznosti, ako dostat bielu stenu na spodnt stranu kocky, je kotulat kocku postupne po polickach 1,2,3,4,5,6,1
(pozri obrazok).

Takto sme urobili Sest krokov. Zvysnych 2002 urobime tak, Ze odkotulame kocku
0 1001 polic¢ok v lubovolnom smere a potom ju prikottlame spét. Samozrejme, existuje
vela inych moznosti, ako dosiahnuf Zelany vysledok po 2008 krokoch. Na to, aby sme
3 4 ukézali, Ze sa to d4, nam ale plne stac¢i najst jeden sposob, ako to ide. A ten sme prave
nasli :). Viaceri z vés si vsimli, Ze 2008 je delitelné dsmimi a zalozili svoje rieSenie
na tom, Ze nasli spésob, ako dostat bielu stenu nadol po 6smich krokoch. Tento postup
potom opakovali 251 —krat. Toto riesenie je spravne, no zaroven trochu zradné. Treba
si pri iom totiz uvedomit jednu dolezitt vec. Ak néjdeme postup, ako z pévodného
1 6 postavenia kocky (biela stena navrchu) prist k vyslednému postaveniu (biela stena
dole), znamen4 to, Ze sme nasli postup, ako dostat hornt stenu nadol. Co sa stane, ak
tento postup zopakujeme druhykrat? Cierna stena, ktora je teraz navrchu, sa dostane
nadol, a biela stena sa dostane naspif hore. TakZze tymto postupom nevieme dostaft
bielu stenu nadol pri kazdom pocte krokov, ktory by bol nasobkom éisla osem, no
musi to byt neparny nésobok. Plati 2008 = 8 - 251 a 251 je neparne ¢islo. V nasom pripade to teda funguje.

b) Uz v prvej Casti tlohy sme trochu nacrtli rieSenie druhej ¢asti. Uvazovali sme totiz, ze kolko krokov prejdeme
v jednom smere, tolko krokov musime prejst aj v opacnom smere, ak sa chceme vratit spitf. To plati, ak sa
pohybujeme dopredu a dozadu, ale aj doprava alebo dolava. Preto celkovy pocet krokov, ktoré musime urobit, aby
sme sa vobec mohli vratif na pévodné miesto, musi byt parny. Cislo 2007 je neparne a tak nedokaZeme kocku ani
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len dokotulat na pévodné miesto po takomto pocte krokov. To znamen4d, Ze ju tam nevieme dokotulat ani bielou
stenou nadol. Iny dékaz dostaneme pomocou ofarbenia Stvoréekovanej siete. Sktisme ofarbif nasu siet rovnako ako
je ofarbend Sachovnica. Co sa stane v kazdom kroku? Bez ohladu na to, ktorym smerom sa pohneme, kocka bude
stat na policku inej farby ako predtym. Ak teda na zaciatku stla na bielom policku, po kazdom neparnom kroku
bude stat na ¢iernom policku a naopak, po kazdom parnom kroku bude na bielom policku. Po 2007 krokoch tak
bude kocka na ¢iernom policku. To znamend, ze nemoze byt na svojej povodnej pozicii. A to je vSetko :).

Uloha ¢&.3: Ondraé¢ od svojho pobytu v Ostrave nema pizzu Quattro Formaggi velmi v laske. Povedal si vsak,
Ze jej dé este sancu. Na celii si ale netriifa, zobral preto so sebou aj Skrecka, ktory vidy rad poméze. Aby to
nekomplikovali, rozhodli sa, Ze pizzu rozdelia dvoma priamymi na seba kolmymi rezmi, z ktorych ziaden neprechadza
stredom, na $tyri casti a kazdy si vezme dva protilahlé kiuisky. Skrecok si vybral tie dva, z ktorych jeden obsahoval
stred pizze. Dokazte, Ze ziskal vicsiu Cast pizze.

Riesenie: (opravovali Lucy a Hanka)

Po precitani zadania sa nam zac¢ni zbiehaf slinky na pizzu, ale vydrzime to a miesto napchévania sa si vezmeme
papier, ceruzku a nakreslime si velky obrdzok. (Ako v kazdej geometrickej tlohe, ze?) Tak a teraz sa skisime
zamysliet, ako vlastne v tomto priklade méZeme postupovat. Chceme ukézat, ze obsah jedného ,zvldstneho“ Gtvaru
je viicsi ako obsah druhého zvlastneho ttvaru. Co s tym? Mozeme napriklad skisit nejakym sikovnym spdsobom
vyjadrif obsah Ondracovej a Skreckovej pizze tak, aby sme ich potom vedeli porovnat. Dalsou dobrou myslienkou

.....

z P Prvé riesenie: Ako vidime na obrazku, nakreslili sme si pizzu a rozdelili sme
ju dvomi kolmymi rezmi p a q. Mame teda sStyri kiisky pizze. Vieme, zZe keby
tieto rezy viedli stredom, boli by tie Casti rovnaké. Tak si tam tie rezy stredom
nakreslime rovnobeZne s uZz existujicimi (rezy z a v) a podme skusit nejako
vyjadrit obsahy povodnych ktskov. Oznaéme v pravej hornej Stvrtine obsahy
kaskov pismenami A, B, C' a D. Spolu davaju prave jednu Stvrtinu pizze, takze
hned vieme napisat aj obsah lavej dolnej Stvrtiny, ktory bude A + B + C + D.
O kiisku v lavom hornom rohu vieme povedat, Ze jeho obsah je A + C. Preco?
Lebo rez z deli pizzu na dve polovice a rez ¢ je na z kolmy, a teda rez z deli na dve
polovice aj ¢ast pizze nad rezom q. Podobne to plati pre zvysné tri kusky, ktoré
sme eSte nepopisali. Tak a teraz uz len zratat, kto dostal kolko pizze. Skrecok
dostal dva protilahlé kusky, z ktorych jeden obsahoval stred pizze. V nasom
pripade teda pravi hornt a lavi dolnt ¢ast, ¢o bolo spolu
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A+(D+B)+D+(C+D)+(A+B+C+D)=2A+2B+2C+4D.

Ondra¢ dostal (C+ A) +C + (A+ B)+ B = 2A+ 2B +2C. Z toho hned vidime, Ze Skrecok dostal o 4D pizze viac
ako Ondrac.

L Druhé rieSenie: Sktisme pizzu rozdelent na $tyri ¢asti dvomi kolmymi rezmi ne-
prechédzajicimi stredom rozdelif eSte inak. Takym spdsobom, aby sme v oboch
f o »zvlastnych* atvaroch nasli rovnaké casti. Kedze kruh je stredovo aj osovo si-
merny (a to podla kazdého priemeru), ¢o tak nakreslit obrazy rezov p a g v stre-
¢ dovej stmernosti so stredom S? Potom sa najmensi kisok A bude nachadzat
B 5 v Styroch ,képidch®, kisky B a C v dvoch a ktsok D bude ,sém“. Ked si
¢ vSimneme, kisok D bude prave ta ¢ast pizze, o ktort dostane Skrecok viac.

| . (Premyslite si preco.)
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» Tretie rieSenie: Uz sme viackrat spomenuli, Ze keby sme oba rezy viedli cez stred,
boli by obsahy Ondracovho a Skreckovho kiiska pizze rovnaké. Tiez viak plati,
ze ked len jeden rez pojde stredom, budii oba ttvary mat opét rovnaky obsah.
Co sa teraz stane ak vedil oba rezy mimo stred pizze? Akoby sme k Skreckovej

¢ pizzi pridali kiisok B a odobrali od neho kusok A. KedZe v8ak obsah B je
viaesi ako obsah A, bude mat Skrecok viac ako mal predtym. No a predtym
mali s Ondrac¢om rovnako vela, takZe teraz bude mat urcite viac. (Premyslite si
preco.)

Komentar: Chceli by sme este upozornit na fakt, Ze nech si predstavime rezy cez
pizzu akokolvek, vzdy ju vieme otodif alebo preklopit tak, aby vyzerala ako t4
na nagSom obréazku. Takuto ivahu je fajn na zacdiatku spomentt, napriek tomu, ze
moze zniet Gplne samozrejme. Este dolezitejsie je si ju takto vediet sformulovat,
pretoze mozu prist priklady, v ktorych bude treba urobit podobnt, len trosku zloZitejSiu, a pomocou nej dany
priklad zasadnym spésobom zjednodusime. Inak sme celkom spokojné, ako ste sa s tymto prikladom popasovali :).
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Uloha é&. 4: Stvorciferné ¢&islo n, ktoré neobsahuje vo svojom zapise v desiatkovej stistave &islicu 9, je druhou

.....

¢isla. Néjdite vSetky Stvorciferné ¢isla s touto vlastnostou.

Riesenie: (opravovali Kubman a Ajka)

Vo vasich rieSeniach sa vyskytli viaceré pristupy k tejto tlohe. UkdZeme si jedno zrozumitelné rieSenie a druhé
naznacime.

KaZzd cifru naseho $tvorciferného ¢isla n zvic¢sSujeme o jedna, ¢o je to isté, ako by sme k nemu pripocitali jednu
stvorciferné ¢&islo m, Ze n aj n + 1111 st druhé mocniny. Predstavme si, Ze sme také n nasli a ozna¢me n = 32
an+ 1111 = 22, kde z a y s prirodzené ¢&isla. Cize vieme, Ze rozdiel mocnin z2 a y? je 1111. NapiSme si rovnicu
a upravme rozdiel Stvorcov na sucin:

2 —y? = 1111,
(z—y)(x+y) = 1111.

Ked%e sa pohybujeme v prirodzenych ¢islach, tak (z +y) > (x —y). Cislo 1111 sa d4 ako st¢in dvoch prirodzenych
¢isel napisat iba dvoma sposobmi, a to 1-1111 a 11 - 101. (Rozmyslite si preco.) Preto mame dve moznosti.
Prvou je pripad (z +y) = 1111 a (z — y) = 1. RieSenim tejto ststavy je x = 556 a y = 555. Vypocitanim
5562 — 5552 = 1111 zistujeme, Ze rozdiel tychto ¢isel ma pozadovani vlastnost, ale &islo 5552 zdaleka nie je
Stvorciferné. Zostava ndm druhd moznost: (z +y) = 101 a (z —y) = 11. RieSenim tejto ststavy je y = 45 a x = 56.
Plati 562 — 452 = 3135 — 2025 = 1111. Preto n = 452 = 2025 naozaj vyhovuje podmienkam a je jediné, lebo sme
preverili vSetky moZnosti. (Splnili sme aj podmienku, Ze kazda cifra je mensia ako 9.)

.....

k(n + k) = 1111. Dalej postupujeme podobne ako v uvedenom rieseni.

Komentéar: Vela z vés riesilo lohu vypisanim a testovanim vSetkych stvorcifernych mocnin, ¢o tiez vedie k vysledku,
ale nie idedlnou cestou. Okrem toho sa neda pouzit pre podobné priklady, v ktorych vystupuju viac-ciferné ¢isla,
zatial ¢o uvedené postupy 4no. A este jeden problém — skiste si uvedomit, Ze skontrolovat takéto riesenie! je tipine
rovnako tazké ako napisat ho. A to zrejme nie je privelmi ziadana vlastnost matematického dokazu. Prosim, snazte
sa rieSit priklady matematicky a nie drevorubadsky (vytrvald a usilovna préca je fajn, no Gasto existuje aj rychle
a jednoduché riesenie).

Uloha é&.5: Nech r je polomer kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' a h je vyska na preponu AB.
Tato vyska deli trojuholnik ABC' na dva mensie trojuholniky. Nech r1 a r9 si polomery kruznic vpisanych tymto
trojuholnikom. Dokazte, ze plati

a) ri+ro+r=h,

b) 72 +r3 =r2

RieSenie: (opravovali Kika a Miki)

a) Ozna¢me S stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC a K, L, M po-
stupne body, v ktorych sa tato kruznica dotyka stran ¢, a, b. Uhly v $tvoru-
holniku M SLC st pravé a |SM| = |SL| = r, ¢o znamena, Ze je to Stvorec.
Vsimnime si, ze priamky BK a BL st doty¢nice ku kruznici z bodu B,
a preto musia byt dizky tse¢iek BK a BL rovnaké (rozmyslite si to). Teda

|BK| = |BL| = a — r. Podobnt tvahu mo6zme spravit aj pri vrchole A,
¢im dostaneme |AM| = |AK| = b — r. Tiez vieme, ze |AK| + |BK| = ¢,
A b—r M a—r B ¢ize a —r +b—r = c. Z toho vyjadrime r len pomocou stran pravouhlého

trojuholnika: r = (a + b — ¢)/2.

Dalej v trojuholniku ABC nazvime P pitu vysky na stranu AB a ozna¢me
|AP| = z a |PB| = y. Trojuholniky ABC, ACP a CBP st navzajom po-
dobné, lebo maji rovnaké uhly (jednoducho si to dopocitajte). Pre vypodet
polomeru ich vpisanych kruZznic méZzeme pouZit ten vzorec, ktory sme od-
vodili pre trojuholnik ABC': stcet odvesien minus prepona a to celé deleno
dvoma. Dostaneme 1 = (x +h —b)/2 are = (y+h —a)/2. A sme doma,
pretoze teraz v+ 11 +re =(a+b—¢)/2+ (x+h—0)/24+ (y+h—a)/2= ,
(2h + 2 4+ y — ¢)/2 = h, ¢o sme potrebovali dokdzat. A r p Y B

b) KedZe trojuholniky ABC, CBP a ACP st podobné, ich strany a polomery st v rovnakom pomere. Matematicky

zapisané ¢/r = a/ry = b/r1 = k € R. Potom ¢ = kr, a = kry a b = kry. Z Pytagorovej vety vieme, ze a? + b* = 2.

Po dosadeni k?r3+k%r? = k2r2. Po vykrateni k? ndm zase ostane to, ¢o sme chceli dokazat, teda rovnst r24r2 = 2.

.....

riesit viacerymi spésobmi. Zvl4st ocefiujeme niektoré trikové (porovnanie obsahov kruznic alebo vyuzitie kosinusu
a sinusu).

Irespektive uverit mu
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Uloha &. 6: Kazdé prirodzené é&islo je zafarbené bud ervenou alebo zelenou farbou tak, e st splnené nasledujiice
podmienky:

1. Stcet troch ervenych (nie nutne roéznych) ¢isel je vzdy Servené ¢islo.
2. Sucet troch zelenych (nie nutne réznych) ¢isel je vzdy zelené éislo.
3. Aspoii jedno cislo je zelené a aspori jedno cislo je cervené.

Niéjdite vsetky ofarbenia, ktoré spliiajii tieto podmienky.

RieSenie: (opravoval Mito)

KIicovym pozorovanim pri rieSeni tejto tlohy je, Ze zafarbenie nejakého éisla (Gisel) ,vynucuje* zafarbenie inych
¢isel. Napriklad, ak ¢islo u zafarbime Gervenou, tak aj u + v + v = 3u a v + u + 3u = 5u musia byt ¢ervené. Ak
teda chceme zafarbif vSetky ¢isla, mohli by sme postupovat aj tak, ze sktisime zafarbif ¢o najmenej cisel, ktoré
nam vynitia zafarbenie vietkych ostatnych. Idedlne by bolo, keby toto vynttené zafarbenie spliialo podmienky
zo zadania. Dajme sa teda do toho.

Zafarbime &islo jedna ¢ervenou? farbou. Pozrime sa teraz na to, ktoré iné &isla sme eSte (nepriamo) zafarbili.
Napriklad 3 = 1+ 1 + 1 tiez musi byt éervené, podobne 5 =1+ 1+3 a7 =1+ 1+ 5. Asi nds napadne, Ze sme
zafarbili vSetky neparne prirodzené ¢&isla, skisme to dokézat. Ak mame zafarbent jednotku a éislo 2b — 1, méme
zafarbené aj ¢islo 1 + 1+ (20 — 1) = 2b + 1. Takze sme naozaj zafarbili vSetky neparne ¢isla. Treba este dokazat,
Ze sme nezafarbili ziadne iné — to ale nie je fazké. Totiz stidet troch neparnych &isel je opét neparne éislo. Podme
dalej.

Cislo dva sme este nezafarbili a podla zadania zafarbené byt musi. Ak by sme ho zafarbili éervenou farbou, muselo
by byt ¢ervené aj ¢islo 1+ 142 = 4. Podobne ako v predchddzajiicom odstavci by sme vedeli dokazat, Ze by cervené
boli aj vSetky ostatné parne ¢isla. KedZe ale aspori jedno ¢islo musi byt zelené, musi byt zelené aj ¢islo dva.

Aké ¢isla sa stant zelenymi kvoli dvojke? Vyuzijeme osvedceny postup a zistujeme, Ze to st 2 + 2 + 2 = 6, dalej
242+ 6 =10 a postupne 14, 18,... Dokazme, ze zafarbime prave vSetky takéto éisla; potrebujeme si vS§imnit, Ze
medzi nimi nie je ziadne delitelné stvorkou. NavySe st vSetky tieto ¢isla parne, takZze maja tvar 4k + 2 pre nejaké
vhodné k. Stcet troch takychto Cisel je ale opét tvaru 41+ 2 pre nejaké | (dokazte to). TakZe sme naozaj nezafarbili
Ziadne ¢islo delitelné éislom Styri.

Akt farbu moZze mat Stvorka? Keby bola Cervend, aj ¢éislo 1+ 1+ 4 = 6 by muselo byt ¢ervené. To uz ale je zelené,
takze to asi nepdjde. Ak bude zelend, buda aj vSetky ostatné ¢isla delitelné ¢islom Styri zelené. (Dokézte to —
zapiSte vSetky takéto ¢isla ako stucet zelenych ¢isel.) TakZze méame Gervené neparne ¢isla a zelené parne ¢isla; pritom
to je jediny sposob, ako ¢isla zafarbif. Treba eSte overit, ¢i je toto zafarbenie korektné, t.j. ¢i ziadne ¢islo nemé
dve farby. (Splnenie ostatnych podmienok zo zadania sme uz dokézali.) Vieme uz, ze sudet ¢ervenych éisel je opét
Cervené Cislo, pre zelené to plati v podstate rovnako. Zelené sii parne a sucet troch parnych ¢isel je parne cislo.
Prehrali sme.

Komentér: Ak sa dve zafarbenia liSia iba v tom, ktora farba je ktord, povazujeme ich (v tomto rieSeni) za rovnaké,
pretoZe jedno vieme ziskat z druhého vymenou farieb.

Uloha é&.7: Dada mé kriizok a na tiom n kliiéov (n > 3). Ked ho vyberie z vrecka, nevie, ¢i sa jej nahodou
nepootodil alebo neobrétil. Jediny spésob, ako rozlisit klice, je zafarbit ich (kazdy kli¢ dostane jednu farbu). Aky
je najmensi mozny pocet farieb, ktoré Dada potrebuje?

RieSenie: (opravovali OndroM a Bebe)

Je jasné, ze na ofarbenie kltcov nestaéi jedna farba. Skisme klice ofarbit dvoma farbami, ¢iernou (C) a bielou
(B). Ak chceme rozlisit kluce, potrebujeme vediet jednoznac¢ne uréit kazdy kla¢. Ako to urobit? Skisme pomocou
farieb vyznadit nejaky klG¢ na zvizku tak, aby sme presne vedeli, ktory to je. V nasledovnych Gvahiach budeme
mat problémy s malymi n, preto predpokladajme n > 5. Zoberme jeden klG¢ a ofarbime ho na bielo. Rozlisme
ho od ostatnych tak, ze klucde, ktoré st vedla neho, zafarbime na ¢ierno. Zvysné klu¢e mozeme ofarbif na bielo.
Teraz vieme nas kIaé medzi ostatnymi vzdy rozlisit. V tomto zvizku mame ale mensi problém. Neviem rozligit nase
dva susedné ¢ierne a taktiez niektoré biele (premyslite si to). Teda ak obratime cely zviizok, dostaneme rovnaké
rozostavenie klicov. A toto sa nemdze stat. Ale ako ich teraz rozoznat? Vyuzime nas biely k¢, o ktorom vieme,
kde je. Pridajme z jeho jednej strany este jeden ¢ierny klG¢ (to znamen4 ze bude vedla seba C BCC). Co sa tymto
zmenilo? Co sa pokazilo? N4§ vyznaceny k¢ zostane vyznaceny, lebo iny biely kIti¢ neméa oboch susedov &iernych.
Avsak 7z jednej strany bude mat dvoch ¢ierny susedov. Teraz ked Dada vytiahne zvizok, tak mé4 na nom uréeny
spevny“ biely kIté¢ (jediny biely obklopeny dvoma ¢iernymi; uvedomte si, Ze tu vyuzivame n > 5) a akysi smer.
Smer je uréeny dvoma Ciernymi susedmi. No teraz sme uz vyrie§ili aj problém s bielymi klG¢mi. Vieme totizto
o kazdom povedat, aké je jeho poradie vzhladom na biely kIu¢ a dva Cierne, a teda ktory klaé je ktory.

Problém nastane pri n < 5. V pripade n = 5 éierne klice z druhej strany ohrani¢uja iba jeden biely klaé¢ (zvézok
vyzerd takto: CBCCB). Takze dva biele klic¢e nevieme rozlisit. Podobne aj pri n = 4 a n = 3 méme problém
s oznacenim jedného klica a uréenim smeru. Zrejme v tychto zvysnych pripadoch musime pouZit aj tretiu farbu.
S troma farbami vyznacime jedine¢ny klu¢, napriklad zltou farbou. Smer urc¢ime farbou B a zvysné kluée ofarbime
farbou C. Vidime, Ze je to dobry spdsob s ktorym jednoznaéne uréime vsetky kltce. (Tento spdsob sice vieme pouzit

2bez ujmy na vseobecnosti
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aj pre n > 5, ale tu si vystaéime aj s dvoma farbami.) Aby bolo naSe rieSenie kompletné, treba ukézaf, Zze pre
n < 5 ndm dve farby nestadia. Budeme to robit rozumnym rozoberanim moznosti. ESte predtym si uvedomme, Ze
farby mozeme hocikedy vymenit (¢iernu za bielu)a tak si mozeme povedat, ze klucov &iernej farby nebude viac ako
klacov bielej farby (totiz ak by bolo, stac¢i farby vymenit).

a) Nech n = 3. KedZe pouzivame len dve farby, tak nejaké dva kltée budt farby C a zvysny bude B (CBC). Ale
ked zvézok obratime, dostaneme rovnaké usporiadanie klacov (tiez CBC'). Teda dve farby pre tri kltce nestacia.
b) Nech n = 4. Mozeme tu rozligit dve moznosti. Ak je jeden klu¢ farby B a tri kltce st farby C, tak dostdvame
podobni situdciu ako v a). Ak s dva kluce farby C a dva farby B, dostavame dve moznosti. Bud Cy B1C2 Bs (kltce
st na ”preskacku”), ¢o je po obréateni rovnaké ako C;B2Cs By, alebo By BsC1C5, ¢o je rovnaké ako By B1CyCl.

¢) Mech n = 5. Znova rozliSujeme dve moznosti. Ak je len jeden klu¢ jednej farby, a Styry klace zvySnej farby, je
to opiit jednoduché. Nech st dva klace farby B a tri st farby C. Celd situicia vyzerd ako C1C3C3B1Bs (kltce
rovnakej farby st pri sebe), ¢o je po obrateni rovnaké ako C3C5yC)Bs By, alebo na preskacku By C1B2CyCj3, Co je
totozné s BoCy B1C3Cs. (Overte, Ze si to naozaj vietky moznosti!)

Zistili sme, Ze pre tri, Styri a pét klucov potrebujeme tri farby a pre Sest a viac kli¢ov nam postacia dve farby.

Uloha é&. 8: Pokiisme sa do roviny umiestnit n > 3 bodov tak, aby Ziadne tri nelezali na jednej priamke a aby
medzi tymito n bodmi bolo ¢o najviac trojic ktoré tvoria vrcholy rovnoramenného trojuholnika. Oznac¢me f(n)
najvicsi mozny pocet rovnoramennych trojuholnikov ktory takto vieme dosiahnut s n bodmi. Dokéazte, Ze existuju
kladné realne konstanty a, b také, ze pre vietky n > 3 plati an® < f(n) < bn?.

RieSenie: (opravoval Jaro)

Najskor sktisme toto komplikované zadanie pochopit a zistit, ¢o vlastne mame dokazovat. Mame zadefinovanii
nejaka funkciu f, ktorej hodnota v bode n vyjadruje maximalny pocet rovnoramennych trojuholnikov, ktoré vieme
dostat z n bodov (pri¢om Zziadne tri nelezia na priamke). Skuste si vyratat f pre par malych n (3, 4, ...). Mame
dokézat, 7e tato funkcia rastie ,podobne rychlo“ ako funkcia n2. Teraz ukazeme, Ze ¢isla a, b nie len existuja, ale
vyhovuja prave vtedy, ked a < 1/9 a b > 1.

a) (Existencia a.) PretoZe a je kladné, nemozno vziat nulu. Kedze f(3) = 1, tak urcite a-32 < f(3), alebo a < 1/9.
DokéZeme, ze takéto a stali aj pre vicsie n. Rozostavme n — 1 bodov na $tvrtkruznicu okolo jedného (Ziadne tri
nie st na priamke). Z n — 1 vrcholov na kruznici vieme vybrat dva vrcholy (”gl) sposobmi. Kazdy takyto vyber
nam spolu s bodom v strede da jeden rovnoramenny trojuholnik a preto f(n) > (n — 1)(n — 2)/2. Z podmienky

n > 3 vSak jednoducho dostaneme, ze n — 1 > 2n/3 a n — 2 > n/3. VyuZitim spomenutych odhadov dostédvame

n—1 1 1 2n n n?
> = = - 1 - 2 > - — s = = — 2.
f(n)_< 9 ) 2(n )(n )_2 3 3 9>an
Uézali sme, ze lubovolné a < 1/9 vyhovuje.

b) (Existencia b.) Vsetkych tuseciek spajajtcich nagich n bodov je (3). Ak by takato tsecka bola zékladiiou rovno-

ramenného trojuholnika, jeho vrchol zovrety ramenami bude lezat na osi zékladne. KedZe zo zadania na osi nemozu
lezat viac ako dva body, takato tisecka moze byt zékladiiou najviac dvoch rovnoramennych trojuholnikov. Kedze
rovnoramenny trojuholnik m4 aspoii jednu zakladiiu (problém robi len rovnostranny trojuholnik), bude ich najviac
dvojnéasobok poétu moznych zakladni, teda f(n) < 2(72') =n? —n < 1-n2 Teda staci vziat b > 1.
Déme si ti ndmahu (toto ste nemuseli robit) a ukdzeme, Ze b nemdze byt mensie ako jedna. Majme n = 6k
bodov, k € N. Ulozme ich do pravidelného neparnouholnika s jednym bodom S v strede (tak nevznikni ziadne
rovnostranné trojuholniky, pre¢o?). Vyberme si dvojicu bodov A, B réznych od S. Volieb je ("gl) a |AS| = |BS|,
¢o znamend, Ze mame rovnoramenny trojuholnik. VSimnime si, ako AB rozdeli kruZnicu opisani mnohouholniku.
Vntri jedného obliku je neparny pocet vrcholov, teda prostredny je na osi AB, ¢o nam déava druhy trojuholnik
a tak pre kazdu z (ngl) zékladni mame 2 rovnoramenné (nerovnostranné) trojuholniky. Najdime také n, ze b < 1
nevyhovuje:

fm =20 ) =-Dn-2)>2(n-2)(n-2) > bn’
()

2
1-2
n

v

b,

Vb

\%

Pre kazdé b < 1 tak mame dost velké n, aby f(n) > bn?.

Pozndmka: Funkcia f(n) rastie asi ako n? pre velké n (piseme f(n) ~ n?). Daja sa najst rozne silné odhady
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na f(n). Skuste si to aj vy. Dokézete zlepsit tieto? Plati

(n—2,5)(n—1) < f(n)pren==06k—5

(n—2)(n—-1) < f(n)pren=06k—4

1,34+ (n—3,16)(n—1) < f(n)pren =6k —3

(n—2,6)(n—1) < f(n)pren=6k—2

(n—=2,5)(n—1) < f(n)pren=06k—1
(n—=2)(n—1) < f(n) pre n = 6k.

Uloha é&.9: Mame ostrouhly trojuholnik ABC. Body B’, C' sti v tomto poradi stimerné s bodmi B, C' v osovej
stimernosti podla priamok AC, AB. Kruznice opisané trojuholnikom ABB' a ACC' sa pretinaji v bodoch A a P.
Dokazte, ze priamka PA prechadza stredom O kruznice opisanej trojuholniku ABC.

RieSenie: (opravoval Bus)

Této uloha nebola velmi tazké, priam by sa dalo povedat, Ze §la vyriesit Gplne priamociaro. KedZe rovnaké rieSenie
ako vzorové objavilo vela z vas, nebudem nijako zdoéraziovat, ze som ho odkukal ako od prvého prave od Mattsa
Benka z GJAR v Presove.

Zacnime narysovanim obrazku. (Presne tak, tym myslim rysovanie pravitkom. Ak chcete mat obrézok fakt pekny,
pozicajte si od spoluziaka aj kruzidlo.) Najskor zostrojme trojuholnik ABC a body B’, C'. Toto by ste mali vSetci
zvladnut, nebudem to teda velmi rozoberat. Pokra¢ujme kruZnicou opisanou trojuholniku ABB’. Jej stred, ktory si
moézme oznacit napriklad Sp, ndjdeme tak, Ze pretneme osi stran AB, BB’ a B’ A. Pri rysovani osi tjchto stran by
ste si ur¢ite mali v&imnat, Ze os strany BB’ uz mame narysovanii — je to priamka AC. (Ano, presne preto sa tomu
hovori ,,osova“ stimernost.) To znamen4, Ze stred Sg bude lezaf na priamke AC. Podobne ndjdeme aj stred druhej
opisanej kruznice S¢, ktory bude zase lezat na priamke AB. Zostrojenie opisanych kruznic by uz dalej nemal byt
problém, ich prienikom bude okrem bodu A druhy bod, ktory si podla zadania ozna¢ime P. Puntickari by si teraz
mali premysliet, prec¢o maji tieto dve kruznice prienik prave dva body. Posledn4 vec, ktord ndm na obrazku chyba,
je bod O, ktory je prienikom osi stran trojuholnika ABC. Osy strdan AB a AC uz ale mame narysované, stac¢i nam
teda len najst ich priese¢nik.

Teraz ked sme vSetko tispesne zostrojili, mali by sme si zopakovat niekolko podozrivych skuto¢nosti, ktoré sme si
pocas rysovania vSimli. Prva bola ta, ze body Sp, S¢ lezia na priamkach AC, AB. Druha zase ta, ze osy stran AB
a AC sme vyuzili ako na najdenie bodov Sp a S, ako aj na zostrojenie bodu O. Tieto dve veci ndm dohromady
hovoria, Ze bod O je priese¢nikom vySok v trojuholniku ASgSc. Ked sa vSak na obrazok lepSie zahladime, moézme
si lahko uvedomit, Ze priamka AP je kolm& na tsecku SpSc a to preto, lebo body A, P st prave prieseénikmi
kruZnic so stredmi v S a S¢. (Spojnica priese¢nikov dvoch kruznic je vZdy kolmé na spojnicu ich stredov.) To
vSak znamend, ze aj priamka AP je vyskou v trojuholniku ASpSc, preto na nej uréite lezi aj ortocentrum O.

Uloha &.10: Cisla x1,25 . ..,2, z intervalu (0,1) spliajii vztah 1 + x9 + -+ + x, = m +r, kde m je celé ¢islo
ar € (0,1). Dokazte, Ze 2 + x3 + - -+ + 22 < m +r?.

RieSenie: (opravoval Kenny)

iny sposob ako dokéazat platnost nerovnosti zo zadania. KIt¢ovym bodom tohto rieSenia je ivod, preto si ho teraz
spolo¢ne pozorne precitame.

Bolo by pekné, keby sme vedeli (pre dané n, m,r) najst nejakd vyznaéna n-ticu 1, s, . .., x, takd, ze ak tvrdenie
plati pre tuto n-ticu, tak zrejme bude platif pre vSetky. T mozeme hladat tak, aby sucet x1 + --- + x,, zostal
nezmeneny a sicet druhych mocnin bol ¢o najvicsi. (Potom ukéZeme, ze vyznacnd n-tica mé stéet druhych mocnin
VAGS nanajvys rovny ostatnym n-ticiam a mensi nanajvys rovny m + 72.) Ako to ale spravit? Najprv sa skiisme
zamysliet, ako by naSa n-tica mohla vyzeraf. Zamyslime sa nad tym, pre ktoré a € (0,1) plati rovnost a = a??
Zjavne len pre a = 0 alebo a = 1, v inych pripadoch plati a > a?. (Rozmyslite si to.) Preto by bolo uzito¢né, keby
sme v naSej n-tici mali m jednotiek, jedno ¢islo rovné r a ostatné nuly, pretoze vtedy by v nerovnosti zo zadania
nastala rovnost, teda 27 + 23 + - -+ + 22 < m + r2. No dobre, pre tento konkrétny pripad sme to vyriesili, ako ale
dostaneme vsetky ostatné n-tice vyhovujtce vztahu 1 +xo + -+, = m + 17

V tejto situdcii bude vhodné vyuzit slova Michala Hagaru a pozriet sa na ¢isla xq, . . . , x,, ako na n krabic, do ktorych
sa zmesti najviac 1 (kilo jablk). Nasa vjzna¢na n-tica teda zodpovedé krabiciam, ktoré si vietky bud tplne plné,
alebo tiplne prazdne, az na jednu krabicu v ktorej je r kil (r € (0,1)) jablk. Z lubovoIného rozloZenia jablk v krabici,
ktoré ma dokopy m + r kil, sa k tomuto rozloZeniu vieme dostat jednoduchym spoésobom. Vezmeme si nejaké dve
krabice. Premiestnime jablka z Iahsej do tazsej tak, aby bud bola jedna prézdna alebo druha plna. V reéi ¢isel
zmenime &isla x;,z; (z; > z;) na z; + ¢,x; — c tak, aby bud z; + ¢ = 1 alebo z; — ¢ = 0. Teraz mozu nastat
dve moznosti, bud sme dvojicu z;, z; nahradili dvojicou 1,z; + x; — 1 alebo x; + x;,0 podla toho, ktora z tychto
novych dvojic vyhovuje zadaniu, teda obe éisla st z intervalu (0, 1). (Overte, Ze vzdy aspon jedna dvojica vyhovuje
zadaniu.) Tento postup opakujeme az kym nedostaneme pozadovany tvar.

Zatial vieme ako sa z lubovolnej n-tice x1,...,x, dostaneme do tvaru 1,...,1,0,...,0,r, kde vystupuje ¢&islo 1 m-
krat, ¢islo r raz a ostatné st nuly. Pomodze nam to? N4s postup sa da rozdelit na niekolko krokov, pri¢om v kazdom
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kroku menime len dve &isla. (V predchddzajicom odstavci oznadené x;,x;.) V sicte sa nam zmenia len tieto dva
¢leny, celkovy stcet sa viak nezmeni. Co plati o siéte druhych mocnin? Znova sa nam zmenia len dva ¢leny plati
viak (z; +¢)® + (x; — ¢)*> > a7 + 27 pretoze ¢ je kladné a plati

Ty = xj,
2¢(x; —xj) > 0,
2¢2 + 2¢(z; — ;) > 0,
x?+2zic+02+x?—2xjc+02 > x?+x?,
(zi+c)?+(zj—c)? > x7+ x?

To uz sme ale skoro na konci, vieme totiz, ze po kazdom kroku nasho postupu sa stcet druhjch mocnin zviacsi
alebo ostane rovnaky. Na konci dostaneme n-ticu, ktorej stiéet druhych mocnin je presne m +r2. Preto nutne musi
platit 2% + - + 22 < m +r?.

Iné riesenie:

Ako sme si povedali na zac¢iatku, mnoho vasich rieseni vyuzivalo dékaz matematickou indukciou. Podme ho v krat-
kosti popisat. Prvy krok matematickej indukcie, overenie platnosti tvrdenia pre n = 1 vam nerobilo problémy.
Pripomertime len, Ze trebalo zvlast rozobraf pripad z; = 1.

V druhom kroku matematickej indukcie treba dokézaf platnost tvrdenia pre n = ng + 1 za predpokladu, ze
tvrdenie plati pre n = ng. Dokaz sa d4 rozdelif na dve ¢asti. Bud plati z1 + -+ + Zpo41 = m + (r + xpy+1) alebo
T1+ -+ Tpgr1 = (m+1)+<r+$n0+1 _1)'

V prvom pripade nahradime z indukéného predpokladu stdet 2 + - - - + mfm viéSou hodnotou m + r? (uvedomte
si, prefo to moZeme spravit) a dostdvame

m+ 1?2+ xfm_H < m4ri4 2rTy 41 + mioﬂ,
0 S 2Tx7l0+17

¢o zjavne vyplyva z toho, Ze 7, Tpo4+1 € (0,1). V druhom pripade vyuzijeme indukény predpoklad rovnako, tentokrat
vSak dostavame

m+r2+xi0+1 < m+1+7“2+mio+1+1+2m:n0+1—27"—295“0“,
0 < 2+42rzpg41 —2r — 230041,
0 < 2(r—1)(@ng+1 — 1),

¢o znova plati. Tymto mozeme uzavriet dokaz matematickou indukciou.

Uloha &. 11: Pre prirodzené ¢isla x a y plati 322 + « = 4y + y.

a) Dokéazte, ze x — y je druhou mocninou prirodzeného ¢isla. (4 body)

b) Dokézte, Ze zadand rovnica mé nekonec¢ne vela rieSeni. (4 body)

c¢) Néjdite vSetky rieSenia tejto rovnice. (1 bod)

Riesenie: (opravovali KatkaM a Skrecok)

Vitajte na palube vzoraku tlohy ¢islo 11. Poriadne sa pripatajte. Nudzové vychody sa nachadzaji na predchadza-
jucich strandch vzordkov. Prajeme vam ni¢im neruseny let, poc¢as ktorého sa mozno dozviete aj to, ako vyrieSit
rovnicu 22 — my? = 1 pre skoro hociaké prirodzené m.

Cast a)
Upravme si nasu rovnicu 322 + x = 4y? + y na rozumnejsi ekvivalentny tvar:

322 =3y +r—y=9y o (z—y)Br+3y+1) =9

Teraz si zoberme prvoéislo p, ktoré deli rozdiel z —y. Potom deli aj pravii stranu rovnice, teda p|y?. Avsak y? mozu
delit len také prvodéisla, ktoré delia aj y. Z toho dostédvame, Ze ply a potom aj p|x vdaka tomu, Ze p|x — y. Potom
ale p nemoze delit (3z + 3y + 1), lebo by muselo delit aj 1.
Pozrime sa na prava stranu — ak ply, znamend to, Ze p vystupuje v prvociselnom rozklade y v nejakej mocnine,
povedzme p*. Potom ale bude p vystupovaf v prvoéiselnom rozklade y? v dvakrat vicsej mocnine, ¢ize p?*. Do-
stavame, Ze p?*|y? a zaroven nemdze plattit p?*T1|y2. Z toho uz vyplyva, Ze x — y je druhd mocnina, ¢o chceme
dokazaf. Totiz x — y musi byt delitelné p?*, pretoze (3x + 3y + 1) uréite nie je delitelné ani len p. Rovnako plati,
7e & — y nie je delitelné p?*+1,
Samozrejme, toto nebola jedind moznd tprava. Trochu fintovejsia (ale na dalsie dokazovanie jednoduchsia) je tiprava
na tvar

(z —y)(12z — 12y + 1) = (4y — 32)°.
Overte si sami, Ze je to naozaj ekvivalentné nasej pévodnej rovnici.
Iné riesSenie:
Ukazeme si este jedno rieSenie tejto ¢asti, ktoré ndm pomoze v ¢asti b). Polozme z = = — y, teda = y + 2. To, ¢o
potrebujeme dokézat je, Ze z je druh4d mocnina prirodzeného ¢isla (premyslite si, preco musi platit z > 0). Dosadme
teraz vyjadrenie x do pdvodnej rovnice:



KMS 2007/2008 2. séria zimnej Casti 8

(y+2)°+ (y+2) =4y* +y,

z ¢oho po upravach dostavame kvadraticka rovnicu

6z & /3622 + 4(322
yP—6yz— (322 4+2)=0cy= : \/ Z; (32 Jrz)@y:?)z:t\/m,

z ktorej sme si vyjadrili y. Aby bolo y prirodzené, musi byt vyraz pod odmocninou druhou mocninou prirodzeného
¢isla (ak je z > 0, tak aj 1222 + z > 0). Tento vyraz sa vSak da rozlozif na 1222 + z = 2(12z + 1), teda na stéin
dvoch nestudelitelnych ¢isel. No a podobne ako sme v prvom rieSeni ukizali, ak médme st¢in dvoch nestdelitelnych
¢isel, ktory mé byt druhou mocninou (prirodzeného é&isla), musia byt oba ¢initele druhymi mocninami. Specialne
z = x — y je druhou mocninou prirodzeného ¢isla, ¢o sme chceli.

Cast b)

Vyuzijeme to, ¢o sme vySsie ukdzali. Ak je z = x — y, tak z aj 12z + 1 musia byt druhé mocniny prirodzenych
Cisel a navySe y = 3z + 1/2(122 + 1). Kedze /2(122 +1) > V922 = 3z vdaka z > 0 a my chceme, aby y bolo
prirodzené, vyhovuje iba y = 3z + 1/2(12z + 1). Polozme z = p? a 122 + 1 = ¢, kde p, ¢ st prirodzené. Dosadenim

z prvého vyjadrenia do druhého dostdvame, Ze musi platit

120 4+1=¢> e ¢ —12p° = 1. (1)

Potrebujeme teraz ukédzaf, Ze tdto rovnica mé nekonecne vela prirodzenych rieSeni (p,q). Ak sa ndm to podari,
bude existovat nekonecne vela vyhovujticich z (z vyjadreni z = p? a 12z + 1 = ¢?) a nekonec¢ne vela vyhovujtcich
y (z vyjadrenia y = 3z + V1222 + z). Vdaka z = x — y bude mat potom rovnica zo zadania nekone¢ne vela rieseni.
Jedno rieSenie rovnice (1) ndjdeme lahko, napriklad p = 2 a ¢ = 7, ozna¢me si ho ako (p1,¢q1) = (2,7). Ak mame
ukézaf, Ze nejakd rovnica mé nekonecne vela rieseni, hodi sa ndm nejaky predpis, pomocou ktorého vyjadrime
dalsie rieSenie z predchadzajiceho. Vytvorime tak postupnost rieseni (pn,q,), n = 1,2,... Tipnime si a hladany
predpis skiisime najst v tvare

Pnt1 =200 4 n=12,... 2)
Qn+1:C'pn+D'Qna

pri¢om chceme néjst koeficienty A, B, C, D. Ak sa ndm to podari, dokézali sme, ¢o sme chceli. Ak nie, sklisime si
predpis tipnat inak (bystry citatel akiste tusi, Ze sa ndm to podari).

Ka#dé rieSenie (py,, ,) splita rovnost (1), preto budeme koeficienty volit tak, aby platilo ¢2 ; —12p2 ,; = ¢2 —12p2,
z ¢oho po dosadeni do (2) a zopar Gpraviach mame

(Cpn + Dgn)* — 12(Apy, + Bqn)? = g5 — 12p,
(C?* —12A4%)p2 + (D? — 12B%)¢2 + (20D — 24AB)pnqn = ¢ — 12p2,

¢o mé platif pre kazdé n. Standardnym porovnanim koeficientov na oboch stranach dostévame, ze pre A, B, C, D

musi platif
P C? =124% — 12,

D? =12B% +1,

CD = 12AB.
Sktisme natipovat nejaké riesenie tejto stistavy. Najmensie prirodzené éisla spliiajiice druhii rovnicusi B = 2, D = 7.
Dosadme ich do tretej, dostaneme 7C' = 24A. Najmensie prirodzené rieSenia tejto rovnice st A = 7 a C = 24.

Lahko overime, Ze vyhovuji aj prvej rovnici (242 je naozaj 12-72 —12). Nasli sme teda jedno riesenie (A, B, C, D) =
(7,2,24,7), dosadime ho teraz do (2):

Pn+1 = TPn + 2¢n,
Gn+1 = 24pn + Tqn,

n=12,...

Mozeme si vyskusat zratat prvych par ¢lenov. Dostévame dvojice (2,7), (28,97), (390,1351), ... Lahko sa pre-
svedcite o tom, Ze st to rieSenia rovnice (1). Vygenerujeme takto nekone¢ne vela roznych rieseni, lebo postupnost
(P, qn) je evidentne rastica. To, Ze si to naozaj rieSenia, je jasné z postupu hladania A, B,C, D a formélne sa to
d4 dokazat matematickou indukciou.

Vdaka tomu, Ze z = p?, 12z 4+ 1 = ¢ resp. y = 3z + /1222 + 2z a vdaka rastiicosti p,, vieme potom generovaf
aj nekone¢ne vela rieSeni povodnej rovnice 322 + 2 = 4y? + y (poriadne si premyslite pre¢o). Dostdvame takéto
rieSenia (x,y) = (30,26), (5852,5068) atd.

Poznamka: Takymto sposobom vieme skoro o kazdej rovnici v tvare 22 — my? = 1, ba aj v tvare 2 — my? = k,
kde m, k st prirodzené, dokézaf, Ze mé nekonecne vela rieSeni. Nejde to iba v pripade, Ze m je druhd mocnina,
povedzme [2. Vtedy vieme rozlozit 22 —[?y? = (z —ly)(x +ly). Rozmyslite si, ako by sa takéto rovnica riesila dalej.
Vsimnite si, Ze sme v tejto Casti nemuseli najst nutne vsetky rieSenia, stacilo, Ze ndjdeme nejakych nekonecéne vela
rieSeni.

2 2
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Cast c)

Podme teraz najst vSetky riesenia rovnice (1). V tejto Gasti sa uz nezaobideme bez znalosti Pellovych rovnic. St
to rovnice v spominanom tvare z2 — my? = 1. Zaujemcom o ich §tidium odporicame preéitat si knizku SMM 49
— Retézové zlomky, ktora sa nachadza aj v kniznici KMS (http://kms.sk/kniznica alebo sa ozvite mailom
na ondrob@gmail.com), pripadne si pozriet http://en.wikipedia.org/wiki/Pell’s_equation.

Rovnica (1) je Pellova, a kedZe m nie je druhd mocnina, vieme néjst vsetky jej rieSenia v tvare

(@1 +V12p1)" — (¢n — VI2p1)" (@ +VIZp)" + (1 — \/ﬁpl)n.

B 2V/12 B 2
Pri¢tom (p1, ¢1) je jej najmensie prirodzené rieSenie, v nasom pripade (p1,q1) = (2, 7). Vyskisajte si vyratat a overit
(Pn, ¢n) napriklad pre n = 2.
Teraz sta¢i uz len spitne dosadit postupne do vztahov z = p? a y = 3z + /1222 + z, napokon vdaka z = y + z
vieme vypodéitat x ako 4z + v/1222 + z. Vyjadrime si najprv z ako

2¢/12 48

pre vietky prirodzené n. Vyuzili sme pritom, ze (7 + 2v/12)(7 — 2y/12) = 49 — 48 = 1. Vdaka tomu, ¢o sme
povedali vysSie, vyhovuji rovnici 322 + 2 = 4y? + y vsetky dvojice (x,y) prirodzenych ¢&isel v tvare (z,y) =
(4z + V1222 + 2,32 + V1222 4+ z). Ak maéte chuf, mozete si tam dosadit vyjadrenie z a trochu to poupravit,
pripadne dosadit malé hodnoty n a overit, ¢i st naozaj koreiimi pévodnej rovnice. Hotovo.

L ((7+2\/ﬁ)"(72\/ﬁ)">2_ (7+2v12)" — 2+ (7 - 2v12)™"

Komentéar: Posledné ¢ast sice vyzadovala uréité znalosti, no prave preto bola hodnoten4 iba jednym bodom. Odpo-
rac¢anie do budtcnosti, ak mate o nejakej rovnici dokézat, ze méa nekonecne vela rieseni, nemusite vSetky riesenia
nutne nijst (a zistit tak, Ze ich je nekoneéne vela). Staéi najst nejaké z nich, pripadne postup, akymi sa daja
vyrabat z predchadzajucich. Ak ste s nami doleteli az sem, teSime sa na vas dalsi let vzorakom tlohy 11.

Uloha &.12: Nijdite prirodzené ¢islo n také, ze ¢islo a) n? — 1, b) n? — 4 ma presne 10 delitelov.

RieSenie: (opravoval PetoG)

a) Pre zadiatok si zopakujme zopér zndmych faktov, ktoré sa ndm pri rieSeni tlohy zidu. Nech ¢ je prirodzené ¢islo
s prvociselnym rozkladom ¢ = p{*p3? ...py", kde p1,...,py su rozne prvocisla a aq,...,a; s kladné celociselné
exponenty. Takyto zapis je jednoznacny az na poradie ¢initelov a je nim uréeny aj pocet réznych prirodzenych
delitelov disla ¢t. Kazdy takyto delitel totiz modZe vo svojom rozklade obsahovat iba prvodisla pq,...,pr a kazdé
z nich nanajvys v takej mocnine, v akej sa vyskytuje v rozklade ¢. Preto ¢t ma presne (a3 + 1)(ag +1) -+ (g + 1)
roznych delitelov.

My chceme v oboch pripadoch ndjst ¢islo s desiatimi delitelmi. Podla predoslého odstavca také ¢islo moze vzniknut
dvoma sposobmi: bud ako deviata mocnina prvoéisla (teda t = p?) alebo ako stéin dvoch réznych prvoéisel, jedného
v prvej mocnine a druhého v stvrtej (teda t = pip3).

Pozrime sa najprv na prvi tlohu. Chceme najst prirodzené &islo n také, aby ¢islo n? — 1 (volajme ho t) bolo tvaru
p] alebo pip3. Najprv ukdzeme, Ze také t v tvare p] neexistuje, takze tymto smerom nemé zmysel hladat. Kedze
n? —1 = (n+1)(n — 1), museli by byt ¢isla n + 1 aj n — 1 mocninou p;. Rozdiel tychto ¢&isel je 2, ¢ize by muselo
platit p?_k —p¥ =2 pre k € {0,...,4}. Upravou dostavame plf(pgl)_mC — 1) = 2 a thto rovnost zjavne nie je mozné
splnit (premyslite si preco!).

Ostéva moznost hladat ¢ v tvare p;p3. Tu budeme tspesnejsi, staci vyskasat zopar malych prvocisel a riesenie
p1 =3, p2 =2 an =7 je razom na svete. Keby sme mali zly defi a hladanie skusmo by sa ndm nedarilo, mozno
postupovat podobne ako pri rieseni ¢asti b). My sme vSak mali §fastie a zadanie ziada iba néjst jedno vhodné n,
takZe hor sa na druhu cast.

b) V nej chceme najst &islo t = n? — 4 tak, aby opif malo tvar p} alebo p;pi. Tentoraz ¢t mozno rozlozit na sucin
(n — 2)(n + 2) a pre pripad t = p} rovnakou tvahou ako v prvej tilohe dostédvame rovnicu p¥ (p?_Qk —1) =4 pre
k € {0,...,4}. Tejto rovnici opdf nevyhovuje Ziadne prvoéislo p;.

Zostal nam uz iba pripad t = p1p3. Kedze (n + 2) — (n — 2) = 4, pre najvidsi spolo¢ny delitel tychto dvoch ¢isel
musi platit NSD(n + 2,n — 2) € {1,2,4}. Ak by niektoré z ¢isel n — 2 a n + 2 bolo delitelné Styrmi, potom by
jedno z nich muselo byt delitelné 6smimi a to by znamenalo, Ze prvodéislo 2 sa v ¢t nachddza asporl v piatej mocnine.
Na druht stranu, ak by obe tieto ¢éisla boli delitelné dvoma, ale nie $tyrmi, prvocislo 2 by sa v t nachadzalo
presne v druhej mocnine, ¢o ndm opét nevyhovuje. Preto moézme dve z uvedenych moznosti vylucit a zostane nam
NSD(n + 2,n — 2) = 1. Kedze t = p1p3, musi platit, ze jedno z ¢isel n + 2,n — 2 ma hodnotu p; a druhé pj. Ak
n—2 = py, dostavame p; = p3 —4 = (p3 +2)(p3 —2), v opacnom pripade p1 = p3 +4 = (p3 — 2p2 +2)(p3 +2p2 +2)
a kedZze kvoli parite po > 3, v oboch pripadoch sa dostdvame do sporu s predpokladom, Ze p; je prvodcislo. Preto
uloha b) nem4 riesenie.
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Uloha é&.13: Dany je trojuholnik ABC so stredom vpisanej kruznice I. Osi vniitornych uhlov pri vrcholoch A
a C pretinaji kruznicu opisant trojuholniku ABC v bodoch Ay a Cy a usecky BC' a BA po rade v bodoch A,
a (4. Predpokladajme, zZe sa priamky A1Cy a AgCy pretinaju v bode P. Dokazte, ze priamka PI je rovnobezna
s priamkou AC.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Riesenie tejto tlohy sa da poskladat z niekolkych faktov, ktoré tu uvedieme. Skuste si kazdy z tychto faktov dokazat
a usporiadat ich tak, aby vzniklo kompletné riesenie tlohy (nemusite vyuzit vetky fakty).

Nech bod P lezi na priamke CyAg tak, aby priamka PI bola rovnobezna s AC.

1. Body Cy a Ag st stredmi oblikov AB a CB.

2. Kruznica opisana trojuholniku Cy Ayl ma rovnaky polomer ako kruznica opisand trojuholniku ABC' a dotyka sa
priamky PI. (Dokaz cez uhly.)

3. Priamka PB je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku ABC.

4. Trojuholnik PBI je rovnoramenny.

Ozna¢me K a L prieseéniky priamky PI s kruznicou opisanou trojuholniku ABC. Nech M a N su priese¢niky
kruZnice opisanej trojuholniku CyApl s priamkou C7Aj;.

5. Stvoruholnik K LM N je tetivovy. (Dokaz cez mocnost bodu P k vhodnym kruzniciam.)

6. Bod P je m& rovnaki mocnost ku kruzniciam opisanym trojuholnikom ABC, CyAgl a K LM, inak povedané,
je spoloénym priese¢nikom chordal.

Uloha sa da riesif aj bez pouzitia mocnosti bodu ku kruznici.

Uloha &. 14: Sachovnica 3000 x 3000 je rozdelena na dominové dosticky (teda obdlzniky velkosti 1 x 2). Dokazte,
Ze vieme dominové dosticky ofarbit tromi farbami tak, aby dostidiek jednotlivych farieb bolo rovnako vela a aby
ziadna dosticka nemala viac ako dvoch susedov takej farby, akii ma sama.

RieSenie: (opravoval Ondro)

(podla Michala Hagaru)

Ulohu budeme riesif v dvoch krokoch. Najprv popiSeme postup, ako priradime farby dostickam pre Iubovolné
rozloZenie, a potom dokézeme, Ze to ofarbenie vyhovuje stanovenym podmienkam.

Oznac¢me si farby ¢islami 0, 1 a 2. Na Sachovnici si oéislujme riadky aj stipce zaradom od 1 po 3000, teda fubovolné
poli¢ko Sachovnice vieme popisat ako usporiadant dvojicu (a,b) (1 < a,b < 3000, a je ¢islo riadku, b je ¢islo
stipca). Teraz popiSeme, ako priradime farbu Iubovolnej dosticke. St dva typy dosticiek, horizontélne a vertikalne.
Horizontélna pokryva dve policka (a,b) a (a,b+ 1) a zafarbime ju farbou, ktort dostane ako zvySok ¢isla a + b po
deleni troma. Vertikalnu dosticku pokryvajicu (a,b) a (a+1,b) tiez zafarbime farbou a + b (mod 3). Toto farbenie
si vieme predstavit aj nasledovne. Najprv si ofarbime samotné policka Sachovnice tak, Ze poli¢ku (a,b) priradime
farbu urcent zvyskom a + b po deleni troma. Nakreslite si to pre mala Sachovnicu. Potom kazda dominova dosticka
dostane takt farbu, ak zakrjva jej ¢ast, ktord ma mensi stucet sturadnic, teda je ,viac vlavo® a ,viac hore“ ako t4
druha.

Teraz potrebujeme overit dve veci. To, ze kazd4 kocka susedi s najviac dvoma kockami takej farby ako ona sama si
overte sami. Staci na to jeden obréazok, kde uvidite, Ze ak si tam nejakt kocku umiestnite, tak sa jej naozaj moézu
dotykat najviac dve rovnakej farby ako ona. Posledné ¢o musime overit je, ze kazda farbu sme pouzili rovnako
vela krat. Ozna¢me pg, p1 a ps pocty dosticiek jednotlivych farieb. Kedze kazda dosticka farby ¢ € {0, 1,2} zakryje
policka farby ¢ a i+ 1 (mod 3), vieme, Ze pg + p2 vyjadruje, kolko poli¢ok farby nula zakryji dokopy vsetky dosticky,
atd. Overte si, Ze na Sachovnici je z kazdej farby rovnako vela poli¢ok. Preto musi platit

Po +p2 =p1+po=p2+Dpi1,

30002
2

Riesenim tejto ststavy je pp = p1 = p2 = 3000%/6, a tym je tiloha vyriesen.

Do +p1+p2=

(podla Miroslava Majercika) Druhé rieSenie, mozno este jednoduchsie ako prvé, vyuziva iné ofarbenie. Ofarbime si
sachovnicu nasledovne: Poli¢ku so stradnicami (a,b) priradime farbu uréent zvyskom ¢isla a po deleni troma ak
a + b je prarne. Ak je a + b neparne, dané policko nechdme nezafarbené. Rozmiestnené dosticky ofarbime podla
toho, aki méa farbu policko, ktoré zakryvaju (kazda zakryva prave jedno ofarbené a jedno neofarbené, preco?).
Dokazte si, ze toto ofarbenie bude vyhovovat zadaniu.
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kategoria BETA

Vvsledkova listina

Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 |7|8|9(10[11 s | >
1. Fulla Peter 3. SPSSj SN 3 019191481919 44 | 88
1. Hapak Samuel 4. Gamca BA 9 8 81919198 43 | 88
3. Starovska Maria 4. Gamca BA 11 | 4 91919195 41 | 86
3. Ujhézi Vladislav 4. GPJS RV 9 8 915(9(919 41 | 86
5. Tkadlec Josef 3. GKep CR 3 0 [ 8198|9893 43 | 84
6. Baco Ladislav 2. GPos KE 5 01919/9]|4 9 40 | 83
6. Konecény Jakub 2. Gamca BA 5 016[9]1919]2|9]1 42 | 83
6. Majeré¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 7 0 161]9/9|9|6]6]4 39 | 83
9. Szilagyiova Adriana 4. GPos KE 6 1 919 9|84 39 | 82
9. Vendel David 3. GPos KE 7 2 917141919 38 | 82
11. | Bachraty Martin 2. GVO ZA 5 019(9/4/19]9 40 | 81
11. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 1 91813985 39 | 81
11. | Kocédk Toméas 4. GPos KE 9 5 88191919 43 | 81
14. Komarkova Zuzana 3. Brno CR 4 011998 919 44 | 79
15. | Hagara Michal 2. GJH BA 4 01919(14|3[2]9]4 35 | 78
16. | Karaskova Natalia 2. Gamca BA 5 0191914219 33 | 77
16. | Kubina Filip 4. GPOH DK 8 2 9191671 32 | 77
16. | Sladek Filip 2. GAB NO 2 019199 919 |7 45 | 77
19. | Kopf Matus 2. GMen OP 4 05|97 913 33 | 76
20. Riha Samuel 3. Brno CR 4 2 9195|918 40 | 75
21. | Eiben Eduard 3. GPos KE 6 2 911141919 32 | 74
22. | Jursa Jakub 3. GAlej KE 8 2 915121919 34173
22. | Peitl Tomas 2. SPMNDG BA | 4 0 [ 89447 32| 73
24. | Benko Matus 4. GJAR PO 4 1 8141619190 36 | 72
24. | Hojcka Michal 3. GKom PE 7 3 918|119 27 |1 72
26. | Simanovéa Lucia 4. Gamca BA 8 2 9191419 |6 37 | 69
26. | Spisiak Michal 3. Gamca BA 6 4 8161994 36 | 69
28. | Batmendijnova Kristina 3. GTV SL 5 019(9|8|4]2 32 | 68
28. | Jakubik Jozef 4. GKom PE 9 3 916|915 29 | 68
28. | Lisc¢insky Miroslav 3. GAlej KE 7 1 91410719 29 | 68
28. | Novak Vladimir 4. GPos KE 6 1 71817139 34 | 68
32. | Bogar Jan 2. GLS TN 4 0 [319/19]01]9 30 | 67
32. | Kocisky Toméas 4. Gamca BA 7 3 8171919 33 | 67
34. | Polacko Martin 3. GAlej KE 8 2 3|5 31814 23 | 66
35. | Baldz Miroslav 4. GLS HE 10| 6 413191915 30 | 65
35. | Jurikova Katarina 4. GJGT BB 8 2 919|719 34 | 65
37. | Majdis Mojmir 2. GPOH DK 4 0 1419|919 31| 64
38. | Matejovicova Lenka 3. GJH BA 9 4 41919114 27 | 61
39. | Kuzma Tomé&s 3. GAlej KE 8 2 9|74 8 28 | 59
40. | KukliSova Nina 3. GMet BA 7 1 8| 4 916 27 | 58
40. Turekova Katarina 4. GJGT BB 11 4 4 9 13 | 58
42. | Forméanek Michal 3. SPMNDG BA | 5 1 81916127 32 | b7
42. | Popovi¢ Viktor 2. GJAR PO 5 1 6|81 9 24 | 57
42. | Rigdova Emilia 2. GKuk PP 4 0193]|7 9 28 | b7
42. | Rostdkova Zuzana 2. GMMH LM 4 012123 813 18 | 57
46. | Hujer Peter 3. GPar NR 4 019 3 9 21 | 55
47. | Porembova Alexandra 2. BiG Sucany 4 019 6 3 19 | 54
48. | Haas Emil 3. Gamca BA 7 1 9 18 | 52
48. Melichercik Martin 4. GPar NR 10 | 5 4 9 4 17 | 52
50. | Styrakova Kamila 2. GPOH DK 4 0 1419|145 22 | 50
51. | Jagos Lubomir 2. GVO ZA 5 01994 22 | 48
51. Kieferova Méria 3. GsvFA ZA 4 019|134 911 26 | 48
51. Rizman Tomas 3. GVar ZA 6 1 218 5 15 | 48
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Por. | Meno Roé¢ gkola k., | kg 6|78 10|11 s | >
54. | Herencsar Albert 3. Gmad GA 6 1 9|7 16 | 47 |
55. | Tonhauserova Ivana 2. GPar NR 4 0 913 14 | 46
56. | Fekia¢ Jozef 3. Gamda BA 6 1 9|4 2 15 | 45
56. | Hudec Vladimir 3. GVar ZA 6 1 919 514 27 | 45
58. | Coculova Zuzana 2. GPos KE 5 0 9161 0 25 | 43
58. | Leskova Andrea 2. G Lipany 4 0 6|60 23 | 43
58. | Ziman Michal 2. GBST LC 4 0 9141 2 16 | 43
61. | Florianova Michaela 2. Gamca BA 5 0 4|4 22 | 42
62. | Petrucha Michal 3. GMet BA 7 2 315 8 | 41
63. | Vdovicenko Martin 4. GPar NR 8 2 4 4 | 40
64. | Baranova Jana 2. GAlej KE 3 0 3171 2 13 | 36
65. | Melo Matej 3. GsvFA ZA 5 0 214 4 10 | 34
66. | Kotrlovd Katarina 3. GVPT MT 5 0 919 18 | 33
67. | Kory Jakub 4. GJAR PO 4 1 0 | 30
68. Minérik Marian 4. GPar NR 6 1 9 9 | 28
69. | Rudolfova Barbora 2. GMet BA 4 0 0 |27
70. | Kobolkova Petra 3. GVPT MT 4 0 3|2 110 15 | 26
71. Kobza Vladimir 4. GJGT BB 7 1 4 | 25
71. | Mitro Juraj 2. GJAR PO 3 0 0| 25
73. | Huddk Adam 2. GMRS KE 4 0 113 1 5 | 23
74. | Strbka Dévid 4. Gamca BA 6 1 0 | 22
75. | Gorcsosova Andrea 2. GAlej KE 3 0 21710 1 10 | 21
76. | Bendova Lenka 3. GJH BA 5 0 0 |20
76. | Kotry Lukas 2. GPar NR 4 0 0|20
78. | Hollad Barbora 3. SPMNDG BA | 5 0 0|17
79. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 3 0 2|4 9 | 16
79. | Paulovsky Michal 4. Gamca BA 8 2 0|16
79. | Zivéakova Andrea 4. GJGT BB 5 0 0|16
82. | Hasik Juraj 2. Gamca BA 5 0 9114 13 | 13
83. | Zubnéarova Katarina 4. GJGT BB 5 0 213 5 |11
84. | Hozza Jan 1. GJH BA 1 0 019
84. | Kfemenova Lucie 2. GMet BA 4 0 0 9
86. | Plavala Martin 1. GMet BA 1 0 0 6
86. | Vrbovska Maria 4. GJGT BB 6 0 0| 6
88. | Slovik Lukéas 4. GJGT BB 5 0 0| 5
89. | Kapustova Katarina 3. GJGT BB 4 0 0| 4
89. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 0 0 4
91. | Bamasova Barbora 3. GLS TN 3 0 0| 3
92. | Alberty Roman 4. GJGT BB 5 0 0| 2
92. | Séaskova Jana 3. GLS TN 3 0 0| 2
94. | Pazicky Martin 3. GJH BA 3 0 0 1
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro. skola k,|1]2(|3]|4 6|7 >

1. Vederik Matej 1. SPMNDGBA | 1 [9]9]9]9 914 86

1. Sormanova Maria 1. SPMNDGBA [ 1 [9]9]9]9 915 86

3. Csiba Dominik 1. SPMNDGBA [ 1 [6]9]9]9 91| 4 80

4. Le Tuan Anh 1. Gamda BA 2 91917 9|2 77

4. Szabados Viktor 1. Gamca BA 2 7197 9|4 77

6. Hajdinova Katarina | 1. GJH BA 1 1717195 2|6 76

7. Gurican Pavol 1. Gamca BA 2 91914 9|4 74

8. Palenik Juraj 1. SPMNDGBA | 1 [ 9|9 0 9|7 73

9. Bencik Stefan 1. SPMNDGBA | 1 [ 9|9 0 713 67

10. | Masar Juraj 1. GBil BA 1 167 |7|6 1 66

10. | MojziSova Hana 1. GJH BA 1196 7 116 66

12. | Kozak Andrej 1. Gamca BA 2 91414 714 64
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Por. | Meno Ro. skola ko, [1/2(|3[4|5|6|7|p]|)>
13. Buchman Marek 1. SPMNDG BA | 1 91015 5|4 GT
13. | Hlavata Martina 1. Gamda BA 2 81919 2|4 62
15. | Phuong Mariana 1. GJH BA 1 15191919 4 60
16. | Korinkova Marta 2. Gamca BA 3 816|394 56
17. | Macha¢ Juraj 1. GJH BA 1 151819 3 1 51
18. | Kubincova Petra 1. SPMNDGBA | 1 [5]9|0]6 2|2 49
19. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 3 91713 |2|4 46
20. | Sabadovi¢ova Linda 1. GJH BA 1 21918 2 45
21. | Standiakova Katarina | 2. GJH BA 2 1{5]9 34
22. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 2 7 715 2 32
23. Mackova Lucia 1. GJH BA 1 |2 6 29
24. Molnarova Karina, 1. GJH BA 1 24
25. Kovacova Marta 1. GJH BA 1 23
26. | Hlavaty Matej 1. | SPMNDG BA | 1 22
27. Minérova Sara 1. GJH BA 113 3|7 2 15
28. Plavala Martin 1. GMet BA 1 4
29. | Hozza Jan 1. GJH BA 1 0
29. | Pazicky Martin 3. GJH BA 3 0
29. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 0

kategéria ALFA, zapad

Por. | Meno Ro. skola ko |1 3456 |7 |p|>

1. Kova¢ Ondrej 1. GCMNR | 1 |9 718 9 76

2. Dizova Andrea 1. GKomPE | 1 |9 9 9|4 72

3. Uher Brian 2. GPar NR 3 9184|713 65

4. Kohttova Petra, 2. GJF Sala 2 819411 64

5. Jakubik Jan 1. SPSE PN 1|6 916 1 58

6. Strbova Silvia 1. GPar NR | 2 719151313 49

7. Bédiova Zuzana 1. GPar NR 2 719 211 42

8. Bogérova Zuzana 1. GLS TN 1 |4 0|5 2|1 40

9. Magyarova Eva 1. GPar NR | 2 4|7 1 38

10. | Cellar Matts 2. GPar NR | 3 25

11. Kutnar Marek 2. GPar NR 3 24

12. | Ori Viktor 1. GLISKN | 1 23

13. | Tomasovi¢ Juraj 2. GPdC PN | 3 18

14. | Jancovicova Adela 1. GPar NR 2 12

15. | Banasova Barbora | 3. GLS TN 3 3

16. | Saskova Jana 3. GLS TN 3 2

kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Ro. Skola ko [1]2(3]4 6|7 >
1. Sladek Filip 2. GAB NO 2 91919 919 86
2. Je¢men Matej 1. GVar ZA 1 [8|7191]9 2 76
3. Bohinikova Alzbeta | 1. GVar ZA 11919196 1 66
4. Anderle Michal 1. GBST LC 1 |7|8|81|5 3 64
5. Santer Jakub 1. GMH Trstena | 1 | 9 918 2 61
6. Leskova Katarina 1. BiG Sucany 1 14121914 1 54
7. Sabaka Peter 1. GJCh BR 1 |7]16]9]9 1 53
8. Muthova Denisa 1. GbTR ZA 1 |[4]5]0]6 2 44
9. Majerova Karolina 1. GJCh BR 1 |7]16|0]5 40
10. | Kubinova Maria 1. GPOH DK 1 /2[4]0/|6 37
11. | Bardy Pavol 1. GVO ZA 1 33
12. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 2 8 4|3 32
13. | Bacinské Lenka 2. GSkol PB 3 917 113 31
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Por. | Meno Ro. skola ko, 11234 |5|6|7|p]|>
13. | Jackulikova Simona | 3. BiGSucany | 3 | 70| 0|0 010 31 |
15. | Fodorova Jana 1. GJGT BB 2 |8 916 3 28
16. | Bachanova Emilia 3. | BiGSufany | 3 |5]0|0|0 00 27
17. | Dubnickova Jana 1. GSkol PB 1 19
18. | Sestak Martin 2. GSkol PB 2 17
19. Skrobak Michal 1. GVO ZA 1 215 2 112 12
20. | Vozar Miroslav 1. SOU Zar 1 9

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola ko |1]12|3|4|5|6|7 >
1. Midlik Adam 1. | GJARPO | 1 9191919 7 87
2. Kocék Jakub 1. GLS HE 1 32
3. Baranova Jana 2. GAlej KE | 3 317 27
4. Gorcsosova Andrea | 2. GAlej KE | 3 217 20
5. Mitro Juraj 2. | GJARPO | 3 9
Vysledkové listina
kategéria GAMA

Por. | Meno Roé skola 10 |11 |12 |13 |14 | p | >

1. Bacinska Lenka 2. GSkol PB 0 0

2. Balaz Miroslav 4. GLS HE 9 5 30

3. Benko Matus 4. GJAR PO 9 0 4 1 37

4. Fulla Peter 3. SPSSj SN 9 7 41

5. Hagara Michal 2. GJH BA 9 4 5 0 6 33

6. Hapak Samuel 4. Gamca BA | 9 8 49

7. Hojcka Michal 3. GKom PE 9 1 28

8. Hozza Jan 1. GJH BA 15

9. Kocak Tomas 4. GPos KE 9 9 7 50

10. | Konec¢ny Jakub 2. Gamca BA | 9 1 2 0 31

11. | Kopf Matus 2. GMen OP 3 2 20

12. | Kubina Filip 4. GPOH DK 1 3 23

13. | Majercik Miroslav 5. BiG Sucany | 6 4 6 6 53

14. | Nozicka Karel 1. Praha CR 14

15. | Sladek Filip 2. GAB NO 9 7 3 27

16. | Tkadlec Josef 3. GKepCR | 9 | 3| 5 40

17. | Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RV 9 9 7 57

18. Vavrik Boris 1. GJH BA 5




