Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 1. série letnej casti 2007/2008

Uloha é&.1: Mito dostal na Vianoce novii grafickti kalkulacku a velmi sa jej potesil. Ked%e nie je prili§ technicky
nadany, naucil sa na nej zatial iba zadavat prvodisla 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29 a ndsobit ich.

a) Kolko réznych vysledkov vie Mito dostat vynasobenim niektorych dvoch zo spominanych ¢isel?

b) Kolko réznych parnych vysledkov vie Mito dostat vyndsobenim niektorych troch zo spominanych ¢isel?

(Cisla, ktoré Mito nasobi, sa samozrejme mézu aj rovnat.)

RieSenie: (opravovala Ajka)

a) Vieme zaddvat prvocisla 2,3,5,7,11,13,17,19,23 a 29. Chceme zistif kolko réznych vysledkov vieme dostat
vynésobenim dvoch z nich. Uvedomme si, ze vynasobenim dvoch réznych dvojic prvocisel dostaneme rézne cisla.
Je to preto, Ze tie suéiny maju rozny prvoéiselny rozklad!. Sta¢i ndm preto zratat, kolko réznych dvojic vieme
vybraf spomedzi prvocisel, ktoré vie Mito zaddvat. (Pritom nadm nezalezi na poradi — dvojica2-3=6a3-2=26
st rovnaké.) To zabezpeéime napriklad tak, Ze z dvojice a - b a b - a vyberieme a zapoéitame ta v ktorej je prvé
¢islo mensie ako druhé. S ¢islom 2 mozu byt v dvojici prvodéisla 2 az 29, spolu desaf roznych vysledkov. S ¢islom
3 mozu byt v dvojici prvoéisla 3 az 29 (dvojka uz nemodze, lebo je mensia ako trojka), devif roznych vysledkov.
S ¢islom 5 mézu byt 5 az 29, osem vysledkov. Takto budeme postupovat dalej. Zakazdym sa pocet moznosti zmensi
o jedna, pretoze mame o jedno pouzitelné prvocislo menej. Posledna dvojica bude iba jedna (29 - 29). Spolu méme
10+94+8+74+6+5+4+34+2+1 =55 roznych vysledkov.

b) Opit nam na to, aby sme dostali rozne vysledky, staéi zobrat rozne trojice prvocisel. (Zasa je to vdaka tomu, ze
budtt mat rézny prvociselny rozklad.) Teraz chceme aby vysledky boli parne, takZze potrebujeme, aby bolo asponi
jedno prvocislo dvojka. Moze byt pouzité trikrdt (2-2-2 — jeden vysledok), dvakrat (2 -2 krat prvoéislo od 3 do 29
— 9 vysledkov), alebo len raz, ¢ize 2 krat dve prvodisla rézne od dvojky. Pocdet takychto dvojic sme uz ratali v a)
len musime vynechat dvojice s dvojkou. V pripade, ze pouzijeme len jednu dvojku mame 55 — 10 = 45 roznych
vysledkov. Spolu vieme dosiahnuf 1 + 9 + 45 = 55 rdznych vysledkov.

Komentér: Dalo sa to riesit aj trochu rychlejsie. V Casti a) mozete vyuzit kombina¢né éisla, a tak pocet dvojic
prvocisel zratate jednoducho ako 10 + (120). (Desat dvojic, kde st prvodéisla rovnaké a (120) dvojic, kde st vybrané
prvodisla rozne.) V ¢asti b) si staél uvedomit, ze kazdy vysledok delitelny dvoma, je su¢in dvojky a dvoch dalsich
prvocisel. Ale tie dve dalsie prvocisla vieme vybrat tolkymi sposobmi ako v a), preto je odpoved takisto 55.

Uloha é&. 2: Traja kamarati sedia okolo stola a piji kofolu. Kazdy ma na zaciatku vo svojom pohari uréité nezname
mnozstvo kofoly, dohromady jej vSak majui presne tri litre. (Predstavte si velmi velké pohdre.) Prvy vezme svoj
pohar a rozdeli kofolu v 1iom rovnakym dielom medzi pohare zvysnych dvoch. Potom spravi so svojim poharom to
isté druhy a po 1iom aj treti. Nakoniec mé kazdy v pohéri rovnaké mnozstvo kofoly, ako mal na zaciatku. Kolko
kofoly maju jednotlivi kamarati?

Riesenie: (opravovala Katka M.)

Kofole zdar, mili mladi priatelia, vitajte pri vzorovom rieSeni tilohy ¢islo dva. Na rieSenie budeme potrebovat: tri
velké pohare, jednu Tah$iu ivahu, Stipku predstavivosti a zopar rovnic. Na tvod len tolko, Ze iloha nebola tazka
alebo ,,po vyskasani vyjdu“ treba dokdzat a ak sa ndm podari najst vysledok skiSanim, treba overit, ¢ je jediny.
A teraz uz k samotnej ulohe.

Najistejsie bolo pozriet sa na to, ako prelievanie prebieha. Pomenujme kamaratov Feraé¢ (1), Kubik (2) a Bus (3).
Bus na konci prelievani vSetku svoju kofolu dal Feracovi a Kubikovi, ¢ize mu Ziadna neostala. Vieme, Ze tolko
mal aj na zaciatku, preto zacinal s prazdnym poharom. Preto ak si oznacime zaciatoéné mnozstva kofoly u Feraca
a Kubika F' a K, plati rovnost F + K = 3. Teraz sa pozrime na to, ako budu vyzerat mnoZstva kofoly v poharoch
po jednotlivych prelievaniach. Po prvom bude mat Ferdé¢ 0, Kubik K + F'/2 a Bus F'/2. Po druhom (rozlieva Kubik,
takZe mu ostane 0) bude stav (po tprave)

F+2K B 3F + 2K

us:

Ferac: ,
4 4

Sme na konci, preleje sa treti raz, Bus bude mat prazny pohér a

oF Jg GK’ Kubik: 3F g 2K.

1Vieme, Ze prirodzené &isla maju jednoznaény prvoéiselny rozklad az na poradie, napriklad ¢islo 21 vieme dostat len ako stéin 3 a 7

Ferac:
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No a teraz si len uvedomime, Ze tieto mnozstvd Kofoly sa podla zadania rovnaji tym na zaciatku. Ked navyse
vyuzijeme to, ze F' + K = 3, zo ststavy rovnic dostneme, ze FF =2 a K = 1.

Pozor, este sme neskoncili. KedZe sme riegili rovnicu, musime urobit skisku spravnosti. V nasom pripade (kedZe
z roviic jednoznacne vyplynulo, Ze toto je jediné rieSenie) stac¢i napisat, ako prebieha prelievanie pre zaciato¢né
mnozstva 2, 1 a 0 a tloha je dorieSend ako mé byft.

Komentér: Skuste sa zamysliet ako by tato uloha fungovala pre viacerych kamaratov (4, 5, ..., n).

Uloha é&. 3: V rovnostrannom trojuholniku ABC' so stranami dlzky 12 m néjdite taky bod S, aby obsahy troju-
holnikov ABS, BC'S, CAS boli v pomere 1:2: 3.

Riesenie: (opravoval Janko)

Ozna¢me dlzku strany trojuholnika ABC ako a a vysku v. (Z rovnostrannosti vieme, C
Ze mé strany aj vysky rovnako velké.) Obsah trojuholnika ABC je P = av/2. Ob-

sahy malych trojuholnikov st v pomere 1 : 2 : 3 a spolu davaji obsah P. Preto

ich obsahy st postupne 1/6, 2/6 a 3/6 obsahu velkého trojuholnika, t.j. P/6, P/3

a P/2. Kedze malé trojuholniky maju tiez zakladiiu a a vieme ich obsahy, lahko zra-

tame ich vysky. Napriklad pre trojuholnik ABS m4 platit avy/2 = P/6. Pomocou

rovnosti P/6 = av/12 dostaneme v; = v/6. Pre vysky dalsich dvoch trojuholni- g
kov dostaneme ve = v/3 a vy = v/2. Teraz stali, ak narysujeme rovnobezku s
AB vo vzdialenosti v/6 (od AB) a rovnobezku s BC' vo vzdialenosti v/3 (od BC). A B
Ozna¢me si ich prieseénik S. Teraz vieme, Ze trojuholnik ABS ma obsah 1/6 troju-

holnika ABC), trojuholnik BC'S mé obsah 1/3 trojuholnika ABC'. Obsah trojuholnika CAS je1—-1/6—1/3=1/2
obsahu ABC. TakZe nas bod S spliia podmienky zadania.

Komentar: Niektori z vas skonstruovali vSetky tri rovnobezky a povedali, Zze sa vSetky pretni v jednom bode.
V tomto pripade je to sice pravda, ale musite to nejako dokazat. (Vo vSeobecnosti sa mozu tri priamky, ktoré nie
st navzdjom rovnobezné, pretat bud v jednom alebo v troch bodoch.)

Uloha é&. 4: Riso s Katkou chcii sediet na svadbe za velkym kruhovym stolom s polomerom dva metre. Nepodarilo
sa im vSak zohnat iné ako kruhové obrusy s polomerom jeden meter. Poradte im, ako pokryt cely stol s pouzitim
maximalne siedmich takychto obrusov, alebo vysvetlite, preco sa to neda.

Riesenie: (opravovala Katka S)

Podari sa Katke s Risom pokryt stél? Najlepsie je zobrat ceruzku a papier a skusit si to nakreslit. Po chvilke sa d4
prist na to, Ze to ide pomocou 7 obrusov tak, ako na obrazku. Bod S je stred kruhu s polomerom 2 metre. Body
A, B, C, D, E, F st stredy stran pravidelného 6-uholnika vpisaného do kruhu s polomerom 2 metre. Body S, A,

B, C, D, F a F budt stredy obrusov, t.j. stredy siedmich kruhov s polomerom 1 meter.

} Q
Lenze z toho vyplyva, Ze kruznica s polomerom 2 metre a stredom S a kruz-
nica opisana Iubovolnému inému 6-uholniku sa moézu nanajvys dotykat. Cize

)
stol a Tubovolny iny 6-uholnik moZu mat najviac 1 spoloény bod, tieto spolocné

body st vrcholmi pravidelného 6-uholnika vpisaného do kruznice s polomerom 2 metre a stredom S. AvSak tieto
body st uz pokryté obrusmi so stredmi v stredoch stran 6-uholnika vpisaného do kruznice s polomerom 2 metre
a stredom S. Tym padom je stol cely pokryty.

Su aj iné postupy ako ukézat, Ze stol je tymito kruznicami cely pokryty. Napriklad pokryjeme obvod stola Siestimi
obrusmi, a potom dok4Zeme, Ze zvyS$na cast stola sa d4 pokryt obrusom poloZenym do stredu stola. Vypocitame
obsah pre¢nievajtcich a prekryvajucich sa ¢asti obrusov. (Obsah tych ¢asti obrusov, ktoré by sme mohli odstrihnat,
a stol by bol cely pokryty tak, Ze by sa Ziadne Gasti obrusov neprekryvali.) Ak bude tento obsah rovny rozdielu
medzi stic¢tom obsahov obrusov a obsahom stola, tak stol je cely pokryty.

Na obrazku to sice vyzerd pekne (a zakryto), ale este treba dokazat, Ze cely
stol je naozaj pokryty. Dokreslime si do obrazka pomocni 6-uholnikovi siet,
pozostavajicu z pravidelnych 6-uholnikov so stranou 1 meter tak, aby body .5,
A, B, C, D, E, F boli stredmi siedmich takych 6-uholnikov zo 6-uholnikovej
siete. Kazdy z tychto siedmich 6-uholnikov je pokryty jednym obrusom s polo-
merom 1 meter. Takze ak sa ndm podari dokdzaft, Ze tychto sedem 6-uholnikov
pokryva cely stol, bude to znamenat, Ze aj sedem obrusov s polomerom 1 meter
ho pokryva. Je jasné, Ze tychto sedem 6-uholnikov na pokrytie stola potrebu-
jeme. Ale budd ndm stacit? UkéZeme, Ze Ziadny vnttorny bod iného 6-uholnika
ako tychto 7, nebude vnitornym bodom kruhu s polomerom 2 metre (stola).
Stredy vsetkych ostatnych 6-uholnikov st od bodu S vzdialené aspon 3 metre.

Komentar: Ak ste iba napisali, Ze stol sa d4 pokryt siedmimi obrusmi a nakreslili ste obrazok, este ste nevyriesili
priklad tplne. Bolo nutné zdovodnit, Ze stol je naozaj cely pokryty. Je to podobné, ako keby ste riesili priklad
s ¢iselnym vysledkom, a vy by ste napisali do rieSenia iba vysledok, ale vébec by ste nedokéazali, Ze tento vysledok
je spravny.
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Uloha ¢&. 5: Ondro pisal pisomku z dejepisu, na ktorej bolo 30 otézok. Pravidla bodovania hovoria, Ze ak student
odpovie na x otazok spravne, na y otazok nespravne a na zvysnych 30 — x — y otdzok sa rozhodne neodpovedat,
dostane z pisomky 30 +4x —y bodov. Ondrovi sa podarilo ziskat n > 80 bodov a hned sa s tym pochvalil Skreckovi.
Skrecok z tohto poctu bodov dokazal zistit, kolko mal Ondro spravnych odpovedi. Navyse si v§imol, Ze keby Ondro

.....

jednoznacne. Na kolko otazok z pisomky odpovedal Ondro sprdvne?

Riegenie: (opravovali Ondro a 5ko)

V prvom rade si musime uvedomit, ¢o vlastne chceme urobit. Mame ndjst taky podet bodov, pri ktorom bude
Skreéok s istotou vediet, na kolko ot4dzok odpovedal Ondro spravne. Zarovein bude pre kazdy mensi bodovy zisk
platit, Ze existuju aspoii dva rozne sposoby na jeho ziskanie. Po chvilke hrania a zoznamovania sa s prikladom si
mozeme vSimnuf isté zakonitosti. Podet bodov sa nemeni v pripade, ked sa z zvysi o 1 a y o 4. Na prvy pohlad by
sa mohlo zdaf, Ze tym padom nie je ani jeden bodovy zisk jednoznacny, ale nastastie je pocet otdzok obmedzeny
na 30. Takze vSetky mozné bodové stavy dosiahnutelne odpovedanim na najviac 25 otdzok (¢i uz sprévne alebo
nespravne - na tom teraz nezdlezi) vieme ziskat aspori dvoma roznymi spdsobmi. Preto pre Ondra musi platit
x4y > 25 (Premyslite si.)

Teraz si mozeme v8imnat dalSiu vec. Ak y > 3 mozeme ho zmens$it o 4 a zarovenn z zvysit o 1, a tak sa ten
pocet bodov dé dosiahnuf aj inym sposobom. Preto pre Ondrov pocéet bodov musi platit y < 3. M4me spolu dve
podmienky: z+y > 25 a y < 3. My hladdme najmensi mozny pocet bodov pre z a y ¢o toto splhaji. To dosiahneme
vybratim ¢o najvicsieho mozného 3 a ¢o najmensieho mozného z. Zrejme to spliia y = 3 a = 23. Ondro podla
nas ziskal 30 + 4 - 23 — 3 = 119 bodov.

Uloha sa eSte nekonéi. Musime overif, ze 119 naozaj spliia podmienky zo zadania. Najprv ukazeme, ze z ¢isla 119 je
jasné kolko akjch odpovedi mal Ondro. Snazime sa najst vsetky z a y (z+y < 30), pre ktoré plati 30+4z—y = 119,
¢ize 4x = 89 4+ y. Aby lava strana bola aspon 89, musi platif > 23. Pre x = 23 mame jediné vyhovujice y = 3.
Ak by x > 24, potom pravé strana musi byt aspon 24 -4 = 96, ale y by bolo aspori 96 — 89 = 7, ¢im by sme dostali
odhad x +y > 24 + 7 = 31 ¢o nemoze platit. Tym sme ukdzali jednoznacnost.

Este musime overit, ze kazdy z po¢tu bodov 80, 81, ..., 118 sa d4 ziskat aspoii dvoma sposobmi. (Co znamen4 Ze
kazdé z éisel 50, 51, ..., 88 sa d4 napisat v tvare 4= — y (x + y < 30) minimdalne dvoma spdsobmi.) Kazdé z éisel
50, 51, ..., 88 si ale mozeme napisat v tvare 4k + z, kde z je zvySok po deleni 4 (ale zvysky budeme brat ako 1, 2,

3 alebo 4, napr. 32 =7-4+4) a k ¢iastoény podiel. KedZe s to ¢isla do 88, tak k bude najviac 21 (premyslite si)
a z < 4. Potom ¢islo 4k + z vieme napisat ako 4- (k+1) —1-(4—z2), aleaj4-(k+2) —1-(8 — z). NavySe plati
(k+1)+(4—2)<21+14+3=25a(k+2)+(8—2) <21+ 2+ 7 =30, ¢ize mensie pocty bodov sa daju ziskat
viacerymi spésobmi.

Ondro odpovedal spravne na 23 otézok. Kto by neveril tomuto postupu, este vzdy mu ostédva moznost vyskasat
vSetky moznosti a tym sa presved¢it o spravnosti vysledku, ¢o aj mnohi z vas urobili.

Uloha ¢&. 6: Najdite zvysok ¢isla 68% + 883 po deleni

a) Cislom 7,

b) ¢islom 49. Nezabudnite uviest aj postup, ktorym ste rieSenie nasli, a dokézat, Ze vaSe rieSenie je spravne.
Riesenie: (opravovali Kubman a MiS4¢)

Chceme vediet, aky zvysok dava ¢islo 633 + 883 po deleni ¢islom 7 a ¢islom 49. Obidve tieto ¢isla st mocniny éisla
7, ¢o zrejme nebude ndhoda. Vsimnime si tiez, ze ¢isla 6 a 8 sa lisia od c¢isla 7 len o jednotku. Napisme si preto
¢islo 6 ako 7 — 1 a ¢&islo 8 ako 7 + 1. Zaujima nés zvysok ¢&isla (7 — 1)8% + (7 + 1)3 po deleni ¢islom 7 (&islom 49).
Teraz je ta spravna chvila spomenit si na binomicki vetu a rozpisat ¢isla nasledovne:

(7T-1)% = 7+ (813) (1) + -+ (2‘1’) 72(—1)8 + (:;) 7(—1)82 + (—1)%3,

83 83 83
783 782 4. 72 7+ 1%,
+(1) oot s )Tt se)

Vidime, Ze na pravych stranich rovnic su vSetky séitance okrem posledného delitelné ¢islom 7. To znamend, Ze
(7—1)% 4 (7 + 1)%3 déava zvysok (—1)® + 183 = 0 po deleni ¢islom 7.

Pri delitemosti ¢islom 49 postupujeme podobne. Tentokrat st na pravych strandch rovnic vSetky séitance okrem
poslednych dvoch delitelné ¢islom 49. Teda (7 — 1)83 + (7 4 1)8% ddva taky zvysok ako é&islo

(7+1)%

83 83
<82) 7(=1)%2 + (—1)% + <82>7 +18% =83.7+83-7 = 1162.

Nie je tazké spocitat, ze 1162 = 49 - 24 + 35. ZvySok v tomto pripade je 35.

Poznamka: Ak sa vam aj tento postup zda zdlhavy a bazite po jednoduchsom rieeni, odpora¢ame nastudovat mala
Fermatovi vetu, Eulerovu vetu a Eulerovu funkciu z tedrie ¢isel. Tym ¢o tak uz uéinili, nech slnko vec¢ne ziari do
tvari a tiene nech im padaji za chrbat.
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Uloha é&.7: Kuna rada skace po prirodzenych ¢islach. Avsak neskace hocijako, robi len nasledovné skoky: Z éisla
n sa vie dostat na ¢islo 2n a naopak. Z ¢isla n sa vie taktiez dostat na ¢islo 3n + 1 alebo naopak. Vie sa z kazdého
prirodzeného ¢isla nejakou postupnostou skokov dostat na ¢islo 17

RieSenie: (opravovali Kika a Bus)

¢isla, az pokial neddjde k jednotke. Presnejsie dokazeme, Ze pre kazdé ¢islo n > 1 sa po niekolkych skokoch kuna vie
dostat na ¢islo mensie ako n (z ¢oho uz vyplyva tvrdenie zo zadania, premyslite si). Dalo sa to réznymi sposobmi,
ukézeme jeden z nich. Vetky éisla si na za¢iatku rozdelime do troch kategérii podla delitelnosti trojkou. Kazdé
jedno ¢islo bude urcite patrit do jednej z tychto skupin.

a) n = 3k. S takymto ¢islom urobime postupne tieto operacie

3k - 9% +1—18k+2—36k+4— 12k +1 — 4k — 2k — k.

Takouto postupnostou skokov sa kuna z ¢isla 3k dostane na k. Evidentne plati, Ze pokial 3k > 0, potom aj
3k > k.

b) n = 3k + 1. Z takéhoto ¢isla kuna podla zadania sko¢i hned na k. Zase ak 3k + 1 > 0, potom 3k + 1 > k.

¢) n =3k + 2. Tu budeme postupovat
3k+2—6k+4—2k+1,

a kuna skon¢i na ¢isle 2k + 1. Ak 3k + 2 > 0, potom 3k + 2 > 2k + 1.

Naozaj, z lubovoIného ¢isla sa najviac na sedem krokov vieme dostat do mensieho a tak kuna vie z Iubovolného
¢isla n doskakat na ¢islo 1 (na najviac 7(n — 1) krokov, premyslite si).

Uloha é&. 8: Petko hodil 15-krat mincou a zapisal si postupnost hliav a znakov, ktora mu padla. Potom zratal
pocet dvojic hlava-hlava, hlava-znak, znak-hlava, znak-znak, ktoré padli v dvoch po sebe idticich hodoch. Vysli mu
postupne podty 2,3, 4,5. Kolko je roznych postupnosti, ktoré moze mat Petko zapisané?

Riesenie: (opravovali Zuska a Buggo)

Milé deftrence a iné zubrienky. Tento vzordk sa skladd z dvoch éasti. V prvej objasiiujeme zdkladné myslienky
a pristupy, ktoré by mohli viest k rieSeniu. Druhd ¢ast obsahuje priame rieSenie bez zbyto¢nych re¢i navyse.

V rieSeni bude h oznacovat hlavu, o orla a z znak. Vypisme si niekolko postupnosti spliiajtcich zadanie a pozrime
sa na ne. Existuje nejaky stvis medzi vyskytmi dvojic hz a zh, alebo ich po¢tami? Po kratkom hrani sa a hladani
skrytych vlastnosti si kazdy so zrakom sta o v8imne, Ze medzi dvoma hz je nutne jedno zh a naopak. My méme
tri hz a Styri zh, ¢o znamend, Ze na zaciatku bude urcite z a na konci h. (Premyslite si preco.) NapiSme si teraz
postupnost zhzhzhzh. Ked teraz namiesto nejakého z napiSeme postupnost viacerych zetiek, pocet dvojic zz ndm
primerane narastie. (Priddme dve z, pribudna dve dvojice.) TakZe nas zaujima, kolkymi sposobmi mozeme rozdelit
pit zetiek na Styri miesta a dve hdcéka na dalSie Styri miesta. Aby sme to zratali, mdZeme pouZif staré zndme
uvahy o chlievikoch a oddelovadoch, zname tiez pod nazvom kombindcie s opakovanim. KedZe kazdé rozdelenia z
mozno skombinovat s kazdym rozdelenim h st tieto rozdelenia navzajom nezévislé, vyndsobenim tychto dvoch ¢isel

dostaneme hladané riesenie. Vysledok je teda
8 5
(5> . <2) — 560.

Tu je uz slibend druhd cast, ¢isté riesenie. Ked s¢itame vyskyty h (resp. z) v dvojiciach zo zadania, dostaneme 11
(resp. 17). Uvedomme si, Ze okrem prvého a posledného hodu sme zaratali kazda mincu dva krét. To ale znamen4,
Ze prvy a posledny hod sa réznia, pretoze ak by boli rovnaké, sicty by boli parne. V nasej postupnosti sa Styri krat
zmeni z na h, avSak h na z len tri krat. Preto ak maju byt symboly na zaciatku a na konci rdzne, musi sa zacinat
znakom a kon¢it hlavou. Ozna¢me ZHZH Z H Z H kazd postupnost zloZzent z pismen z a h tak, Ze kazdé Z (resp.
H) predstavuje niekolko (aspoii jedno) pismen z (resp. h). V takejto postupnosti buda vzdy préave tri dvojice hz
a prave styri dvojice zh. Takze nami pozadované postupnosti budu urcite v tomto tvare.

Ak chceme, aby pocet dvojic zz bol 5, musia sa tieto dvojice vyskytovat vramci niektorych blokov Z. Jeden blok
7, pozostavajuci z k pismen z, obsahuje k — 1 dvojic zz. Nakolko Z obsahuje vzdy aspoi jedno pismeno z, vSetkjch
moznych rozlozeni dvojic zz je rovnako vela ako moZnosti rozlozenia 5 prvkov do 4 priehradok, teda

SERD)

Analogickym postupom pre hh dostaneme vysledok (g) Nakolko rozdelenie zz a hh je nezéavislé, vysledny pocet

postupnosti je
8 5
(5> ‘ <2) — 560.
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Uloha &. 9: Pre ktoré prirodzené é&isla n je vyraz n? + 3" druhou mocninou prirodzeného ¢isla?

RieSenie: (opravovali Tina a Mito)

Trochu netradiéne, najprv si ukdzeme dokaz pre parne n, ktory sa nedd pouzit aj pre n neparne. V druhej casti
vzorového rieSenia si potom ukazeme pristup, pri pouziti ktorého nezalezi na tom, ¢i je n parne alebo neparne.
Riesenie pre parne n.

Nech n = 2k pre nejaké prirodzené k. Zadanie si prepiSeme do rovnice

n? 43" = 22, (1)

kde x je prirodzené &islo. Viimnime si, ze 32 je druh4 mocnina prirodzeného ¢sla a preto 2 musi byt aspon 3% + 1.
Dosadenim tohto odhadu do (1) ziskame (2k)? + 32 > (3% 4-1)? a po drobnej tiprave dostdvame 4k% = 2 - 3F 4+ 1.
Vyskusanim niekolkych maljch hodnét k ziskame podozrenie, Ze tito rovnica nema riesenie.? Kedze 2-3F +1 > 2.3,
staci indukciou dokazaf nerovnost 2k? < 3, ¢im dokonéime riesenie.

Riesenie pre vsetky n.

V prikladoch tohoto typu moze byt celkom vhodné pouzivat rozklad na stéin, vyskiSajme to aj my. Rovnicu (1)
prepiSeme na tvar 3" = (z — n)(x + n). Vsimnime si, ze ak ma byt sG¢in nejakych dvoch ¢isel mocninou trojky, aj
obe tieto &sla musia byt mocninami trojky (vratane moznosti 1 = 3°). Toto pozorovanie moZzeme zapisat pomocou
rovnic

3 = x—n,

3 = T +n,

kde a + b =n, a < b (a samozrejme a aj b s neziporné celé ¢isla). Odéitajme od druhej rovnice prvi, dostaneme
3% — 3% = 2n, po rozlozeni lavej strany na stcin a dosadeni za n

3%(357% — 1) = 2(a + b). (2)

Ked dosadime za a,b niekolko maljch hodnot, opét zacneme mat pocit, Ze rovnica nebude mat vela rieseni, pre-
toze Tava strana rastie ,prili§ rychlo.“ Sktsme to dokézat, motivuje nds pritom snaha zistit, kedy je lava strana
najmensia. Skiisme ju preto odhadnif zdola. Zrejme 3~ — 1 > 3b=~1 a preto

3(1(31)—(1 _ 1) > 3(1 . 3b—a—1 — 31)—1'

Podobne, 3*~% — 1 < 3Y~% a preto je lava strana mensia ako 3% - 3*=¢ = 3%, Spojenim tjchto odhadov mame
2n € (3v71,3%), ¢o sice priamo nepotrebujeme, ale vyzera to dobre :). Ak si viimneme, ze 2(a + b) < 4b, tak
na dokonéenie dokazu staci dokazaf nerovnost 4b < 3°~1. To je rutinna indukcia, ktort si iste radi vyskusate sami.
Samozrejme, uvedend nerovnost neplati uz pre b = 1, ale od uréitého b plati. Pre mensie hodnoty treba rovnicu (2)
riesit inak, napriklad dosadenim a rozobranim konkrétnych pripadov, nie je ich vela.

Komentar: Mnoh{ z Vas to pri rovnici (2) alebo ekvivalentnej ,zabalili“ s tvrdenim, Ze na lavej strane je expo-
nencialna funkcia, ktora rastie rychlejsie ako linearna na pravej strane. Problém je samozrejme v tom, Ze to nie je
exponecialna funkcia, ale rozdiel, respektive stcin dvoch exponencidlnych funkcii. Navyse, exponenty nemdzu byt
len tak hociaké, ale musia spliiat viizbu a + b = n. A to uz za trochu dokazovania snad stoji, ¢i nie?

Uloha &.10: Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik taky, ze |{DAC| = |¥BDC| = 36°, |SCBD| = 18° a
|XBAC| = 72°. Uhlopriecky tohto Stvoruholnika sa pretinajii v bode P. Zistite velkost uhla APD.

Riesenie: (opravoval Skrecok)
(Podla Hany Sormovej.)

Vezmime si trojuholnik BC'D, v ktorom zo zadania pozname | BDC| = 36°
a |[4CBD| = 18°. OpiSeme tomuto trojuholniku kruznicu, jej stred
si oznacime ako S. Z vety o obvodovom a stredovom uhle vyplyva,

9
7e [4BSC| = 214 BDC| = 72° a |3CSD| = 2|14CBD| = 36°. (St 7 V
to stredové uhly prislachajtce tetivim BC a CD.) D
Vsimnime si, ze podla zadania plati |< BSC| = |[<BAC| aj |4CSD| = W

|<CADI|. Je to prinajmensom podozrivé, skiisime dokéazat, ze body

S a A su totozné. Kedze je Stvoruholnik ABCD konvexny, body

A, D, S lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou BC'. Podobne

body A, B, S lezia v tej istej polrovine vzhladom na C'D. Skonstru- 18°

ujme teraz zndmym spésobom B C

e mnozinu bodov, z ktorych vidno tisecku BC pod uhlom 72°,

2Na pravej strane je exponencialna funkcia, ktora rastie rychlejsie ako kvadraticka na lavej strane.
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e mnozinu bodov, z ktorych vidno tsecku C'D pod uhlom 36°,

pri¢om skonstruujeme iba tie ¢asti mnozin, ktoré lezia v spominanych polrovinch. (Tie druhé osovo stimerné Casti
by boli zbytoéné.) Kolko je takych bodov, Ze lezia na oboch skonstruovanych oblikoch? Zrejme si najviac dva
a jeden z nich je bod C. No ale na oboch oblikoch musia lezat aj body A a S, z ¢oho dostdvame, Ze s naozaj
totozné.

Inak povedané, bod A je stredom kruZnice opisanej trojuholniku A=S
BCD. Vdaka tomu plati |AB| = |AC|, a preto je trojuholnik ABD w
rovnoramenny. Dopoditame v iom velkost uhlov pri zékladni ako

|SDBA| = |[{BDA| = 180 722 367 _ 360, E
Teraz uz v trojuholniku APD pozname velkosti vSetkych uhlov az

na hladant | APD]|, ktorti vieme doratat ako 180° — |t BDA| — O

|SCAD| = 180° —36° —72° = 108°. Este si mozete pre istotu skusit 1
dorétat velkosti ostatnych uhlov v §tvoruholniku, aby bolo jasné, ¢i
takyto stvoruholnik ABC'D vébec existuje.

Komentar: Ako ste viaceri na fére o prikladoch poznamenali, neslo

to vyratat iba tak, Ze si pomocou sustavy rovnic vyjadrime a dora-

tame nezname uhly. Chcelo to nieco rafinovanej$ie, v nasom pripade

to bolo pozorovanie, Zze bod A je stred kruznice opisanej trojuholniku BC'D. Mnohi ste po tomto pozorovani neve-
novali velki pozornost jeho poriadnemu dokdzaniu, na ¢om ste stratili par bodikov.

Uloha é&. 11: Kruznica, rozdelena na n obliikov bodmi postupne pomenovanymi 1,2, 3, ... ,n, reprezentuje hraciu
arénu pre dvoch hrécov, ktori sa striedajii v tahani. V jednom tahu si hra¢ vyberie dva zatial volné body (také,
ktoré este nie sii koncom ziadnej tisecky) s rovnakou paritou a spoji ich tiseckou. Méze ale spojit iba také body,
aby novovzniknut4 tisecka nepretinala Ziadnu z predchéddzajucich tseciek. Prehrd ten hrac¢, ktory uz nemoze spravit
tah. Ak obaja hraci pouzivaju optimdlnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

RieSenie: (opravoval Fera¢)

Aj vy sa chcete stat miliondrmi? Hazardné hry vac¢Sinou nie st tou najlahSou cestou k tispechu, s touto vSak zaiste
obohrdme Ondreja o vSetky plySaky. Ale pozor, on teraz urdite zacne trénovat, budeme sa preto musief na neho
dobre pripravit. Ako na to?

Za¢nime pekne od zaciatku, od malickosti. Malo by byt jasné, ze vOobec nezalezi na tom, akymi ¢islami oéislujeme
body na kruZnici, délezita je len ich parita. MoZete si ich preto nahradif krizikmi a krazkami, alebo Giernymi
a bielymi koralikmi, tak aby ste si ich vedeli ¢o najlepSie predstavit. TaktieZ nezalezi na presnej polohe bodov, iba
na ich vzdjomnom poradi. Ked ich popostivame bez narusSenia ich poradia, tak to nijako neovplyvni to, ktoré ich
spojnice sa pretinaji. Odteraz preto budeme vzdy predpokladat, Ze st na kruznici rozmiestnené rovnomerne.

Na zaciatku hry sa parne a neparne body pravidelne striedaji, jedinou vynimkou st susedné body 1 a N pre
neparne N. Teraz si ukdzeme, ako tato pravidelnost vyuzit. Zoberme si nejakil poziciu s parnym pocétom bodov
(nie nutne pravidelnt), v ktorej eSte nie st Ziadne tisecky. Ku kazdému bodu potom vieme jednoznaé¢ne priradit jemu
protilahly bod. Povieme, Ze tato pozicia je symetricka, ak kazdé dva protilahlé body maji rovnaki paritu. Naopak,
pozicia je antisymetrické, ak kazdé dva protilahlé body maji réznu paritu. Predstavte si to tak, Ze zobrazenim
bodov v stredovej siimernosti cez stred kruznice sa symetrickd pozicia zobrazi sama na seba, zatial¢o antisymetricka
sa zobrazi na sebe opa¢nu poziciu. Skiste sa teraz chvilku pohratf, moZno sami pridete na nasledovné pozorovania.
Budeme predpokladat, ze tahdme prvi, Ondrej ide druhy.

Kazda symetrickd pozicia je vyhravajica. Sta¢i nam spojitf ITubovolné dva protilahlé body. Tymto sa ndm hra
rozpadne na dve simerné polovice. Odteraz mozeme jednoducho opakovat po Ondrejovi. Kedze ziadna dalsia
usecka nemoze pretinat prvi, tak kazdé dva spojené body budu patrif do tej istej polovice. Ak Ondrej spoji nejaké
dva body rovnakej parity v jednej polovici, my spojime im protilahlé v druhej polovici. (Tieto maju tiez rovnaka
paritu kvoli symetrii.) Po kazdom naSom kroku bude celkové hernd situdcia stredovo simernd, preto ak Ondrej
moze urobif fah v jednej polovici, my mézeme urobit rovnaky fah v druhej. To znamend, ze takto nemdZeme nikdy
prehrat. A kedZze hra skonéi po koneénom pocte krokov, tak takto uréite vyhrame.

Kazdéa antisymetrickd pozicia je prehrévajica. Tentokrat moze Ondrej opakovat po nés. Predpokladajme, Ze na za-
Glatku nasho tahu s doteraz nakreslené isecky rozmiestnené stredovo siimerne. Bud neméme Ziaden mozny fah
a prehrédvame, alebo moZeme spojit nejaké dva body A a B. Tieto body urcite nie su protilahlé, lebo kazdé dva
protilahlé body maji podla predpokladu réznu paritu. To znamené, Ze ich spojnica AB neprechddza stredom
kruZznice. Pozrime sa na im protilahlé body A’ a B’. Kedze A a B mali rovnakia paritu, tak A’ a B’ maju tiez
rovnaki paritu. Usecka A’B’ je obrazom tsecky AB v stredovej stimernosti cez stred kruznice a AB tymto stredom
neprechadza, preto A’ B’ nepretina AB. Takisto A’ B’ nepretina Ziadnu z predoslych tisediek, lebo ani AB nepretina
ziadnu z nich a pred nasim fahom bola situécia stredovo simernd. To znamend, ze Ondrej moze podla pravidiel
spojit A’ a B’ a tym stimernost obnovit. Takto si zarudi, Ze bude moéct vzdy potiahnut, a vyhréa.
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No a uz sme skoro na konci. Uvedomte si, ze poc¢iato¢né pozicie pre N tvaru 4k st symetrické a pre N tvaru 4k + 2
antisymetrické. Ostava ndm uz len vySetrit neparne N.

Nech N = 4k + 1. Pre N = 1 mame prehravajicu poziciu. Pre vicsie N spojme body N a N — 2, ktoré su oba
nepérne. Ziadny z bodov N —2, N —1 a N sa uZ nebude dat pouzif, mézeme ich kfudne vymazat bez ovplyvnenia
budtcich tahov. Ondrejovi ostant body 1,2,--- , N — 3, ktoré tvoria prehravajicu poziciu. Vyhrame my.

Pri N = 4k + 3 spojme body 2k + 1 a 2k + 3, oba neparne. Podobne ako v predoslom pripade, body 2k + 1,
2k + 2 a 2k + 3 mozeme teraz vymazat bez ovplyvnenia budtcich fahov. Ostdva ndm 4k bodov, pozor vsak, ich
parita sa nestrieda tak ako pre N = 4k. V skuto¢nosti je vyslednéd pozicia antisymetrickd (nakreslite si!), a teda
prehrévajtaca. Opét vyhrame my.

Zhrnutie na zéver: prvy hra¢ vyhra prave vtedy, ked N > 1 a N nie je tvaru 4k + 2.

A pokial aj vy hrate hru, tak ste prave prehrali:)

Uloha é&.12: Specidlne egyptské ¢islo je také prirodzené ¢islo, ktoré sa dé napisat ako sticet nie nutne réznych
prirodzenych ¢isel so sii¢tom prevratenych hodnét rovnym 1. Napriklad 32 =2+ 3+ 9+ 18 a zdrovenn 1/2+ 1/3 +
1/9+1/18 = 1.

a) Dokézte, ze existuje ¢islo N také, Ze vSetky od neho védsie prirodzené ¢isla st Specidlne egyptské cisla.

b) Néjdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st Specidlne egyptské. V rieSeni moézte vyuzit aj pocitac, ak tak ale
spravite, musite dokazat sprdvnost pouzitého programu.

RieSenie: (opravovali Ondraé¢ a Edo)

Najprv si ukdZeme jeden velmi pou¢ny princip na rieSenie mnohych diofantickych rovnic. Majme kladné raciondlne
dislo ¢, prirodzené ¢islo m a hladdme prirodzené riesenia rovnice

Ako by ste postupovali ak by som vam zadal nejaké konkrétne ¢ a m? Skuste si napr. ¢ = 1/2 a m = 3. VSeobecny
postup je nasledovny. Ak by vSetky zlomky 1/a; pre i € {1,2,...,m} boli mensie ako ¢/m, tak rovnost uréite
nenastéva. Cize aspoti pre jedno i plati 1/a; > ¢/m. Vzhladom na symetrickost rovnice nech i = m. Toto nam vsak

povie, Ze a,, < m/q, teda a,, € {1,2,...,|m/q]}. To je vSak koneény pocet moznosti a tak vieme rovnicu riesit
nasledovne. Pre kazdé a,, € {1,2,...,|m/q|} vyrieSime rovnicu s nezndmymi ay, az, ..., Gm—1 tvaru

1 1 1 1

44,+_47<+..._% =q— —.

ap  az am-—1 am

To je opét rovnica tvaru ako sme mali na zaciatku ale mé o jednu nezndmu menej. Ked sme si vyberali ¢ = m, mohli
sme si dokonca povedat, Ze a,, bude najmensie zo vSetkych ¢isel a; a tak pri rieSeni tejto podilohy s konkrétnym
a, mozeme predpokladat, ze a; > a,, pre vSetky i € {1,2,...,m—1}. Takto sa ndm tloha bude vetvit ale v kazdej
vetve casom ddjdeme az na rovnicu o jednej neznamej tvaru

T4 mé4 zrejme riesenie prave vtedy ak prava strana je prevratend hodnota nejakého prirodzeného éisla ¢o velmi Tahko
skontrolujeme. Riesenia povodnej rovnice tvoria vsetky permutacie rieseni, ktoré tymto algoritmom dostaneme.
Ukdzka: Nech m = 3 a ¢ = 3/2, hladdme prirodzené rieSenia

1 1 1 3

ay as as 2
Nech a3 je najmensie z ¢éisel a1, as, az. Potom moZe byt najviac m/q = 2. Rozoberieme dva pripady:
e a3 = 1. Potom riesime rovnicu
1 " 1 3 1 1
ap ay 2 1 2
Nech ag nie je viicie ako a;. Potom moze byt najviac 2/(1/2) = 4. Rozobereme pripady ax = 1,2,3,4

a zistime, kedy vieme doratat prirodzené a;. Vyde to prave pre as = 3 a ay = 4, éim dostaneme rieSenia
(6,3,1) a (4,4,1).

e a3 = 2. Teraz musi platit a1, as > 2. NavySe as moZe byt najviac 2/1 = 2, ¢iZe ag = 2 a z toho méme rovno
a1 = 2, ¢ize aj (2,2,2) je rieSenie.

Vyzbrojeni takymto apardtom sa hravo mozeme pustit do danej tlohy. Skiimajme najprv len také m-tice priro-
dzenych cisel aq,as, ..., am, ktorych sicet obratenych hodnét je 1. Pre konkrétne m je takych m-tic len konecne
vela (vyplyva z postupu ¢o sme si popisali), takZe vam nerobi problém najst vSetky pre malé m. Nech teraz mame
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SEC (8pecidlne egyptské ¢islo) n také, Ze n = aj +ag + - -+ + a,,. Pouzitim Cauchyho nerovnosti (alebo nerovnosti
medzi harmonickym a aritmetickym priemerom) dostaneme

11 1 )
(a1 +az+- +ap)| —+—+-+—)2>m
aq a9 A
¢o po nahradeni prvej zatvorky ¢islom n a druhej jednotkou tvrdi n > m?2. Preto ak preverime napriklad m =
1,2, 3,4, tak uréite dostaneme vietky SEC do 25 a tie ¢isla ¢o nedostaneme nebudi SEC. Urobte to. Mali by ste
zistit, ze SEC do 25 st
1,4,9,10,11,16,17, 18, 20,22, 24, 25.

Vidime, 7e ani také velké ¢islo ako 23 nie je SEC. Zd4 sa vSak, ze vsetky viicSie uz st. Roznymi trikmi sa vam
podarilo poprichadzat na to, Ze dalsich mnoho (cca 30) é&isel st SEC. To za¢ina byt celkom dobry zaklad pre nejaky
indukény dokaz, ze vietky dalsie ¢isla (poc¢niic 24) stt SEC. Ale ako spravit druhy indukény krok? Majme nejaké
SECn=ay+as+- -+ an,. Potom 2n = 2a1 + 2as + - - - + 2a,, ale

LS SRS S
2a1  2as 2a, 2
Pri¢itanim 1/2 k obom strandm dostavame
L PRI S
2a1  2as9 2, 2

Teda 2n + 2 = 2a1 + 2a2 + - - - +2a,,, +2 je SEC. Analogicky dostaneme pre 2n+9 = 2a; +2as + - - - + 2a,, + 3 +6,
ze

L v Lyl iy
2a;  2as 2a,, 3 6
Teraz stadi, ak ukaZeme, Ze ¢isla 24, 25,26, ..., 56 si SEC a mozeme to pre zvy$né dokézat indukciou. Formalne:

Nech 24,25,26, ...,k st SEC pri¢om k > 56. Potom ak k je parne, tak (k —2)/2 > 24 je SEC a teda aj k je SEC.
Ak k je neparne, potom (k — 9)/2 > 24 je SEC, teda aj k je SEC.

Tym sme dokonéili obe ¢asti, teda vieme presne ktoré ¢isla st SEC a ktoré nie. Bol to trochu naroé¢nejsi priklad ¢o
sa tyka rozoberania, ale aj také sa treba naucit riesit. :)

Uloha é&.13: Trojuholnik ABC ma4 strany dlzky a, b a c. Trojuholnik A’ B'C’ mé4 strany dlzky a +b/2, b+ c/2 a
¢+ a/2. Dokazte, ze obsah trojuholnika A’ B’'C’ je aspori 9/4 obsahu trojuholnika ABC'.

Riesenie: (opravovala Hanka)
Strany trojuholnika A’ B’C’ ozna¢me a’,b',c’ (o' =a+b/2, V' =b+c¢/2, ¢ = c+ a/2). Dalej nech

a+b+c , d+V+d 3( bt
§= ——(F— § = ———=—(a c
2 2 4

Vyjadrime si obsahy trojuholnikov ABC a A’B’C’ pomocou Herénovho vzorca. Obsah trojuholnika ABC potom
bude

(a+b+c)(—a+b+c)(a=b+c)(a+b—c)
Saapc = 5 5 5 5

Podobne pre obsah trojuholnika A’B’C” plati

3 3a+c—b)(3b+a—¢c)(3b+a—c
Sswe = [Hartr gt D@ @ =g

Teraz mozeme skusif bud bezhlavo do toho ,busit“ a utopif sa v tpravach alebo si spomentf na trik, ktory
nam zvykne takéto ,trojuholnikovo-obsahové zapisy zjednodusit. Ano, je to klasické trojuholnikova substittcia.
Vpisan kruznica trojuholnika ABC rozdeli jeho strany na tseky, ktoré si oznac¢me z,y, z. Nech plati a = y + z,
b=2x+ zac=x+ y. Pre obsah trojuholnika ABC dostaneme

Spapc =/ (x +y+ z)ryz-

Pre obsah trojuholnika A’B’C’ dostaneme

3x+y+2) 2tz (22+7) (22 +y)
Saapor = 2 2 2 2

Chceme dokizat taktto nerovnost:
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3x+y+2)y+2)(22+2z)2x+y) _ 9
>\ +y+2)zyz-
\/ 5 5 5 5 > (x+y+2)zyz
Po umocneni a jednoduchych tapravach dostaneme
2y +2)(2z+2)(2x 4+ y) > 2Tzyz.
Ak to z tohoto tvaru este neviete doklepnut, sta¢i roznasobit a poupravovat na

2212 + 2ya? + 2222 + xy? + y2® + 222 > dxyz.

Toto tvrdenie (samozrejme ekvivalentné s tym ¢o chceme dokézat, lebo sme robili ipravy zachovévajice znamienko)
sa uz dé4 dostat priamo z AG nerovnosti:

2 2 2

220 + 2ya® + 222% — 6 (y“f;f”) > 69/(212)(y22)(w22) = 6ayz,
2 2 2

2y 4 ye? +2a® = 3 (W) > 3/(ey?)(y27) (:2%) = 3ay2.

Tym sme nerovnost pre trojuholniky dokazali. Howgh!
Uloha é&.14: N&jdi vsetky funkcie f : R — R, ktoré pre kazdé realne x,y spliiajii vztah

flx+y) = f(2)f(y)f(zy).

RieSenie: (opravoval Ferac)

Ako to uz s funkcionalnymi rovnicami byva zvykom, aj tdto ma len trividlne (dokonca konstantné) rieSenia. Dokazat
vsak, Ze toto st naozaj vSetky, uz také jednoduché nie je. Ako zacat? Sktisme najprv vySetrit, kedy moZe nasa
funkcia nadobudat nulové hodnoty. Tymto sa neskér vyhneme moZnym problémom s delenim. Predpokladajme, Ze
existuje a € R také, ze f(a) = 0. Dosadenim y = a do zadanej rovnice dostaneme

flx+a)= f(z)f(a)f(xa) =0,V € R.

Z ¢oho ihned usudzujeme, Ze f(t) = 0 pre vSetky ¢, ¢o je jedno z rieSeni naSej rovnice.
Odteraz mozeme predpokladat, ze f nikde nenadobiida hodnotu 0. Teraz prichéddza na rad kluc¢ovy trik v rieSent,
a tym je vyjadrit f(2 + z) dvomi roznymi sposobmi.

fe+a) =

fe+e) = f

Porovnanim tychto vyrazov dostavame f(z) = f(x?) pre vietky z. Z tohto vyplyva, Ze f je nevyhnutne pirna
funkcia, pretoze f(—z) = f((—)?) = f(z?) = f(x). Na zéver polozme y = —x do pdvodnej rovnice.

flz =) f@) (=) f(—a?)
£(0) f(@)f(2)f(=?)
f0) = flz)®

VI0) = fl=)

Cize f je konstanta funkcia. Polahky overime, Zze f(z) = c je rieSenim préave vtedy, ked ¢ je —1, 0 alebo 1.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ skola ko | kg |5 |6 |7|8|9|10|11 s | >
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 6 1 919191919 45 | 45
1. Bosak Radomir 3. Gamca BA 3 01919191919 45 | 45
1. Hagara Michal 2. GJH BA 5 1 9191919]9/|3 45 | 45
1. Kocdk Tomas 4. GPos KE 10| 6 919191919 45 | 45
1. Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RV 10| 9 919191919 45 | 45
6. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 8 1 918|1919(519 44 | 44
7. Karaskova Natalia 2. Gamca BA 6 1 9181989 43 | 43
7. Komarkova Zuzana 3. Brno CR 5 1 71919199 43 | 43
7. Sormova Hana 3. Brno CR 4 0 91971919 43 | 43
10. | Bachraty Martin 2. GVO ZA 6 1 91819 |7 7 40 | 40
10. | Gurican Pavol 1. Gamca BA 3 019/19/9]|9]14 40 | 40
10. | Lisc¢insky Miroslav 3. GAlej KE 8 2 9199|617 40 | 40
10. | Riha Samuel 3. Brno CR 5 3 919181915 40 | 40
14. | Hajdin Michal 3. GJH BA 5 0199 91517 39 | 39
14. | Koneény Jakub 2. Gamca BA 6 1 819|1914]9|1 39 | 39
14. Simanové Lucia 4. Gamca BA 9 3 919191913 39 | 39
14. | Sladek Filip 2. GAB NO 3 1 19/9(9(13[9]9]0 39 | 39
18. | Jursa Jakub 3. GAlej KE 9 3 919|893 38 | 38
18. | Kubina Filip 4. GPOH DK 9 3 91919615 38 | 38
20. | Szilagyiova Adriana 4. GPos KE 7 2 91811947 37 | 37
21. | Fulla Peter 3. SPSSj SN 4 1 9 919 9 36 | 36
21. | Peitl Tomas 2. SPMNDG BA | 5 1 919 919 36 | 36
21. | Spisiak Michal 3. Gamca BA 7 5 9191919 36 | 36
21. Starovska Maria 4. Gamca BA 12 | 5 9191919 36 | 36
21. Tkadlec Josef 3. Praha CR 4 1 191913]6|91]9 36 | 36
26. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 1 819|774 35 | 35
26. | Jurikova Katarina 4. GJGT BB 9 3 9181919 35 | 35
26. | Polacko Martin 3. GAlej KE 9 3 91719713 35 | 35
29. | Hujer Peter 3. GPar NR 4 0 1919|818 34 | 34
29. | Topfer Jakub 3. Praha CR 3 01919 21618 34 | 34
31. | Baldz Miroslav 4. GLS HE 11 | 7 8181918 33 | 33
31. | Herencséar Albert 3. Gmad GA 6 1 913|588 33 | 33
31. | Jakubik Jozef 4. GKom PE 10 | 4 81919710 33 | 33
31. | Popovi¢ Viktor 2. GJAR PO 6 2 9183419 33 | 33
35. | Kocisky Toméas 4. Gamca BA 8 4 81719180 32 | 32
35. | Uhrik Jakub 3. Gamca BA 5 019194 9 1 32 | 32
37. | Benko Matus 4. GJAR PO 5 2 4 91919 31| 31
37. | Kopf Matus 2. Opava CR 5 1 91419514 31| 31
37. | Kuzma Tom4as 3. GAlej KE 9 3 819|618 31| 31
37. | Petrucha Michal 3. GMet BA 7 2 819|81|6 31| 31
41. Coculovéa Zuzana 2. GPos KE 5 0|89 21516 30 | 30
41. | Eiben Eduard 3. GPos KE 7 3 8191931 30 | 30
41. | Haas Emil 3. Gamca BA 7 1 919|715 30 | 30
41. | Hojc¢ka Michal 3. GKom PE 8 4 31819911 30 | 30
41. | Kieferova Méria 3. GsvFA ZA 4 0 19|7]3|8]3 30 | 30
41. | Kossaczky Igor 3. Gamca BA 3 0 12]7[8|9]4 30 | 30
41. | Rizman Tomas 3. GVar ZA 6 1 918|6|7 30 | 30
48. | Baranova Jana 2. GAlej KE 4 01919109 1)1 29 | 29
48. | Rudolfové Barbora 2. GMet BA 4 01998 211 29 | 29
50. | Florianova Michaela 2. Gamca BA 6 0 ]9|6|1|7]|5]|1 28 | 28
50. | Majdis Mojmir 2. GPOH DK 4 01919 9 1 28 | 28
52. | Matejovicova Lenka 3. GJH BA 10 | 5 6814190 27 | 27
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Por. | Meno Ro¢ skola ke | kg | 56| 7|8|9](10[11 s | >
52. | Ziman Michal 2. | GBSTLC | 5 | 0 |6]93]09 0 27 | 27 |
54. Midlik Adam 2. GJAR PO 3 01919 8 26 | 26
54. | Szabados Viktor 1. Gamca BA 3 0161991 26 | 26
54. | Styrakova Kamila 2. GPOHDK | 5 | 0 [9]9]|0]6 1 26 | 26
57. | Korinkova Marta 2. Gamca BA 4 071918 24 | 24
58. | Bogar Jan 2. GLS TN 5 |1 910[91]4 1 23 | 23
59. Kovacé Jakub 3. GCM NR 3 0217 6|4 3 22 | 22
60. | Hudec Vladimir 3. GVar ZA 6 1 918 4 21 | 21
61. | Babiarova Dana 3. GJab MY 4 019191 1 20 | 20
61. | Fekia¢ Jozef 3. Gamca BA | 6 1 8 517 20 | 20
63. | Bogarova Zuzana 1. GLS TN 2 10 [6[8]3 2 19 | 19
64. | Leskova Andrea 2. G Lipany 5 0819 1 18 | 18
64. | Porembova Alexandra 2. BiG Sucany | 5 1 9 9 18 | 18
64. Rigdova Emilia 2. GKuk PP 5 1 8 7 3 18 | 18
67. Kuklisova Nina 3. GMet BA 7 1 813|141 17 | 17
68. Baxova Katarina 3. GLS TN 3 0 816 |1 15 | 15
68. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 4 0 711101070 15 | 15
70. | Hasik Juraj 2. Gamcéa BA | 5 0|4 9 13 | 13
71. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 3 0|1 0 1 2 | 2
72. | Kapustova Katarina 3. GJGT BB 4 0 1 1 1
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé skola ko |1]2(|3|4|5|6|7 >

1. Guric¢an Pavol 1. Gamca BA 3 919191919 45

1. Le Tuan Anh 1. Gamca BA 3 919191919 45

1. Sormanova Miria 1. SPMNDG BA | 2 919191919 45

4. Bendik Stefan 1. SPMNDG BA | 2 719191919 43

4. Csiba Dominik 1. SPMNDG BA | 2 719191919 43

4. Vecerik Matej 1. SPMNDG BA | 2 719191919 43

7. Hozza Jan 1. GJH BA 1 | 7]171918]9]9 42

7. Vavrik Boris 1. GJH BA 1 /719791821910 42

9. Dresslerovd Anna, 1. GJH BA 1 19719 )|8]|8 41

9. Hlavata Martina 1. Gamca BA 3 919](6|9]8 41

11. | Buchman Marek 1. SPMNDG BA | 2 919|597 39

12. | Hajdinova Katarina 1. GJH BA 2 919 91912 38

12. | Sabadovic¢ova Linda 1. GJH BA 2 619|5(919 38

14. Mada¢ Juraj 1. GJH BA 1 8171981331 35

14. | Phuong Mariana 1. GJH BA 2 719111919 35

16. Pélenik Juraj 1. SPMNDG BA | 2 6191963 33

17. | Mojzisova Hana 1. GJH BA 2 719151912 32

17. | Szabados Viktor 1. Gamca BA 3 3151619109 32

19. | Durikovic¢ova Lucia 1. GsvU BA 1 |7|8|5(1]2]9/0 31

20. Kubincova Petra 1. SPMNDG BA | 2 719 91| 4 29

21. | Bosdk Radomir 3. Gamca BA 3 91919 27

22. | Kozadk Andrej 1. Gamca BA 3 9 6129 26

23. | Masar Juraj 1. GBil BA 2 613711613 25

24. | Hezelyova Slavka 1. SPMNDGBA | 1 |8] 78 0 23

25. | Kossaczky Igor 3. Gamca BA 3 21718 17

26. Smahovsky Marek 2. GJH BA 2 3 811 12
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kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roc skola ko |1|2(3(4|5]|6 P>
1. Kova¢ Ondrej 1. GCM NR | 2 71919199 44
2. Jakubik Jan 1. SPSE PN | 2 7191958 38
3. DiZova Andrea 1. GKom PE | 2 9191919 36
4. Bogérovéa Zuzana 1. GLS TN 2 319|568 31
5. Horvathova Zuzana 1. G Sered 1 [5(5]9[5[3]5 29
6. Lessova Livia 1. GPar NR 2 71952 23
7. Strbové Silvia 1. GPar NR | 3 319|510 15
8. Kova¢ Jakub 3. GCM NR | 3 2|7 9
9. | Baxova Katarina 3. GLESTN | 3 8

kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé skola k,, 2|/3|4|5|6 P>

1. Sladek Filip 2. GAB NO 3 919199 45

2. Jeémen Matej 1. GVar ZA 2 719191919 43

2. Leskova Katarina 1. BiG Sucany 2 91919719 43

4. Muthovéa Denisa 1. GbTR ZA 2 419151919 36

5. Kubinova Maéria 1. GPOH DK 2 81319 6 26

6. Fodorova Jana 1. GJGT BB 2 719 9 25

7. Bohinikova Alzbeta 1. GVar ZA 2 118|518 23

8. Majerova Karolina 1. GJCh BR 1 91913 22

9. Sabaka Peter 1. GJCh BR 1 7191 21

10. | Santer Jakub 1. GMH Trstena | 2 719 3 19

11. | Anderle Michal 1. GBST LC 1 8|1 17

11. | Bacinska Lenka 2. GSkol PB 3 913 5 17

13. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 3 915 |1 15

13. | Cuba Martin 2. GAB NO 2 31913 15

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé. skola ko, |1]12(|3|4|5|6|7 >
1. Rohar Pavol 2. GAlej KE | 3 911|712 19
2 Midlik Adam 2. GJAR PO | 3 919 18
kategoria GAMA
Por. | Meno Ro¢ skola 10 (11|12 |13 | 14 >
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 9 7 36
1. Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 4 1 3 36
3. Fulla Peter 3. SPSSj SN 9 7 7 91
4. Hagara Michal 2. GJH BA 9 3 0 1 7 60
5. Kocék Tomés 4. GPos KE 9 9 7 7 7 112
6. Konecny Jakub 2. Gamca BA 9 1 0 1 1 69
7. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 5 9 7 7 7 109
8. Sladek Filip 2. GAB NO 9 0 0 1 3 51
9. Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RV 9 9 7 7 7 114
10. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 0 0




