Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 2. série letnej dasti 2007/2008

Uloha é&.1: Aky je sticet uhlov v cipoch pitcipej hviezdy? Pitcipa hviezda je titvar ako na obrazku, pricom jej
strany ani uhly nemusia byt rovnako dlhé.

RieSenie: (opravovala Ivka)

(Podla Jdna Hozzu.) Na zadiatok si nakreslime pekny obrazok a oznaéime do-
lezité vrcholy a uhly. (Uhly pri vrcholoch Ay, ..., As ozna¢ime ag, ..., as, uhly
pri By,..., Bs oznadime [, ..., (35.) Zo skoly vieme, Ze stéet vnatornych uhlov
lubovolného trojuholnika je 180°. Podobne stcéet vntutornych uhlov patuholnika
je 540°. (Overte si to.) Z toho, Ze ay, as. (4 st vnitorné uhly trojuholnika
A1 A3 By dostdvame rovnost a; +as+ 06, = 180°. Aké dalsie trojuholniky mame
na naSom obrazku? Napriklad tie tvorené dvoma vrcholmi pétcipej hviezdy (nie
susednymi) a jednym vrcholom pétuholnika By Bs B3 By Bs. Pre kazdy trojuhol-
nik méme jednu rovnost. (Stcet velkosti vnitornych uhlov je 180°.) Ked tychto
pit rovnosti s¢itame, dostavame

2- (a1 +ae+az+oa+as)+ (61 + P2+ F3+ Ba+ G5) = 900°.

Pétuholnik By By B3 B4Bs mé sucet vnutornych uhlov 540°, ¢ize £1 + B2 + B3+ B4+ Bs = 540°. Z toho uz dostdvame
2 (a1 + ag + as + as + a5) = 360° a tak sacet uhlov v cipoch pétcipej hviezdy je 180°.

Uloha é&. 2: Najdite Sestciferné ¢islo, ktoré konéi éislicou 6 a ked tito ¢islicu presunieme na zaciatok, dostaneme
Stvornasobok povodného cisla.

RieSenie: (opravovala Katka M.)

Tato tloha nebola fazkd. Vsetci ste ju zvladli a riesili ste ju réznymi sposobmi. Priklad sa dal riesit pomocou
oby¢ajného nasobenia, kde ste postupne dostali vietky cifry hfadaného &isla.! Vo vzorovom riefeni si viak ukazeme
elegantnejsi postup z ktorého ihned dostaneme vysledok :).

Vieme, 7e nase hladané ¢islo ma 6 cifier a Ze konéi é&islicou 6. Cislo, ktoré dostaneme odobratim Sestky (teda
pozostava len z prvych piatich cifier), ozna¢me p. V desiatkovom zapise ma potom hladané ¢islo tvar 10p + 6.
Stvornasobok tohoto ¢isla je jednak 4 - (10p + 6), ale zaroveti je to ¢islo, ktoré dostaneme premiestnenim ¢ifry 6
v hladanom ¢isle. Uvedomme si, Ze to je vlastne p spolu s cifrou 6 na zaciatku, ¢ize 600000 + p. Stvornasobok
hladaného ¢isla mame vyjadreny dvoma spdsobmi, tak ich moézeme porovnat:

4-(10p+6) = 600000 + 6p,
39p = 59976,
p = 15384.

Jediné ¢islo, ktoré méze vyhovovat, je preto 153 846. Uplne spravne riesenie musi obsahovaf aj sktisku spravnosti:
153 846 - 4 = 615 384. Hladané ¢islo je 153 846. To je na dnes vSetko. Do skakavenia, priatelia. ..

Uloha é&.3: Na siistredeni sa stretlo 32 tcastnikov. Uz pred ststredenim kazdy poznal okrem seba aspori 16
7z ostatnych tcastnikov. Dokéazte, Ze tychto tcastnikov nevieme rozdelit na dve (nie nutne rovnako velké) neprazdne
skupiny tak, aby nikto z jednej skupiny nepoznal nikoho z druhej skupiny.

RieSenie: (opravoval Kaja, Hanka)

Na vyrieSeni tejto tlohy stacila jednoducha tivaha o pocte Iudi v skupinkach. Ulohu budeme riesif sporom. Inak
povedané, budeme predpokladat, Ze také rozdelenie existuje a pomocou neho dokéZeme nieco, ¢o nemdze platit.
Predstavme si, ze by sa tcastnici dali rozdelit na tie dve neprazdne skupiny. Ako by vyzerali? Kazdy tcastnik
poznd 16 dalsich Gi¢astnikov, ktory nutne musia byt v skupine s nim. Preto v oboch skupindch musi byt aspon 17
ucastnikov. Kedze skupiny st dve, spolu obsahuja aspoii 2 - 17 = 34 ucastnikov. To je vSak spor, pretoze vieme,
ze ucastnikov je prave 32. Tym sme dokézali, Ze sa tcastnici nevedia rozdelit na dve neprazdne skupiny tak, aby
nikto z jednej skupiny nepoznal nikoho z druhej skupiny.

IKazdu cifru oznacime nejakym pismenkom a roznisobime rovnost v tvare 4(100000a + 100006 + 1000c + 100d + 10e + 6) =
600000 + 10000a + 10000 + 100c + 10d + e.
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Uloha é&. 4: Dokizte, Ze ak a,b, ¢ st dlzky stran pravouhlého trojuholnika, pricom c je dlzka prepony, potom pre
vsetky prirodzené ¢isla k > 2 plati:

a) a®+ b3 < 3,

b) a* + bk < c*.

Riesenie: (opravovali Rasto a Zuzka)

DokéZeme ¢ast b) a tym bude dokdzana aj ¢ast a). Na zaciatok si uvedomme niekolko veci. KedZe a, b, ¢ st strany
pravouhlého trojuholnika, tak pre ne plati Pytagorova veta, ktorad hovori, Ze a? + b> = c2. Strana c je prepona,
a preto je najdlhsia z nich (a < ¢, b < ¢).

Po prenésobeni Pytagorovej vety vyrazom c*~2 dostaneme rovnost a?c*=2 + b2cF~2 = ¢*. Vieme, Ze a < ¢, ¢ize
a® < a?c*=2, lebo to sme len nahradili vietky vyskyty ¢ vpravo mensim a vlavo. (Vyuzivame pri tom, ze k — 2 je
kladné, inak by ¢ mohli byt aj v menovateli a predchadzajici dévod by neplatil.) Rovnako dostaneme aj nerovnost
b* < b2cF~2. Séitanim poslednych dvoch nerovnosti ziskame vyslednti nerovnost a* + b* < a?cF=2 + b?cF—2 = ¢F,
cize a¥ 4+ bF < k.

Poznamka: Ak sa vam prendsobenie Pytagorovej vety vyrazom c
postupovaf aj indukciou vzhladom na k. Skuste si premysliet ako z a® + b* < c* dostanete a**! + bF+! < ¢

k=2 7d4 prilis trikové a neprirodzené, mozete

k+1

Uloha é&.5: Nech P je bod vniitri trojuholnika ABC'. Zostrojme tisecky rovnobezné so stranami trojuholnika pre-
chadzajiice bodom P. Obsahy troch trojuholnikov, ktoré nam tymto vznikli, st 4, 9 a 49. Aky je obsah trojuholnika
ABC?

Riesenie: (opravovali Tka a Kubko)

Ako pri kazdej geometrii, aj tu zacneme s peknym vsSeobecnym obrazkom. V ziadnom pripade si nekreslime troju-
holnik rovnoramenny alebo rovnostranny! Tie maja vlastnosti, ktoré by mohli narusit vSeobecnti platnost rieSenia,
keby sme sa na ne spolahli.

Vsetky tri trojuholniky spolu s trojuholnikom ABC' st podobné (podla C

vety uu), lebo ich prislichajice strany st rovnobezné, a teda zvieraju aj a
zhodné uhly. Oznacéme |IP| = c;, |DE| = c3 a |PF| = c3. Stvoruholniky
ADPI a EBFP sa rovnobezniky, preto |[AD| = ¢; a |[EB| = c3, Cize

|AB| = ¢1 + ¢2 + c3. Nasleduje klic¢ové pozorovanie, s ktorym tlohu hravo i

vyrieSime. Majme dva podobné trojuholniky, povedzme IPH a DEP. Ich 1 F
strany st v pomere c¢; : ¢z, preto aj ich vysky (myslime vysku trojuholnika ‘1 €3

IPH z bodu H, ozna¢me ju vy, a vysku trojuholnika DEP z bodu P, 4 ¢ D& FE 3 B

oznafme ju v2). My ale vieme, Ze pre pomer obsahov S;py a Spgp plati

2
9 _ Sipa _ 2vier o1

- - 2
4 SDEP 2’0262 C5

Podobne aj vo vSeobecnosti je pravdivé tvrdenie: Pomer obsahov podobnych trojuholnikov je druha mocnina
pomerov ich stran. KedZe obsahy trojuholnikov IPH, DEP a PFG st v pomere 9 : 4 : 49, tak pre ich prislichajtce
strany musi platit ¢; :ca:c3=3:2: 7.

Od rieSenia sme len ktisok. Pomer prislichajicich stran podobnych trojuholnikov ABC a DEP je

=217 2T 8 i+ 2=t 1+-=F

c c1+ectes ¢ c3 3 7T 12
C2 C2 Co co 2 2 2

Pomer obsahov trojuholnikov ABC' a DEP preto (opét vyuzitim toho pozorovania) je 122 : 22 = 144 : 4, ¢ize ABC
mé obsah 144. a to sme chceli zistif, ze?

Iné rieSenie:

D4 sa pouzif aj iny pristup. Rozdelime trojuholnik DEP na 4, trojuholnik /PH na 9 a trojuholnik PFG na 49
zhodnych trojuholnickov, deliace tsecky predizime a uz len ratame malé zhodné trojuholnicky. :)

Uloha é&. 6: Ozna¢me si dve strany trojuholnika a, b a uhly oproti nim ozna¢me «, 3. Dalej ozna¢me v vysku na
tretiu stranu tohto trojuholnika. Dokazte, Ze

a) ak o+ 8 =90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v2,

b) ak |a — 3| = 90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v2.

RieSenie: (opravovali Ondro M. a Bebe)

a) Plati a + 8 = 90°, preto je trojuholnik ABC' pravouhly. Obsah tohoto trojuholnika vieme vypocitat dvoma
spOsobmi:

e Sapc = (ab)/2, kde a a b st odvesny tohoto trojuholika.

e Sapc = (vc)/2, kde v je vyska na preponu c.
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Z tychto dvoch vyjadreni obsahu toho istého trojuholnika dostdvame rovnost a?b? = c?v2. Teraz mézeme vyuzit,

7e v pravouhlom trojuholniku plati ¢ = a? + b2. (Pytagorova veta.) Po dosadeni a? + b? za ¢? v prvej rovnosti

dostavame a2b? = v2a? + v2b2. Po predeleni obidvoch stran rovnosti vyrazom a?b?v? dostaneme rovnost
y
1 1 n 1
v2 a2 b2’

ktord ma presne taky tvar aky sme potrebovali.

b) Nech o > (3 potom o = 3+ 90°. (V opac¢nom pripade by bol dokaz velmi podobny. Rozmyslite si to.) Ozna¢me
Cop pitu vysky na stranu AB. Trojuholnik CyAC je pravouhly, navySe |JCAB| = 90° 4 3, preto |[SCoCA| = S.
(Vidite to vo vasom obrazku?)

Z pravouhlého trojuholnika BC,C vidime, Ze sinf = |CoC|/|CB| = v/a. Podobne z pravouhlého trojuholnika
CCyA dostévame cos 3 = |CoC|/|CA| = v/b.

Pre sinus a kosinus rovnakého uhla plati sin? a 4 cos? 3 = 1. Po vyjadreni sinusu a kosinusu pomocou predchadza-
jucich vztahov dostdvame

v? ?

Uz sme ale skongili, pretoze tiito rovnost staci predelit v? a zistime, ze plati

a2

1 1 1

N
a? b2 2’
¢o sme chceeli dokazat.

Komentar: Prvd ¢ast tlohy nebola tazka, mnohi ste sa s iou popasovali na vybornii. Pri rieSeni ste vic¢Sinou vyuzili

.....

.....

ktoré ste mali dokézaf a Gpravami ste sa dostali k nejakému pravdivému tvrdeniu. To ale nemusi byt vzdy spréavny
dokaz.

Uloha é&.7: Nech M je stred strany C'D v rovnobezniku ABCD. Dokézte, 7e bod M lezi na osi uhla BAD prave
vtedy, ked je uhol AM B pravy.

Riesenie: (opravovali Baja a ZuzkaC)

KedZe v zadani bolo ,,prave vtedy, ked*, bolo treba dokézat dve implikacie. Prvou je: ,,Ak M lezi na osi uhla BAD,
potom je uhol AM B pravy“, a opacne: ,,Ak je uhol AM B pravy, potom bod M lezi na osi uhla BAD*“. Na toto
mnohi z vas zabudli a dokézali len jedno tvrdenie.

Podme na prva cdast doékazu. Vychddzame z toho, Ze bod M lezi na osi uhla BAD. Nakreslime si obrazok, to
vzdy pomoze :). KedZe polpriamka AM je osou uhla pri vrchole A, plati |[SMAD| = [ BAM|, ozna¢me si ich a.
Stvoruholnik ABC'D je rovnobeznik, takze protilahlé uhly méa rovnaké a sti¢et vietkych je 360°. Z toho dostavame,
ze [SADM| = 180°—2w a | BC'D| = 2. Teraz moézeme v trojuholniku ADM dopo¢itat posledny uhol: [ DM A| =
180° — (180° — 2a) — @ = «. Vidime, Ze trojuholnik AM D je rovnoramenny, pretoze plati |YAMD| = |SDAM].
Z toho vyplyva, ze |AD| = |DM]|. Vieme, ze M je stred strany DC, takze |[DM| = |MC|. Napokon z vlastnosti
rovnobeznika mame, ze |AD| = |BC|. Ked ddame toto dokopy, dostdvame |AD| = |BC| = |DM| = |MC|. Takze aj
trojuholnik BC'M je rovnoramenny, so zdkladiiou M B. Uhly pri zékladni musia byt rovnaké a pretoZe pozname
uhol |[SMCB| = 2q, je lahké ich dopoéitat: |[SCMB| = |<MBC| = 90° — a. Uhol DMC je priamy a jeho velkost
vieme vyjadrit ako

IS AMD| + | BMC| + |[SAMB| = 180°,
a+90° —a+|SAMB| = 180°,
[SAMB| = 90°,

a to sme chceli dokézaf.

Teraz predpokladajme, ze |4 AM B| = 90°. Chceme ukézaf, ze M lezi na osi uhla BAD. Oznaéme si |[<BAM| = a.
Vsimnime si, ze plati |[X AM D| = a, pretoze je striedavy s uhlom BAM . KedZe trojuholnik ABM je pravouhly, bod
M lezi na Téalesovej kruznici zostrojenej nad AB. Ak stred strany AB oznalime S, plati: |AS| = |BS| = |MS|. M S
je spojnica stredov stran v rovnobezniku ABCD, preto je rovnobezna so stranami AD, BC' a plati |AD| = |MS|.
Dostévame, ze |[AD| = |M S| = |AS| = |DM]|, trojuholnik AM D je rovnoramenny. Odtial [ DAM| = |[SAMD| =
a, a preto |SDAM| = |4 MAN| = a. To ale znamend, Ze AM je osou uhla BAD. Tad4d4, hotovo!

Pozndmka: Ako to uz v geometrii byva, existuje viacero rieseni. (Napriklad aj cez sinusova vetu :).)
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Uloha ¢&.8: Do tabulky s velkostou 22 x 22 vpiSeme éisla 1,2,3,...,222, kazdé prave raz. Je pravda, ze vidy
vieme vybrat dvojicu poli¢ok susediacich rohom alebo stranou tak, Ze sucet ¢isel vpisanych v tychto polickach bude
delitelny 47

Riesenie: (opravoval Jaro)

Roznymi sposobmi sa dalo ukdzaf, Ze zadanie neklame. Uvedieme si ten pouzity viiéSinou z Vas.

Prvym dobrym napadom bolo pamétat si z éisel len ich zvySok po deleni Stvorkou. To jediné totiz potrebujeme,
ak chceme zvySok suctu susedov po deleni Stvorkou. Nech [¢] znaci lubovolné &islo so zvySkom é. (Napr. symbol [1]
oznacuje nejaké ¢islo so zvyskom 1.)

Druhym napadom bolo skisit vyplnit mensie tabulky po tom, ako sa ndm nedarilo vyplnit tabulku so zdpornym
vysledkom na otédzku v zadani. Prevrovaf vSetky mozné vyplnenia tabulky 22 x 22 naozaj nie je dobry népad.
(Mimochodom, je ich (2222:1) (212i£1), ak nas zaujimaju len zvysky po deleni $tyroma.)

Bud takto alebo skisenostou (so susednostou v (ne)stvoréekovych tabulkach) sa dala odhalit hlavna pointa. Tou
bolo rozdelit tabulku na chlieviky 2 x 2. Pretoze poli¢ka chlievika susedia, dvakrat [0] ¢i [2] v chlieviku by znamenalo
hladany par. Zostava ndm dat maximéalne po jednej [0] aj [2] na chlievik. KedZe medzi ¢islami 1,2,3,...,22% je 112
¢isel kazdého zvysku po deleni §tyrmi a mame aj 112 chlievikov, musi v kazdom byt préave jeden exemplar [0] aj [2].
Ak nechceme mat zaraz dvojicu [1] a [3], musime volné miesta v chlievikoch dopliiat bud dvoma jednotkami alebo
dvoma trojkami. PretoZe trojok mame tolko ako jednotiek, vyplnime oboma po rovnako vela chlievikov. Tych je
ale neparny pocet, teda aspoii jeden chlievik bude miesany. A v fiom opét nachddzame pozadovant dvojicu, ¢o sme
chceli ukdzat.

Pozndmka: Uvedené tvrdenie plati pre tabulku n x n, prave ked je n tvarov 4k + 2, 4k + 3. Dokaz pre neparne
rozmery je Skaredsi a vysledky sa trochu prevritené (Pre 4k + 3 mame péarny pocet chlievikov).

Uloha é&.9: Majme lichobeznik ABCD, v ktorom AB || CD, |AB| > |CD|, uhol pri vrchole A je pravy, jeho
uhlopriecky st navzajom kolmé a pretinaji sa v bode O. Nech OF je os uhla AOD, pricom bod E je bod tsecky
AD. Nech F je taky bod na BC, ze EF || AB. Dokézte, ze |EF| = |AD|.

RieSenie: (opravovala Erika)

Této tloha je pekné v tom, Ze nemusime dokreslit ani jednu ¢iaru do obrézka, aby sme prigli na rieSenie. Jediné,
¢o je treba urobit, je nakreslit si viacero lichobeznikov vyhovujicich zadaniu a postrehntf niekolko spoloénych
vlastnosti.

D C Ozna¢me prieseéniky priamky FF s uhloprieckami AC, BD po-
stupne X, Y. Dokézeme, ze |ED| = |EX| a |AE| = |XF|. Tym
dokdzeme aj rovnost |[AD| = |EF|, kedze |AD| = |AE| + |ED],

(@] |[EF| = |EX|+ |XF|.

Na ukézanie rovnosti |[ED| = |EX]| si sta¢i vSimnut, Ze Stvoruholnik

EXOD je tetivovy, lebo sucet dvoch protilahlych uhlov je 180°. Na-

viac [<XOE| = |[SEOD| = 45°, ¢ize tetivy EX, ED prisluchajtce

k tymto dvom uhlom majt rovnaka dizku.

Ukézat druht rovnost |AE| = | X F| bude o trosku zloZitejsie. Vyuzi-

jeme pri tom skutoc¢nost, Ze trojuholniky FY D a EAX st zhodné

A B afakt, ze | XF| = |EY|. Dva uvedené trojuholniky st zhodné podla

vety usu. Naozaj, |SDEY| = |[SXEA| = 90°, |[ED| = |EX|, a lahko nahliadneme, Ze |[<<DAO| = [SEY D| (st

doplnkami do pravého uhla k uhlu |[$ADY| v trojuholnikoch ADO, EY D). Zo zhodnosti tychto dvoch troju-
holnikov vieme, Ze |AE| = |EY|. Teraz uz len sta¢i dokdzaf, ze |[EY| = |XF|. Vimnime si trojuholniky ABD,

ABC. Majt spoloént stranu AB a rovnaki vysku na tato stranu. Usecky EY, X F st ich priecky nachadzajice

sa v rovnakej vyske, preto si rovnako dlhé. Kto by neveril, staci si uvedomit, ze koeficient k& podobnosti troju-

holnikov ABD a EY D je rovnaky ako koeficient podobnosti trojuholnikov ABC a X F'C, na zadklade ¢oho nutne
|EY| = |XF| = k|AB|. Takze |AE| = |EY| = | X F|, ¢o sme chceli ukézaf.

Uloha é&.10: Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f : N — N takd, Ze pre vsetky n > 2 plati

f(f(n=1)) = f(n+1) = f(n).

Riesenie: (opravoval Skre¢ok)
Podme skusit ndjst nejaka funkciu f : N — N, ktora by vyhovolala podmienke zo zadania. KedZze

f(fln=1)) = f(n+1) = f(n) (1)

pre n > 2 a funkénd hodnota f(f(n — 1)) je viiésia ako nula, dostavame, Ze f(n + 1) — f(n) > 0. TakZe pre n > 2
je f rastuca, pretoze vtedy plati f(n+ 1) > f(n).
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Sktsme teraz zdola odhadnit funkéni hodnotu f(n) pre n > 2 (o f(1) sa nebudeme starat, pretoze tam nemame
zarufenu rastucost f). Zrejme je f(2) > 1, pretoze f je funkcia do prirodzenych ¢isel. Vdaka rasticosti je f(3)
vidsie ako f(2) > 1, takze f(3) > 2. Induktivne vieme postupovat dalej ako

fn)>fln—1)>->f(2)=21= f(n)>n—1 (2)

Dokazovat to nebudeme a nechdvame to na matematickej-indukcie-chtivého ¢itatela.

Dolny odhad f(n) > n — 1 pre n > 2 by sme mali, skisme pre zmenu odhadovat zhora. Vieme, Ze uréite je
f(n) > 0. Odtial a z rovnice (1) dostdvame, ze pre k > 2 plati f(f(k — 1)) < f(k + 1), pretoze od f(k + 1)
od¢itavame kladnd hodnotu f(k). Teraz moZeme opidf pouzit rastticost funkcie f a ,vykratit“ predchddzajicu
nerovnost na f(k — 1) < k+ 1 (rozmyslite si, preco to tak mozeme urobit). Mame uZ aj nejaky horny odhad, ak
navySe zamenime (k — 1) za n, dostdvame f(n) < n + 2 pre vietky prirodzené n. To ndm spolu s (2) déva

n+2> f(n)>n—1, pren>2. (3)

Ked sme uz rozbehnuti v odhadovani, odhadnime este rozdiel f(n+ 1) — f(n) zhora pre n > 2. Z horného odhadu
pre f(n + 1) a z dolného odhadu pre f(n) mame

fn+1)—f(n)<(n+3)—(n—1)=4.

No a teraz sa uz len staéi pozorne pozriet na (1). Pre n > 7 je prava strana mensia ako 4, kym lava strana je (podla
dolného odhadu pre f(n)) uréite aspon 4, lebo f(f(n—1)) > f(n—1)—-1>n—-2)—1=n—-3>4pren >T.
No ale to je, mili priatelia, spor. Funkcia f : N — N splhajica podmienku zo zadania neexistuje.

Pozndmka: Urdite si lamete hlavu nad tym, ako sa dalo prist na ten spor. Stadi si véimnit, Ze rozdiel f(n+1)— f(n)
na pravej strane rovnosti je aj pre velké n mens$i ako 4. Zaroven na lavej strane rovnosti mame nejaki funkéni
hodnotu, a o tej vieme, Ze rastie. Takze niekde sa to musi ,preSvihnat“ a rovnost zo zadania niekde musi prestat
platit (to, Ze je to pri sedmicke, uz zistime polahky).

Komentér: Vela z vas urobilo po odvodeni odhadu (3) alebo podobného, pomerne zasadni chybu. Konkrétne 7ze ak
plati trebars n + 2 > f(n) > n — 1, tak potom je f(n) =n — 1 pre v8etky n alebo je f(n) = n pre vSetky n alebo
je f(n) = n+ 1 pre vSetky n. To je zdsadné chyba dokonca z dvoch dovodov.

Prvy z nich je komplikovanejsi, ale o to zasadnejsi. Ten odhad hovori iba to, Ze pre kazdé n > 2 plati bud f(n) = n—1
alebo f(n) =n alebo f(n) = n+1 (pevne verime, Ze citite ten rozdiel). Takze stale to moze byt aj takd funkcia f,
ze f(1)=1a f(n) =n+1 pre n > 1. Funkcii vyhovujicich odhadu existuje nekoneéne vela (nie iba tri). Daja sa
vSak pomerne jednoducho popisat, ak si uvedomite, ze f musi byt od dvojky rastica.

Druhy dévod je jednoduchsi, totiz treba si uvedomit, Ze ten nas odhad plati iba pre n > 2. V pripade takéhoto
rozoberania ,moznych“ funkcii f treba potom venovat pozornost aj tomu, aké moze byt f(1), ak nechcete prist
o drahocenné bodiky. ..

Uloha é&. 11: Uvazujme mnohouholnik s celo¢iselnymi stranami taky, Ze kazdé dve jeho susedné strany sii na seba
kolmé (nemusi byt konvexny). Dokédzte, ze ak ho vieme pokryt neprekryvajicimi sa dominovymi kockami velkosti
2 x 1 umiestnenymi rovnobezne s jeho stranami, tak aspoii jedna z jeho stran ma parnu dizku.

RieSenie: (opravoval Bus)

Sta¢i nam dokazat, ze ak bude maf mnohouholnik vietky strany neparnej dlzky, nebude sa daf pokryt dominovymi
kockami. Uvazujme takyto mnohouholnik a rozdelme si ho na $tvoréeky velkosti 1 x 1. Tie vyfarbime striedavo
¢iernou a bielou farbou tak, aby ziadne dva hranou susediace $tvoréeky nemali rovnaki farbu. (Rovnako, ako policka
na Sachovnici.) Aby sa dal mnohouholnik pokryt dominovymi kockami, musi obsahovat rovnako vela ¢iernych
a bielych policok, pretoze kazdd dominova kocka umiestnend rovnobezne s jeho stranami zaberie prave jedno
¢ierne a jedno biele policko. Toto plati dokonca aj v pripade, ze dominova kocka nebude presne zarovnana s nasou
stvoréekovou siefou, ale posunutd o nejaka necelodiselnii vzdialenost — bude sa sice prekryvat s viac ako dvoma
Stvorcekmi, ale celkovy obsah prikrytej bielej ¢asti bude rovnaky, ako obsah prikrytej Ciernej casti, a to presne
jedna.

Nagim cielom teraz bude ukézat, Ze ¢iernych a bielych policok neméze byt rovnako vela. Pozrime sa bliZsie na vr-
choly nasho mnohouholnika. Konvexnymi vrcholmi budeme nazjvat tie vrcholy, pri ktorych je vndtorny uhol 90°,
a nekonvexnymi tie, pri ktorych je vnitorny uhol mnohouholnika rovny 270°. VSimnime si, ze policka pri kon-
vexnych vrcholoch st vSetky rovnakej farby — nech je to bez ujmy na vSeobecnosti ¢ierna — a pri nekonvexnych
vrcholoch st vzdy dve ¢ierne a jedno biele policko. Je tomu tak preto, lebo vSetky strany nédsho mnohouholnika
st neparnej dlzky, a teda ak aspon jeden konvexny vrchol ma pri sebe &ierne policko, musia aj susedné vrcholy
mat jedno ¢ierne policko ak st konvexné, resp. dve ¢ierne policka ak st nekonvexné. To isté plati aj pre vrcholy
susediace s tymito susednymi vrcholmi, a tak dalej, az pre vSetky vrcholy mnohouholnika.

UvaZzujme teraz mrezové body vo vnitri a na obvode mnohouholnika. (MreZové body st body, kde sa pretinaja
vodorovné a zvislé ¢iary nasej Stvorcekovej siete, t.j. vrcholy ¢iernych a bielych stvoréekov. Napriklad kazdy vrchol
mnohouholnika by mal byt zaroveni mrezovym bodom.) Nech v je pofet mrezovych bodov vnitri mnohouholnika,
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k pocet konvexnych vrcholov, n pocet nekonvexnych vrcholov a o pocet ostatnych mrezovych bodov na obvode
mnohouholnika. Kazdy vnatorny mrezovy bod susedi s dvoma bielymi a dvoma ¢iernymi Stvoréekmi, konvexny
vrchol s jednym Ciernym a zZiadnymi bielymi $tvorcekmi, nekonvexny vrchol s dvoma ¢iernymi a jednym bielym
Stvoréekom a ostatné obvodové mrezové body susedia vzdy s jednym bielym a jednym ¢iernym Stvoréekom. Celkovy
pocet Ciernych a bielych Stvorcekov bude:

pocet bielych stvoréekov = 2v+n+o

pocet Ciernych stvoréekov = 2v+4+k+2n+o

Urcite vam ale neuslo, Ze takymto sposobom sme vela $tvorcekov zapocitali viackrat. Ak sa ale dobre zamyslite, mali
by ste si uvedomit, ze kazdy Stvoréek sme zapodcitali presne Styrikrat — raz za kazdy jeho vrchol. Staéi horeuvedené
pocty vydelit $tyrmi a dostaneme spravny vysledok. Ciernych policok bude o (k + n)/4 = (podet vrcholov)/4 viac
ako bielych, ¢im je dokaz ukonceny. Mimochodom, z nasho vysledku tiez vyplyva, ze pocet vrcholov v pravouhlom
mnohouholniku s neparnymi dizkami stran je vzdy delitelny $tyrmi.

Uloha ¢&.12: Dokézte, Ze z Iubovolnej mnoziny deviatich celych ¢isel vieme vidy vybrat rézne ¢isla a, b, ¢ a d tak,
Ze Cislo a + b — ¢ — d je delitelné 20. Zistite, ¢i to plati aj pre Iubovolnti osemprvkovii mnozinu celych &isel.
Riesenie: (opravovali Ondrac¢ a Kuna)

Ak medzi tymi deviatimi ¢islami existuji dve disjunktné dvojice {a,c} a {b,d} (spolu §tyri rozne &isla) také, ze
v kazdej dvojici maji obe ¢isla rovnaky zvySok po deleni 20, tak a +b —c—d = (a — ¢) + (b — d) je delitelné 20.
Ak také dve dvojice neexistuji, znamena to, Ze medzi tymi deviatimi ¢islami sa opakuje najviac jeden zvySok po
deleni 20 a opakuje sa najviac trikrat. (Premysli si.) Teda tych devét ¢isel obsahuje aspoii sedem roznych zvyskov
reprezentovanych siedmymi réznymi ¢islami z devitprvkove] mnoziny. Spomedzi tychto sedem &isel vieme vybraf
(;) = 21 dvojic, teda podla Dirichletovho principu nejaké dve rozne dvojice {a, b} a {c, d} (tu slovo ,rézne“ znamena
{a,b} # {c,d}, ale nemusi platit {a,b} N {c,d} = () také, ze a + b a ¢ + d maji rovnaké zvysky po deleni 20. Ak
by tieto dvojice mali neprazdny prienik, teda BUNV a = ¢, potom b a d maji nutne rovnaky zvySok po deleni 20,
preto b = d, ¢ize dvojice {a, b} a {c,d} sa rovanju, ¢o je spor. Preto musia byt disjuktné: {a, b} N {c,d} = (). Teraz
vSak Stvorica a, b, ¢, d dava riesenie. Rozobrali sme vSetky moZnosti a prvi ¢ast mame za sebou.

Co sa pokazi ak by sme ten sity postup chceli aplikovat na osemprvkovii mnozinu? Nefungoval by nam Dirichletov
princip, lebo (g) = 15 < 20. Tak sktsime najst protipriklad. Budeme mat sedem rdéznych zvyskov po deleni 20,
pricom jeden, povedzme 0, sa zopakuje trikrat. Za¢neme ¢islami 0, 20, 40. Po chvilke hrania sa a sktSania, zvy$né
¢isla hravo doplnite, napr. 1,2, 4,7 a 12. Na tiplné rieSenie v8ak musime ukazat, Ze z mnoziny {0, 20,40, 1,2,4,7,12}
naozaj nejde vybrat Stvoricu a, b, ¢, d aki by sme chceli. Rozobereme niekolko moznosti:

e Ak by medzi ¢islami a, b, ¢, d boli 0, 20 aj 40, urdite by a + b — ¢ — d nebolo delitelné 20 (prave kvoli tomu
Stvrtému ¢islu).

e Ak by dve z &isel a, b, ¢, d boli delitelné 20 a dve nie, tak by to znamenalo, ze bud stdet, alebo rozdiel dvoch
roznych ¢isel z mnoziny {1,2,4,7,12} je delitelny 20. Rozdiel hned vyltéime a dostdvame len suéty: 3, 5, 6,
8,9, 11, 13, 14, 16, 19.

e Ak kazdé z ¢isel a, b, ¢, d méa rdzny zvysok po deleni 20, tak to by znamenalo, Ze dve disjunktné dvojice ¢isel z
mnoziny {0,1,2,4,7,12} maja rovnaky sticet modulo 20 (tu 0 reprezentuje jedno ¢islo z {0, 20,40}). Dvojice
ale davaju 15 roznych sactov: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 19.

Rozobrali sme vSetky moznosti a ukézali sme, Ze pre mnozinu {0, 20,40, 1,2,4,7,12} hladané a, b, ¢, d neexistuju.
Uloha é&. 13: Dokazte, Ze existuje také ¢islo M, Ze pre kazdé prirodzené m > M existujii a, b, c € N, pre ktoré plati
m?<a<b<c<(m+1)>

a zarover cislo abe je tretia mocnina prirodzeného cisla.

RieSenie: (opravovali Ondra¢ a Kuna)

S tymto prikladom ste si velmi dobre poradili. Vo va$ich rieSeniach sa vyskytovali dva rozne pristupy, jeden exis-
tencny a druhy konstrukény. Aby ste neboli o ni¢ ukrateni, spomenieme si ich oba. :) Prvé riesenie: Budeme

vyuzivat poznatok, Ze druhé mocniny rasti pomalSie ako tretie mocniny prirodzenych ¢isel a preto pre dost velké
m budi medzi ¢islami m3 a (m + 1)® aspoii dve druhé mocniny k2 a [2, k < [. Ak sa ndm toto podari dokazat,
potom staci zvolit a = k2, b = kl a ¢ = [2. Zrejme

m? <a<b<c<(m+1)?

a abc = (kl)3, ¢o sme chceli. Uz len dokézaf, ze pre dost velké m existuji dve rozne druhé mocniny medzi m?

.....

(m+1)%2 —m3/2 > 2,
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Pre m > 5 to dokédZeme odhadom
(m+1)32 —m3% = (m + D)Vm + 1 — my/m > (m + 1)vm — my/m = Vm > 2.
Z toho vieme, zZe pre m > 5 existuju dve rozne prirodzené cisla k, [ také, ze
m3? <k<l<(m+1)°%? = mdP<k?<i®<(m+1)>

Tym sme dokézali sme, Ze modzeme zvolit M = 4.

Druhé riesenie: Skusime a, b, ¢ vyjadrit ako nejaké jednoduché funkcie m. Aby nam sedeli nerovnosti, patrilo by
sa, aby to boli nejaké polynémy tretieho stupnia od m. Po nejakom skisani lahko objavite trojicu

a = (m—1)*(m+3),
b = (m—1)m(m+3),
c = m?(m+3).

St¢cin abe = ((m — 1)m(m + 3))? je tretia mocnina a podmienka m® < a < b < ¢ < (m + 1)? plati (ako sami urcite
zvladnete ukazat) pre m > 5, teda opét stacéi zvolit M = 4.

Uloha é&.14: V ostrouhlom trojuholniku ABC mame vniitorny bod P. Priamka BP pretina AC' v bode E, priamka
CP pretina AB v bode F' a priamka AP pretina EF v bode D. Ozna¢me K pétu kolmice z bodu D na BC'. Ukazte,
ze KD je os uhla EKF'.

Riesenie: (opravovala Hanka)

Péty kolmic z bodov F' a E na stranu BC' oznacme M a L. Taktiez
budeme potrebovat prienik priamok AP a AC, ktory oznacme Q.
Chceme dokézat, ze KD je os uhla EK F. Staci ndm ukéazat, ze uhly
BKF = a a CKE = 3 st rovnako velké, ¢o je ekvivalentné s pod-
mienkou tan o = tan 3. Teraz bude naSa stratégia ukézat platnost
tohto tvrdenia pomocou toho, Ze si budeme postupne vyjadrovat
inym spdsobom vsetko ¢o si budeme vediet vyjadrit a nakoniec nam
to necakane vyjde;) Z trojuholnikov FMK a ELK vieme

|F M| _|EL]
MK’ KL
Dalej z trojuholnika BF M vieme vyjadrit |[FM| = |BF|sin(|3 ABC|).
Podobne z trojuholnika FLC dostaneme |[EL| = |EC|sin(|< ACB])

Kedze body K, L a M st kolmé priemety bodov D, E a F, tak
medzi nimi ostali zachované pomery vzdialenosti, teda

tan (3

tana =

"B M K QL C

|[KM|  |FD]|
|KL|  |DE|
Takze zatial sme zistili
tana  |BF|sin(|[$ABC|) |DE|
tan3  |EC|sin(|$ACB|) |FD|

Z Cevovej vety vieme o tisekoch BQ, QC, EC, EA, AF a BF, 7e
st v nasledovnych pomeroch.

BQ| _z |CE| _z |AF| _y

QC| —y" [AE| 27 |BF| x
Potom pre dlzky tise¢iek BF a EC méame vyjadrenia
|BF| x

= BF| = AB
|AB|  z+y = |BFl x+y| b
|EC| x x
—_— = E = A .
|[AC]  x+=z - [EC x+z| cl

Po dosadeni do vztahu (4) dostaneme

tanae x4z |AB]|sin(|$ABC|) |DE]

tan3 x+y |AC|sin(]QACB|) |FD|
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Zo vztahov pre obsah trojuholnika ABC' vidime, 7e |AC||BC|sin(|< ACB|) = |AB||BC|sin(|< ABCY), preto sa nas
vztah (5) zjednodusi na

tana x4z |DE| (6)
tan x4y |FD|

Toto vyzeré ovela jednoduchsie ako na zadiatku. Uz to len doklepnit: ). Chvilu sa budeme zabévat s obsahmi, v§ak
to poznate, Cevova a Menelaova veta tiez stivisia s pomermi a tiez sa dokazuji cez obsahy.
Takze vieme

|DE| _ SAAED _ SAPED _ SapeA
|FD|  Saarp  Saprp  Sapra

Dalej z trojuholnika APB vyplyva

Sapra  _ |AF] _y

SAPFB |BF‘ :C’

Sapra = SapBa
r+y

Analogicky dostaneme pre obsah trojuholnika PEA vztah

z
T4z

Sapea = Sapca
Vztah (6) vieme potom prepisat na vztah

tana _ z SAPCA. 7)

tan3 y Sappa

Uz len nejako ,prepojit* obsahy trojuholnikov ABP a ACP a méme to.

Yy _ Saacq _ Sapcq _ Saacq —Saprcq _ Saace
z  Saag  SapBg  Saag —Saprsq  SaaBp

Takze vidime, ze dany vztah (7) plati. Tym sme tlohu dokézali, Hanka moze ist spat.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Ro¢ skola ko [ kg |5 [6]7 (891011 p | s | D,
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 6 1 919191919 45 | 90
1. Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RV 10 | 9 919191919 45 | 90
3. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 8 1 9191917719 43 | 87
4. Komarkova Zuzana 3. Brno CR 5 1 919191917 43 | 86
5. Bachraty Martin 2. GVO ZA 6 1 919191919 45 | 85
6. Karaskova Natalia 2. Gamca BA 6 1 9191995 41 | 84
6. Sladek Filip 2. GAB NO 3 1 19/9(9](9/19]9 45 | 84
8. Hagara Michal 2. GJH BA 5 1 919|19]1]91|0 37 | 82
9. Kocak Tomas 4. GPos KE 10| 6 919|972 36 | 81
9. Kone¢ny Jakub 2. Gamca BA 6 1 919 |8]9|7]|2 42 | 81
9. Starovskd Maria, 4. Gamca BA 12 | 5 91991919 45 | 81
9. Riha Samuel 3. Brno CR 5 3 9191977 41 | 81
13. | Fulla Peter 3. SPSSj SN 4 1 91919198 44 | 80
14. Sormova Hana 3. Brno CR 4 0 819(9|6]|4 36 | 79
15. | Bosak Radomir 3. Gamca BA 4 019195 712 32| 77
16. | Tkadlec Josef 3. Praha CR 4 1 7191897 40 | 76
17. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 1 9119|7196 40 | 75
18. | Petrucha Michal 3. GMet BA 7 2 91919194 40 | 71
18. | Spisiak Michal 3. Gamca BA 7 5 8191919 35| 71
20. | Baldz Miroslav 4. GLS HE 11 | 7 819191912 371 70
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
20. | Lisc¢insky Miroslav 3. GAlej KE 8 2 91919(2|1 30 | 70 |
22. | Eiben Eduard 3. GPos KE 7 3 9199|715 39 | 69
22. | Hojcka Michal 3. GKom PE 8 4 919/1913]|9 39 | 69
24. | Jakubik Jozef 4. GKom PE 10 | 4 919181910 35 | 68
24. | Szildgyiové Adriana 4. GPos KE 7 2 9191419 31 | 68
26. | Simanova Lucia 4. Gamca BA 9 3 613/9|5]|5 28 | 67
26. | Uhrik Jakub 3. Gamca BA 5 0 |8|8|6 91410 35 | 67
26. | Styrakova Kamila 2. GPOH DK 5 019(9|5/9]|6 38 | 67
29. | Gurican Pavol 1. Gamca BA 3 019/8|9 26 | 66
29. | Kopf Matus 2. Opava CR 5 1 71919 6|4 35 | 66
29. | Polacko Martin 3. GAlej KE 9 3 919191410 31| 66
32. | Baranova Jana 2. GAlej KE 4 01919199 36 | 65
33. | Hujer Peter 3. GPar NR 4 0171959 30 | 64
34. | Jurikova Katarina 4. GJGT BB 9 3 9111919 28 | 63
34. | Midlik Adam 2. GJAR PO 3 019(9/9|1]9 37| 63
36. Coculova Zuzana 2. GPos KE 5 0 [8|5(9(2|4]|6 32 | 62
36. | Jursa Jakub 3. GAlej KE 9 3 9111915 24 | 62
36. | Kubina Filip 4. GPOH DK 9 3 9171422 24 | 62
39. | Haas Emil 3. Gamca BA 7 1 9191419 31 | 61
39. | Popovi¢ Viktor 2. GJAR PO 6 2 919|181 28 | 61
39. | Topfer Jakub 3. Praha CR 3 0 91919 0|0 27 | 61
42. | Hajdin Michal 3. GJH BA 5 0 19(3|4]|2 1 19 | 58
42. | Kieferova Méria 3. GsvFA ZA 4 01919217 28 | 58
42. | Kocisky Tomé4s 4. Gamca BA 8 4 814|860 26 | 58
42. | Peitl Tomas 2. SPMNDG BA | 5 1 914|118 22 | 58
46. | Kuzma Tomas 3. GAlej KE 9 3 919 710 25 | 56
46. | Matejovicova Lenka 3. GJH BA 10 | 5 519|717 29 | 56
48. | Kossaczky Igor 3. Gamca BA 4 0 |8]9|5]|2 0 24 | 54
49. | Rudolfova Barbora 2. GMet BA 4 0 | 88|51 1 23 | 52
50. | Rizman Tomés 3. GVar ZA 6 1 91911 0 19 | 49
51. | Bogar Jan 2. GLS TN 5 1 8|71 710 23 | 46
51. | Herencsar Albert 3. Gmad GA 6 1 815 13 | 46
53. Majdis Mojmir 2. GPOH DK 4 0 31814 2 17 | 45
54. | Szabados Viktor 1. Gamca BA 3 010([8]9|0 1 18 | 44
55. | Florianova Michaela 2. Gamca BA 6 026|511 15 | 43
56. | KukliSova Nina 3. GMet BA 7 1 9(5|1]3]|6 24 | 41
57. | Fekia¢ Jozef 3. Gamca BA 6 1 912|118 20 | 40
58. | Kova¢ Jakub 3. GCM NR 3 0 9(5|1]2]|010 17 | 39
59. | Kory Jakub 4. GJAR PO 4 1 91919 4 |7 38 | 38
60. | Leskova Andrea 2. G Lipany 5 0191451 19 | 37
61. | Ziman Michal 2. GBST LC 5 0|4 411 0 9 | 36
62. | Bogarova Zuzana 1. GLS TN 2 01934 16 | 35
62. | Rigdova Emilia 2. GKuk PP 5 1 318|6 0 17 | 35
64. | Hapak Samuel 4. Gamca BA 10 9 718 9 24 | 32
65. | Benko Matus 4. GJAR PO 5 2 0 | 31
65. | Hudec Vladimir 3. GVar ZA 6 1 7121 0 10 | 31
67. | Porembova Alexandra 2. BiG Sucany 5 1 3|5 4 12 | 30
68. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 4 0 [3|3]|5 1 12 | 27
69. | Babiarova Dana 3. GJab MY 4 0 4 1 5 | 25
69. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 3 019]9]|5 23 | 25
71. Baxova Katarina 3. GLS TN 3 013|313 9 | 24
71. | Kofinkova Marta 2. Gamca BA 4 0 0| 24
73. | Hasik Juraj 2. Gamca BA 5 0 511 6 |19
74. | Zubnéarové Katarina 4. GJGT BB 5 0|83 11 | 11
75. | Kapustova Katarina 3. GJGT BB 4 0 0|5 0 5| 6
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Por. | Meno Ro¢. skola ko | kg 6|7|/8/9|10/11 s | >
76. | Konopkova Julia | 3. | GJGT BB | 4 | 0 015 0 5] 5 |
kategéria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Ro. skola k., 2|13|4|5|6 |7 >
1. Guric¢an Pavol 1. Gamca BA 3 91919819 89
2. Csiba Dominik 1. SPMNDG BA | 2 9191919 9 88
2. Le Tuan Anh 1. Gamca BA 3 91919719 88
4. Hozza Jan 1. GJH BA 1 91919 9 87
4. Vecerik Matej 1. SPMNDG BA | 2 919191938 87
6. Dresslerovd Anna 1. GJH BA 1 919191919 86
6. Hlavata Martina 1. Gamca BA 3 919191919 86
6. Sormanova Miria, 1. | SPMNDG BA | 2 9191919 5 86
9. Phuong Mariana 1. GJH BA 2 8191919819 79
10. | Benéik Stefan 1. | SPMNDG BA | 2 919|8 9 78
11. | Mach4ac¢ Juraj 1. GJH BA 1 919 77 76
12. Buchman Marek 1. SPMNDG BA | 2 919194141 74
13. | Hajdinova Katarina | 1. GJH BA 2 919 |18|5]3]|4 73
14. | Pélenik Juraj 1. | SPMNDG BA | 2 91919 8 | 4 72
15. Durikovi¢ova Lucia 1. GsvU BA 1 9191(14(12]9 |1 71
16. Sabadovi¢ova Linda | 1. GJH BA 2 919|414 3 67
17. Szabados Viktor 1. Gamca BA 3 918|089 66
17. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 914|115 4 66
19. | Kubincova Petra 1. SPMNDG BA | 2 919|918 64
20. | Mojzisova Hana 1. GJH BA 2 81912813 62
21. | Kozak Andrej 1. Gamca BA 3 91919135 61
22. | Masar Juraj 1. GBil BA 2 919 |7 50
23. | Hezelyova Slavka 1. | SPMNDG BA | 1 918 |4 46
24. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 2 12
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola k., 2|3 5|67 >
1. Kova¢ Ondrej 1. GCM NR | 2 619 5 3 76
2. DiZova Andrea 1. GKom PE | 2 919 71319 73
3. Jakubik Jan 1. SPSE PN 2 81919 315 72
4. Bogarova Zuzana 1. GLS TN 2 81918191314 69
5. Horvathova Zuzana 1. G Sered 1 81913 510 56
6. Strbova Silvia 1. GPar NR 3 819|193 |5 49
7. Lessova Livia 1. GPar NR 2 919 3 44
8. Kovac¢ Jakub 3. GCM NR | 3 915 23
9. Baxova Katarina 3. GLS TN 3 31313 17
kategdria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko, 2|13|4|5|6 |7 >
1. Sladek Filip 2. GAB NO 3 919191919 90
2. Jeémen Matej 1. GVar ZA 2 81919 8|5 82
3. Leskova Katarina 1. BiG Sucany 2 919 9133 76
4. Muthova Denisa 1. GbTR ZA 2 7194|7412 67
5. Bohinikova Alzbeta | 1. GVar ZA 2 919(19(9|3]|5 64
6. Santer Jakub 1. GMH Trstenad | 2 81919 319 57




KMS 2007/2008

2. séria letnej casti

11

Por. | Meno Ro. skola ko |1]2|3|4|5|6 |7 >
7. | Gregor Viktor 2. | GSkolPB | 3 91919915 56 |
7. Kubinova Maria 1. GPOH DK | 2 819|167 0 56
9. Fodorova Jana 1. GJGT BB | 2 91914 3 50
10. | Majerova Karolina | 1. GJCh BR 1111919 41
11. | Luba Martin 2. GAB NO 2 91913 37
12. | Bacinska Lenka 2. GSkol PB 3 5|85 35
13. | Sabaka Peter 1. GJCh BR 1 21
14. | Anderle Michal 1. GBSTLC | 1 17

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola ko, [112]3]4 6|7 >
1. Midlik Adam 2. GJAR PO | 3 919 45
2. Rohar Pavol 2. GAlej KE | 3 914 413 39
3. Stehlik Matus 1. GAlej KE 2 91914 22
Vysledkové listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Ro¢ skola 10 | 11|12 | 13 | 14 >
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 9 6 6 57
2. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 42
3. Fulla Peter 3. SPSSj SN 8 6 7 112
4. Hagara Michal 2. GJH BA 910 69
5. Kocak Tomas 4. GPos KE 7 2 6 7 7 141
6. Kone¢ny Jakub 2. Gamca BA 7| 2 78
7. Majercik Miroslav 5. BiG Sucany 7 9 7 7 7 146
8. Sladek Filip 2. GAB NO 9 6 7 73
9. Ujhazi Vladislav 4. GPJS RV 9 9 7 7 7 153
10. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 0




