Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové rieSenia 3. série letnej casti 2007 /2008

Uloha é&. 1: Skrecok s Katkou maji v zahrade strom, ktory rodi samé zdravé exotické ovocie. Rastii na fiom manga,
papaje a lici. 1. januara 2008 vyrastlo prvé mango, li¢i aj prva papaja. Nové mango vyrastie kazdy treti den, no na
strome vydrzi len 10 dni, potom zhnije a odpadne. Podobne, kazdy piaty den vyrastie nova papéja, ktora zhnije
a odpadne po 15 dnoch. Li¢i vydrzi na strome 30 dni a nové vyrastie vzdy po tyzdni.

a) Kedy najblizsie narastu vSetky tri plody v jeden deri?

b) Kolko kusov akého ovocia bude na strome 20. februara?

c¢) Kolko kusov akého ovocia bude na strome 20. februéra, ak ho Skrecok s Katkou 1. februara obrali?

RieSenie: (opravovala Kika)

Prvy den vyréstlo vSetko. Mango rastie kazdy treti der, ¢ize prvy, stvrty, siedmy, atd. St to dni, ktoré maju tvar
3m + 1. (Po deleni tromi dévaja zvySok 1.) Podobne rastie papaja kazdy den tvaru 5p + 1 a liéi tvaru 71 + 1. Je
nepraktické pocitat s takymito ¢islami, preto si situdciu preznac¢ime. Nech 1. januér 2008 je nulty dei. Potom 31.
januér je tridsiaty dern, 20. februar je pitdesiaty den a ovocie rastie v dni, ktoré maju tvar 3m,5p a 7l.

a) Naraz narasti v defi, ktory je ndsobok vSetnych troch, ¢o je naskor 105-ty deti. Co je to za datum? Ked od tohto
¢isla odéitame 30 zvy$nych janudrovych dni, 29 dni februdra (rok 2008 je priestupny) a 31 marcovych, dozvieme
sa, ze hladany den je 15. april.

b) Chceme vediet, kolko bude ¢oho na 50. defi. Keby nejaké mango vyrastlo pred 40-tym dilom, aj tak by odpadlo
a zhnilo. Preto na strome budd len tie manga, ktoré vyrasta 40. defi a neskor. Cize hfaddme nésobky 3 medzi 40
a 50. To su ¢isla 42,45 a 48 — 3 mangd. Podobne stadi zistit, kolko papaji vyrastie od 35. diia. To st nasobky piatich
od 35 do 50. Tie st 4, aj ked papdaje z 35 a 50 diia st trochu diskutabilné. Odpadla (resp. narastla) uz t4 papdja,
ked sme pocitali, alebo eSte nie? Dohodnime sa, Ze boli 4. Ale uznavala som aj iné rieSenia, ak boli zdovodnené. Pri

.....

¢) Vsimnime si, Ze manga a papéje, ktoré vydrzia na strome do 20. februdara, st vSetky z februdra. Teda oberanie
stromu 1. februdra nem4 vplyv na to, kolko bude tychto ovoci 20. februara. S 1i¢i je to trochu iné. Z tych 5, ktoré
by na strome vydrzali do 20. februéra, treba odéitat tie, ktoré narastli v januari. To st dva plody z 21. a 28. dila,
teda 20. februara budu na strome 3 li¢i, 3 manga a 4 papaje.

Uloha é&.2: Do tabulky velkosti 5 x 5 vpisujeme ¢&isla —1, 0 a 1. Chceli by sme to urobit tak, aby stucty cisel
v kazdom riadku, stlpci aj na oboch diagondlach boli rézne. Ukdzte, Ze sa to tak urobit neda.

RieSenie: (opravovala Ajka)

Najskor si zistime kolko roznych stcétov potrebujeme. Mame pif riadkov, pif stipcov a dve uhlopriecky, preto
potrebujeme 12 roznych stctov. Teraz sa zamyslime nad tym, aké sucty vieme ziskat. Stcet robime vzdy z piatich
séitancov (pretoZe v riadkoch, stipcoch a na uhloprieckach je vzdy 5 $tvoréekov), z ktorych kazdy je 1,0 alebo —1.
Takze najviacsi stdet dostaneme, ked s¢itame pit jednotiek (najvicsich éisel), ¢o je p#t a najmensi ked séitame
pit minus jednotiek (najmensich &isel), ¢o je minus pét. Teda suéty mozu byt celé ¢isla od —5 do 5. Tie dokonca
vieme vSetky ziskaf. Napriklad tak, Ze pouzijeme potrebny pocet jednotiek (alebo minus jednotiek) a zvySok nuly:
3=1+1+14+0+0 alebo -2 = (—1)+ (—=1) + 0+ 0+ 0. Dokopy vieme spravit jedenast roznych suctov
(-5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 a 5). Vieme aj, Ze na vyrieSenie tlohy ich potrebujeme aspoii dvanést, takze ndm
bude minimélne jeden stdet chybat. Ukazali sme, ze tabulka sa tak vyplnit neda.

Komentar: V tomto priklade si bolo treba dat pozor na jednu vec. Ked zistime, Ze najmensi vysledok je —5 a najvicsi
je 5, eSte to neznamend, ze vieme dosiahnuf vSetky celo¢iselné vysledky od —5 do 5. Mohlo by sa stat, Zze niektoré
nevieme naskladat z ¢isel ktoré médme dané. (V nasom pripade to ide, ale nemusi to ist vzdy.) Preto nemozeme
tvrdit, Ze ich je 11 bez toho aby sme ukézali Ze vSetky existuju.

Uloha é&. 3: Princezna Hanka bola viznena hrozivym drakom vo vysokej vezi. KedZe sa drak bal, Ze ju niekto pride
vyslobodit, postavil okolo veze hradby, dokonca rovno niekolko hradieb. Prvé mali tvar kruznice, ktorej stredom
bola veza a polomer mali 1 km. Do nich bol vpisany Stvorec, do neho opat kruznica, do nej dalsi Stvorec, do neho
opét kruznica a v nej posledny stvorec. Kolko kilometrov hradieb celkovo musel drak postavit?

RieSenie: (opravoval Mito)

Na tispesné vyrieSenie tohoto prikladu potrebujeme zvladnut dve veci. Pre danti kruznicu s polomerom r vypoditat
dlzku strany stvorca vpisaného kruznici. Druhou vecou je pre dany Stvorec so stranou a zistif polomer kruznice
vpisanej tomuto Stvorcu. Dajme sa teda do toho.
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Ak do kruznice vpiseme Stvorec ABC D, Tahko si méZeme vSimnut, ze uhlopriecka Stvorca je priemerom kruznice.
Potrebujeme preto zistit, aky je vztah medzi dizkou uhlopriecky $tvorca a jeho stranou. Toto sa da Tahko zistif
pomocou Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC, dostavame 2r = a-+/2. (Druhou moznostou je pouzit Pytagorovu
vetu na trojuholnik ABS, kde S je stred kruznice, vyskusajte si to.)

Podme k druhej éasti. Ak $tvorcu vpiSeme kruznicu, mozeme si v§imnat, Ze priemer kruZnice je rovnako dlhy ako
strana Stvorca. (Nakreslite si priemer, ktory je rovnobe’ny so stranou $tvorca.) To znamend, ze a = 2r.

To je v podstate vSetko, treba uz iba kazdé z predchédzajtcich pozorovani pouzit tri krat a zo zistenych udajov
vypocitat obvody. Ak to spravime, pre polomery kruznic dostdvame postupne 1, v/2/2 a 1/2, strany §tvorcov maji
dizky v/2,1 a v/2/2. Obvody isto Iahko dopoéitate sami, celkovy obvod je

(3+V2)m +6V2 +4,
¢o je priblizne 26, 35 km.

Uloha é&. 4: Kolkymi spésobmi mézeme za sebou usporiadat ¢isla 21,31,41,51,61,71 a 81 tak, aby sme pouzili
kazdé z ¢isel prave raz a aby bol stcet kazdych Styroch za sebou iducich &isel delitelny ¢islom tri?

Riesenie: (opravoval Rasto)

Studet cisel je delitelny tromi prave vtedy, ked je aj stucet ich zvySkov po deleni 3 delitelny tromi. Preto najskor
skisime zistit ako usporiadat ich zvySky a potom budeme moct kazdy zvySok nahradit lubovolnym éislom s tym
zvySkom a podmienka zo zadania sa ndm nepokazi. Medzi naSimi ¢islami méme tri ¢éisla delitelné tromi, dve
so zvy$kom 1 a dve so zvyskom 2 po deleni tromi, ¢ize budeme usporiadavat 3 nuly, 2 jednotky a 2 dvojky.

Teraz si mozeme vSimnut, ze prvé a piate ¢islo musia mat rovanky zvysok po deleni tromi, lebo ked k lubovolnému
z nich pripoéitame tri ¢isla spomedzi nich, tak ndm vznikne Stvorica, ktord uz musi byt delitelnd tromi. Z rovankého
dovodu budu zvysky rovnaké aj na 2. a 6. mieste a aj na 3. a 7. mieste. Takze usporiadanie vieme symbolicky
zapisat ako a b ¢ d a b ¢ (rovnaké pismenko znamend rovnaky zvysok). Zvysky a, b, ¢ nemodzu byt rovnaké, lebo
potom by taky isty zvySok musel byt dvakrat aj v prvej a aj v druhej polovici a teda spolu $tyrikrat, ¢o vsak
nemdze byt, lebo nemame 4 éisla s rovnakym zvyskom. Z poctu zvyskov dalej vieme, Ze d predstavuje zvysSok 0.
Ak zvysky 0, 1 a 2 Tubovolne priradime pismenkam a, b, ¢ tak dostaneme vzdy dobra postupnost. Tychto priradeni
je: 3 moznosti na a krat 2 moznosti na b krat 1 moznost na c, ¢ize 3-2-1 = 6 a mame preto 6 réznych usporiadani
zvyskov: 0120012, 0210021, 1020102, 1200120, 2010201, 2100210.

Podet moznosti kolkymi modzeme obsadit pozicie so zvyskom 0 ¢éislami 21,51 a 81 je 3-2 -1 = 6. Podobne méme
dve moznosti ako obsadif pozicie so zvySkom 1 a tiez dve moznosti pre zvysSok 2. Iné usporiadanie zvyskov a iné
obsadenie pozicii zvyskov skutoénymi ¢islami ndm da vzdy novi postupnost, a preto je spolu 6 -6-2-2 = 144
roznych usporiadani ¢isel 21, 31, 41, 51, 61, 71 a 81 takych, ze studet kazdych Styroch za sebou idicich je delitelny
tromi.

Uloha &. 5: Stvorec ABC'D ma stranu dlzky 6v/2. Usecka EF je rovnobezna s rovinou, v ktorej lezi §tvorec ABCD,
a mé dlzku 12v/2. Trojuholniky BCF a ADFE st rovnostranné. Aky je objem telesa ABCDEF'?

Riesenie: (opravovali Kubo a Buggo)
Najprv sa zamyslime, kolko roznych telies spliia zadanie. Potom tilohu vyriesime. Nésledne ju vyriesime este dvoma
inymi spdsobmi. Pozor, tretie rieSenie je len pre silné zaludky. Podme teda na prvy bod nasho programu.

F3 Es Pokiisme sa nakreslit plast nésho telesa. Body oznacdené rovnakym
pismenom s réznym ¢iselnym indexom splynt po zloZeni plasta do jed-
ného bodu. (Napr. z bodov F; a F» bude bod F.)
Isty méme Stvorec ABCD. Je jasné, ze nad stranami BC a DA su
rovnostranné trojuholniky. Rovnako pozname dlzky vSetkych stran
v Stvoruholnikoch AFyEsB a DCE3F3. To ndm vSak na ich jedno-
2 B znac¢né urcenie este nestaci. My vSak vieme, Ze tsecka E'F' je rovno-
bezna so Stvorcovou podstavou. Zamyslime sa, ako mézeme nas plast
612 skladat.
A B Uvedomime si, Ze tse¢ka EF musi lezat v tej rovine kolmej podstavu,
62 v ktorej lezia aj body E; a Fy (vrcholy rovnostrannych trojuholnikov).
Spojenim tychto dvoch poznatkov dostdvame, ze strana E'F moze lezat
len na jednej priamke, prieniku tychto dvoch rovin. Ked si v§imneme,
F> Ey Ze tto stranu dostaneme prehnutim plésta okolo tsecky AB, je ndm
12v/2 vsetko jasné. Useéky FEsFy a E3F3 st rovnobezné s AB. Vidime teda,
Ze tento plast prislicha prave jednému telesu. (Skuste si napisat detailny dokaz poslednych dvoch viet.)
Téék, plast mozeme poskladat a pozrief sa na nase teleso. Uz len zratat objem. Jedna moznost ako to dosiahnut je
divoko povyjadrovat ¢o sa len da s nddejou, ze to potom uZ z toho vypadne. Alebo sa modzeme zamyslief a mozno
si uSetrit cas.
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Oznacme si body P a ) ako na obrazku. Staci, ak zratame
objem hranola ABCDPQ a stvorstenov BCEP a ADQF.
Je zrejmé, ze |EP| = |FQ| = 3v/2. Nezabudnime, 7e | BE| =
61/2. Dvojnasobnym pouzitim Pytagorovej vety dostavame,
7e |BP| = 3v/6 a v = 6. A tak sa dostdvame k vyjadreniu
objemu

(6~\/§)2~6+2-6~\/§-6~3-\/§

V= 2 3.2

= 288.

Ked uz mame tlohu nejako vyrieSent, mdZeme sa zamysliet, ¢i by sme nevedeli najst
nejaké elegantnejsie riesenie. Myslite si, ze /2 v dizkach stran je len ndhoda? Alebo sme
vam tou odmocninou cheeli dat, prepitujeme, hint?

Odmocnina z dvoch sa tandardne vyskytuje v uhloprieckach $tvorcov. Co ak je EF
uhlopriecka nejakeho nadradeného telesa? Dokreslime, uvidime. Ajhla. N4s atvar sa da
cely vpisat do kocky s 12 cm dlhou stranou. A koho osvietil zablesk prozretelnosti, ten si
isto v§imol, Ze nase teleso nie je ni¢ iné, ako polovica stredného Stvorstena pri rozrezani
kocky ako na obrazku. No a zratat jeho objem vie predsa kazdy.

Tretia moZnost ako riesit priklad, je vyhadrit si plochu rezu nasho titvaru pre kazda vysku

h. A zintegrovat:
6
/(1— g) -6vV2+ 3hdh
0

Uloha &. 6: Nech a, b, ¢ st prirodzené é&isla, ktorych najvicsi spolocny delitel je 1. Dalej o nich vieme, Ze sicin
kazdych dvoch je delitelny tretim. Dokézte, Ze kazdé z disel a, b, ¢ sa rovnd najmensSiemu spoloénému nasobku
zvysnych dvoch vydelenému najvicsim spoloénym delitelom zvysnych dvoch &isel.

Riesenie: (opravovali Katka M. a Skre¢ok)

Podme sa spolo¢ne pozriet, ako mozu vyzerat rozklady ¢isel a, b, ¢ na sucin prvocisel. Kedze najvicsi spoloény
delitel tychto troch éisel je jedna, nemodzu mat tieto ¢isla v rozklade ziadne prvoéislo spoloéné. V takom pripade
by bol totiz ich najvicsi spoloény delitel prave toto spolo¢né prvocislo.

Skiuisme teraz zistit, aky vplyv na prvodéiselny rozklad a, b, ¢ ma vlastnost, Ze ,sucin kazdych dvoch z nich je
delitelny tretim“. Podla tejto vlastnosti napriklad a deli suéin bc. To znamené, Ze b a ¢ maju v rozklade nejaké
spolo¢né ¢initele s a. Mozno iba b, mozno iba ¢, mozno obe, to zatial nevieme. Tieto ¢initele s najvidsie spoloéné
delitele tychto dvojic, oznac¢me si ich NSD(a, b) =  a NSD(a,c) = y.

Analogickt tivahu moZeme urobit aj pre ostatné dvojice ¢isel delitelné tretim éislom. Oznaciac NSD(b, ¢) = z a tuho
sa zamysliac dostdvame, Ze naSe tri éisla a, b, ¢ musia byt v tvare

a = xyp,
b = xzq,
c = yazn

pri¢om vsetky celé ¢isla z, y, z, p, ¢, r musia byt nesudelitelné. (Ich najvicsi spoloény delitel musi byt jedna.) Musi
to tak byt preto, lebo z, y, z st najvicésie spolo¢né delitele dvojic ¢isel spomedzi a, b, ¢ a takisto kvoli tomu, Ze
NSD(a,b,c) = 1.

Pozrime sa na ¢isla p, ¢, 7. KedZe a = xyp deli stéin bc = ryz2qr, dostdvame, e p musi byt jedna. Je totiz s ¢islami
z, Y, z, ¢, T vystupujicimi v stcéine bc nestudelitelné. Podobnym spdsobom sa lahko presvedéime o tom, Ze aj g a 7
st rovné jednej. To ale znamena, ze

a = wy,
b = xz,
c = yaz.

Sktsme sa teraz mrknat do zadania, ¢o po nds vedici chct, a prepisme si to do redi nasho oznacenia. Dokizeme
iba to, Ze a sa rovnd najmensiemu spoloénému néasobku ¢isel b a ¢ vydelenému najvacsim spoloénym delitelom b
a c. Zvysné dve rovnosti zvladne bystry éitatel polahky. Chceme zistif, ¢omu sa rovné

nsn(b,c)  zyz

NSO T 2 W@
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Celé sme to dostali vdaka tomu, Ze ¢isla x, y, 2z si po dvoch nestudelitelné. Hotovo.

Komentar: Chceme vas pochvalit za pekné rieSenia. Viaceri z vas vSak bohuzial stratili cenny bodik-dva za to, Ze
nezddvodnili, preco st nase ¢isla p, g, r rovné jednej, ba dokonca s nimi ani nepo¢itali a hned napisali, Ze a = zy. ..

Uloha &.7: Na plasti gule so stredom S a polomerom r = 1 sii dané body A, B, C, D, ktoré tvoria vrcholy
Stvorstena. Dokazte, ze ak bod S lezi vniitri $tvorstena ABCD), tak aspoii jedna z hran AB, AC, AD ma dlzku
vidcsiu ako V2.

RieSenie: (opravoval Ondréc)

mali dlzku v/2. Horsie to uz bolo so zdévodnenim samotného tvrdenia. Malo by vyzeraf napriklad takto:

Budeme dokazovat obmenou. (Namiesto implikdcie A = B dokdzeme B’ = A’.) V naSom pripade B’ znamend, Ze
kazda hrana AB, AC a AD ma dlzku najviac /2. Pouzitim kosinusovej vety pre trojuholnik ASB dostaneme

|AB|? = |AS|? + |BS|* — 2|AS||BS| cos(3 ASB) = 2(1 — cos(3 ASB)).

Z predpokladu |AB| < /2 mame
2 = V2" > 2(1 - cos(3ASB)),

¢o vieme upravit na cos(st ASB) > 0. Funkcia kosinus mé na intervale [0, 7/2| nezdporné a na (7/2, 7| zdporné
hodnoty. O uhle ASB preto vieme ¢ ASB < 7/2. Rovina kolmé na AS prechadzajica bodom S nam rozdeli gulu
na dve pologule a jedna z nich bude mat vrchol A. Uhol ASB je mensi rovny 7/2 prave vtedy, ked lezi na povrchu
tej pologuli (médze aj na hrani¢nej kruznici-,,rovniku®), ktorej vrcholom je bod A. Toto si mozeme overit napriklad
prierezom gule rovinou ASB. Rovnakt ivahu mézeme spravit aj pre body C a D. Zistili sme, Ze body B, C aj
D lezia na jednej pologuli spolu s bodom A. Z toho vieme, Ze $tvorsten ABCD sa cely nachidza v polpriestore
vyélenenom rovinou prechadzajicou bodom S a kolmou na AS. Ak by bod S lezal vnutri ABCD, tak by tento
Stvorsten zasahoval do vnitra oboch polpriestorov, ¢o sme préve vylaéili. Podarilo sa ndm dokazat, ze S nelezi
vnutri Stvorstena ABC'D. Tym je dékaz obmenou kompletny.

Komentéar: Akondhle pochopite, ¢o chcete dokdzat, Gloha je intuitivne velmi jasnd, ¢o mnohych doviedlo ku velmi
lezérnym, ,obkecavacim®“ dékazom, ktoré ani tak velmi dokazmi neboli. Zoberte si z toho ponaudenie, a uzite si
prazdniny.

Uloha é&. 8: Na stole je poloZenych 15 kariet, kazda je oto¢ena bud licom hore alebo licom dole, nemusia byt viak
vSetky otocené rovnako. MiS4¢ urobi 15 tahov, pri¢om v i-tom tahu otoc¢i presne i kariet. Dokézte, ze MiSac¢ vzdy
moze dosiahnut, aby po tychto 15 tahoch boli vSetky karty licom hore, alebo vSetky karty licom dole.

RieSenie: (opravoval Bebe)

Skor ako sa pustime do samotného rieSenia, pouvazujme nad nasledujicou otdzkou. Je nutné dodrziavat poradie
tahov, alebo moézeme spravit Tubovolny tah v Tubovolnej casti hry? Sposob akym musime fahat je totizto velmi
obmedzujtci a neumoziiuje ndm robit ¢o sa ndm zapadi.

Zrejme nam staci dokazat, Ze poradie kazdych dvoch fahov moZno zamenit. (Rozmyslite si preco.) Majme teda dva
za sebou nasledujtce tahy, prifom v prvom musime otoéit k£ a v druhom [ kariet. (Ak sa VAm pismenka nepéacia
kludne si mozete predstavit 8 a 3.) Ak sme nejaki kartu otoéili v oboch fahoch, tak ju otoé¢ime 2-krat aj keby sme
tahy zamenili. (Teda najskor otdcali I a az potom k kariet.) Naopak karty, ktoré neoto¢ime ani v jednom tahu,
nasa zamena neovplyvni. A na zdver karty, ktoré otoéime len v jednom z nasich fahov ostant len raz otocené, aj
ak by sme poradie fahov vymenili. Jednoducht pripravu by sme mali za sebou, mozeme sa vrhnaf na riesenie.
Jednotlivé fahy uz mézeme hociako presivat. Poprehadzujme ich teda tak, aby sme mali vedla seba tahy v ktorych
otaCame ¢ a 15 — i, kde ¢ < 15 — 4. (Tieto dva fahy budeme spoloéne oznacovat ako dvojtah.) Kedze fahov je
15 a tah v ktorom otacame 15 kariet je zbyto¢ny, vieme takto ,popédrovat® vSetky tahy. Toto rozloZenie sa zda
byt vyhodné, lebo z neho vieme vyéitat mnohé stvislosti. Napriklad aj to, Ze ak mame na zacdiatku vSetky karty
rovnako otocené, tak tato vlastnost sa ndm po nasich tahoch nepokazi. Sta¢i v kazdom dvojtahu po otoceni ¢ kariet
otocit aj zvysnych 15 — i kariet. Takymto spésobom po kazdom dvojtahu otoéime kazda kartu préave raz.

Co vsak so situdciou, v ktorej sti niektoré karty licom hore a iné licom dole? Je délezité si uvedomit, Ze nam nezalezi
na tom, ako budu karty otocené na konci. (Vsetky licom hore alebo vSetky licom dole.) Kariet je 15. To znamen4,
Ze na zaciatku bude tych, ktoré st licom hore, alebo tjch druhych, neparny pocet.

Teraz sa pozrime na lubovolny z dvojtahov. Nezabudajme, Ze i < 15 — i. Ak oto¢ime v prvom tahu ¢ a v druhom
1 tych istych kariet a este 15 — 2¢ inych bude efekt rovnaky, ako keby sme otocili len 15 — 2¢ kariet. Je to preto,
lebo sme i kariet otoc¢ili 2-krat, ¢o je to isté, ako keby sme ich neotoéili vobec. Vhodnou volbou ¢ teda vieme
oto¢it lubovolny neparny pocet (< 15) kariet na opa¢nu stranu. Napriklad prave 7 kariet oto¢ime na opa¢ni stranu
pomocou dvojtahu, v ktorom i = 4. V tomto momente mame vSetky karty otodené rovnako. TakZe sa budeme
snazit tato vlastnost zachovat do konca hry. To vSak lahko dosiahneme. Sta¢i ak ostatnymi dvojfahmi oto¢ime
vzdy ¢ a nasledne zvysnych 15 — ¢ kariet.

Prisli sme na to, Zze v kazdom pociato¢nom rozloZeni mame otoceny neparny pocet kariet jednym smerom. A tie
vieme oto¢it naopak a potom uz ni¢ nepokazit, pomocou predchiddzajiceho postupu. Cim je priklad vyrieseny.
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Uloha &.9: Nech ABCD je $tvoruholnik, v ktorom AB || CD a |AB| > |CD|. Ozna¢me O stred kruznice opisanej
trojuholniku AC'D a H priesecnik vysok trojuholnika ABC. Dokazte, ze ak body D, O a H lezia na jednej priamke,
tak ABCD je rovnobeznik.

Riesenie: (opravoval MiS4¢)

Na zaciatok by som kazdému odporucil, aby si skusil vyriesit D M C
tato geometriu skor nez precita rieSenie. Riesenie posobi jedno- o/
ducho, jeho precitanie samo o sebe asi nebude prinosné. Kto uz
tuto tlohu vyriesil alebo sa o to aspon pokusil, nech smelo ¢ita
dalej.

Chceme dokézat, ze ABCD je rovnobeznik. Rovnobeznost stran
AB a CD méame zo zadania, ostédva dokézat, Ze aj strany BC
a DA st rovnobezné. Nemusi nds hned napadnut, ako by sme
tito rovnobeznost dokazovali, mdZeme sa preto pozrief na ob-
razok a sktsime si v8imnat dolezité vztahy. Kedze bod O je
stredom kruznice opisanej trojuholniku AC'D, tak lezi na osiach
jeho stran. Jednou z tychto osi je os kolma na stred strany CD,
ktory oznac¢me M. Usecka OM je preto kolmé na stranu CD.
Ked vyuzijeme, ze H je priesecnik vySok trojuholnika ABC, do- H
staneme kolmost tsecky CH na stranu AB a teda aj na stranu CD. (Strany AB a CD st rovnobezné.) Usecky
CH a MO st kolmé na stranu CD, ¢ize st rovnobezné. Kedze M je stred strany CD, tak z rovnobeznosti tise¢iek
MO a CH vieme, ze MO je stredna priecka v trojuholniku HC'D. Bod O je potom stredom strany HD. To zna-
mené, %e na kruZznici opisanej trojuholniku ACD so stredom v bode O musi lezat aj bod H. Dosli sme k tomu,
7e $tvoruholnik AHCD je tetivovy. Sucet protilahlych uhlov v tetivovom Stvoruholniku je 180°. Protilahly uhol
k pravému uhlu HCD musi byt tiez pravy, ¢o znamend, Ze tsecka AH je kolmé na stranu DA. Pripometie si, Ze
chceme dokézat rovnobeznost strén BC a DA. Nasli sme tseéku AH kolmu na stranu DA, sta¢i ndm dokézat, ze
je kolmé aj na stranu BC. KedZe H je prieseénik vy$ok trojuholnika ABC, tak AH je vyskou na stranu BC, teda
je na nu kolma.

Chyba nam este nie¢o? Ano, diskusia. Postupne si prechddzajme dokaz a zamyslime sa, ¢i v nejakom kroku nemoze
nastat $pecidlny pripad. Narazime na miesto, kde sa spomina trojuholnik HC'D. Co ak to nie je trojuholnik, lebo
body H, C, D lezia na priamke? V tom pripade je bod H totozny s bodom B. Rozoberte tento pripad osobitne
a ukazte, ze tvrdenie plati. Hladajme dalSie problematické miesta. Zdovodnili sme, Ze bod H musi lezaf na kruznici
opisanej trojuholniku ACD. Co ak je totozny s nejakym z tychto bodov a teda stvoruholnik AHCD vlastne ani
nie je Stvoruholnik? Pripad, ked bod H je totoZzny s bodom C' sme uz rozobrali, s bodom D zrejme totozny byt
nemdze. Ak je bod H totozny s bodom A, tak trojuholnik ABC musi byt pravouhly s pravym uhlom pri vrchole
A. Dokreslite si eSte bod D a vSimnite si, Ze tvrdenie v tomto pripade vobec platit nemusi, ¢o sa podarilo odhalif
len niekolkym. To je vSetko.

Uloha ¢&.10: Mame mnoZinu desiatich réznych realnych cisel taki, Ze pre kazdé dva jej rézne prvky je ich siicin
alebo ich stcet racionalne cislo. Dokazte, ze druhd mocnina kazdého ¢isla z nasej mnoziny je racionélne cislo.
RieSenie: (opravoval Jaro)

Ulohu dokézeme sporom, nech teda niektoré z ¢isel nie je druhou odmocninou racionélneho &sla. Vieme, ze séita-
nim, od¢itanim, nasobenim alebo nenulovgm delenim racionalnych ¢éisel dostdvame zasa racionélne ¢isla (hovorime
o uzavretosti mnoZiny racionalnych ¢isel vzhladom na dané operacie). Skisme to vyuzit. Moézeme tu mat nenulové
raciondlne ¢islo? Z uzavretosti raciondlnych éisel by vSetkych desat bolo racionalnych a tym skor by tvrdenie platilo,
takze nie. Dvojice s racionalnym sti¢tom spojme modrou ¢iarou a ostatné s raciondlnym sticinom céervenou.
Aspori devit ¢isel je nenulovych. Potom aspoii piat mé rovnaké znamienko. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to
znamienko kladné. (VSetko len preto, aby sme neskoér nedelili nulou.) Zamerajme sa na tjch pit éisel. Mozeme mat
trojuholnik s jednou modrou stranou? Potom by [(ab) + (ca)]/(b+ ¢) = a bolo racionalne (delime kladnym ¢islom),
opit zaporna odpoved. A ¢o modry trojuholnik? Zasa by 0,5 - [(a + b) — (b + ¢) + (¢ + a)] = a bolo racionélne,
do tretice nie. Pre ¢erveny trojuholnik dostavame (ab)(ca)/(bc) = a? racionélne (delime kladnym é&islom), cyklicky
aj b2, ¢? racionalne.

Ak mame cervené Giary uv, vw a u # w, tak aj ¢lara uw je ¢ervend. Tato vlastnost je velmi silnd, hovori totiz,
ze ak sa

vieme po ¢ervenych ¢iarach dostat z ¢isla do ¢isla, tak s obe spojené ¢ervenou ¢iarou. Znamend to, Ze dostaneme
niekolko skupin, v kazdej skupine sti medzi ¢islami len dervené ¢iary a medzi nimi st len modré diary.

Znamené to, Ze dostaneme niekolko skupin ¢isel oddelenych modrou, pricom v skupine je kazda ¢iara ¢ervena. Uz
vieme, Ze mozu existovat najviac dve také cervené skupiny. TakZe musi existovat dervené skupina s aspon troma
¢islami (¢erveny trojuholnik) a Stvorce tychto cisiel (oznac¢me dve ¢isla ako /p, /q) budi racionalne.

Vrafme sa spit ku vietkym ¢islam. Ak a?, ab st raciondlne, taktiez aj (ab)(ab)/(a?) = b* bude raciondlne. Preto
kazdé ¢islo spojené Cervenou s Servenou skupinou mé racionalny stvorec. Existuje teda = spojené modrou s \/p aj \/q,

¢ize x +./p,  + ,/q st raciondlne. Mame (x+/p) — (z+/q) = /P — \/q- (Racionélne.) Potom (p—q)/[\/p — /4] =
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/P +/q je racionalne (delime nenulovym ¢islom), vysledne 0,5 - [(/p + 1/q) + (/P — /)] = /P je tiez racionalne.
Méame medzi desiatimi ¢islami racionalne, spor.

Uloha &. 11: Najdite vSetky prvocisla p také, 7e p> — p + 1 je tretou mocninou prirodzeného &isla.

Riesenie: (opravoval Bus)
Chceme najst vsetky prvodisla p také, ze
p?—p+l=n’

pre nejaké prirodzené n. To, Ze v rovnosti vystupuji prvocisla, by nas mohlo priviest na napad upravit rovnost
na suéin viacerych ¢lenov:

pP-p+l = n’
pPP-p = n’—1,
pip—1) = (n—1Dn*+n+1).

Viyhodou tohto nového tvaru je, ze lava strana je nasobkom prvoéisla p, z ¢oho mozno vyvodit, Ze aj prava strana
musi byt nasobkom p. KedZe p je prvoéislo, musi byt aspoi jedna zo zatvoriek na pravej strane delitena p. Dalsim
zdovodnit vdgnymi argumentami, ktoré sa opierali o to, ze kvadratickd funkcia rastie rychlejsie ako linedrna,
pripadne porovnévali kvadraticka funkciu na lavej strane s kubickou funkciou na pravej strane. Takymto spdsobom
sa to dokazat da, chce to vSak ovela doslednejsi postup, nie len to sucho prehlésit za fakt. Jednoduchsi sposob, ako
nerovnost dokézat, je napriklad tento:

2

n® > 0,
n4+n+1 > n+l>n—1,
(n*+n+1) > (n—1).

Pomocou tohto vysledku uz moézme sporom dokézat, Ze p deli (n? +n + 1). Keby to tak totiz nebolo, muselo by p
delit (n — 1) a teda by platilo:

(n—1) =pq

kde g je nejaké celé ¢islo. Kedze n mé byt prirodzené, Tava strana musi byt asponi nula, preto aj ¢ > 0. D4 sa lahko
overit, ze v pripade ¢ = 0 dostdvame vysledok n = 1 a p = 0 alebo p = 1, z ¢oho v8ak ani jedno nie je prvoéislo.
Ostava nam moznost g > 1:

p < pg=(n-1),
-1 <p < (n—1)<(n2+n—|—1),
plp—1) < (n—1n*+n+1).

kde poslednd nerovnost je sti¢inom prvych dvoch — nerovnosti sme mohli nasobit, pretoze obe strany v oboch
nerovnostiach st kladné. To je spor, &im sme dokéazali, Ze p deli n? +n + 1. Mozme teda pisat

(n*+n+1) = pk,
n?+n+1
LETES ,

kde k je kladné celé ¢islo, kedze lavé strana rovnosti je urcite kladna. Dosadenim do pdvodnej rovnosti mame

pp-1)=n-1)n*+n+1) = (n—1)pk,
(p—1) = (n-1k,
p = (mn—1k+1,
O 4ntD) ke,
k
(n—1)

n*+n+1) =
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Zaujimavou moznostou je pozriet sa na zvySok oboch stran po deleni (n—1), my vSak zvolime trochu priamodiarejsi
postup a budeme ttto rovnost riesit ako kvadratickd rovnicu. Otézkou je, ¢i budeme rovnicu riesit pre nezndmu k
alebo pre nezndmu n. Spravny postup je samozrejme vyskiasat obe moznosti — ukéze sa, ze vyhodnejsie je zvolit si
za neznamu n, dostavame

n? +n(l—k*) + (k* —k+1) 0,
0 (K2 = 1)+ /(1 — k22 —4(k2 —k + 1)

2

Aby sme dostali celoéiselné rieSenie, musi byt diskriminant $tvorcom,
D=(1-k)?—4(k> —k+1) =k —6k*> + 4k — 3 = (k® — 3)% + 4k — 12.
Vidime, ze D je ,takmer“ $tvrocom, lisi sa len o mélo od (k? — 3)2. Poktisime sa dokazaf, ze pre k > 3 bude platit:

(k* =3)?2 < D < (k* — 2)?

Lava nerovnost vyplyva z toho, Ze pre k > 3 je 4k — 12 > 0. Pravi nerovnost dokdZeme tipravou na Stvorec

-5 < 0<2(k-1)?
-5 < 2k%—4k+2,
4k —12 < 2k* -5,
(K> —=3)2 +4k—12 < (k> —3)%>4+2k? —5,
D < k' —4k®+4,
D < (k*-2)02

KedZe (k* — 3)% a (k* — 2)? st po sebe idtice $tvorce, nie je medzi nimi Ziaden dalii Stvorec celého ¢isla a teda ani
D nemdze byt $tvorcom pre k > 3. KedZe k je prirodzené éislo, ostali ndm uz len tri moznosti. Iba jedna z nich
nam po dosadeni d& riesenie tilohy, a to k =3, n =7, p=19.

Uloha é&.12: Zo stredu $tvorca vyrazil svetelny Ii¢, odrazal sa od stran $tvorca, nikdy pritom nevrazil do rohu
a po case sa opét vratil do stredu Stvorca, a to po prvy raz. Dokézte, ze sa Iic¢ odrazil od strdn Stvorca neparny
pocet krat.

Poznamka: Uhol dopadu je rovny uhlu odrazu.

Riesenie: (opravoval Ondrac)
Prigli dva druhy rieSeni, obe mali peknii myslienku a velmi rychlo viedli k vysledku. Prvé spodiva v tom, ze
namiesto toho, aby sme kreslili loment ¢iaru—trajektoriu naseho luca, si nakreslime Stvorcovi siet, vyznacdime si
na nej dva stredy Stvoréekov a spojime ich rovnou tseckou. Namiesto odrazu zvysok cesty luca preklopime okolo
strany do ktorej narazil a tak pokracujeme dalej. Pocet odrazov teraz reprezentuje pocet prieseénikov nasej tsecky
s priamkami vytvarajicimi mrezovi sief. Sami si urcite lahko rozoberiete, akd moze byt ich parita, akondhle
neprechadza cez Ziadny mrezovy bod.
Druhé rieSenie popiSeme potrobnejsie. Pre Tubovolni priamu ¢ast trajektérie luca si zavedme parameter «, ktory
bude velkost orientovaného uhla medzi z-ovou osou a smerom luéa (orientdcia napr. proti smeru hodinovych
ruciciek), ale berme ho modulo 7. Zrejme ked 1a¢ narazi do steny zmeni sa jeho parameter z a na m — a. Ak
za¢neme s parametrom « = 7/2, tak sa dostaneme do stredu na jeden odraz, teda nepdrny pocet. Ak nie, buda
sa ndm striedat rozne hodnoty o a m — . Preto ak zacneme zo stredu s parametrom « a do stredu sa vratime
s parametrom 7 — «, tak sme mali neparny pocet odrazov. Stadi dokézat, Ze do stredu sa nemézeme dostaf
s rovnakym parametrom s akym sme zacinali. Inymi slovami, nech sa ndm stala jedna z tychto dvoch nepriaznivych
situacii.

1. Vratili sme sa presne po tej polpriamke, po akej sme na zaciatku 14¢ vystrelili. To by ale znamenalo, Ze presne

v strede cesty sa 11¢ musel obratit naopak, ¢o sa pri «a # 7/2 neda.

2. Vratili sme sa po tej istej priamke, po akej sme na zaciatku 14¢ vystrelili, ale z opacnej strany (a medzitym
nebol nikdy v strede). Predstavme si, Ze by sme oboma smermi, ktoré maji parameter « vystrelili 1a¢ naraz.
Isli by stredovo stimerne vzhladom na stred Stvorca a v polke cesty by sa museli stretniif. Ale to by sa mohli
iba v strede stvorca, ¢o je spor.

Tym sme dokézali, ze pocet odrazov je naozaj neparny.
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Uloha &.13: Nech p > 5 je prvocislo. Nech A je mnozina vsetkych postupnosti (ay,as, ..., apt1) takych, Ze
a; €ENJ1<a;<i+1prei=1,2,...,p+1. Mnozina X C A sa nazyva roztopasnd, ak kazdé dve rézne postupnosti
z X sa lisia aspornl na troch miestach. Aky najvicsi podet prvkov méze mat roztopasna mnozina X 7

Riesenie: (opravoval Ondrac)

(podla Mira Magjercika) V postupnosti (a1,as,. . .,ap+1) méame na vyber prvych p—1 miest 2-3-4 - - - p = p! moznosti,
lebo a1 € {1,2}, as € {1,2,3}, ..., ap—1 € {1,2,3,...,p}. Ak by |X| > p! uréite by v X existovali dve postupnosti
s rovnakymi prvymi p — 1 ¢lenmi, ¢ize by sa lisili na najviac dvoch miestach a X by nebola roztopasna. Ukazeme,
Ze existuje roztopasnd mnozina X s prave p! prvkami.

Zoberme si vSetkych p! moznych kombinacii prvych p—1 prvkov postupnosti, vo v8eobecnosti (a1, az, . .., ap—1). Ku
kazdej definujeme a,, tak, aby a1 +az+- - -+a, bolo delitelné p a a,4+1 tak, aby a1 +2as+3as+- - - +pap+ (p+1)ap41
bolo delitelné p.

Majme dve takéto rozne postupnosti (ai,as,...,ap+1) a (b1,b2,...,bpy1). UkdZeme, Ze sa lisia aspoil na troch
miestach. Rozoberieme tri pripady:

1. Ak sa na prvych p — 1 miestach liSia aspon trikrat, tak je to v poriadku.
2. Ak sa na prvych p — 1 miestach lisia prave dvakrat, povedzme a; # b; a a; # b;, potom?
ap—by = (ai—bi)+(a; —bj),
apt1 —bpr1 = i(a; —b;) + ja; — by).
Ak by oba tieto rozdiely boli rovné 0, potom by aj
ap1 — bpy1 —i(ap — by) = (j — i)(a; — ;) =0,

¢o ale nemdze byt, lebo j—i ani a; —b; nie je delitelné p a p je prvocislo. Preto bud a, # by, alebo ap+1 # bpy1,
a teda postupnosti a a b sa musia li$if aspon na troch miestach.

3. Ak sa na prvych p — 1 miestach liSia préve raz, teda a; # b;, potom zrejme
ap—bp = ai—bi;«éO
Ap+1 — bp+1 = i(ai — bz) 7é 0.
Opit sa ndm postupnosti musia lisif aspon na troch miestach.

Dokézali sme, Ze takto definovand mnozina X s p! prvkami je roztopasna.

Uloha é&.14: Kazda podmnozina mnoziny prirodzenych ¢isel {x1, s, ..., T, } m4 iny stidet prvkov. Aky najmensi
méze byt vyraz (v zavislosti od n) x3 + 23 + - + 227

RieSenie: (opravoval Ondréc)

Nikomu sa nepodarilo dokézat toto tvrdenie. Za beZnjch okolnosti by sme vam asi tento priklad predlozili znovu,
no teraz budeme dobri. Naznac¢ime postup, akym sa to d4 dokézat, detaily si premyslite sami.

Majme ¢isla x1,x3, ..., T, a pozrime sa na sumu

> (tmy gt 1)’

pricom séitujeme cez vSetkych 2" moznych kombinacii znamienok + alebo —. Vnitro ziadnych dvoch zatvoriek
v sume nemdze byt rovnaké (tym by sme dosli k sporu s tymi roznymi sictami) a navySe maju vetky rovnak
paritu. Samozrejme, Ziadna zatvorka nemoze byt ani nulova.

Aky najmensi moze byt stcet druhych mocnin 2" roznych éisel s rovnakou paritou, medzi ktorymi nie je 07 Sami
si Tahko dokéazete, Ze je to

2n71

Yo em-1)P =22+ 457+ + (2" - 1)) =

m=-—2n—1-1

2371 _on
3

Na druht stranu si uvedomme, ako vyzerd Y (+xy £ 29 & -+ £ x,)? po roznasobeni. Vietky ¢leny tvaru x;z; (pre
i # j)ndm vymizna (prave vdaka striedaniu znamienok) a teda

S (Emytapte ) =22 2+ +al),

1Rovnosti medzi ¢lenmi postupnosti odteraz berieme modulo p. Potom na dokazanie nerovnosti nejakych dvoch ¢lenov staci dokazat
ich nerovnost po deleni p.
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Dokopy uz vieme, ze
23n —_9n
M@t Fag ) =
4" —1
2 2 2
. > )
xl + $2 + + xn —_ 4 _ 1
Méme dolny odhad na stiéet druhjch mocnin &isel ;. Mnozina {1,2,4,8,...,2" !} zrejme spliia podmienku o r6z-
nych suctoch (jednoznaény zapis v dvojkovej ststave) a navysSe
4" —1
12+22+42+“.+<2n—1)2:4 1.

Dokézali sme odhad a nasli pripad, kedy sa krajna hodnota nadobuda. Ako sa vam to pacilo?

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 |7|[8|9(10(11|p | s | >
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 6 1 9191919 36 | 126
2. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 8 1 916|878 38 | 125
2. Ujhéazi Vladislav 4. GPJS RV 10 9 91919 8 35 | 125
4. Karaskova Natalia 2. Gamca BA 6 1 9191|418 2 32 | 116
5. Bachraty Martin 2. GVO ZA 6 1 91948 30 | 115
5. Bosak Radomir 3. Gamca BA 4 0 19/9(3]9 8 38 | 115
7. Konecny Jakub 2. Gamca BA 6 1 816 |5|8|6]|2 33 | 114
7. Tkadlec Josef 3. Praha CR 4 1 918|687 38 | 114
9. Riha Samuel 3. Brno CR 5 3 916819 32 | 113
10. | Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 6 1 819|19|8|0]|2 36 | 111
10. | Kocék Toméas 4. GPos KE 10| 6 918|9(3]1 30 | 111
12. | Fulla Peter 3. SPSSj SN 1 91398 29 | 109
12. | Sladek Filip 2. GAB NO 1 1719189 26 | 109
14. | Starovska Maria 4. Gamca BA 12| 5 91918 0 26 | 107
15. Komarkova Zuzana 3. Brno CR 5 1 9100810 17 | 103
15. | Uhrik Jakub 3. Gamca BA 5 0 1]9|8|3|8]8 36 | 103
17. | Hujer Peter 3. GPar NR 4 0 19/9/9/41|6 37 | 101
18. | Hagara Michal 2. GJH BA 5 1 919 0 18 | 100
19. | Midlik Adam 2. GJAR PO 3 0 1]9/9|2|8]8 36 | 99
20. | Styrakova Kamila 2. GPOH DK 5 01998 5 31| 98
21. BalaZz Miroslav 4. GLS HE 11 7 915 (841 27 | 97
21. | Baranova Jana 2. GAlej KE 4 10 |9]19|2|4]8 32 | 97
21. | Hojcka Michal 3. GKom PE 8 4 916|823 28 | 97
21. | Kopf Matus 2. Opava CR 5 1 814|883 31| 97
21. | Lis¢insky Miroslav 3. GAlej KE 8 2 718|418 27 | 97
26. | Sormova Hana 3. Brno CR 4 0 910|038 17 | 96
27. | Simanova Lucia 4. Gamca BA 9 3 91918110 27 | 94
28. | Guric¢an Pavol 1. Gamca BA 3 0191919 27 | 93
28. | Topfer Jakub 3. Praha CR 3 0 |8|16[]9]9 32| 93
30. | Szildgyiova Adriana 4. GPos KE 7 2 818 6 22 | 90
31. | Jursa Jakub 3. GAlej KE 9 3 819|810 27 | 89
31. | Kubina Filip 4. GPOH DK 9 3 919801 27 | 89
33. | Eiben Eduard 3. GPos KE 7 3 919 18 | 87
33. | Hapak Samuel 4. Gamca BA 101 9 919|880 34 | 87
35. | Rudolfova Barbora 2. GMet BA 4 0 1]9/9|8]8 34 | 86
36. | Peit]l Tomas 2. SPMNDG BA | 5 1 913 |718]|0 27 | 85
36. | Polacko Martin 3. GAlej KE 9 3 71711113 19 | 85
36. | Popovi¢ Viktor 2. GJAR PO 6 2 813|4|8|0]1 24 | 85
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Por. | Meno Ro¢ skola ke | kg | 56| 7|8|9](10[11 s | >
39. Rizman Tomas 3. GVar ZA 6 1 9190|8216 34 g
40. Kocisky Tomas 4. Gamca BA 8 4 9148130 24 | 82
40. | Matejovicova Lenka 3. GJH BA 10| 5 919 |7 1 26 | 82
42. | Kieferova Méria 3. GsvFA ZA 4 0 | 88|07 23 | 81
43. Hajdin Michal 3. GJH BA 5 0912 7 2 20 | 80
44. | Kossaczky Igor 3. Gamca BA | 4 019718 01 25| 79
45. | Haas Emil 3. Gamca BA 7 1 9 4 13 | 74
46. | Petrucha Michal 3. GMet BA 7 2 0|71
46. | Spisiak Michal 3. Gamca BA | 7 5 0|71
48. | Kuzma Tom4s 3. GAlej KE 9 3 118 213 14 | 70
49. Jakubik Jozef 4. GKom PE 10 4 0 | 68
50. | Ziman Michal 2. GBST LC 5 019 71815 29 | 65
51. | Rigdova Emilia 2. GKuk PP 5 1 913|198 29 | 64
52. Jurikova Katarina 4. GJGT BB 9 3 0 | 63
53. | Coculovi Zuzana 2. GPos KE 5 0 0 | 62
54. | Bogar Jan 2. GLS TN 5 1 816 0 14 | 60
54. | Szabados Viktor 1. Gamda BA 3 0 |7|1]3]|4 1 16 | 60
56. | Fekia¢ Jozef 3. Gamca BA 6 1 91215 0 16 | 56
57. Kuklisova Nina 3. GMet BA 7 1 0316|101 11 | 52
58. | Herencsar Albert 3. Gmad GA 6 1 0 | 46
58. | Leskova Andrea 2. G Lipany 5 019 9 | 46
60. | Majdis Mojmir 2. GPOHDK | 4 0 0 | 45
61. | Florianova Michaela 2. Gamca BA 6 0 0 | 43
61. | Gregor Viktor 2. GSkol PB 3 0 19(8]1 18 | 43
61. | Hudec Vladimir 3. GVar ZA 6 1 31015 4 12 | 43
64. Kovac Jakub 3. GCM NR 3 0 0 |39
65. Kory Jakub 4. GJAR PO 4 1 0 | 38
66. | Bogarova Zuzana 1. GLS TN 2 0|2 2 | 37
67. | Benko Matus 4. GJAR PO 5 2 0 | 31
68. | Porembova Alexandra 2. BiG Sucany | 5 1 0 |30
69. | Matulova Daniela 2. GVaz BA 4 0 0 | 27
70. | Babiarova Dana 3. GJab MY 4 0 0 | 25
71. | Baxova Katarina 3. GLS TN 3 0 0 | 24
71. | Kotinkova Marta 2. Gamca BA 4 0 0 | 24
73. | Hasik Juraj 2. Gam¢a BA | 5 0 0 |19
74. | Zubnarova Katarina 4. GJGT BB 5 0 0 | 11
75. | Kapustova Katarina 3. GJGT BB 4 0 0| 6
76. | Konopkova Julia 3. GJGT BB 4 0 0| 5
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro. skola k., 2|/3|4|5|6 |7 >

1. Guric¢an Pavol 1. Gamca BA 3 91919919 134

2. Le Tuan Anh 1. Gamca BA 3 919191919 133

3. | Csiba Dominik 1. | SPMNDG BA | 2 9191998 132

3. Hozza Jan 1. GJH BA 1 919 919 132

5. Dresslerovad Anna, 1. GJH BA 1 919191919 131

6. Hlavat4 Martina 1. Gamca BA 3 919191918 130

7. Vecerik Matej 1. SPMNDG BA | 2 8198 917 128

8. Sormanova Méaria 1. SPMNDG BA | 2 9191919 0 122

9. Phuong Mariana 1. GJH BA 2 9191977 120

10. | Macha¢ Juraj 1. GJH BA 1 91919109 1 119

11. | Hajdinova Katarina | 1. GJH BA 2 91919718 115

12. | Vavrik Boris 1. GJH BA 1 91919109 6 108

13. | Buchman Marek 1. | SPMNDG BA | 2 8191719 107
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Por. | Meno Ro. skola k,, 213|456 |7|p| >
13. | Durikovicova Lucia | L. GsvU BA | 1 51968 4 107 |
15. Bencik Stefan 1. SPMNDG BA | 2 919 9 0 105
16. | Kozak Andrej 1. Gamca BA 3 919/9|8|6 102
17. | Sabatovicova Linda | 1. GJH BA 2 8581941 101
18. | Kubincovéa Petra 1. | SPMNDG BA | 2 8191919 99
18. Pélenik Juraj 1. SPMNDG BA | 2 919 9 99
20. | Szabados Viktor 1. Gamca BA 3 9| 7|7|1)|3 93
21. | Masar Juraj 1. GBil BA 2 91971918 92
21. Mojzisova Hana 1. GJH BA 2 91911319 92
23. Hezelyova Slavka 1. SPMNDG BA | 1 918 9 81
24. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 2 12

kategéria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola k,, 2|3|4|5|6 >
1. Jakubik Jan 1. SPSE PN 2 9191|7198 114
2. Kovaé Ondrej 1. GCM NR | 2 91919713 113
3. Dizova Andrea 1. | GKom PE | 2 9191919 109
4. | Bogéarova Zuzana 1. GLS TN | 2 97|32 90
5. Strbové Silvia 1. GPar NR | 3 9171910 74
6. Lessova Livia 1. GPar NR 2 91919 0 71
7. Horvathova Zuzana | 1. G Sered 1 56
8. Kovaé Jakub 3. GCM NR | 3 23
9. Baxova Katarina 3. GLS TN 3 17
kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Ro. skola k., 2(3(4(5[6|7|p| >

1. Sladek Filip 2. GAB NO 3 9197198 132
2. Je¢men Matej 1. GVar ZA 2 819191910 117
3. Muthovéa Denisa 1. GbTR ZA 2 919719710 108
4. Bohinikova Alzbeta | 1. GVar ZA 2 919151919 105
5. Santer Jakub 1. GMH Trstena | 2 91919 912 95
6. Kubinova Maria 1. GPOH DK 2 919719 90
7. Gregor Viktor 2. GSkol PB 3 9131981 86
8. Leskova Katarina 1. BiG Sucany 2 76
9. Fodorova Jana 1. GJGT BB 2 9 59
10. | Majerova Karolina 1. GJCh BR 1 713 57
11. | Luba Martin 2. GAB NO 2 37
12. | Bacinska Lenka 2. GSkol PB 3 35
13. | Sabaka Peter 1. GJCh BR 1 21
14. | Anderle Michal 1. GBST LC 1 17
kategoria ALFA, vychod

Por. | Meno Ro. skola k, |1 34|56 |7 |p|>

1. Midlik Adam 2. | GJARPO | 3 91912 65

2. Rohar Pavol 2. GAlej KE | 3 91710 55

3. Stehlik Matus | 1. GAlej KE | 2 619 46
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Vysledkova listina

kategéria GAMA

Por. | Meno Ro¢ skola 1011|1213 |14 | p | >,
1. Baco Ladislav 2. GPos KE 57
2. Csiba Peter 3. SPMNDG BA | 0 2 7 51
3. Fulla Peter 3. SPSSj SN 112
4. Hagara Michal 2. GJH BA 0 69
5. Kocék Tomés 4. GPos KE 3 1 145
6. Konecny Jakub 2. Gamca BA 6 7 93
7. Majerc¢ik Miroslav 5. BiG Sucany 8 7 7 1 169
8. Sladek Filip 2. GAB NO 73
9. Tkadlec Josef 3. Praha CR 7 7 7
10. | Ujhézi Vladislav 4. GPJS RV 8 161
11. | Smahovsky Marek 2. GJH BA 0




