Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 1. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009.

Uloha é&. 1: Kolkymi spésobmi si Kaja, Kika a Katka mézu rozdelit 33 rovnakych ¢okolad tak, aby niektoré dve
z nich mali spolu dvakrat tolko ako tretia?

RieSenie: (opravoval Janko)

Pre jednoduchost sktisme povazovat Kaju za t1, ktoré je v zadani oznacend ako ,tretia“. Ozna¢me pocet ¢okolad,
ktoré dostane Kaja pismenkom c. Zo zadania vieme, ze ¢ + 2c = 33, z ¢oho vyplyva, ze Kaja bude mat jedenast
¢okolad. Zvysnych 22 ¢okolad si Kika a Katka mozu rozdelit lubovolne, maji dokopy 23 moznosti. (Rozmyslite si
preco — moZete si to aj vypisat. :))

Zatial sme uvazovali o Kaji ako o ,tretej*, my vSak zo zadania nevieme, ktoré z diev¢at bude tretie. Preto musime
zaratat vSetky pripady, a tak dostdavame 3 x 23 = 69 moznosti. Musime si vSak eSte uvedomit, Ze sme jednu
z moznosti zapodcitali trikrat. (Ktoru?) To znamend, Ze ju musime dvakrdt odrataf, aby sme dostali spravny
vysledok. Preto je celkovy pocet moznosti 67.

Uloha é&. 2: Ondrej mal armadu zloZenti zo 100 hrackarskych katapultov. Postavil ich do radu a spustil palbu.
Najskor vystrelil kazdy druhy katapult, potom kazdy treti a tak dalej aZ po kazdy sty. (Ano, vtedy vystrelil len
ten posledny.) Ktory katapult vystrelil najviac krat? Kolkokrat to bolo?

Riesenie: (opravovala Katka P.)

Mnohi z vés si zacali kreslif alebo vypisovat 100 ¢isel a pomylili sa. (Poklona vynimkam.) Preto si ukdzeme, Ze to
Slo riesit aj krajsie. :) Najskor, a na to prisli vSetci, si musime uvedomit, Ze hladdme ¢islo od 2 do 100, ktoré ma
najviac delitelov. Ako na to? Vylucovacou metédou. Ako prvi vec je dolezité si uvedomit, Ze hladané ¢islo musi
byt nutne vicsie ako 50. Preco? Lebo ku kazdému ¢islu mensiemu ako 50 existuje ¢islo (jeho dvojnasobok), ktoré je
este stdle mensie ako 100 a mé viac delitelov ako povodné ¢islo. Druhé isté vec je, Ze ¢islo musi byt parne a delitelné
tromi, aby strielalo ¢asto. Ak je nieco delitelné dvomi aj troma, je to delitelné Siestimi. Tu sme uz dospeli do stavu,
ked vyhovujuacich éisel je tak malo (uz len osem), Ze mozeme vyskasat vypisat delitele vSetkych. Ked zistime, Ze
najvicsi mozny pocet delitelov je 12 a maju ho ¢isla 60, 72, 84, 90 a 96, mdZeme povazovat tlohu za dorieSent.
Este par peknych postrehov na zaver. (Lebo sprévne rieSenia boli rozne a nieco z nich sa vdm moze v budicnosti
zist.)

e Pocet delitelov ¢&isla ziskame, ked si ho rozlozime na prvocisla (napriklad 72 = 22 - 32) a ku exponentom
pri¢itame 1 a navzajom ich vynasobime: (34 1)- (24 1) = 12.

.....

(napriklad 27) uz presiahnu 100.

Uloha é&. 3: Carovné ¢islo sa sklada z troch réznych cifier. Z tychto cifier dalej poskladéame vietky mozné trojciferné
¢isla, pricom kazdu z cifier pouzijeme v kazdom Cdisle prave raz. Sucet tychto novozlozenych cisel je 2003. Najdite
vSetky carovné cisla.

Riesenie: (opravovala Kaja a Zuska)

Najprv sa pozrime, ¢o nadm vlastne hovori zadanie. Mame ¢arovné &islo abe. Toto ¢arovné &islo obsahuje cifry
a, b a c. Vytvorime z neho vSetky mozné trojciferné ¢isla a tie novovzniknuté (¢ize vsetky okrem nésho éarovného
Cisla) zardtame do suctu. Tento stcet ma byt 2003.

Aké cifry sa moZzu na mieste a, b a ¢ nachadzat? Sa to vSetky od 0 po 9. Uvedomte si, Ze ak by bolo ¢arovné &islo
350, novovzniknuté ¢isla si: 305, 503, 530, 053, 035. Podla zadania z nich potrebujeme len vSetky mozné trojciferné
¢isla, preto sucet bude vyzerat takto: 305 + 503 + 530. Skutoc¢nost, Ze vznikni aj iné ako trojciferné ¢isla, nam
nevadi. Teraz, ked rozumieme zadaniu, sa mozeme pustit do hladania arovnych &isel.

VyrieSme najprv len pripad, v ktorom sa ziadna z cifier nerovnd nule. Na novovzniknuté ¢isla sa pozerame ako

na ¢&isla ach, bea, bac, cba, cab. Lahko zostavime rovnicu®

221c+ 212b 4 122a = 2003.

Vidime, Ze ¢ musi byt neparna cifra. (Cisla 212b, 122a st parne a stcet ma byt neparny.) Na mieste ¢ sa preto
moézu vyskytnat cifry 1, 3, 5, 7a 9.

1Pretoze ¢islo abe vieme zapisat ako 100a + 10b + c.
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Hodilo by sa ndm este nieco zistit, nech sa nemusime tolko narobit vypisovanim moznosti. (Ktorému sa ako sprévne
lenivi matematici chceme vyhnatf zubami nechtami.) Skiisme si nasu rovnicu upravit tak, aby ndm povedala viac.
Na obe jej strany pripocitajme pévodné carovné ¢islo abe. Dostaneme rovnicu

222(a + b+ c) = 2003 + abe.

.....

2003 + 123 = 2126 a zéaroven je urcite mensi ako 2003 + 987 = 2990. To vSak musi rovnako platit aj pre lava stranu,
takze
2126 < 222(a + b+ ¢) <2990,

a kedZe nds zaujimaju len celé ¢isla, dostdvame
10<a+b+c<13.

Ostali ndm uZ len $tyri moznosti (a + b+ ¢ rovny 10, 11, 12 alebo 13), ktoré teraz postupne vyskasame.

Ak a + b+ ¢ = 10, potom dosadenim do rovnice dostdvame 222 - 10 = 2003 + abc, ¢ize abc = 217. Stcet cifier tohto
¢isla je naozaj 10, ¢o znamend, ze sme nasli prvé ¢arovné ¢islo. Kto este stale neveri, nech si spravi skusku.

Ak a +b+c = 11, potom dostavame abc = 439. V tomto pripade sa vsak a + b+ ¢ = 16, ize toto ¢islo nemoze byt
carovné.

Ak a +b+ ¢ = 12 alebo 13, potom dostédvame abc rovné 661 alebo 883, ¢o nemdzu byt ¢arovné ¢isla, kedze nemaju
tri rozne cifry.

Ostéva nam este vyriesit pripad, ked je nejakd z cifier rovna nule. Nemoze to byt a, kedZze podla zadania je ¢islo
abe trojciferné. Ak je nejaka z cifier nula, je to b alebo c. Zo stétu trojcifernych ¢isel vypadnt bac a bea alebo cab
a cba. Dalej zostavime rovnicu ako v prvom pripade a podobnou cestou ju vyriesime. Ale to uz iste zvladnete sami,
ved hlavy na to méte, vSak?

Uloha é&.4: Ozna¢me o(n) sticet vSetkych delitelov ¢isla n (napr. (10) = 1 +2 45 + 10 = 18). Nazvime ¢islo n
nékazlivé, ak o(n) > 2n. Majme nejaké nékazlivé ¢islo a a vezmime si lubovolné prirodzené ¢islo b. Ukézte, zZe ¢islo
a - b je tiez nakazlivé.

Pozndmka: Znak o je malé grécke pismeno sigma. Tymto pismenom sa tradi¢ne oznacuje okrem iného aj sucet
delitelov daného ¢isla. Mimochodom, velkd sigma sa piSe X.

Riegenie: (opravovali Kubo K., Ondro M.)

Mili riesitelia. Toto bol krasny priklad na to aby sme si precvi¢ili narabanie so vSeobecnymi ¢islami a delitelmi,
aby sme sa odosobnili od obmedzeni konkrétnych prikladov a tak dosiahli neoblomnu istotu o nasej pravde. :)
Samozrejme pekne zapisanému rieSeniu muselo predchadzaf niekolko peknych postrehov. Doélezity je préave ten,
Ze prenasobenim nésho ndkazlivého ¢isla a kladnym prirodzenym ¢islom b, nestratime predchédzajicich delitelov
a navySe nadm pribudnt ,nové“, ktoré vznikni ako siaéin Tubovolného starého delitela a ¢isla b. Samozrejme nie
vSetky takto vzniknuté delitele si ,,nové“. Ak bolo a delitelné ¢islom b tak vela z novovzniknutych delitelov sa uz
vyskytovalo medzi delitelmi ¢isla a (vyskasaj si napr. pre @ = 12,b = 3). Podme sa teraz blizsie pozriet na ¢isla
a a a-b. Cislo a méa n delitelov(n > 1). Oznac¢ime ich dy,ds, ..., d, kde d; je 1 a d, je a. Vieme, Ze plati

ola)=dy+dy+ds+---+d, > 2a,
b-di+b-do+b-ds+---+b-d, > 2a-b,

a zaroven plati o(a.b) >b-dy +b-da+b-ds+ -+ +b-d,. (Vies preco?)

Vsimnite si, ze vobec netreba oSetrovat pripady, ked a je stdelitelné s b, lebo ndm na splnenie nerovnosti stacili
povodné delitele ¢isla prendsobené b-ckom. (Uprava bola korektna, lebo vieme, Ze b > 0.) Uz sa len musime uistit,
ze vSetky cisla d; - b st rozne delitele a - b. To, Ze st delitele nechdme na vas, a to Ze st rézne vyplyva z jednoduchej
implikacie d; 75 dj =b-d; 75 b- dj.

Na zéver krétke pojednanie o novom znaceni. To Ze ¢islo a je delitelné ¢islom b oznacime b | a a éitame: ,bé deli

£ 4
a .
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Uloha ¢&.5: Mame nekonecne dlhy pasik papiera $irky 2 cm. Prehneme ho tak, Ze prekryvajiice sa vrstvy papiera
vytvoria trojuholnik. Aky najmensi obsah moze takyto trojuholnik mat?

RieSenie: (opravovala Katka a Hanka)

Kazdy si najprv vezmime jeden nekoneény pésik Sirky 2 cm a podme na to.:)
Hladdme prehnutie pasika také, aby vzniknuty trojuholnik ABC mal ¢o naj-
mensi obsah. Od ¢oho zavisi obsah trojuholnika? No predsa od niektorej jeho
strany a vysky na tdto stranu. Strany sa pri réznych prehnutiach mozu vsetky
zmensSovatl a zvicSovat, tak sa skisme zamerat na vysky. Nech ten pésik zlozime
akokolvek, mozeme si vSimniaf zaujimava vec. Velkost vysky na stranu AC sa
nemeni! Je to preto, ze vyska na stranu AC je vzdialenost bodu B od priamky A

AC, ¢o bude v nasom pripade vzdy Sirka pésika. (Premyslite si preco.) Kedze

vyska na stranu AC je konStantné, obsah trojuholnika ABC zavisi len od vel- A
kosti strany AC. Ak4 najmensia moéze byt? VSimnime si, ze body A a C lezia
na roznych stranach pésika. Najkratsia moznd vzdialenost medzi nimi je preto $irka péasika. Teraz uz len najst
prehnutie, ktoré splia tito vlastnost a vyhrali sme. :) Aby bola vzdialenost medzi A a C rovna Sirke pasika, AC
musi byt kolmé na strany pésika. Takze ked pasik prehneme tak, aby uhol AC'B mal 90°, dostaneme trojuholnik
s najmensim obsahom, ktory je 2cm?.

A B

Uloha ¢&.6: Pan a pani Smithovci boli na vecierku, kde sa stretli s troma dalsimi manzelskymi parmi. Nastalo
vzajomné podavanie ruk. Nikto nepodal ruku svojmu manzelskému partnerovi, nikto nepodal ruku dvakrat tej
istej osobe a samozrejme, nikto nepodal ruku sdm sebe. Ked sa podévanie rik skondilo, pdn Smith sa kazdého
vratane svojej manzelky opytal, kolkokrat podal ruku. Na jeho prekvapenie kazdy dal inti odpoved. Kolkokrat
podala ruku pani Smithova?

Riesenie: (opravovali Jefo a Katka K.)

Na vecierku boli §tyri pary, teda osem ludi. Kazdy si mohol podat ruku maximélne Sestkrat (nik si nemohol podat
ruku sdm so sebou ani so svojim partnerom) a najmenej ani raz. Kedze pdn Smith dostal na svoju otdzku sedem
roznych odpovedi, musel poc¢ut kazdé z cisiel 0, 1, 2, 3, 4, 5 a 6 prave raz. Lud{ budeme postupne oznacovat
pismenami A, B, C, D, E, F, G a H. Skisme sa nezamyslat nad tym, ktori z nich s manzelia Smithovci. Vieme, Ze
niekto si podal ruku so Siestimi osobami. Ozna¢me ho pismenom A. Nech B je t4 jedinad osoba, ktora si s A ruku
nepodala. S osobou B si uz nikto nemoze podat ruku, inak by neostal nik, kto by mohol povedat panovi Smithovi
nulu. Kedze A si podal ruku so vSetkymi okrem B, musia byt A a B partneri. Nech C je t4 osoba, ktord si podala
ruku prave s piatimi osobami. Nemdze si podaf ruku s B a okrem A si poda ruku eSte so $tyrmi osobami. Ostane
prave jeden ¢lovek D, ktory si podal ruku len raz s A, ale nie s C. S osobou D si uz nikto nemdze potriast rukou,
lebo by neostal nikto, kto by povedal pdnu Smithovi, Ze si podal ruku len raz. Kedze C si nepodal ruku len s B a D,
tak D musi byt partner C. (Osoby C a B nem6zu byt partuneri, lebo B je partner A.) Pokracujeme dalej. Nech E si
poda ruku prave so Styrmi osobami. Nepod4 si ruku s B a D a okrem A a C si potrasie rukou eSte s dvoma osobami.
Nech F je ten, ¢o si s E ruku nepodal. KedZe E si nepodal ruku len s B, D a F, tak E a F musia byt partneri. (Ako
vieme polygamiu sme zakazali.) Osoba F si podala ruku dvakrat (s osobami A a C) a viac uZ nemdze, lebo pan
Smith by nedostal odpoved dva. Ostali ndm este G a H, ktori nemaju init moznost ako byt par. Ani jeden z dvojice
G a H si uz neméze potriast rukou s nikym z A, B, C, D, E a F, teda obaja maju tri podania ruky s A, C a E.
Pan Smith musi by jeden z dvojice G a H, lebo ak by to bol niekto iny, musel by dostat dve rovnaké odpovede
od partnerov G a H. To sa vSak nemdze stat, pretoZe zo zadania vieme, ze kazd(i odpoved dostane pan Smith len
raz. Ak je pan Smith hociktory z G a H, tak pani Smithov4 je druhd z tejto dvojice a musela si podat ruku préve
trikrat.

Uloha ¢&. 7: Obdlznik rozmerov 1x k, kde k je kladné celé ¢islo, budeme nazyvat zaujimavy. Urcte vetky prirodzené
n, pre ktoré je mozné rozrezat obdlznik 2008 x n na niekolko zaujimauvyjch obdlznikov, pri¢om Ziadne dva z nich
nie sii rovnaké. Obdlzniky, ktoré majii rovnaké rozmery, povazujeme za rovnaké aj vtedy, ked je jeden z nich
orientovany vodorovne a druhy zvislo.

Pozndmka: Stvorec povazujte za pecialny pripad obdlznika.

Riesenie: (opravovala Ajka a Bebe)

Najst vsetky n, pre ktoré plati zadanie, d4 poriadne zabrat. Tak skisme zacat tym, Ze ndjdeme aspori nejaké.
Pustime sa do toho od najmensich, teda od n = 1. Obdlznik 1 x 2008 je uz sdm o sebe zaujimavy, takze n = 1
vyhovuje. Aj obdlznik 2 x 2008 vieme vhodne rozdelif. Napriklad tak, ze ho rozdelime na dva zaujimavé s rozmermi
1 x 2008 a jeden z nich este rozdelime na dva dalsie (napr. 1 x 1 a 1 x 2007). Takymto spésobom vieme vymysliet
rozrezanie aj pre niekolko dalsich n. Vzdy rozrezeme obdlznik na n obdlZnikov s rozmermi 1 x 2008. Vzéapiiti kazdy
z nich (okrem prvého) rozdelime na dva zaujimavé obdlzniky (budeme ich oznaéovat ZO) tak, aby boli kazdé dva
navzajom rozne.

Po aké velké n sa takto vieme dostat? To zavisi od toho, na kolko réznych dvojic ZO vieme rozdelif obdiznik
1 x 2008. Delime ho vZzdy na nejaké 1 x k a 1 x (2008 — k), kde k = 1,2.... Tie prvé si mozeme nazvat malé ZO
a tie druhé velké ZO. (Malé st 1 x 1,1 x 2,1 x 3,... a velké 1 x 2007,1 x 2006, ...) Jedind podmienka, ktora
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musia spliiat je, aby k bolo mensie ako 2008 — k. V takom pripade je kazdy maly ZO mensi ako Tubovolny velky,
¢ize ziadne dva z nich nie st rovnaké. (Rozmyslite si preco.) Nasli sme podmienku k& < 2008 — k, ktorej Gpravou
dostavame k < 1004. Takze vieme dostat 1003 roznych dvojic ZO. Ked k nim priddme ZO 1 x 2008, tak z nich
dokazeme vytvorit obdlznik 1004 x 2008. Tym padom vieme rozrezaf n x 2008 pre Iubovolné n od 1 do 1004 a to
tak, Ze ich rozreZeme na vhodny podet dvojic 1 x k a 1 x (2008 — k) a jeden ZO 1 x 2008.

Pozrime sa na najvicsi obdlznik ktory zatial vieme rozrezat. Je to 1004 x 2008 a rozrezali sme ho na ZO 1 x 1
az 1 x 1003 a 1 x 1005 az 1 x 2008. Jediny ZO, ktory sme este nepouzili, je 1 x 1004. Keby sme teraz chceli n
nepouzity ZO 1 x 1004. Intuicia ndm vravi, ze n dalej nevieme zvic¢Sovat.

Zamyslime sa preco to tak je. Na to, aby sme obdlznik vedeli rozrezaf, potrebujeme ur¢ité mnozstvo réznych ZO.
Keby ich bolo mélo, nestagili by na pokrytie celého obdlznika a museli by sa niektoré opakovat. Preto potrebujeme,
n x 2008.

Sucet obsahov ZO dostaneme tak, Ze séitame vSetky obsahy od najmensieho 1 x 1 = 1 az po najvicsi. Ktory to ale
je? Mame dve moznosti. Bud je to obdlznik 1 x 2008, ak je n < 2008, alebo 1 x n, ak plati n > 2008. (Premyslite
si preco.) Vezmime si najskor obdlznik n x 2008 v ktorom je n < 2008. Najvicsi ZO, ktory sa do neho zmesti, je
1 x 2008, a samozrejme aj vietky od neho mensie. Sti¢et ich obsahov bude?

2008 - (2008 + 1)

1-1+1-241-3+---4+1-2008=1+2+3+---42008 = B

.....

2008 - (2008 + 1)
2

> n - 2008,

z ktorej po jednoduchej tiprave dostdvame 1004,5 > n. Kedze n mé byt celé, tak 1005 > n. Préve sme ukézali, ze
pre n = 1005,1006, - - - , 2008 neexistuje hfadané rozrezanie, lebo neméme dost ZO. Pre n = 1,2,...,1004 sme uz
vhodné rozrezania nasli vyssie.

Pri obdizniku n x 2008, kde n > 2008 to bude velmi podobné. Najviicsi ZO, ktory sa do neho zmesti, je 1 x n,
a zmestia sa doni aj vSetky menSie. Z rovnakych dévodov ako pred chvilou chceme, aby bol stcet ich obsahov aspon
taky ako obsah obdlznika n x 2008, teda

: 1
1~1+1~2+'~+1-n:1+2+~~~+n:$2n-2008.

Po vykrateni n dostaneme n + 1 > 2008 - 2, ¢o dava podmienku n > 4015. Prave sme ukézali, Ze obdizniky
s n = 2009, 2010, ...,4014 sa nedaji vhodne rozrezat, pretoze na ne nemame dostatoéné mnozstvo ZO.

Ostava ukazat, ze obdlzniky s n > 4015 sa naozaj daji rozrezaf. (Zatial sme len ukazali, 7ze by sa mohli dat.)
Budeme to robit podobne ako pri obdlznikoch s n < 1004. Obdlznik si rozdelime na 2008 ZO rozmerov 1 x n. Prvy
z nich nechdme cely, druhy rozdelime na 1 x1a 1 x (n—1), tretina1x2a 1l x (n—2) a tak dalej az po 2008-my,
ktory rozdelime na 1 x 2007 a 1 x (n — 2007). Opit treba overit ¢ je najvacsi maly ZO mensi ako najmensi velky
Z0. (Ci 2007 < n — 2007.) Upravou dostaneme 4014 < n, ¢o splita nasu druhdi podmienku. TakZe naozaj vieme
kazdj obdlznik n x 2008, kde n > 4015, rozrezaf na rozne ZO.

Riesenim tlohy st vsetky n, ktoré spliaju n€{1,2,3,...,1004} U {4015,4016, ... }.

Uloha é&.8: Na kruznici k so stredom O lezia rézne body A, B, C, D, E v tomto poradi tak, ze |AB| = |BC|.
Oznac¢me S priesecnik tseciek BE a AD a T priese¢nik use¢iek BD a C'E. Nech priamka ST pretina kruznicu k
v bodoch X aY. Dokdzte, ze |BX| = |BY|.

RieSenie: (opravoval Myrec a MiSac)

Prvé pekné pozorovanie po nakresleni zadania je, ze priamky AC a XY budu asi rovnobezné. Mnohym je mozno aj
jasné, Ze ak by sa nadm podarilo dokdzat tito rovnobeznost, tak z toho hned dostaneme |BX| = |BY|. To skasime
dokézat ako prvé. Potom urobime tu zloZitejSiu ¢ast, ukdZzeme, Ze XY a AC naozaj st rovnobezné.

Trojuholnik ABC' je rovnoramenny, preto os strany AC prechadza bodom B. Tato os je zaroven aj osou tetivy AC
a os kazdej tetivy prechddza stredom kruznice O. Ak je XY rovnobeznd s AC, tak os XY musi byt rovnobezné
s osou AC. (Ked7e os je kolmé na tetivu.) NavySe ma os XY s osou AC spolo¢ny bod O, preto st tieto osi zhodné.
Priamka BO je potom osou strany XY v trojuholniku BXY, takze |BX| = |BY|.

2Na s¢itanie prvych a prirodzenych &isel slazi vzorec a(a + 1)/2, mozete sa ho pokiusit dokazat. Pre lep$iu predstavu si to mozete
vyskusat na konkrétnych suctoch, napr. od 1 do 10.
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Zostéva nam dokdzaf spominanti rovnobeZnost. Dokaz rovnobeznosti dvoch
priamok sa zvycajne robi pomocou stuhlasnych uhlov. Vyberieme si nejakta
priamku a dokdzeme, Ze s priamkami AC a XY zviera rovnaky uhol. Skisime
napriklad priamku AD.

V priklade médme kruznicu, takZze ndm mozu dost pomoct obvodové uhly. Zo
zadania vieme, 7e |AB| = |BC|. Velkost obvodového uhla k tetivim rovnakej
dlzky je nemenna, preto st uhly ADB a BEC zhodné.? Nasleduje uzitocné
pozorovanie. Use¢ku ST vidno z bodov E, D pod rovnakym uhlom, $tvoru-
holnik STDE je z totho dovodu tetivovy (D4 sa mu opisat kruznica.) Velkost
uhla CAD je rovnakd ako velkost uhla CED, pretoze si to obvodové uhly
k tetive CD povodnej kruznice. Plati |[CED| = |STED| = |4TSD|, po-
sledné rovnost vdaka tomu, Ze $tvoruholnik STDE je tetivovy. To znamena,
ze [SCAD| = |9TSD]| a zo suhlasnosti tychto uhlov dostdvame rovnobeznost
AC a ST. Preto aj AC a XY st rovnobezné, kedze priamky ST a XY st totozné. Tymto je cely dokaz hotovy.

Uloha &. 9: Predstavme si kovovi kruznicu, na ktorej st rovnomerne rozlozené ¢isla v poradi 1,2,..., N. Na nej
je poloZena otacava drevend kruZnica, na ktorej st opét rovnomerne rozlozené celé &isla a1, as,...,an v tomto
poradi. Sucet tychto N ¢isel je 1. Drevent kruznicu vieme otocit do N roéznych poloh tak, aby &isla na nej boli
umiestnené prave nad cislami kovovej kruznice. Pre dant polohu drevenej kruznice urobime sucet N sucinov takych,
Ze vynasobime ¢islo na drevenej kruznici s ¢islom na kovovej kruznici, ktoré sa nachddza pod nim. Kedze réznych
poloh drevenej kruznice je N, tak aj tychto suctov dostaneme N. Ukazte, ze vSetky tieto stucty su rézne.

RieSenie: (opravovala Stanka a Lenka)

Zoberme si na zaciatku polohu, ked a; je nad 1, as nad 2 az ay nad N. Budeme ju porovnéavat s polohou, v ktorej
a1 je nad k, as je nad k + 1, atd. Aby to malo vyznam, predpokladajme o prirodzenom éisle k, ze 1 < k < N.
Oznacme si ich sty sucinov postupne Sy, Sk, Cize

51:1-a1+2-a2—|—-~-+(N—1)-aN,1+N~aN,
Sk=k-a1+(k+1)-a+--+N-any—pt1+1-an—pio+ -+ (k—2)-an-1+(k—1)- an.

Skusime dokazat, ze sa tieto dva vyrazy nemozu rovnat. Skiimajme rozdiel S; — Si. Po tprave (vyratani koeficientov
pri ¢lenoch a;) dostaneme

Sl—Sk:(1—l<:)~a1+(1—k)~a2+~--+(1—k)~aN_k+1+(N—k+1)-aN—m+2—|—---—|—(N—k:+1)~aN.

Budeme postupovat sporom. Nech plati S; = Sj. Potom

1=K (a1 +az+ - +anv—p+1) + (N—k+1)(an—gt2+ - +an)=0.

Na zjednodusenie pri¢itame ku obom strandm rovnice (k — 1) - (a1 + a2 + -+ + an) a vyuzijeme eSte nepouzitt
rovnost a; +as + -+ +ay = 1, ¢im dostaneme

N(an—p2+---+an) = (k—1)(a1 +az+---+an),
N~(aN_k+2+~~~+aN) = (k*l)

Z posledného vyrazu vieme, ze k — 1 je delitelné N, ¢o nie je mozné, kedze 1 <k < N = 1<k —1 < N. Dospeli
sme k sporu, a preto sa S; a S; nemdzu rovnat.

Podarilo sa ndm dokézat, ze ak zo za¢iato¢nej polohy oto¢ime dreveny kruh do lubovolnej inej, tak zodpovedajtce
stcty stdinov sa nemdzu rovnat. Zacdiatoéna poloha vSak nie je ni¢im vynimoc¢na, preto to moze byt ktordkolvek
poloha, ¢im sme dokézali, Ze Ziadne dva mozné sicty stéinov nemozu byt rovnaké.

pagebreak

Uloha é&.10: Dané sti nenulové celé &isla a, b, ¢ také, ze aj

su celé ¢isla. Dokézte, Ze |a| = |b| = |c|.

3Musime si davat pozor, na ktorej asti kruznice lezia spominané uhly. Tetiva deli kruznicu na dva kruznicové obliky, pre ktoré
prislachajice obvodové uhly maja spolu 180°.
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Riesenie: (opravovala Katka S.)

Tento priklad sa dal riesit viacerymi sposobmi. UkéZeme si dva z nich. Prvy sa spolieha na systematické rozoberanie
pripadov a hranie sa s delitelnostou a stdelitelnostou. Naopak druhy je zaloZeny na elegantnom triku s polynémami.
Prvé riesenie: Majme &isla a, b, ¢ a oznaéme d ich najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel. Hodnota vyrazov u a v sa nezment,
ak do nich namiesto a, b, ¢ dosadime a/d, b/d, ¢/d. Tédto nové trojica ma najmensi spoloény delitel rovny 1 a ak
pre fiu dokdzeme |a/d| = |b/d| = |c¢/d|, tak bude platit aj |a| = |b] = |c|. TakZe sa vratme k povodnému znadeniu
a, b, ¢ a predpokladajme, ze NSD(a,b,c) = 1. (NSD znamend najvicsi spoloény delitel.) Vyrazy u a v si moézeme
upravit na zlomkovy tvar

a b ¢ adPc+bla+cb
u:f—i—— -,

b ¢ a abe

a b 2h 4 b2 2
v:,+f+,:w.

c b a abe

KedZe u a v st celé éisla, Gitatel musi delit menovatel, t.j. abc deli a?b + b%c + c?a. Preto aj a deli ab + b%c + c2a,
a kedZe a | a®b + c?a, musi platit aj a | b*c. Podobnymi tivahami dostaneme spolu Sest delitelnosti

a | c2b, b | a’c, c| b%a,

a | b3c, b| c2a, c | a®b.
Teraz rozoberieme dve moznosti, podla toho, ¢ spomedzi a, b, ¢ vieme alebo nevieme vybraf nestdelitelni dvojicu.

1. Najprv rozoberieme pripad, ked niektoré dve &isla z trojice a, b, ¢ st nestudelitelné. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech najvicsi spoloény delitel ¢isel a a b je 1. Potom z a | b*c a b | a®c vyplyva, Ze a | ca b | c. Cislaa a b
st vSak nestdelitelné, teda musi platit ab | ¢. Inymi slovami, existuje celé ¢islo k také, Ze ¢ = kab. Potom
z vyrokov c | a®b, c | b%a vieme, 7e k | a, k | b, o kvoli nestdelitelnosti a, b implikuje |k| = 1. TakZe musi
platit |c| = |ab| a do vyrazu v modZzeme dosadit ¢ = +ab, ¢o ndm povie, ze

a b +ab a®>+£b

= — _— _— i
Y b+:|:ab+ a ab b

je celé ¢islo. To ale znamend, 7e a | b aj b | a a preto |a| = |b| =1 = |ab] = |c| a to sme chceli dokézat.

Nech NSD(a,b) =k, NSD(b,c) =1, NSD(a,c) = m. Potom k,l, m st po dvoch nesudelitelné (ak by neboli,
tak by a, b, ¢ boli sudelitelné). Cisla a, b, ¢ vieme tym padom napisat ako a = xkm, b = ykl, ¢ = zlm pre nejaké
celé ¢isla z, y, 2. Teraz dokdzeme, 7e |x| = |y| = |2| = 1. Vyrok a | b?c vieme prepisat ako xkm | (ykl)?zlm,
po zjednoduseni z | y2zki3. Cislo = je nedidelitelné s [ (inak by NSD(a,b,c) # 1) a tiez aj s y a z (inak by
sme mali spor s vyberom k, I, m). Preto to vieme zjednodusit na z | m. Z vyroku a | bc? zase dostaneme
x | k, éo dokopy s x | m znamend |z| = 1. Analogicky dostaneme |y| = |z| = 1. Vyrazy u a v st pre trojicu a,
b, ¢ rovnaké ako pre trojicu m/y, I/x, k/z. (Overte si to.) Tieto ¢isla st ale po dvoch nestdelitelné, a preto
podla prvého pripadu vieme povedat

l

X

1_m_
Yy

k
2| =l =10 = 1.
z

Z toho opét dostédvame |a| = [b] = |¢| = 1.

Druhé riesenie: (podla Josefa Tkadleca) Zavedme si substittciu z = a/b,y = b/c,z = c/a. Cisla x,y, z si potom
raciondlne. Polyném p(t) = 3 — ut? + vt — 1 ma korene x,y, 2z, pretoZe st splnené Viétove vztahy:

u = rty-+z,
1 1 1 1 1 1

v = —+—-—+-=|—+—4+—-)ryz =2y +yz + 2,
r Yy =z r Yy =z

1 = ay=z.

Ak si racionalne korene polynému p(t) vyjadrime ako zlomky v zdkladnom tvare, tak musi platit, ze ¢itatel tohto
zlomku deli absolatny ¢len polynému p(t), t.j. —1, a menovatel deli koeficient pri vediicom ¢lene polynému p(t),
t.j. 1. Teda citatele aj menovatele tychto zlomkov musia byt 1 alebo —1, a preto |z| = |y| = |z| = 1. Z toho uz
nutne vyplyva |a| = |b] = |¢|.

Uloha é&.11: Nech p(z) je polyném s celo¢iselnymi koeficientmi a nech ¢, je ciferny stcet ¢isla p(n). Dokézte, Ze
v nekonecnej postupnosti c1,ca,c3, ... sa nejakd hodnota vyskytne nekonecne velakrat.

RieSenie: (opravoval Bus)
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Ked som prvykrat videl tto tlohu, vravel som si, Ze to urdite nemodze platit. Ked si totiz vezmete lubovolny
nekonstantny polyném, jeho hodnoty budt ¢éasom rast do nekonecna (alebo minus nekoneéna), a velké hodnoty
maju obvykle velky ciferny stcet. Povedal som si, ze za¢nem hladanim protiprikladu.

Pre konstantné polynémy p(xz) = k tvrdenie plati, hodnoty ¢, su totiz vSetky rovné cifernému suctu ¢isla k.
Vezmime si linedrny polyném p(z) = 2. Mohlo by sa staf, Ze nekoneéne vela z &isel ¢j, ca, c3, ... bude rovnakych?
Po chvilke premyslania by ste mali prist na to, Ze mohlo. Plati totiz

c1 =

€10

Cil00 =

I
— =

C1000 =

Presne to isté plati aj pre Tubovolny polyném tvaru p(z) = z*. Bude to preto chcief nejaky komplikovanejsi
protipriklad. Vyberme si nejaky skoro tiplne ndhodny polyném, napriklad p(z) = 923 + 4122 + 5. S prekvapenim
po chvili zistime, Ze aj pre tento polyném funguje velmi podobny postup, budeme vSak musiet zac¢at od z = 100:

p(100) = 9410005 = ci00 = 19,
p(1000) = 9041000005 = cio00 = 19,
p(10000) = 9004100000005 = c19000 = 19,

Malo by vam byt uz asi jasné, Ze to isté moézeme spravit pre Iubovolny polyném s nezdpornymi celodiselnymi
koeficientami. Presnejsie povedané, pre polyném

p(z) = apa” +an_12" '+ +ag, Vi:a; €{0,1,2,3,...}

vezmeme také k, aby a; < 10¥ pre kazdé i. Potom bude platif c;gr = cgr1 = cyor+2 = ... Tento postup funguje
tiez v pripade, Ze su vSetky nenulové koeficienty polynému p(z) zaporné. (Hodnota polynému bude zaporné ¢islo,
ale ciferny sucet tejto hodnoty bude rovnaky, ako keby boli vSetky koeficienty kladné.)

Potrebujeme uz vyriesit len pripad, ked maja niektoré z koeficientov polynému navzajom rdzne znamienka. Toto sa
moze na prvy pohlad javit ako omnoho komplikovanejsia tiloha, nie je tomu vSak tak. Predpokladajme, Ze vedtci
koeficient (t.j. koeficient pri ¢lene s najvy$sim exponentom) je kladny. (Opa¢ny pripad sa riesi analogicky.) Vsetky
zaporné koeficienty polynému p(z) moédzeme odstranit posunutim premennej x o dostatoéne velk konstantu — ¢o
to znamend sa opat najlahsie ukéze na priklade:

p(z) = 222 —6x— 11,

p(z) = 2((x—5)+5)2—6((x—5)+5)— 11,

p(z) = 2(z—5)?+20(z —5)+50—6(x—5)—30— 11,
p(z) = 2(z—5)?+14(z —5)+9.

V skutocénosti sme s polynémom nespravili ni¢, iba ho zapisali v inom tvare. Dolezité vsak je, ze v tomto novom
tvare sa pri ¢lenoch (z — 5)* objavuju len samé nezaporné koeficienty, mézeme pouzit uz znamy postup — dosadit
do p(x) hodnoty 102 + 5,10% 4+ 5,10* + 5,... Zatial sme si vak uviedli len priklad, potrebujeme este dokazat,
7e kazdy polyném sa dé& naozaj prepisat do takéhoto tvaru. Forméalne by to bol dokaz matematickou indukciou,
najzaujimavejsi je indukény krok:

Nech je najvyssi ¢len so zdpornym koeficientom —axz® a nech je vedtci élen nasho polynému a,a™ (n > k,
ar > 0). Koeficienty a,, ap—_1, ..., ar41 st vietky nezdporné. Posutime premennii x o ay, tak, ako v predchadzajacom
priklade. (Stacilo by aj o menej, ale takto je to jednoduchsie.) Mozete si lahko overit, ze koeficienty pri (x — ax)",
(x —ap)" %, ..., (x — ap)**! zostani aj nadalej nezadporné, dokonca kazdy z nich (okrem a,) by sa mal oproti
povodnému koeficientu zvicsit. Koeficient pri (z — ay)* bude:

-1
ay, = an(z>a2k +an_1(nk )a;’lk—i—n- —ap > an(Z)aZk —ap >ap—ap=0

Zbavili sme sa teda zaporného koeficientu. Dalej mézeme pokradovat opakovanim tohto postupu.

k

Uloha ¢&.12: Zistite, ¢i existujii funkcie f : R — R, g : R — R také, Ze pre kazdé realne ¢islo x platia rovnosti
a) fg(x)) =2?, g(f(2)) = 2°
b) flg(z)) = a?, g(f(z)) = 2*
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RieSenie: (opravoval Ondra¢ a Kuna)
a)Predpokladajme, ze také funkcie f a g existuji. Co o nich vieme povedat? Zaénime funkciou f. Z druhej rovnice
lahko dostaneme, Ze je prostd. Ak totiz f(z) = f(y), potom

2 =g(f(@) =9(fW) =y* = x=y.

Prva rovnica ndm o f prezradi, ze nadobuda vSetky kladné redlne hodnoty. A ¢o funkcia g? Druhé rovnica o nej
hovori, ze nadobuda vSetky hodnoty z R. Z prvej rovnice zase vieme, Ze g je prosta na nezapornych realnych ¢islach
a taktiez na nekladnych redlnych ¢islach (nie vSak na v8etkych naraz). Na tych mnozinach plati

g(x) =gly) = 2*=[fg)=rflgy)=y> = z=uy.

Flo(f@)) = fA(x),  fla(f(2))) = f(?),

podla toho, ktory predpoklad vyuzijeme. Posledny vzah vieme napisat ako f2(z) — f(2%) = 0. Ak za x dosadime
hodnoty —1, 0 a 1 (St to riesenia rovnice x = x3) dostdvame

=) - (=1 =0,
£2(0) = f(0) =0,
Q) - fa=o.

Inak povedané, hodnoty f(—1), f(0) a f(1) st korene polynému 22 — z. To je polyném druhého stufia s dvomi

korerimi a preto sa nejaké dve z tych hodnot musia rovnat. To je ale v spore s prostostou funkcie f. Tym sme
dokézali, Ze vhodné funkcie f a g nemdZzu existovat.

b) Aj v tomto pripade si treba spravit analyzu vlastnosti f a g. (Spravte to.) Znovu mozeme Sikovne poskladat
funkcie f a g aby sme dostali

Fa*) = fg(F(@) = £(), M)
= ¢'(a). 2)

Teraz sa ndm podobny spor ako v prvom pripade nepodari. Takze zatial by také funkcie mohli teoreticky existovat.
Skute najst funkcie f a g, ktoré by sliali posledne odvodené vzfahy (1) a (2). A také funkcie veruZe existuji.
Napriklad sa to

f(CL‘) — e\/\ln|3:||7 g(x) — eln2x2.

Tie vSak eSte nie st riesenim, len maji vhodné vlastnosti. Staci ich vSak trochu upravif a dostaneme tiplné riesenie,
konkrétne

0 xz =0, 0 z =0,
f(z) — eV [ 1n |z|| |.1" c (O’ 1)7 g(ﬁﬁ) — e—ln2 x? |.’17‘ c (07 1),
6«/1n|:1:\ |CC‘ >1, eln2 z? |l“ > 1.

V spréavnom rieSen{ musite overit, Ze tieto (resp. vami ndjdené) funkcie naozaj vyhovuji povodnému systému rovnic.
Tato mechanicktl ¢innost nechame na chtivého citatela.
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Uloha &.13: Postupnost {a;}$2, je definovana nasledovne:

a; = 1,

Ay = 2,

a3z = 24,

a, = 6011003 — 8an_10;, pre n > 3.

Gp—20n—3

Dokazte, ze n deli a,, pre kazdé prirodzené ¢islo n.

RieSenie: (opravovala Hanka)

Zaujimavéa vec, ktora je fajn si v§imat na podobnych rekurencidch je takd nejakd nazvime to homogenita. Keby
sme totiz v tom vyjadreni mali vSade a namiesto réznych a;, tak po vykrateni ndm tam ostane prave nasobok a.
Toto nam tak trosku napoveda, ze nemusi byt Gplne zlé skisit hraf sa s podielmi ¢lenov. Upravme dané vyjadrenie
n—tého ¢lena nasledovne:

Qnp _ 6an—1 _ San—Z .
ap—1 Up—2 ap—3
Urobme substiticiu b,—2 = a,/a,—1. (Indexujeme to tak kvoli tomu, aby nova postupnost zacinala prvkami

bo = az/a; =2, by = ag/as = 12 za chvilu uvidite predo préave tak.:)) Pre {b,}52, vieme napisat rekurentny vzfah

bn = 6bn—1 - 8bn—2-

Vieme niedo urobit s takymto rekurentnym vyjadrenim postupnosti? Teraz chvilku nechajme na pokoji prvé hodnoty
postupnosti a pozrime sa len na dany rekurentny vztah. Ked médme takt jednoduchsiu postupnost, kde n—ty ¢len
je vyjadreny len pomocou n — 1-ého, vieme vieobecne n—ty ¢len napisat ako mocninu nejakého &isla. Co tak skisit
nie¢o podobné? Sktisme hladat explicitné vyjadrenie n—tého ¢lena nasej rekurencie v tvare ™. Potom musi platit

™ = 633”_1—836”_2

2" 3 (2? —6x+8) = 0

Pokial je 2 koretiom takto vzniknutej kvadratickej rovnice, bude 2™ spliiat dany rekurentny vzfah. Ak méa dand
rovnica korene dva, budd tento vzfah spliiaf oba a dokonca je asi jasné, ze ho bude spliat aj Tubovolnéa ich
linearna kombindcia. A uZ sme doma nie? :) Mame predsa dva korene, Cize dva parametre a k nim prvé dva
¢leny postupnosti. V nasom konkrétnom pripade je 1 = 2, xo = 4 a vSeobecné rieSenie nasSej rekurencie je
b, = c12™ + c24™. Hodnoty c; a ¢y ziskame z nasledovnej stustavy rovnic.

ci+ecy = byp=2
261 + 462 = bl =12
Dostaneme ¢; = —2 a ¢ = 4 a preto
bn—2 — 47171 _ 277,71
an = an_12"712"1—1).

Fajn, uz len ukdzat tu delitelnost.:) Kazdé ¢islo sa d4 napisat ako sté¢in neparneho ¢isla a nejakej mocniny éisla 2
(n = 2%-r). Delitelnost mocninou dvojky asi vidime rovno, uz teda len t4 neparna ¢ast. Mozno poznéte vieobecnejsiu
verziu malej Fermatovej vety a to Eulerovu vetu. T4 tvrdi 7|a®") — 1 pre (a,r) = 1, pricom ¢(r) je pocet ¢isel
mensich ako r nestdelitelnych s ¢islom r. Takze ked formulku pre a, désledne rozpiSeme az po as dostaneme
v stdine vietky vyrazy tvaru 2¥ — 1 pre k < n, a tak tam bude aj nase ziadané 2(") — 1. Tak a uZ to méame, 2°
deli a,, aj r deli a,, preto aj n deli a,,. Howgh!
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Uloha é&. 14: Nijdite rozdelenie pravouhlého trojuholnika so stranami 3, 4, 5 na $tyri ¢asti s najmensim moznym
priemerom. Priemer rozdelenia definujeme ako maximum zo vzdialenosti medzi bodmi patriacimi do tej istej casti.
Napriklad rozdelenie strednymi prieckami m4 priemer 5/2.

RieSenie: (opravoval Ondra¢ a Kuna)

Najprv spomenieme niekolko myslienok, ktoré je vhodné si B
uvedomit, no rieSenie sa obide aj bez nich. Ak chceme lepsie
rozdelenie ako uvadza zadanie, malo by minimélne platit,

7e vrcholy A, B a C st v inych ¢astiach. Budeme mat ne- 15
jaké pracovné &islo r a budeme vytvéarat tri oblasti, ktoré
budt obsahovaf postupne vrcholy A, B a C' a budi mat
priemer najviac r. Ked budeme r postupne zvicéSovat, tak

sa nam priestor v trojuholniku, ktory nezahiname do tychto 10
Gasti bude zmensovat, az jeho priemer bude tiez r. Takto by
sme teoreticky mohli dosiahnut optiméalne rozdelenie a mini-
malny priemer rozdelenia na Styri ¢asti. Vhodnym interpre-
tovanim tychto idei sa d4 dospiet az ku findlnemu elegant- 14
nému rieseniu.

(Riesenie podla Josefa Tkadleca.) Dlzky stréan si pre jedno- \ :\
duchost prendsobime 13-mi. Vyznaéme si body Y a Z ako C 13,5 Q T Tz 25 A
na obrazku, ¢ize bude platit |BY| = |Y Z| = |ZA| = 25 a vSetky ostatné vzajomné vzdialenosti bodov A, B, C, Y,

.....

Ukézeme, Ze rozdelenie s priemerom 25 existuje.

Na tisecke AB zvolme bod P tak, ze |AP| = 25 a na tsecke BC bod R tak, ze |BR| = 25. Ozna¢me pismenom @
stred tse¢ky C'Z a S prieseénik RY a kolmice na C'A z bodu Q. Dokazeme, ze vyhovuje rozdelenie na mnohouholniky
BRY, CQSR, QZPY S a ZAP. Ako ndjdeme maximdalnu vzdialenost dvoch bodov pre mnohouholnik? Staéi ked
budeme uvazovat len vzdialenosti medzi vrcholmi, teda dizky stran a uhlopriecok. (V riefeni to musite zdovodnit.)
Teraz uz len overit vSetky Styri Casti.

e BRY: Plati |RY| < |RB| = |BY| = 25.
e CQRS: Najdlhsia priecka v tomto Stvoruholniku je zrejme C'S a pre 1iu plati |C'S| = /13,52 + 20, 752 < 25.
e QZPY S: Do tvahy pripadaja len uhlopriecky. Plati
|SZ| = |CS| < 25, |ZY| = 25,
IQP| = /13,52 + 15 < 25, |PS| = /18,52 + 5,752 < 25,
Y Q| = /242 + 6,52 < 25.
o ZAP: Plati |PZ| < |ZA| = |PA| = 25.

Tym sme dokézali, ze najmensi mozny priemer rozdelenia ja 25, a tak po spidtnom predeleni stran 13-timi je to
25/13.

Vvsledkovi listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 |7[8|9(10(11| p | s | >
1. Chlebikové Andrea 4. Brighton UK 5 0191919 91919 45 | 45
2. Bosak Radomir 4. Gamca BA 6 1 9191989 44 | 44
2. Gurican Pavol 2. Gamca BA 5 0 9181919 9 44 | 44
2. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 5 019891919 44 | 44
5. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 6 1 917181919 42 | 42
6. Peitl Tomas 3. SPMNDG BA | 7 2 915191919 41 | 41
7. Hagara Michal 3. GJH BA 7 4 91919194 40 | 40
7. Koneény Jakub 3. Gamca BA 8 4 7181898 40 | 40
7. Kukan Marek 3. Gamda BA 4 0 19(8|7|71]9 40 | 40
10. | Szabados Viktor 2. Gamca BA 5 019(9|7|8]|6 39 | 39
11. | Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 4 0 |8[9|6|7]|8 38 | 38
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Por. | Meno Roé skola ke | kg | 56| 7|8|9](10[11 s | >
11. | Vecerik Matej 2. SPMNDG BA | 4 0 19(6[6|9]8 38 | 38 |
13. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 5 019(8[9]2]9 37 | 37
13. Sormanova Méaria 2. SPMNDG BA | 4 0 1919|892 37 | 37
15. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 8 4 9191919 36 | 36
15. | Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 8 4 919191910 36 | 36
15. | Sladek Filip 3. GAB NO 5 4 819191911 36 | 36
18. | Baco Ladislav 3. GPos KE 8 4 8191919 35 | 35
18. | Hornak Marian 1. GPar NR 1 0198109 9 35 | 35
18. | Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 6 4 61819193 35 | 35
21. | Matejovic¢ova Lenka 4. GJH BA 11 | 7 91919413 34| 34
21. | Spisiak Michal 4. Gamca BA 8 7 8191819 34| 34
23. Hlavata Martina 2. Gamca BA 5 0119197 8 33 | 33
23. | Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 4 0 |8(9[4|13[9]|2|3 33 | 33
23. | Pélenik Juraj 2. SPMNDG BA | 3 0194|677 33 | 33
23. | Styrakova Kamila 3. GPOH DK 7 1 9171819 33 | 33
27. | Majdi§ Mojmir 3. GPOH DK 5 019]9]|8 6 32 | 32
28. | Kova¢ Ondrej 2. GCM NR 4 0 | 887 810 31| 31
28. | Midlik Adam 3. GJAR PO 5 1 817|719 31| 31
28. | Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 619|943 31| 31
28. | Uhrik Jakub 4. Gamca BA 7 1 69|88 31 | 31
28. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 01919109 113 31| 31
33. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA 8 3 91919 3 30 | 30
34. | Bohinikova AlZzbeta 2. Gamca BA 5 019|578 29 | 29
34. | Kopf Matus 3. Opava CR 7 2 41619119 29 | 29
34. | Krejéir Andrej 2. GVBN PD 3 0 [8|2[|3|9]|7 29 | 29
37. | Batmendijnova Kristina 4. GTV SL 7 1 9171912 28 | 28
37. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 4 0 |8(9(4|3|4 28 | 28
37. | Kozék Andrej 2. Gamca BA 5 0 19/8]|6 5 28 | 28
37. | Muzik David 1. GChD PHCR | 2 0 |71(8]|5 8 28 | 28
41. | Haas Emil 4. Gamca BA 8 1 919|019 27 | 27
41. Kubincova Petra 2. SPMNDG BA | 4 019]9(3|1]5 27 | 27
43. | Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 3151919 26 | 26
43. Buchman Marek 2. SPMNDG BA | 4 019|193 |2]|3 26 | 26
43. | Leskova Andrea 3. G Lipany 6 01974 6 26 | 26
43. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 01989 26 | 26
43. | Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 816|193 26 | 26
48. | Coculova Zuzana 3. GPos KE 7 1 91691 25 | 25
48. | Sabatovic¢ova Linda 2. GJH BA 4 0 19]9]|5]|2 25 | 25
48. | Vavrik Boris 2. GJH BA 3 0 19(8]|5 310 25 | 25
51. | KukliSova Nina 4. GMet BA 8 1 817 9 24 | 24
51. | Polacko Martin 4. GAlej KE 11 | 5 71918 24 | 24
51. | Santer Jakub 2. GMH Trstend | 4 0 |8]19]|7 24 | 24
54. | Bendova Lenka 4. GJH BA 6 0 914(13|7 23 | 23
54. | Fekia¢ Jozef 4. Gamca BA 7 1 916 8 23 | 23
54. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 11 | 4 81916 23 | 23
54. | Porembova Alexandra 3. BiG Sucany 6 1 9151]9 23 | 23
58. | Hasik Juraj 3. Gamca BA 6 0 |718]|7 22 | 22
58. Komarkova Zuzana 4. Brno CR 7 3 819 |5 22 | 22
58. | Kotrlova Katarina 4. GVPT MT 6 019194 22 | 22
58. | Muthova Denisa 2. GbTR ZA 4 01219461 22 | 22
62. | Hudec Vladimir 4. GVar ZA 7 1 9148 21 | 21
62. | Kieferova Maria 4. GsvFA ZA 6 1 8| 55130 21 | 21
64. | Machac¢ Juraj 2. GJH BA 3 0 9|54 1 19 | 19
64. | Masar Juraj 2. GBil BA 4 0191271 19 | 19
64. | Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 9162 2 19 | 19
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Por. | Meno Roé skola ke | kg |56 7[8|9(10(11| p | s | >
67. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 4 |0 ]2|8|4]|4 18 | 18 |
67. | Dresslerovd Anna 2. GJH BA 3 0 | 814|321 18 | 18
67. | Strbova Silvia 2. GPar NR 5 0196 3 18 | 18
70. | Baxova Katarina 4. GLS TN 4 10 |4|7]4]2 17 | 17
70. | Jakubik Jan 2. SPSE PN 4 10 [2]2(4]2]7 17 | 17
72. | Dizova Andrea 2. GKom PE 4 01]19|7 16 | 16
73. | Hojcka Michal 4. GKom PE 10 | 5 6 9 15 | 15
74. | Miskovicova Julia 2. GJH BA 2 0 |4]4]|4]|2 0 14 | 14
75. | Jagos Lubomir 3. GVO ZA 6 0 815 13 |13
76. | Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 3 0 |2]2]|6]|2 12 | 12
77. | Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 01910 110 10 | 10
78. Kobolkova Petra, 4. GVPT MT 5 0|08 8 8
79. Fodorova Jana 2. GJGT BB 4 0|70 7 7
80. Durikovi¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 0|]0]0|4]1]1]0 6 6
80. | Kubinova Maria 2. GPOH DK 4 0 |42 6 | 6
82. | Stripajova Svetlana 4. GPOH DK 4 0120 2 0 4 | 4
kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Ro. skola ko |[1]2(3]|4|5|6|7|p]|>
1. Karpisova Iveta 1. Gamca BA 2 719171919 41
2. Hozza Jan 2. GJH BA 3 019191919 36
2. MojziSovéa Hana 2. GJH BA 3 8161994 36
4. Belanova Michaela 1. SPMNDGBA | 1 [9]8[|0]9 9 35
4. Recka Marek 1. 1SG BA 1 |8|7|0]6]6]8 35
4. Vlachynska Petra 1. GBil BA 119191019 8 35
7. Vavrik Boris 2. GJH BA 3 01719815 29
8. Sopéci Martin 1. 1SG BA 119 5|6 8 28
9. Polach Juraj 1. Gamca BA 2 610719 5 27
10. | Kosik Matus 1. 1SG BA 1 1619 3 4 22
11. | Falfan Michal 1. 1SG BA 1 /971|212 21
12. | Péalenik Juraj 2. | SPMNDG BA | 3 9141|6 19
13. | Machac Juraj 2. GJH BA 3 0 915 |4 18
14. | Hirgelova Maria 1. | SPMNDG BA | 2 513 316 17
15. | Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 81413 15
16. Ivanov Alexander 2. Gamca BA 3 4|54 13
17. | Miskovicova Julia 2. GJH BA 2 41414 12
18. Hutar Peter 2. Gamca BA 3 02243 11
19. | HeZelyova Slavka 2. | SPMNDG BA | 3 21216 10
20. | Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 910 9
21. | Durikovi¢ova Lucia | 2. GsvU BA 3 0|04 4
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro. skola ko [1]2(3(4|5(6|7|p]|>
1. Hornak Marian 1. GParNR [ 1 | 9719199819 45
2. Kosec Peter 1. GLS TN 1 [8(8|18[9[9]9]|5 43
3. Baxova Zuzana 1. GLS TN 1 19/9|0|7]|5]4 34
4. Farsang Stefan 2. SIGKN | 2 |9]|4|6]9|3 |84 31
5. Koprda Pavol 1. GAMTT | 1 |9|7|0|6|0|6]|2 30
6. Svancara Patrik | 1. GESTN | 1 |89 1714 29
7. Lessovéa Livia 2. GPar NR | 3 516|318 22
8. Izsék Déavid 2. SJG KN 3 416 11413 14
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Por. | Meno Ro. skola ko |1]2(3|4|5(6|7|p]|>
9. Krej¢ir Andrej GVBN PD | 3 8 3 13 |
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko [1]2(3[4|5|6|7|p]|>
1. Vliéek Andrej 1. |[ESSEGJTLM | 1 |9 91919117 43
2. Jasencdkova Katarina | 1. GVO ZA 2 918 91915 40
2. Santrova Adriana 1. GMH Trstena 1 181959 9 40
4. Anderle Michal 2. GBST LC 2 |8]|5[8|5|9|8]|4 35
5. Galovicova Sona 1. GVO ZA 2 918 218|3 30
5. Halajova Barbora 1. GVO ZA 2 91 7|2 8|4 30
7. Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 91919 27
8. Matuska Lukas 2. GBST LC 2 6/0[9|1]|0]|3 19
9. Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 1 1413131110 11
10. | Kubisova Barbora 1. GJCh BR 1 (1|50 |2|1]1]|1 10
11. | Lonsky Rafael 1. GPOH DK 1 121 11114 9
11. | Plavak Dusan 1. GMH Trstena 1 0 6|3 9
13. | Majerova Karolina 2. GJCh BR 2 210 6 8
14. | Piliarkin Marian 1. GJCh BR 1|7 7
15. | Latindk Kristian 1. GJCh BR 1 (2(0j0]1]1]0/|1 5
15. | Vojtkova Veronika 1. GJCh BR 1 1212 110 5
17. | Sabaka Peter 2. GJCh BR 2 | 4 4 4
18. | Sisiakova Alena 1. GJCh BR 1 [1]1 1[0 3
19. | Kuvikova Zuzana 1. GJCh BR 170|210 0]0]0O0 2
19. | Maculova Simona 1. GJCh BR 11210 00 2
21. | Beraxa Peter 1. GJCh BR 11010 00 0
21. | Stankoviansky Tomas | 1. GJCh BR 1100 00 0
21. | Trnik Erik 1. GJCh BR 1100 010 0
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola ko [1]12(3]4|5(6|7|p]|>
1. Danilakova Monika 1. GJARPO | 1 |99 91913 39
2. Fickova Klara 1. GPos KE | 2 9101519 7 30
3. Kmetova Katarina 1. GKuk PP | 1 9 519142 29
4. Dupej Peter 1. |GJARPO | 1 [9]|8|0]2 9 28
5. Klembarova Barbora | 1. GKuk PP | 1 9137|3413 26
6. Fagulova Kristina 1. GPos KE | 2 9104 |4|5]|2 24
7. Marecakova Barbora 1. GKukPP | 1 |3 |1]6|1|4|6]3 22
8. Bajnokova Lenka 3. GKuk PP | 3 8| 4 12
kategoria GAMA
Por. | Meno Ro¢ skola 10 |11 |12 |13 |14 | p | >,
1. Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 1 4 0 14
2. | Csiba Peter 4. |SPMNDGBA| 9 [ 0 | 2] 6 [ 5 22
3. Guric¢an Pavol 2. Gamca BA 9 0 9
4. Hagara Michal 3. GJH BA 9 4 7 20
5. Konecény Jakub 3. Gamca BA 9 8 0 0 17
6. Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 2 3 1 5 1 12
7. Sladek Filip 3. GAB NO 9 1 3 6 19
7. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 9 3 7 19




