Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 3. série zimnej casti KMS 2008/2009

Uloha é&.1: Ked bol Ondro maly chlapec, rad chodieval ku svojej starej mame. Jeho stara mama totiZ mala
rovnoramenné vahy, s ktorymi sa dalo hrat. Raz si Ondro doniesol niekolko rovnakych hrusiek, niekolko rovnakych
brosky1, takisto niekolko jablk a sliviek. Hral sa hral, a prisiel na to, Ze hruska, slivka, broskyiia a jablko véazia
spolu presne tolko, kolko vézia tri jablkd. Hral sa dalej a zistil, Ze slivka, hruska a jablko st spolu len o 45 gramov
Iahsie ako 5 broskyi. Este si vsimol, Ze 11 jablk véazi presne tolko, ¢o 17 broskyi. Potom ho to prestalo bavit a
kym odisiel od babky, stihol zjest jednu hrusku a jednu slivku. Kolko gramov ovocia zjedol?

RieSenie: (opravovala Zuska Molnarova)

Této tloha naozaj nebola niroéné, a to ani na pomery prvej tlohy. Vsetci, ktori sa ju rozhodli riesit, spravne
odhalili, ze Ondrove pozorovania mozeme zapisat ako rovnice. Potom sa vSak uZ rieSenia zacali lisif. Niektori sa
vybrali cestou brutdlnej sily, ktora viedla k rieSeniu, avSak cestou narazila na dost nepekné zlomky. Naopak niektori
sa poksili ¢o najviac si situdciu zjednodusit roznymi Upravami. My si ukézeme jedno z krajSich rieSeni.

Ondrove pozorovania si vieme zapisat v tvare rovnic

H+S+B+J = 3J,
S+H+.J+45 = 5B,
11J = 17B.

Ked tieto rovnice trochu upravime dostavame

H+ S + B — 2J = 0,
H + S — 5B + J = —45
— 7B + 11J = 0.

Hned by ndm malo udrief do o¢i, Ze mame Styri nezndme a len tri rovnice, ¢o je problém. Pozrime sa vSak, na ¢o
sa nas pyta zadanie. NaSou tlohou nie je zistit, kolko vaZzia jednotlivé ovocia, ale zistit, kolko vazia hruska a slivka
spolu. Este si vSimnime, Ze v prvej a druhej rovnici sa vyskytuje sacet H + S a v tretej sa H ani S nevyskytuju.
KedZe sa v celej ilohe vyskytuji H a S len ako stcet, mozme sa na H+.S pozeraf ako na jednu premenni (oznaéime
ju X). A mame po starostiach, lebo sme dostali tri rovnice o troch neznamych

X + B — 2] = 0,
X - BB 4+ J = —45,
- 17B + 11J = 0.

Teraz nam uz ostava len nejako si sprijemnit ipravu tejto ststavy. Tak si pustime hudbu a od¢itame prva rovnicu
od druhej, ¢im sa tplne zbavime premennej X. Ostani ndm dve rovnice o dvoch neznamych

— 6B + 3J = -—45,
- 17B + 11J = 0.

Opit méame niekolko moznosti, ako postupovat, celkom pekné je napriklad vyjadrenie J z prvej rovnice
J=2B —15.

Dosadenim do druhej rovnice dostavame B = 33, z poslednej spominanej rovnosti mame J = 51. Z prvej Ondrovej
rovnice potom dostavame X + 33 — 2 - 51 = 0, preto

X=H+5=069.

Ondrej zjedol 69 g ovocia.
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Uloha é&. 2: Ajka nasla na zemi nakresleny kruh a po jeho obvode napisanych 26 ¢isel. Vsimla si, Ze aritmeticky
priemer kazdych troch Cisel, ktoré lezia vedla seba, je vzdy rovny ¢islu 19. Velmi sa potesila a hned, ako prisla
do skoly, to povedala Bebemu. Ten jej povedal, Ze vSetky ¢isla na obvode kruhu boli rovnaké. To si uz ale Ajka
nepamiétala. Mal Bebe pravdu?

Riesenie: (opravovali Ada a Ika)

Prvéa vec, ktord nas napadne po preéitani zadania je, ¢i Bebe vobec mohol mat pravdu. Lahko zistime, Ze mohol.
Ak by bolo po obvode kruhu napisanych 26 ¢isel 19, vSetko by sedelo. Otazkou teda ostéva, ¢i Ajka mohla najst
kruh, ktory méa na sebe aspoil dve rézne ¢isla.

Predpokladajme najskor, Ze mame na kruhu dve rozne ¢isla vedla seba. Oznaéme si ich a, b. Postupujme teraz
po kruhu v smere hodinovych ruciciek a zistujme, aké ¢isla tam musia byt dalej.

Nech za a, b nasleduje ¢islo z. KedZze tvoria trojicu, musi platit (a + b+ x) : 3 = 19. Odtial Tahko vypocitame
x =3-19 — a — b. Povedzme, Ze a bolo prvé, takze v dalsej trojici nebude. Bude tam b, 3-19 — a — b a nejaké y.
Podobne ako predtym zistime, ze y = 3-19 —b— (319 — a — b), ked sa na to lepsie pozrieme, zistime, ze y = a.
Tak podme na dalsie ¢islo. Mame trojicu 3 - 19 — a — b, a a nejaké z, potom z = 3-19—(3-19 —a —b) — a,
a to nie je ni¢ iné ako b. V dalSej trojici teraz mame a, b a nieto. Tato situdcia je ndm ale podozrivo povedoma.
Nieco zase musi byt z = 3-19 — a — b. Dalej to uz tiez pozname. TakZe na kruhu sa nam budi opakovat ¢isla a, b,
3:19—-a—-10b,a,0,3-199—a—b,a,b,3-19—a—0b, ... To, ze sme na kruhu, ale znamend, ze raz vSetko skond¢i.
Podme sa teda pozriet, ako to bude vyzerat, ked tdto postupnost narazi na svoj zaciatok. Kedze sme matematici
a lepSie po¢itame neZ piSeme, nebudeme si na nejaky kruh vypisovat 26 ¢isel, ale pekne si zratame, aké vlastne
budu posledné dve ¢isla pred prvym a. Vieme, ze 26 : 3 = 8 zv. 2. To znamena, Ze sa nam tam zmesti osem celych
trojic a z poslednej trojice len a, b. Ked k tomu priddme prvé dve ¢isla postupnosti, dostaneme a, b, a, b. Mame dve
trojice a,b,a a b,a,b. LenZe mé platit (a +b+a):3=19= (b+a+b): 3 az toho po par tpraviach dostaneme
a = b, ¢o je ale v rozpore s tym, ze a, b si rozne.

Tak a teraz uz len potrebujeme ukézat, Ze ak st na kruhu dve rozne &isla, tak tam musia byt aj dve rozne éisla
pri sebe. MoZeme uvazovat napriklad takto. Nech st niekde na obvode kruhu napisané dve ¢isla ¢ a d. Postupujme
teraz po obvode kruhu od ¢ k d. Pozrieme sa na prvé ¢islo za c¢. Ak je rozne od ¢, tak je vSetko v poriadku, mame
dve rozne ¢isla vedla seba. (To, Ze to nemusia byt préave ¢ a d nevadi.) Ak je to ¢, tak pozrieme na dalsie ¢islo.
Takto postupujeme dalej a bud cestou narazime na nieco, ¢o uz nebude ¢, alebo budeme mat c-é¢ka az po to d
a potom budu zase vedla seba ¢ a d, ktoré st rozne.

Uloha é&. 3: V zdhrade rastie pravidelny Sestuholnik, ktory ma strany ofarbené po rade svetlomodrou, tmavomod-
rou, indigovou, belasou, tyrkysovou a teplakovomodrou. Jeho vrcholy st biele. Na obvode Sestuholnika vyberiem
tri body tak, aby z nich mohol vznikniit trojuholnik, pri¢om Ziaden z tychto troch bodov nie je biely. Trojuholnik
charakterizujem tym, akymi farbami st ofarbené jeho vrcholy. (Teda napr. indigovobelasoindigovy trojuholnik mé&
dva zo svojich vrcholov na indigovej strane a jeden vrchol na belasej strane.) Trojuholnik je charakterizovany len
farbami, nie ich poradim. (Teda napr. tyrkysovo-belaso-teplakovy trojuholnik je taky isty ako teplékovo-tyrkysovo-
belasy.) Kolko existuje trojuholnikov s réznou charakteristikou?

RieSenie: (opravovala Katka P.)

Ak chceme zistif pocet trojuholnikov s roznou charakteristikou, staci sa zaoberat farbami ich vrcholov. KedZe ich
vyberdme zo stran Sestuholnika, mame pre ne Sest moznych farieb. Zo zadania vieme, Ze biele vrcholy Sestuholnika
nevyberame.

Najprehladnejsie asi bude, ak si tie trojuholniky rozdelime. Vidime, Ze taky, ktory by mal vSetky tri vrcholy
rovnakej farby, uréite neexistuje, lebo potom by tieto vrcholy lezali na priamke (strane Sestuholnika) a nebol by
to trojuholnik. Dalej mézeme mat trojuholnik s dvoma vrcholmi rovnakej farby (1), alebo taky, kde st vietky tri
vrcholy rozne (2).

Podme sa najprv venovat pripadu (1). Najskor si vyberieme farbu dvoch rovnakych vrcholov, na to mame Sest
moznosti a potom farbu toho jedného zvysného. (Paf mozZnosti.) Dokopy je to 6 - 5 = 30 trojuholnikov takéhoto
typu. (Zamyslite sa nad tym, preco sme Ziadny nemohli pri takomto pocitani zaratat viackrat.)

A teraz podme k pripadu (2). Aj tu moZzeme postupovat ako v predoslom pripade, a sice, na vyber prvej farby
méame Sest, druhej pét a tretej Styri moznosti. To ndm dé 120 trojuholnikov. Ale pozor! Podla zadania ABC' je to
isté ako C BA alebo C AB, ale my sme ich zaratali vSetky. Preto musime 120 vydelif po¢tom moznych usporiadani
troch farieb a to je 3-2-1 = 6. Potom dostaneme spravny vysledok 20.

Toto isté sa dalo urobit aj jednoduchsie, ked si uvedomime, Ze vyberdme neusporiadané trojice zo 6 prvkov,

pomocou vzorca na kombinécie:
6\ 6! _ 20
3/ 31(6-3)

Na zéaver uz asi len dodat, Ze tato tiloha dopadla velmi dobre. Mnohi z vds ma vSak sklamali, lebo ju riesili
vypisovanim moznosti. Teraz sa to eSte dalo, ale keby to bol pravidelny stouholnik, asi by to neslo. Preto sa
nabudice skuste nad prikladom viac zamysliet :)
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Uloha é&. 4: Ozna¢me E stred strany C'D v obdlzniku ABCD a F priese¢nik uhlopriecky BD a tsecky AE. Vieme,
%e obsah trojuholnika DFE je 1cm?. Zistite aky je obsah $tvoruholnika BOEF .

Riesenie: (opravovali Lucka a Kubo)
Ako treba zacat geometrickl ilohu? Predsa peknym, velkym nacrtom.

Oznac¢me si dlzku strany AB ako a a dlzku BC ako b. D E C
N4 vypocet mdzeme pouzit podobnost trojuholnikov DFE a BAF. 1
T4 vyplyva zo zhodnosti uhlov: |SEDF| = |SABF| (striedavé),
|<SDEF| = |{<BAF| (striedavé) a |SDFE| = |4 AF B| (vrcholové).
Este nam chyba koeficient podobnosti, ktory vieme urcit z prislicha-
jucich stran DE a BA. DFE je polovica strany C'D a td je zhodna
s AB. Teda aj ich vysky st podobné s koeficientom 2.

Vysky (na strany ED a AB) st kolmé na rovnobezné strany ob-
dlznika, teda budd rovnobeiné s druhym péarom stran obdlznika, A B
stretaju sa v jednom bode, a teda stcet ich dlzok bude b.

Vyska trojuholnika DEF na stranu DE je b/3 (kvoli podobnosti
s koeficientom 2). A obsah trojuholnika DEF si vyjadrime takto: D

e
&
Q

a b 1 2
Saper = 1 = 33 3 F
12 = ab. b

A ¢o je ab? No predsa obsah obdlznika ABCD. Uhlopriecka BD
ho rozdelila na dva zhodné trojuholniky s poloviénym obsahom. Ak N
z trojuholnika BC' D uberieme trojuholnik DEF tak dostaneme hla- A . 7 B
dany utvar, ¢o ndm napovedalo aj ako vypocitat obsah.

Spcer = SaBcp — Saper =6 —-1=25.

Hura!!!

Iné riesenie: D E c
Trosku iny spdsob, ako uréif obsah obdiznika, za¢ina tiez tivahou 1 9
o podobnosti trojuholnikov ABF a EDF. Kedze pomer ich stran

je 2 : 1 tak pomer ich obsahov bude 22 : 12, z ¢oho vyplyva Ze X fa Y Z
Saapr = 4.
Potom si rozdelime cely obdlznik rovnobezkou so stranou AB cez 4
bod F'. Jej prieseénik s AD oznacime X a prieseénik s BC zas Z.
Z bodu FE spustime kolmicu na X7 a jej druhy koniec oznacime Y.
(Uvedomte si, ze EY ||BC.) A a B
A u? len doplnime obsahy vzniknutjch obdlznikov. Trojuholnik ABF' je polovica z obdlznika ABZ X, teda jeho
obsah je 8. Takisto je trojuholnik DEF polovica z DEY X a jeho obsah je teda 2. Ten je zhodny s obdlznikom
ECZY.

Sapep = Sapzx + Speyx + Seczy =8+2+2=12.

A uz pokracuje tvaha z prvého sposobu riesenia, teda SaAppc = Sapcp/2 a Spcrr = SaBpc — SADEF-

Uloha é&. 5: Kral mal tri kopky dukatov. Na prvej bolo 9, na druhej 10 a na tretej 14 dukatov. So svojimi dvoma
sluhami hral takuto hru: v kazdom kole vezme prvy sluha 1 dukdt z Iubovolnej kopky. Druhy sluha vezme dukét
z jednej zo zvysnych dvoch képok. A kral uzatvara kolo pridanim dukatu na kopku, s ktorou sa v danom kole ni¢
nerobilo. (Samozrejme z kopky, kde je nula dukéatov, sa dukét zobrat ned4.) Po niekolkych koldch im zostal len
jeden dukat. Na ktorej kopke to mohlo byt?

RieSenie: (opravovali Ivka a Kenny)

Ako ste si ur¢ite vSimli, tato tloha je zadand ako hra. Skuste si preto zahraf niekolko kol tejto hry. V§imnime si, ¢o
sa stane v kazdom kole. Dvaja sluhovia zobert z dvoch kdpok po dukate, kral na tretiu kopku dukat prida. Z toho
vieme zistit hned dve vlastnosti tejto hry.

e Po kazdom kole sa stcet vSetkych dukdtov na képkach zmensi o 1. Na zacdiatku méame 9 + 10 + 14 = 33
dukatov, na konci len jeden dukét. Z toho vyplyva, Ze pocet kol je 32.

e Po kazdom kole sa pocdet dukdtov na kopke zmeni o jeden. (Bud sa jeden pridé, alebo sa jeden odoberie.) To
znamena, Ze sa zmeni parita po¢tu dukdtov na kazdej kopke. (Dohodnime sa, Ze nula je parne ¢islo.)
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Z tychto vlastnosti uz vieme zistit, na ktorej kopke mohol ostat jeden dukat. KedZe hra m4 32 kol a v kazdom kole
menime paritu poctu dukatov na kopke, na konci hry bude mat kazda kopka rovnakt paritu poctu dukatov ako
na zaciatku. Preto jedind kopka, na ktorej mohol ostat jeden dukéat, je kopka s neparnym poctom dukatov. Spravna
odpoved preto je, ze dukéit ostal na prvej kopke.

Ak by sme chceli byt dosledni, mali by sme ukdzat aj to, Ze naozaj existuje taky priebeh hry, pri ktorom na konci
ostane jeden dukat na prvej kopke. Skuste si to sami. Jednou z moZnosti ako to dosiahnut je priddvat dukat
na kopku, ktord obsahuje najmenej dukatov. (Ak st také kopky dve, mézeme si ndhodne vybrat jednu z nich.)

Uloha é&. 6: Majme kruznicu k a jej priemer AB. Vniitri tisecky AB lezi bod C. Zostrojme kruznice m a n nad
priemermi AC' a BC a kolmicu na AB cez bod C ozna¢me l. Priamka | pretne kruznicu k v dvoch bodoch, Iubovolny
z nich ozna¢me D. Use¢ky DA a DB pretnii kruznice m an v bodoch E a F.

a) Dokéazte, ze CFDE je pravouholnik

b) Dokazte, ze EF je spoloénéd dotyc¢nica kruznic m a n.

Riesenie: (opravovali Katka a Bus)

Na zadiatok vzordku by bolo dobré spomentt jednu dolezitu vec.
Pri prikladoch z geometrie je velmi dobré nakreslit obrazok aj do
rieSenia, ktoré posielate, riesenie je potom ovela zrozumitelnejsie: )
A teraz k samotnému rieSeniu. Vezmime si najprv podilohu a).
Co je to vlastne ten pravouholnik? Je to §tvoruholnik so §tyrmi
pravymi uhlami. V nasom pripade chceme dokézaf, ze uhly ADB
(ktory sa rovnd EDF), DEC, DFC a FCE st pravé. Vicsina
z vas si vSimla, Ze pre trojuholnik ABC je kruznica k Talesova
kruZznica, ¢ize | ADB| = 90°. VSimnime si, Ze podobne sa mozeme
dopracovat k uhlom AEC a CFB, ked uvazujeme trojuholniky
ACFE a CBF a ich Télesove kruznice m a n. Preto plati, Ze uhly
AEC a CFB su pravé. No a kedze uhly CED a CFD sa ich
doplnkami do 180°, plati [SCED| = |[<CFD| = 90°. Zostal ndm
eSte posledny uhol, ECF. Ale kedZe stcet uhlov v stvoruholniku
je 360°, a naSe vypocitané uhly maju spolu 270°, posledny uhol
musi byt tiez pravy. Prva cast dlohy je za nami:)

Druh4 ¢ast sa dala riesit viacerymi sposobmi. Podstatné bolo v§imnuf si, Ze uhlopriecky, teda tsec¢ky CD a EF|
sa rozpolujt, pretoze nas stvoruholnik je pravouholnik, to znamena obdlznik alebo §tvorec. Ozna¢me si prieseénik
uhlopriecok O, stred kruznice m M a stred kruznice n N. Uloha sa dala riesif napriklad tak, Ze si v§imneme zhodnost
trojuholnikov M EFO a MCO na zéklade vety sss. (Premyslite si to.) Z toho vidno, Ze |[SMEO| = |[$MCO|, no
a [ MCO| = 90°, pretoze zo zadania vieme, ze AC L CD. Iny princip rieSenia moze byt zaloZeny na vypocte cez
uhly na zdklade rovnoramennych trojuholnikov CAE, CBF, CEF.

Uloha &.7: Myrec sa hral na parkovisku s kriedou. Napadlo mu, Ze by si mohol pisat na zem ¢isla. Keby ich
pisal zaradom, bolo by to nudné. Preto napisal na betdn vedla seba nejako poprehadzované ¢isla 1, 2, ..., 100.
Dostal takto postupnost ¢isel ay, as, ..., aigg. Této postupnost sa mu nepacila, tak si znova zmyslel iné poradie
tych istych Cisel a opét ich napisal vedla seba. Dostal takto postupnost &isel by, ba, ..., bigg. Stdle sa mu to
nepacilo, ale vymyslat novii postupnost éisel sa mu tieZ nechcelo. Zistil vSak nieco zaujimavé. Ked urobil suciny
a1by, asba, ..., aigobioo, tak medzi nimi nasiel také dva, ze davaja rovnaky zvysSok po deleni ¢islom 100. Bola toto
ndhoda, alebo stalo by sa mu to, nech by postupnosti ¢isel zvolil akokolvek?

RieSenie: (opravovali JeFo a MiS4¢)

Na zadiatok nezaskodi spravne si tipntf, ¢i islo o nadhodu alebo nie. Cisel v zadani je aZ sto, preto si sktisame
vypisovat nejaké kratSie postupnosti. (Napriklad z ¢éisel 1, 2,..., 8 a berieme zvysky po deleni dsmimi.) Po
urcitom case zrejme dojdeme k zaveru, ze to nebola ndhoda. Dokazeme to sporom. Predpokladajme, Ze existuju
také dve postupnosti, Ze kazdy zo sto sicinov déva iny zvySok po deleni éislom 100. (Zvysky po deleni ¢islom 100
su 0, 1, 2,..., 99.) KedZze zvyskov po deleni ¢islom 100 je presne sto, tak kazdy zo suc¢inov musi davat prave jeden
z tychto zvyskov. Jedind moznost ako dosiahnut, aby st¢in dvoch éisel daval nepdrny zvySok po deleni ¢islom sto,
je zvolit obidve ¢isla nepdrne. Ak by bolo niektoré z ¢isel v sticine parne, tak aj ich stcéin by bol parny a parne
¢islo dava parny zvySok po deleni ¢islom 100. (Premyslite si.) Nepéarnych zvyskov je 50, preto 50 zo sicinov musi
dévat neparny zvySok. Medzi éislami ay, as, ..., aigo je 50 neparnych ¢isel, jedine tieto ¢isla mozu byt v stéinoch
déavajucich neparne zvysky. Rovnako je to s ¢islami by, be,..., bigo. Vidime, Ze na neparne zvysky spotrebujeme
vSetky nepéarne ¢isla z oboch postupnosti. Zvy$né stciny st preto suc¢inmi dvoch parnych &isel, ¢ize su delitelné
Styrmi. Takéto ¢isla aj po vydeleni éislom 100 davaju zvySok delitelny Styrmi. (Premyslite si.) To znamend, Ze
Ziadny sucin nedava zvySok tvaru 4k + 2 (ako 6,10,14,...,98). Dosli sme k sporu s tym, Ze tam méme vSetky
zvysky. Predpoklad na zaciatku bol preto nespravny a neslo o ndhodu. Vzdy najdeme dva saciny, ktoré daja
rovnaky zvysok po deleni ¢islom 100.
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Iné riesenie:
Priklad sa dal vyriesit viacerymi sposobmi. Ak postupujeme dokazom sporom ako v prvom rieSeni, tak stovky
musime vynasobit spolu. (Rozmyslite si preco.) Potom sa zaujimame, aké zvysky ddvaju saéiny, v ktorych jeden
¢initel je ¢islo 50. Ak vynasobime ¢islo 50 s parnym ¢islom, dostavame zvySok 0 po deleni stovkou, ktory uz mame
v suéine sto krat sto, spor. A ked obe ¢isla 50 vynasobime neparnym ¢islom, dostaneme dvakrat zvysok 50 a tiez
mame Spor.

Uloha é&. 8: Na zabudnutej tabuli v Rastovej este zabudnutejsej tmavej komnate je nakreslenych pit uz skoro
zabudnutych tsediek. Z kazdej trojice z tychto tseCiek vieme zloZit trojuholnik. Dokazte, Ze vieme vybrat tri
tisecky tak, ze trojuholnik, ktory z nich vznikne, je ostrouhly (na také sa nezabuda).

Riesenie: (opravoval Buggo)

V zadani dlohy sa pracuje s dvoma vlastnostami tseéiek:

1. Z danych tGseciek sa d4 zostrojif trojuholnik,
2. z danych useciek sa dé zostrojif ostrouhly trojuholnik.

Pred tym, ako sa pustime do samotného rieSenia tlohy, sa pokusime tieto vlastnosti ¢o najlepsie uchopit. (Zapisat.)
Prvé vlastnost nie je ni¢ naro¢ne — stara znama trojuholnikova nerovnost. Pre dané dlzky tseciek a, b, ¢ musi platif

a+b>c,a+c>b,b+c>a.
Na zachytenie druhej vlastnosti ndm poslazi kosinusové veta. Podla nej pre fubovolné tri strany trojuholnika plati
2 =a% +b* — 2abcosn.

Tu si mozeme uvedomit, Ze to je vlastne zovSeobecnend Pytagorova veta. Tiez ndm moze po kratkom Case dojst,
Ze pre v < 90° je cosy > 0, a preto —2abcosy < 0. Z toho dostdvame zapis zachytavajici ostrouhlost trojuholnika,
konkrétne

A <a®+v?

pre vSetky kombinacie stran.

Teraz mozeme zacat rieSif samotna tlohu. Moznych ciest, ako sa dopracovat k vysledku, je vela a mnohé vyzaduju
mnozstvo tprav a ,dosadzovaciek“. Tu uvddzame pomerne elegantné, c¢iastocne trikové rieSenie, do vyznamnej
miery inSpirované Michalom Spisiakom.

Budeme dokazovat sporom. Nech a > b>c>d > e st diiky nasich useciek. Nech neexistuju tri usecky, z ktorych
mozno zostrojit ostrouhly trojuholnik. Teda pre kazdy trojuholnik musi platit, Ze mé neostry uhol (ktory bude
urcite lezat oproti najvicsej strane). Podla tychto vah mézeme pre trojuholniky abe, cde a bde napisat sadu
nerovnosti (skuste sa zamysliet, preco prave tieto trojuholniky)

a? > b4
2 > d*+4é?
o> d? el
Po ich s¢itani a upraveni dostavame
a? > 2d% + 2¢2. (1)

Pozrime sa teraz na trojuholnik tvoreny stranami a,d,e. Pre neho zjavne plati trojuholnikova nerovnost d + e > a.
Po umocneni oboch stran na druht (mézeme to spravit, lebo v nerovnici s len kladné ¢isla) dostavame

d? + €? + 2de > a®. (2)
Séitanim (1) a (2) dostaneme

2de > d%+é?,
0 > (d—e)?

¢o je zjavny spor. Preto musi existovat aspori jedna trojica tseéiek, z ktorej sa dé zostrojit ostrouhly trojuholnik.



KMS 2008,/2009 3. séria zimnej Casti 6

Uloha &.9: Majme kruznice k, 1, ktoré maji vonkajsi dotyk v bode C. Zaroveri nech sa obidve dotykajii zvniitra
kruznice m. Nech k sa dotyka m zvnutra v bode A a nech | sa dotyka m zvnutra v bode D. Priese¢nik AC
s kruznicou m (rézny od A) nech je B. Dokazte, ze CD a DB st navzdjom kolmé.

Riesenie: (opravoval Ondro M.)

Vyskytlo sa vela spravnych rieseni tejto tlohy. My si ukdZzeme jedno z nich,
ktoré pracuje len so zékladnymi vlastnostami uhlov a v svojej podstate
je velmi jednoduché. Pri ¢itani tohoto rieSenia odportiéam nespoliehat
sa na nas obrazok a kreslit si vlastny. Oznacme si stredy kruznic m, k,
| postupne S, S, S2. Ked sa dve kruznice dotykaji, tak stredy tychto
kruznic spolu s dotykovym bodom lezia na priamke. Preto si mozeme
do obrazku dokreslit priamky (uréené trojicami bodov) S1CS3, SS2D a
SS1A. Mbze sa nam stat jedna neprijemné vec a to, ze aj body S, S;
a S9 budu lezat na priamke. Potom by platilo C = D a teda nemdzeme hovorit o kolmosti CD a BD. Preto
predpokladajme navyse, Ze stredy tych troch kruznic nelezia na priamke. Oznac¢me si vntutorné uhly v trojuholniku
51525 a pokiisme sa pomocou nich vyjadrit velkosti ostatnych uhlov. Nech |55153] = a a [4.55251] = 3. Pri
vrchole S je uhol v = 180° — o — 3. Hlavnym ciefom v nasledujtcej éasti bude zistif velkost uhlov v trojuholniku
CDB, aby sme vedeli vyjadrit velkost uhla BDC'. Trojuholnik C' DS je rovnoramenny (|CSa| = |DSs|) a preto

[4CDSy| = [4DCS,|,
[4CDSL|+[4DCSs| = 180° — [3CS,D| = B,
|[$DCSy| = g

V trojubolniku C'AS; bude z rovnakého dovodu |4 ACS1| = «/2 a preto z vlastnosti vrcholovych uhlov
!
|[FBCS:| = [FACS | = 9

Z vety o obvodovom a stredovom uhle vieme |CBD| = |YABD|
vSetky uhly v trojuholniku CBD. Plati

|$ASD|/2 = ~/2. Teraz uz pozndme skoro

XCDB| = 180° — |$CBD| — |4 DCB,

[XCDB| = 180° — [SCBD| — (|4 DCSs| + [45:0B)),
$CDB| = 1800—%—0‘;5,

IXCDB| = 90°.

Tymto sme dokézali, Ze uhol C DB je pravy a preto st na seba priamky CD a DB kolmé.

Uloha é&.10: Tomésa uz vela noci trapi nasledujiici problém. Skiiste mu poméct tym, Ze tento problém vyriesite.
Ukézte, 7e existuje realne &islo ¢ > 1 také, e ak prirodzené ¢isla m, n spliiajiu m/n < V7 , potom Tn? —m? > c.
Zistite tiez, aké najvicsie moze byt také c.

Riesenie: (opravovala Hanka)

Zacnime tym, Ze si poriadne pre¢itame zadanie a pokisime sa ho prelozit do ¢o najjednoduchsej re¢i. Uloha od nés
vlastne chce najst za danej podmienky najmensiu moznti hodnotu rozdielu 7n? — m?. Podmienka m/n < /7 sa
ndm po jednoduchych tipravéch (vSetky budd v tomto pripade ekvivalentné) zmeni na

™2 —m? > 0.

Podme teda sktimat hodnotu vyrazu 7n? — m?. O ¢&islach m a n vieme, Ze st prirodzené. Takze &islo Tn? — m?

bude celé a kedZe je podla predpokladu v zadani kladné, bude dokonca prirodzené. Preto ¢islo ¢ zo zadania bude
tiez prirodzené. (Premyslite si to.)

nejakej rovnice sa d4 velmi ¢asto dokézat pomocou delitelnosti. Podme na to sporom a predpokladajme, Ze rovnica

m?=m?+1

m4 rieSenie. (Kvoli prehladnosti sme m? dali na druht stranu.) V danom vyraze méme nejaké druhé mocniny,
pricom jedna je vynasobend siedmimi. To tak trochu napovedd, Ze stoji za pokus vyskusatf delitelnost siedmimi.
Cislo Tn? dava zvysok 0. Cislo m? méze davat zvysky 0, 1, 2 a 4. (Overte si.) To ale znamen4, ze m? + 1 moze
dévat len zvysky 1, 2, 3 a 5, ¢im sme dosli k sporu. Preto dané rovnica nemé rieSenie a teda c¢ je asponi 2. Tym je
prva cast ulohy za nami.
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Je 2 najvicdsia mozna hodnota c¢? MoZeme sa chvilu hrat s réznymi m a n a postupne ich dosddzat a zistovat
hodnotu vyrazu 7n? — m?2. Pre m = 2 a n = 1 dostaneme 7n? — m? = 7 — 4 = 3. Odtial vidime, 7e ¢ < 3. (Keby
totiz platilo ¢ > 3, dana podmienka 7n% —m? > ¢ by nebola splnend pre m = 2 a n = 1.) Ostéva nam uz len nejako
preverif moznost ¢ = 2. Bud najst nejaké m a n, pre ktoré plati rovnost 7n? — m? = 2 alebo ukézat, Ze také m a n
neexistuji. Opiét si spomenieme si na zvysky po deleni siedmimi. Lavé strana rovnice

™% =m? +2

je delitend siedmimi a teda musi byt aj prava. Ako sme uZ zistili, ¢islo m? moze davat zvysky 0, 1, 2 a 4 a teda
m? 4 2 moéze davat po deleni siedmimi len zvysky 2, 3, 4 a 6. Ked%e 0 medzi nimi nie je, rieSenie takejto rovnice
neexistuje. Tym sme ukazali, ze ¢ = 3.

Komentar: V tlohach ako je tato, kde sa vyskytuju prirodzené cisla, alebo este lepsie, ich druhé mocniny, naozaj
najcéastejsie poméaha delitelnost. Stvisi to s tym, Ze napr. po deleni 6smimi moze ¢islo n davat osem réznych zvyskov,
¢islo n? vsak len tri. Podobne to funguje aj pre rézne iné é&isla. Oplati sa pouzif tie, ktoré sa, podobne ako &islo 7
v tejto ulohe, vyskytuja rovno v zadani.

Uloha ¢&.11: V Zaboviciach sa uskutocnil turnaj, ktorého sa zti¢astnilo n hracov. Kazdy hral s kazdym prave jeden
zdpas v ZaboSachu, pri¢om zapas vzdy skondil vyhrou jedného z hracov. Dokéazte, Ze nech turnaj dopadol akokolvek,
vzdy musi nastat jeden z dvoch nasledujiicich pripadov. Bud mézme hrécov rozdelit do dvoch neprézdnych skupin
A, B tak, Ze kazdy hra¢ z A vyhral nad kazdym hracom z B alebo vieme hrdc¢ov oznacit Py, Ps,..., P, tak, Ze
Py vyhral nad P, P, vyhral nad Ps, ..., P,_1 vyhral nad P,, P, vyhral na P;.

Riesenie: (opravovala Zaboruza)

Zabovicky zabogachovy zaboproblém je velmi zabohravy ...brekeke-brekeke . ..a Zaboprekvapivo nie zo Zabokate-
gorie zabonajtazsich. Nuze ...kvak—kvak, kvaky—kvak ...pozrime sa na jeho zaborieSenie ...krk—krk ...

Najskor dopliime zadanie o predpoklad n > 2. Dalej nech H oznaduje mnozinu vietkych zt¢astnenych hracov na
turnaji. Pod pojmom kruZnica budeme rozumiet takti mnozinu k hrac¢ov (k > 3), pre ktorych existuje oznacenie
Ki, Ko, ..., K; také, ze K; vyhral nad Ks, K5 vyhral nad K3, ..., K;_1 vyhral nad Kj a K} vyhral nad Kj.
Ak po skonceni turnaja existuje hra¢, ktory vyhral vSetky svoje zapasy, (oznac¢me ho bocian,) alebo hrag, ktory
vsetko prehral, (ozna¢me ho Zubrienka,) zrejme nastal prvy pripad zo zadania. Stac¢i dat tohoto $pecidlneho jedinca
samého do jednej zo skupin.

Ak v H neexistuje ani bocian ani zZubrienka (to sa dé az od n > 3), kazdy hra¢ nejaky zapas vyhral a nejaky prehral.
Teraz dokazeme, ze v H musi existovat kruznica. Vezmime jedného fubovolného hré¢a z H, napr. Zabéa. (Ozna¢me
ho H;.) Zab&o uréite niekoho porazil, napr. Rosnic¢ku. (Ozna¢me ju H.) Aj Rosni¢ka ur¢ite niekoho porazila, napr.
Ropuchu. (Ozna¢me ju Hj.) Takto pokra¢ujme dalej. KedZe pocet hracov n je kone¢ény, po koneénom poéte krokov
musime prist k hracovi, ktorého sme uz oznacili ako H;, pri¢om 7 nie je nutne 1. Tym sme vytvorili kruznicu.
Dalsie kroky dékazu by sa mohli snaZit tito kruznicu zvicSovat, az by sme do nej dostali vietkych hracov, alebo
nasli vhodné delenie na skupiny A a B, ¢im by sme priklad vyriesili. Celé si to zjednodusime nasledovne. Nech K
je kruznica s najviac hra¢mi. Ak je takych viac, vyberieme jednu z nich. Ozna¢me k pocet hracov K. Ak k = n,
tak nastal druhy pripad zo zadania. Nech teda k < n. Zoberme si hraca Hy z H, ktory nie je v K. Ak by nad
niektorymi hra¢mi z K vyhral a nad niektorymi prehral, tak potom v kruznici K existuju dvaja po sebe idtci hraci
K; a K1 taki, ze K, porazil Hy a Hy porazil K; 1. (Preverte si.) To znamena, ze Hy mozeme pridat do kruznice,
¢o je v8ak spor s maximalitou kruznice K. Preto hraci z H, ktori nie st v K, bud so vSetkymi hrd¢mi z K vyhrali,
ozna¢me ich ako mnoZina vitazov V', alebo so vSetkymi prehrali, ozna¢me ich ako mnoZina porazengch P. Moze
nastat niekolko moZnosti.

e Ak V =10, tak stadi zvolit A=K a B = P.
e Ak P =), tak sta¢i zvolit A=V a B=K.

e Ak V aj P st neprazdne a zéroven vsetci z V vyhrali nad vSetkymi z P, tak opitf nastal prvy pripad zo
zadania a sta¢i polozit napriklad A =V a B = K U P. Mohlo by sa stat, Ze niekto z P porazi niekoho z V7
Ak &no, tak pridanim tychto dvoch hrac¢ov (za sebou) na lubovolnt poziciu do kruznice K, sled kruznice
nenarusime a eSte ju zvééSime. To je spor s jej maximalitou a preto naozaj musi platit, Zze vSetci z V porazia
vsetkych z P.

Ukazali sme, ze vzdy nastane jeden alebo druhy pripad zo zadania. Tym sme tlohu vyriesili.

Uloha &.12: Nech ai,as, ... ,an je postupnost celych ¢isel taka, e kazda jej neprazdna podpostupnost ma nenulovy
sticet. Rozdelte mnozinu prirodzenych &isel na konecne vela mnozin tak, aby pre lubovolné x1,xa, . .., %, z tej istej
mnoziny bol vyraz aix1 + asx2 + ...+ anx, nenulovy.

Riesenie: (opravoval Ondrac)

Ako by sme vedeli zarucit nenulovost vyrazu, do ktorého mozeme dosadzovat Iubovolné prvky (aj) z nekoneéne
velkych podmnozin prirodzenych ¢éisel? Mohli by ndm poméct kongruencie (zvysky po deleni nejakym éislom) a to
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ako pri dokazovani nenulovosti, tak aj pri deleni mnoZiny prirodzenych ¢isel na niekolko podmnozin. Tak podme
na to.

Zoberme si prvoéislo p viicsie ako |a1| + |az| + - -+ + |a,|. To, Ze p je ,dostatocne velké* ndm pomdze asom. Dalej
oznaéme S = aj + as + - - - + a,. Dajme do mnoziny N vSetky prirodzené ¢isla, ktoré ddvaju po deleni p zvySok
1. Ak si zoberieme Iubovolnd n-ticu 1, xs, .. ., 2, prvkov mnoziny Nj, tak

ayxy +asre + -+ apry, =a; tag+---+a, =5 (mod p)

Vdaka volbe prvocisla p plati —p < S < p a zo zadania vieme, ze S # 0. Preto p nedeli S, ¢o znamen4, ze vyraz

121 + agTo + - + anTy (3)
je nenulovy. Analogicky moézeme dodefinovat Ny, N3,..., N ; tak, ze N; bude obsahovat prirodzené ¢isla, ktoré
dévaju po deleni p zvySok i. Potom, ak x1,xs,..., 2, st z N/, tak

a1x1 + agxe + -+ apz, = (a1 +ag + -+ a,)i =851 (mod p),

ale kedZe p nedeli ani S ani i, tak vyraz (3) je opét nenulovy. Tym sme rozdelili ,skoro vSetky* prirodzené ¢isla do
p — 1 vhodnych skupin. Problém mame akurat s ¢islami delitelnymi p. Nemozeme vsetky dat do jednej skupiny. To
by bolo ekvivalentné tomu, dat vSetky prirodzené ¢isla do jednej mnoziny. (Premysli si.) Mozeme ich vSak nejako
primiesat do uz existujiceho rozdelenia na p — 1 mnozin. Nech N; je mnozina takych ¢éisel n € N, Ze

e n € N/, alebo
e n sa da napisaf ako n = p*m, kde p nedeli m a m € NI.

Je jednoduché dokézat, ze takto rozdelime N na p — 1 disjunktnych mnozin Ny, Na, ... N,_;1. Symbolicky sa to d4
napisat ako!

Ni= ] "N

keNy

Dokazeme, Ze toto rozdelenie je uz vyhovujtce.
Majme Tubovolnt n-ticu 1, s, ..., x, € N;. Nech maximélna mocnina p, ktora deli vietky tieto &isla je p*. Nech
xh,2h,... 2! je podpostupnost tych, ktoré si delitelné p*, ale nie p*+1 a nech a}, aj, ..., a, st ku nim prisltchajtce
pary z vyrazu (3). Ked sa na (3) pozrieme modulo p**! dostaneme

k k+1).

a1y + agxs + -+ + apry, = (ai7) +ahah + - +a,xl)) = (a) +ay + ...+ al,)ip®  (mod p

KedZze Tubovolna podpostupnost ai,as,...,a, mé nenulovy sudet, v absolitnej hodnote mensi ako p, tak nie je
delitelny p. Rovnako ani i nie je delitelné p, preto posledné kongruencia nemoze byt nulova modulo p**!, ¢o
opit implikuje nenulovost vyrazu (3). Stac¢ilo ndm teda len p — 1 mnozin a dokonca sa ndm ich podarilo popisat
konstrukcne.

Uloha é&.13: Dokézte, Ze pre nezaporné realne éisla x, vy, z, ktoré spliiajii rovnost © +y + z = 1, plati

2<(1—-a)2+ 1 -9y +(1-222<(1+2)1+y)(1+2).

Riesenie: (opravoval Ondrac)

Musime ukézat platnost dvoch nerovnosti. Prvé z nich je jednoduchsia a da sa dokdzat iba upravovanim vyrazov a
opakovanym pouzivanim podmienky = + y + z = 1. Ukdzeme si trochu poucnejsie rieSenie, ktoré pouziva techniku
mizing variables. (Podla Josefa Tkadleca.) Oznacme

V(z,y,2) = (1 —2*)? 4+ (1 —y*)? + (1 — 22)%

Chceme dokazat V(z,y,z) > 2. Rovnost nastava, ked z = 1,y = z = 0 a v dalsich dvoch cyklickych pripadoch.
Vyzera to teda, ze ¢im ,dalej* s od seba x,y, z, tym je ten vyraz mensi. Tato vlastnost vieme nejakym spdsobom
napisat aj matematicky, napr. ze V(z,v, 2) je vicsie ako V(0,x + y, 2)?. Sktisime to dokézat

V(z,y,2) > V(0,z2+y,z2),
-2+ +1 -2 +9* > 14+1-202+9)*+ (x+y)%,
day > A4xdy + 627y + 4oy,
4 > 4z +y)?—2xy.

1Ked A je mnoZina a b &islo, tak pod suéinom bA myslime mnozinu vetkych stéinov ba, kde a je lubovolny prvok mnoziny A.
2Toto je presne t4 technika mixing variables. Premenné = a y sme trochu ,vzdialili“ na 0 a = + y (majte na pamiiti podmienku
z +y+ z =1) a kedze sme menili len dve premenné, tak sa ndm dokazovanie este zjednodusi.
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Poslednd nerovnost zrejme plati, lebo (z + y)? < 1. KedZe tipravy boli ekvivalentné, tak plati aj nerovnost, ktort
sme chceli dokézat. Pouzitim tohoto odhadu a symetrickosti vyrazu V

V(z,y,2) > V(0,2 +y,2) =V(z+y,20) > V(0,2 +y+20)=V(0,1,0) = 2.

Tym sme dokézali prvii nerovnost.
Druhé nerovnost je narocnejsia a rieSenie je o nie¢o pracnejsie. Najprv si zadefinujeme nejaké rozumné znacenia,
aby sa nam dobre pracovalo. Nech

_ :r2+y2—|—z2,
xYy + Yz + zx,
_ x2y2—|—y2z2—|—22x2,

= zyz.

O Qwm»
I

Sami si lahko odvodite, ze
et yt+ 22 =42 -20=4B>—-4B+1—-2C =2C —4B+8D + 1.
Potom vieme vyraz (1 — 2%)% + (1 — y?)? + (1 — 22)? napisat ako
3—2A+(2C —-4B+8D+1)=4—-2(A+2B)+2C +8D =2+2C +8D.

V poslednom kroku sme vyuzili A+ 2B = (x +y + 2)? = 1. Vimnime si, Ze z tohoto zapisu ihned vyplyva prva
nerovnost. Pokracujme dalej. Vyraz (1+x)(1+y)(1+ 2) vieme napisat ako 2+ B+ D. Tym paddom chceme dokazat
nerovnost

24+2C+8D
2C+7D

< 24+ B+D,

< B.

Pomocou rovnosti B? = C' + 2D vieme nahradif pismenko C' a dostaneme ekvivalentnii nerovnost
0<B-2B*-3D.

vyuzitim jednoduchej nerovnosti A > B (dokézte si) dostaneme B — 2B? = B(1 — 2B) = BA > B2. Sta¢i ndm

teda dokézat
0 < B? -3D,

¢o sa po opiatovnom pouziti B2 = C + 2D opét zjednodusi na
D <C.
Viac sa ndm to uz zjednodus$it nepodari a tak opét prejdime k premennym z, y a z. Dostaneme
zyz < x2y2 + y222 + 2222,
Po prendsobeni lavej strany x + v + z a jemnej Gprave dostaneme
(2y)? + (y2)* + (22)? 2 2y - yz +yz - 22 + 2z - 2y,

¢o je opif skrytd jednoduchd nerovnost ekvivalentnd s A > B. Tym sme dokézali aj druht nerovnost. Toto zdaleka
nie je jediny postup, ale je to nadvod ako velmi tisporne zapisat pracné rieSenie.
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Uloha ¢&.14: Ondro a Fera¢ maji nekone¢nii Sachovnicu a hravaji na nej nasledovni hru. Kazdy hrac¢ ovlada
jedného koria, Ondrejov zac¢ina na policku (0,0), Feracov na (X,Y’). Hraci sa striedaja v tahoch, prvy tahd Ferac.
V jednom tahu je dovolené spravit lubovolny (nenulovy) pocet normalnych Sachovych krokov pre koria, vSetky vsak
musia byt presne v tom istom smere a vzajomna euklidovska vzdialenost medzi oboma korimi sa musi kazdym kro-
kom zmensit. Hra¢ prehrd vtedy, ked neméze spravit ziadny krok. Predpokladajte, Ze obaja hraci hrajii optimaélne.
Kto vyhra?

RieSenie: (opravoval Ferac)

Uloha sa nam trosku zjednodusi, ked si uvedomime, Ze kroky sachového kona

st vo vSetkych dsmych smeroch symetrické. Odtial vyplyva napriklad to, ze H:
ak navzajom vymenime pozicie oboch konov, tak sa herna situdcia nezmeni.
Toto bude platit aj keby sme kone menili po kazdom tahu. Preformulujeme si .
teda tilohu tak, Ze obaja hradi striedavo tahaji jednym a tym istym kotiom,
pricom v kazdom kroku sa musia priblizit k policku (0, 0). .
Na obrazku st znazornené pozicie v prvom kvadrante: tmavé policka sa
prehravajice a biele vyhravajuace. Policko (0,0), ktoré je tiez prehravajuce,
je znazornené ciernou. VSimnite si, ze vSetky prehravajice pozicie lezia
v riadku y = 0, stlpci z = 0 alebo na diagonalach z = y a z = —y (na
obrazku vidime len prvi z nich). Dokazeme, Ze to tak bude vzdy.

Zavedme si nasledovnti terminolégiu: policka spliiajice z = 0, y = 0, z =
y alebo x = —y nazveme okrajové, vSetky ostatné policka budeme volat
vnitorné. Zo symetrie ndm staci pracovat len v jednom oktante, zoberme si
0 <z <y. Dokazeme, ze

e 7 kazdej vyhravajicej okrajovej pozicie sa da dostat do prehravajicej pozicie pomocou dovolenych krokov
v smere (—1,—2).

e Kazda vnatorna pozicia je vyhravajuca.

Postupovat budeme indukciou podla vzdialenosti pozicie od nuly. Takto budeme totiz moct predpokladat, ze
tvrdenie plati pre vSetky pozicie, do ktorych sa vieme dostat. Skontrolujeme, Ze tvrdenie plati pre vSetky pozicie
na obréazku, sta¢i ndm teda pokracovat v indukcii len pre dostatoéne velké y (napr. > 12).

Predpodkladajme, Zze sme vo vyhravajicej pozicii (0,n). Z definicie vyhravajicej pozicie odtialto musi existovat
postupnost dovolenych krokov v tom istom smere vedtcich do prehravajicej pozicie. AZ na symetriu mame dva
rozne dovolené smery: (+2, —1) a (—1, —2). Ukazeme, Ze prvy z nich uréite do prehravajicej pozicie nevedie. Podla
indukéného predpokladu st vSetky vnitorné pozicie, do ktorych sa vieme dostat, vyhrévajice. Sta¢i ndm teda
ukédzat, ze krokmi (+2,—1) sa nevieme dostat do ziadnej okrajovej pozicie. Je to tak preto, Ze po uréitom pocte
krokov sa nasa vzdialenost od nuly za¢ne zviiéSovat, a toto sa stane skor ako vobec stihneme prist na diagonalu
x = y. Po k krokoch stojime na poli¢ku (2k,n — k). Dalsi krok mozeme spravit pokial

2k +2)2+(n—k—1)% < (2k)*+ (n—k)?
(2k)? +8k+4+(n—k)?—2n—k)+1 < (2k)*>+ (n—k)?
10E+5 < 2n.

Cize modzeme urobit najviac n/5 krokov. Na to aby sme sa dostali na diagonélu ich potrebujeme ale az n/3. To
znamend, ze tymto smerom sa nevieme dostat do Ziadnej okrajovej pozicie, preto do prehravajicej pozicie musi
viest smer (—1, —2).

Teraz predpokladajme, Ze sme vo vyhravajicej pozicii (n, n). Tak ako minule, zasa médme aZ na symetriu dva rdzne
smery, ktoré zmensia vzdialenost od nuly. St to (—2,+1) a (—1, —2). Pozrime sa na prvy z nich. Ak sme uz spravili
k krokov, tak dalsi mdZeme spravit len ak

(n—2k—=22+Mm+k+1)? < (n—2k)>+(n+k)?
(n—2k)? —4(n—2k) +4+ (n+ k)2 +2n+k)+1 < (n—2k)2+ (n+k)?
10k+5 < 2n,

¢o je opét mélo na to, aby sme narazili na okrajovii poziciu (tentokrat potrebujeme az n/2 krokov na to, aby sme
dosiahli stipec x = 0). Do prehravajticej pozicie musi preto viest smer (-1, —2).

Ostéva ndm uz len dokazat, ze vnitornd pozicia (z,y) je vyhravajtca, teda Ze sa z nej vieme dostat do prehravajicej
pozicie. To uz nie je tazké. Jednoducho za¢nime robit kroky (—1, —2) a po istom ¢ase ur¢ite narazime na okrajova
poziciu (pamitajte, ze pracujeme v 0 < x < y). To preto, Ze kazdym krokom sa vzdialenost od stipca z = 0 aj
od diagonaly x = y zmensi presne o jedna, teda ich nemozeme preskoc¢it. Mame dve moznosti: bud je tato pozicia
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prehrévajuca (a moZeme skondit tu) alebo je vyhravajuca. V druhom pripade vSak podla indukéného predpokladu
stadi pokracovat v tomto smere dalej a urcite narazime na prehravajicu poziciu.

Tak to by bolo. Teraz uz vieme, Ze vSetky vnutorné pozicie su vyhravajuce. Tiez sme dokazali, ze okrajova pozicia
je vyhravajuca len vtedy, ked sa z nej dé krokmi (—1,—2) dostat do prehravajicej pozicie. UkdZeme, Ze takato
prehrévajica pozicia, ktord musi byt tiez okrajova, je vzdy najviac jedna (pre policka dostatoéne daleko od nuly).
Najprv sa pozrime na policko (0,7n). Smer (—1, —2) je symetricky k (1, 2), pre jednoduchost si zoberme druhy z nich.
Rovnako ako v predoslom dokaze mozeme pocitanim krokov ukédzat, ze tymto smerom vzdy vieme prist po diagonalu
x =y, riadok y = 0 uz ale dosiahnuf nevieme. Na to, aby sme dosko¢ili presne na diagondlu, potrebujeme, aby n
bolo delitelné tromi, inak ju netrafime. Jediné okrajové policko, ktoré teda vieme dosiahnut z (0,n), je (n/3,n/3),
a aj to len vtedy, ked n je delitelné tromi.

Podobne, jediné okrajové policko (aZ na symetriu) dosiahnutelné z (n,n) je (0,n/2), a to len v pripade, ked n je
parne.

Pre dostatoc¢ne velké n teda dostavame, Ze

e Pozicia (0,n) je vyhrévajica prave vtedy, ked n je delitelné tromi a (n/3,n/3) je prehrévajica.
e Pozicia (n,n) je vyhravajica prave vtedy, ked n je parne a (0,n/2) je prehravajica.

V okoli nuly nasa analyza zlyhdva, ru¢ne skontrolujeme, 7e jediné vynimky st vyhravajice pozicie (0,2) a (1,1).
Teraz by vam uz dokondenia rieSenia nemalo robit problémy. Zistite, Ze vyhravajtce okrajové pozicie st prave tie
tvaru (0,2 - 6%),(0,3p - 6%) a (6%,6%),(2¢ - 6%,2¢ - 6%), kde k > 0, p # 1 a p je neparne, ¢ # 2 a q nie je delitelné
tromi. V ostatnych oktantoch je riesenie symetrické.

Vvsledkovi listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |5(6|7[8|9(10(11|p | s | >
1. Chlebikova Andrea 2. Brighton UK 3 0 19(9]19]9 9 45 | 135
2. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 5 0 19/9]9|8]8 43 | 132
3. Bosak Radomir 4. Gamca BA 6 1 919/9(81|9 44 | 129
3. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 6 1 91919 919 45 | 129
5. Gurican Pavol 2. Gamca BA 5 019/9/9]9]9 45 | 127
5. Kukan Marek 3. Gamca BA 4 0191919 819 44 | 127
7. Szabados Viktor 2. Gamca BA 5 019(19|9]8 9 44 | 122
8. Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 4 0 1919]9]8 9 44 | 118
9. Hornak Marian 1. GPar NR 1 019(1919]9]8 44 | 117
9. Sladek Filip 3. GAB NO 5 4 919191919 45 | 117
11. | Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 6 4 918191919 44 | 115
12. | Kovac¢ Ondrej 2. GCM NR 4 01919 71919 43 | 113
13. | Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 8 4 71919198 42 | 111
13. | Peitl Toméas 3. SPMNDG BA | 7 2 919 9 27 | 111
15. | Vecerik Matej 2. SPMNDG BA | 4 0 1912]9]|8 9 37 | 109
16. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 8 4 9191919 36 | 107
16. | Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 4 0 1919]9]8 911 44 | 107
16. | Spisiak Michal 4. Gamca BA 8 7 9171919 43 | 107
19. | Hlavatid Martina 2. Gamca BA 5 01919919 36 | 105
19. | Kopf Matus 3. Opava CR 7 2 919191919 45 | 105
21. | Hagara Michal 3. GJH BA 7 4 9 9 18 | 102
22. | Kozak Andrej 2. Gamca BA 5 01919191919 45 | 101
23. | Baco Ladislav 3. GPos KE 8 4 919|616 30 | 99
24. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 0 1]9/19/191]9 36 | 98
25. | Hozza Jan 2. GJH BA 3 0191997 34 | 94
26. | Konec¢ny Jakub 3. Gamca BA 8 4 9|7 16 | 92
26. | Majdis Mojmir 3. GPOH DK 5 0191919 9 36 | 92
28. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA 8 3 9191919 36 | 90
29. | Haas Emil 4. Gamca BA 8 1 919 |7 9 34 | 88
30. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 4 01919 719 0 34| 86
30. | Palenik Juraj 2. SPMNDG BA | 3 0 {9(9]9]8 35 | 86
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks[5 [6]7][8]9]10[11 s [ >
32. | Matejovicova Lenka 4. GJH BA 11 | 7 9188|014 29 | 85 |
33. | Batmendijnova Kristina 4. GTV SL 7 1 919 |7 25 | 82
33. | Muzik David 1. GChD PHCR | 2 01919 7 013 28 | 82
35. Kieferova Maéria 4. GsvFA ZA 6 1 919161212 28 | 81
36. | Midlik Adam 3. GJAR PO 5 1 919|719 34|79
36. | Uhrik Jakub 4. Gamca BA 7 1 69|56 26 | 79
36. | Styrakova Kamila 3. GPOH DK 7 1 9195 23 179
39. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 11| 4 91918 26 | 76
40. Bendova Lenka 4. GJH BA 6 0|2 41910 24 | 75
41. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 5 019 14 23 | 74
41. | Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 918 8 25 | 74
43. | Dizova Andrea 2. GKom PE 4 019(9(3|8]38 37| 72
44. | Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 916 9 24 | 71
44. | Bohinikova Alzbeta 2. Gamca BA 5 019171912 27 | 71
46. | Vavrik Boris 2. GJH BA 3 01913]|09 21| 70
47. | KukliSova Nina 4. GMet BA 8 1 919|5|6 29 | 67
48. | Polacko Martin 4. GAlej KE 11 | 5 91910 18 | 65
49. Sabatovi¢ova Linda 2. GJH BA 4 01199 9 27 | 64
50. | Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 919 8 26 | 63
51. | Coculovi Zuzana 3. GPos KE 7 1 9198 2 28 | 62
51. | Sormanova Maria 2. SPMNDG BA | 4 0 0 | 62
53. | Santer Jakub 2. GMH Trstena | 4 0 1913|9]|7 28 | 61
54. | Machac¢ Juraj 2. GJH BA 3 01919 18 | 60
55. | Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 3193 15 | 55
56. | Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 01419 9 22 | b4
57. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 01919109 27 | 53
58. | Kotrlova Katarina 4. GVPT MT 6 01199 18 | 51
58. | Leskova Andrea 3. G Lipany 6 01919 18 | 51
60. | Kubincova Petra 2. SPMNDG BA | 4 0 0 | 49
61. | Hojcka Michal 4. GKom PE 10 | 5 813 6 17 | 46
62. | Polach Juraj 1. Gamca BA 2 0199 18 | 44
63. | Migkovicova Julia 2. GJH BA 2 019 215 0 17 | 41
64. Buchman Marek 2. SPMNDG BA | 4 0 0 | 34
64. | Muthova Denisa 2. GbTR ZA 4 0 0| 34
66. | Jakubik Jan 2. SPSE PN 4 01019 9 | 33
67. | Strbova Silvia 2. GPar NR 5 0 0 | 31
68. | Hasik Juraj 3. Gamca BA 6 0 0 |30
69. | Baxova Katarina 4. GLS TN 4 10193 12 | 29
69. | Krejéir Andrej 2. GVBN PD 3 0 0|29
71. | Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 3 0 9 9 | 25
72. | Fekia¢ Jozef 4. Gamca BA 7 1 0 | 23
72. | Porembova Alexandra 3. BiG Sucany 6 1 0 | 23
74. Komarkova Zuzana 4. Brno CR 7 3 0|22
75. | Hudec Vladimir 4. GVar ZA 7 1 0|21
76. | Eiben Eduard 4. GPos KE 9 6 0 |20
77. | Masar Juraj 2. GBil BA 4 0 0|19
78. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 4 0 0 | 18
79. | Fodorova Jana 2. GJGT BB 4 0 9 9 | 16
80. | Jago$ Lubomir 3. GVO ZA 6 0 0 | 13
81. | Durikovi¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 0 0 | 11
82. | Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 0 0 |10
83. Kobolkova Petra 4. GVPT MT 5 0 0 8
84. | Kubinova Maria 2. GPOH DK 4 0 0 6
85. | Stripajova Svetlana 4. GPOH DK 4 0 0| 4




KMS 2008,/2009

3. séria zimnej Casti

13

kategéria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ke 3 56 >
1. Hozza Jan 2. GJH BA 3 6 919 115
2. Belanova Michaela 1. SPMNDG BA | 1 9 919 113
3. Vavrik Boris 2. GJH BA 3 9 913 104
4. Vlachynska Petra 1. GBil BA 1 8 913 102
5. MojziSova Hana 2. GJH BA 3 9 919 71
5. Polach Juraj 1. Gamca BA 2 1 919 71
7. Pélenik Juraj 2. SPMNDG BA | 3 919 62
8. Machac¢ Juraj 2. GJH BA 3 919 61
9. Recka Marek 1. 1SG BA 1 1 0 57
10. | Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 9 419 55
11. | Faltan Michal 1. 1SG BA 1 1 51
12. | HeZelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 3 6 9 41
12. | Hutéar Peter 2. Gamca BA 3 3 919 41
12. | KarpiSova Iveta 1. Gamca BA 2 41
15. | Sopéci Martin 1. 1SG BA 1 1 3 37
16. | Hirgelova Maria 1. SPMNDG BA | 2 5 9 32
17. | Miskovicova Julia 2. GJH BA 2 5 119 30
18. Kosik Matas 1. 1SG BA 1 22
19. | Ivanov Alexander 2. Gamca BA 3 13
20. Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 9
21. | Durikovic¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 7
22. Koslab Tomas 2. GJH BA 3 5
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko |1]12(|3|4|5|6|7 >
1. Horndk Marian 1. GPar NR 1 1791919/19]9]9]9 135
2. Kosec Peter 1. GLS TN 1791919199319 122
3. Farsang Stefan 2. SJG KN 2 9181919819 104
4. Baxova Zuzana 1. GLS TN 1 19168199 100
5. Svancara Patrik 1. GLS TN 11919199 9 96
6. Koprda Pavol 1. GAM TT 119124 9 82
7. Izsdk David 2. SJG KN 3 518 (8|24 59
8. Lessova Livia 2. GPar NR 3 819 3 58
9. Krej¢ir Andrej 2. GVBN PD | 3 13
10. | Rajchlova Barbora 3. GJab MY | 3 10
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3[4]5]6 pl >
1. Jasencakova Katarina 1. GVO ZA 2 91819194 122
2. Vicek Andrej 1. ESSEGJTLM | 1 [9|9]9]9]9 117
3. Galovicova Soma 1. GVO ZA 2 91819194 110
4. Santrova Adriana 1. GMH Trstena 1 19|5|8]9]2 107
5. Halajové Barbora 1. GVO ZA 2 319191919 97
6. Anderle Michal 2. GBST LC 219(19/9/9|19|3 82
7. Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 919 75
8. Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 119161991 63
9. Matuska Lukéas 2. GBST LC 2 41818 62
10. | KubiSova Barbora 1. GJGT BB 2 |1|7]3]6|0]|3 40
11. | Lonsky Rafael 1. GPOH DK 1 192 3| 2 33
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Por. | Meno Roé¢ Skola k, 2[3[4[5]6 pl>
12. | Bulik Martin 1. GJGT BB | 1 8893 28 |
13. | Makuch Matej 2. GJGT BB 3 918|911 27
14. Bukova Nikola, 1. GJGT BB 2 1|8 213 26
14. Plavak Dusan 1. GMH Trstena | 1 317 26
16. | Sabaka Peter 2. GJCh BR 2 315 1 22
17. | Majerova Karolina 2. GJCh BR 2 18
18. Piliarkin Marian 1. GJCh BR 1 7
19. | Latindk Kristidn 1. GJCh BR 1 5
19. | Vojtkova Veronika 1. GJCh BR 1 5
21. | Sisiakova Alena 1. GJCh BR 1 3
22. Kuvikova Zuzana 1. GJCh BR 1 2
22. Maculova Simona 1. GJCh BR 1 2
24. | Filova Lucia 1. HA BR 1 1
25. Beraxa Peter 1. GJCh BR 1 0
25. | Stankoviansky Toméas 1. GJCh BR 1 0
25. | Trnik Erik 1. GJCh BR 1 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola k,|1|/2|/3|4|5|6 P>
1. Daniladkova Monika 1. GIJIARPO | 1 [4[8]9|8]21]9 107
2. Klembarova Barbora 1. GKuk PP 1 816919 91
3. Dupej Peter 1. GJIARPO | 1 |9]2]9 |8 1 87
4. Marec¢akova Barbora 1. GKuk PP 1 191119 4 84
5. Kmetova Katarina 1. GKukPP | 1 | 9|62 913 74
6. Fagulové Kristina 1. GPos KE | 2 919131913 72
7. Fickova Klara 1. GPos KE 2 30
8. Bajnokova Lenka 3. GKuk PP | 3 12
Vysledkova listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Roé skola 10 |11 | 12| 13 | 14 >

1. Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 42

2. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 9 8 7 7 6 80

3. Guric¢an Pavol 2. Gamca BA 12

4. Hagara Michal 3. GJH BA 9 46

5. Konecny Jakub 3. Gamca BA 9 7 51

6. Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 9 1 0 7 1 43

7. Sladek Filip 3. GAB NO 9 9 0 4 59

8. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 9 9 1 7 75




