Vzorové riesenia 1. série zimnej ¢asti KMS 2009/2010

Uloha é&. 1: Prirodzené ¢islo budeme volat popletené, ak je parne a ma neparny pocet cifier. Ak je neparne a ma
péarny pocet cifier, budeme ho volat zmdtené. Zistite, ¢i je medzi ¢islami 1 az 1 000 000 (vrdtane) viac tych
popletenych alebo zmétenych.

RieSenie: (opravoval Janéi)

K tspesnému vyrieSeniu tejto tllohy odporicame rieSitelom pozorne si precitat zadanie. Ak ho totiz spravne po-
chopime, ostane nam uz len kr6c¢ik ku koneénému rieseniu.

Parnych a neparnych ¢isel medzi ¢islami s pevnym poétom cifier je rovnako vela. (Polovica éisel je parnych a polovica
neparnych.) Jednocifernych éisel je devét, dvojcifernych je deviitdesiat. Usilovny riesitel uz urcite prisiel na to, kolko
je troj-, Stvor-, pit-, Sest- a sedemcifernych ¢isel. Pre tych, ktori necitali zadanie aZz tak pozorne len pripomenieme,
ze sedemciferné c¢islo, ktoré nas zaujima, je len jedno, a to 1000000.

Ktorych &isel je najviac? Samozrejme Sestcifernych — je ich dokonca devif krat viac ako ostatnych éisel dokopy.
(Toto tvrdenie si Tahko overime, 1 4+ 9 4+ 90 + 900 + 9000 + 90000 = 100000.)

Viimnime si, ze Sestciferné ¢islo moze byt len zmiitené. Druhti podmienku ,zmitenosti“ spliia polovica Sestcifernych
¢isel. To je eSte stdle omnoho viac ako ostatnych ¢isel dokopy, preto bude viac zmétenych &isel. (Premyslite si to.)
Niektori z Vas zratali presné poc¢ty danych ¢isel, ¢o sice nebolo potrebné, ale rieseniu to urcite neublizilo. Zmétenych
¢isel je (900000 + 9000 + 90)/2 = 454545 a popletenych je 4 + 450 + 45000 + 1 = 45455.

Uloha é&. 2: Vacica chce vyplnit tabulku 4 x 4 ¢islami 1, 2 a 3 tak, aby stuéty ¢isel v kazdom riadku, stlpci a na
oboch uhloprieckach boli vietky navzajom rozne. Poradte jej, ako to méZe urobit.

RieSenie: (opravovala Katka J.)

Po niekolkych netspesnych pokusoch tabulku vyplnif by sme sa mohli zamysliet nad tym, ¢i sa to vobec da. Ak
chceme spolu s va¢icou splnit tlohu, potrebujeme desat réznych stictov. (Styri riadky, $tyri stipce a dve uhlopriecky.)
Pozrime sa, ¢i je to vébec mozné. Pre kazdy stucet Styri sc¢itance vyberame z Cisel 1, 2, 3. Najmensi mozny sucet,
aky mozeme dostat, je potom 1+ 1+ 1+ 1 = 4 a najvacsi 3 + 3 + 3 + 3 = 12. Urcite sa teda nedopracujeme
k inym ¢&islam, nez tym, ktoré lezia medzi 4 a 12. KedZe sa jedné iba o prirodzené &isla, k dispozicii méame len devéit
dosiahnutelnych stcétov.! A tu nastava problém — moznych stcétov je iba devif, zatial ¢o na vyplnenie tabulky by
sme potrebovali aspon desat. Preto sa tabulka vyplnit neda.

Komentar: Tento priklad ste v podstate vetci zvladli celkom bez problémov. Obéas si treba dat pozor na poriadne
odovodnenie rieSenia, aby si opravovatel mohol byt isty, Ze rieSeniu rozumiete. NavySe, v tomto priklade nebolo
tazké vypisat si vSetky mozné sucéty a dopracovat sa k rieSeniu touto cestou. V zlozitejsich prikladoch vSak byva
jednoduchsie porozmyslat a ndjst ,fintu“, ktord rieSenie podstatne skréti. (Tak ako napriklad v tomto priklade
néjdenie najvicsieho a najmensicho moZného stcétu.)

Uloha &. 3: Na trhu sa daji s kupcom vymieriat ¢ervené a modré papagéaje. Za jedného modrého papagaja vam
kupec d4 pit cervenych. Za jedného derveného dostanete pit modrych. Na trh ste prisli s jednym dervenym papa-
gajom. Podari sa vdm po niekolkych vymenéach s kupcom ziskat rovnaky pocet dervenych a modrych papagéajov?

Riesenie: (opravoval Emil a Kubo)

Vhodnym spdsobom, ako zacdaf riesit takyto typ prikladu, je vyskusat si, ako vymeny naozaj funguju a snazit sa
o tomto fungovani zistif o najviac. Skiisme si to. Za jedného cerveného papagéja, s ktorym zaciname, modzeme
maf iba pdf modrych. Dalsia vimena je opiif jednozna¢éné, vymenime modrého za pif ervenjch. Teraz mame
o jedného ¢erveného viac ako modrych. Skisame dal$ie vymeny a zapisujeme si pocty jednotlivych papagajov po
kazdej vymene. Dostavame napriklad takéto vysledky 1:0,0:5,5:4,4:9,3:14...

Ak uZ mame zapisany cely papier ¢islami, a eSte sme nedosiahli rovnaky pocet ¢ervenych a modrych papagéjov,
sktisime najst dovod, preco by sa ndm to nemalo podarit. VSimli ste si na tychto ¢islach nieco zaujimavé? Jednou

1Vsimnite si, ze nie je dolezité, & ich naozaj aj vietky vieme poskladat, pretoze viac ako devif ich aj tak uréite nebude.
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zaujimavostou je parita? ¢isel. Vidime, ze jedno &islo je stale parne a to druhé stale neparne. Este ale musime overit
¢i to nie je ndhoda. Pozrime sa, ako sa menia jednotlivé pocty papagajov kazdou vymenou. Za jedného papagaja
(po¢et zmensime o jeden) dostaneme pit papagédjov. (Pocet zvicsime o pif.) Aky to ma vplyv na paritu? Ak
od péarneho ¢isla od¢itame jeden alebo pri¢itame pit dostaneme neparne ¢éislo. Podobne, ak od neparneho ¢isla
od¢itame jedna alebo pri¢itame paf dostaneme péarne ¢islo.

Zamyslime sa nad tym eSte raz. Na zaciatku méame jedného ¢erveného papagija a ziadneho modrého. To znamena,
Ze mame parny pocet ¢ervenych a neparny modrych. Po kazdom kroku sa parita poctov len vymeni — po jednom
kroku dostaneme znova jedno parne a jedno neparne ¢islo®. Pozrime sa eSte raz, ¢o chceme vymenami dosiahnut.
Rovnost oboch poctov. Ak vSak maji byt dve ¢isla rovnaké, musia mat aj rovnaka paritu. My sme si v8ak ukézali,

ze rovnaku paritu nemozeme dosiahnut povolenymi vymenami. A tak sa ndm podarilo vyriesit ulohu.

Uloha é&. 4: Klokan sa stavil s kengurou, Ze ju urcite porazi v nasledujiicej hre. Zac¢nii hrat na neofarbenej rovine.
Najskor ofarbi klokan jeden bod v rovine zltou farbou. Potom ofarbi kengura 10 bodov v rovine zelenou farbou. Hra
pokrac¢uje rovnako aj v dalsich tahoch, klokan ofarbi jeden ZIty a kengura 10 zelenych bodov. Ak uZ je bod roviny
ofarbeny, nemozno ho prefarbit. Klokan vyhra, ak sa mu podari vytvorit rovnostranny trojuholnik s vrcholmi ZItej
farby. Dokazte, Ze klokan vie vyhrat stdvku, nech hrd kengura akokolvek.

RiesSenie: (opravoval Ajka, Katka)

V priklade sa vyskytuji rovnostranné trojuholniky, kedze iny typ trojuholnikov tu spomenuty ><
nie je, budeme ich volat len ,trojuholnik“. Vsetky trojuholniky spomenuté v nasledovnom texte o
st rovnostranné. Teraz uz podme k matematike.

Na zaciatok si uvedomime, Ze sta¢i uvazovat pripad, ked kengura aj klokan hraju najlepsie ako K

vedia. (Pre¢o? Ak klokan nebude vytvarat trojuholniky, napriklad bude farbit vSetky body na
jednej priamke, nem4 Sancu vyhrat. Ak sa kengura nebude ,branit“, klokan vyhra hned.) Preto 7“’”
sa kengura bude snazit zabranif klokanovi vytvorit trojuholnik a klokan bude dévaft svoje body ;
tak, aby vytvoril trojuholnik alebo mohol dalsim tahom vytvorit trojuholnik. ;
Dalsia vec, ktort by sme si mali uvedomit, je, Ze kazda dvojica klokanovych Zltych bodov uréuje /
prave dva rovnostranné trojuholniky. (Pozrite si obrézok.)
Ako bude prebiehat hra? >

. kolo: Klokan ofarbi prvy bod. Kengura zatial nepozné klokanove imysly, takZe iba ndhodne umiestni niekde svojich
10 bodov.

. kolo: Klokan ofarbi druhy bod. Tymto urci dva trojuholniky. Kengura, v nadeji ze porazi klokana, zafarbi vrcholy
tychto trojuholnikov. Zvysnych osem bodov opét umiestni ndhodne.

. kolo: Klokan ofarbi treti bod. Spolu s jeho predoslymi dvoma bodmi sa vytvoria dve nové dvojice zltych bodov.
(Treti a prvy zlty bod, treti a druhy zlty bod. Preco nie aj prvy a druhy bod?) Klokan tymto uréi Styri
nové trojuholniky. Kengura, $tastnd, ze ¢oraz viac vyuziva svoje moznosti, zafarbi $tyri body, aby zabranila
klokanovi vyhrat. Zvy$nych Sest bodov umiestni ndhodne.

. kolo: Klokan ofarbi §tvrty zlty bod. Vznikni tri nové dvojice jeho bodov. (Stvrty bod s kazdym z troch predoslych
bodov.) Tym vznikne moznost vytvorit Sest novych trojuholnikov. Kengura veselo zafarbi vsetkych Sest bodov,
ktoré tvoria so vzniknutymi dvojicami vrcholy trojuholnikov a zvysné styri body umiestni ndhodne.

. kolo: Prebieha podobne, ako predoslé. Klokan vytvori svojim bodom styri nové dvojice, teda ur¢i osem trojuholni-
kov, kengura zafarbi potrebné body a dva zafarbi ndhodne.

. kolo: Klokan vytvori moZnost pre desat vrcholov novych trojuholnikov a kengura mu vSetky plany zmari a zafarbi
tychto desat bodov na zeleno.

. kolo: Je uZ o nieco zaujimavejsie, pretoze klokan vytvori moznost pre 12 vrcholov novych trojuholnikov. Pretoze
vytvori Sest novych dvojic bodov (siedmy bod s kazdym z predoslych bodov), z ktorych kazdé dva moze
doplnit na dva trojuholniky. Kengura zabrani doplneniu desiatich z tychto trojuholnikov a tajne dufa, ze
klokan si nevSimne, Ze mu zostali dve moznosti ako doplnit treti vrchol trojuholnika.

. kolo: Podla dohodnutych pravidiel klokan zafarbi jeden bod tak, aby vytvoril trojuholnik zo zltych bodov a pozyva
kenguru na veceru za dobre odohrana hru. :)

Pozrime sa ako klokan zabezpeci, Ze mu ndhodné body kengury nebuda branit vytvorit troju-

holnik. On pozné polohu zelenych bodov. Kazdy dalsi bod poloZi tak, aby na osiach medzi novym bodom a kazdym
predoslym nelezal ziaden zeleny. To docielime napriklad tym, Ze ten novy bod dame dostatoéne daleko. V rovine,
ktora je nekoneéna, sa nemusime zaoberat tym, & sa tam ten bod zmesti. (Ano, naozaj sa tam zmesti.)

2Parita urcuje ¢ je ¢islo parne alebo neparne.
3Vlastnost ktora sa v ziadnom kroku nemeni sa nazyva odborne invariant. Pokuste sa najst aj iné invarianty.
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Dostatoéné vzdialenost od kazdého zafarbeného bodu je dvojnisobnd vzdialenost medzi najvzdialenejsimi bodmi.
Pretoze osi medzi novym zelenym bodom a starymi zelenymi budt dalej od tych starych bodov ako je najvéicsia
vzdialenost k inym bodom. Preto na osi nelezi nijaky bod.

Uloha ¢&. 5: Sucin cifier ¢isla 1123 je Sest, ¢isla 5091 je nula. Néjdite stcet sicinov cifier vetkych stvorcifernych
prirodzenych disel.

RieSenie: (opravoval Igor a KatkaP)
Skuisime si vypisat, ¢o presne to mame zratat. Dostdvame vyraz

9:9-9-949-9-9-849:9-9-749-9-9-6+---+1-0-0-1+1-0-0-0.

Pozrime sa na vyraz. Vidite na fiom nieco zaujimavé? Ak sme si to doteraz nevsimli, tak si vypiSeme viac ¢isel.
Inak skiisime niec¢o vybrat pred zitvorku. Dostavame

9-9-9-(94+---+14+0)+9-9-8-(94---+1+0)+---4+1-0-0-(9+---+140).

Vidime, ze vSetky zdtvorky obsahuji rovnaky vyraz. Dosadime za (9 +8+7+6+5+4+ 3+ 2+ 1+ 0) hodnotu
tohto suctu, 45.

45-(9-9-94+9-9-84+9:-9-74+9-9-6+---+1-0-0)
Pripomina vam nie¢o vyraz v zatvorke? Ano, napadne sa to podoba na nas povodny vyraz, az na to, ze kazdy suéin
mé len tri ¢leny. Preto to méZzeme upravit podobne ako povodny vyraz, éim dostdvame

45-45-(9-9+9-8+---+1-0)=45-45-45-(9+8+---+1+0) =45-45-45-45.

Tymto sme sa dopracovali k spravnemu rieseniu.

Iné riesSenie:

Skiisme riesit najprv jednoduchsiu tlohu. Najdeme stdet stéinov cifier jednocifernjch prirodzenych ¢isel. Kazdé
z tychto ¢isel ma len jednu cifru, preto sucet ich sacinovje 0+1+2+3+4+5+6+ 7+ 8+ 9 = 45. Dvojciferné
¢isla mozeme z jednocifernych ,,vyrobit“ tak, Ze za kazdé jednociferné ¢islo pripiseme dalsiu cifru od 1 do 9. Cifru 0
mozeme Uplne zanedbat, lebo kazdé ¢islo, ktoré ju obsahuje, méa ciferny sicéin nula a preto celkovy sucet nezmeni.
Sucet sucinov cifier dvojcifernych ¢isel bude potom

A4+24- 49 -1+1+24+--4+9) -2+ - F+1A+2+---+9)-9 =
45-1+45-24+---+45.-9 =
45-45 = 452

Podobnym spdsobom ho néjdeme aj pre trojciferné éisla. Za kazdé dvojciferné ¢islo pripiSeme opét postupne cifry
od 1 po 9. Takto dostavame

45% 1445224 ... +45%.9 =
452 (142+---49) =
45-45% = 453,

Po tomto kroku uz jasne vidime, aky bude sti¢et stiéinov $tvorcifernych &isel. Bude to 454, ¢o je 4100625. Viimnime
si, ze toto rieSenie m4a uz len krok k matematickej indukcii. Skuste si dokézat, Ze stéet sic¢inov n-cifernych éisel je
45™.

Uloha é&. 6: Vtakopysk sa v potoku hral s kamerimi. Rozdelil ich na tri kopky s 5, 49 a 51 kamertimi. Potom ich zacal
presiivat, a to tak, ze bud spojil Iubovolné dve kopky do jednej, alebo rozdelil kopku s parnym poctom kameriov
na dve rovnaké. Mohla mu pri takomto prestivani vzniknut kopka s 26 kamenimi? Ak 4no, popiste ako, a ak nie,
zdovodnite, preco sa to neda.

RieSenie: (opravoval Ondro, Miso)

Prva vec, ¢o si vSimneme je, ze vSetky 3 kdpky maji neparny pocet kamenov. Takze v prvom kroku nemézeme
ziadnu kopku rozdelit na polovicu. Musime preto niektoré dve kdpky spojit. Mame presne 3 moznosti, ako to urobit:

1. Spojime 1. kopku s 2. - dostaneme kopky s 54 a 51 kamenmi,
2. spojime 2. kopku s 3. - dostaneme kdépky s 5 a 100 kamenmi,

3. spojime 1. kopku s 3. - dostaneme kdpky s 49 a 56 kamenmi.
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Nahodne si vyberieme napriklad prvii moznost. Skiisme si rozpisat niekolko krokov pozostavajucich zo spajania
a delenia kopok. Dostdvame napriklad nasledujtice hodnoty: 27, 78, 36, 18, 9. .. Mozeme si vS§imnut, ze vSetky kopky
¢o ndm vznikaju st delitelné ¢islom 3. Obdobne to plati pre 2. resp. 3. moznost — vSetky kopky, ktoré vznikni
st delitelné ¢islom 5 resp. 7. Mnohi po tomto pozorovani prehlasili ilohu za vyrieSent, pretoze 26 = 13 - 2, ¢o
znamenad, ze 26 nie je delitelnd ani 3, ani 5 a ani 7, preto sa ani v jednej z troch pévodnych moznosti nevyskytne.
Toto ale nesta¢i k tiplnému rieseniu tlohy. Treba eSte dokazat, Ze sa delitelnost 3, 5 resp. 7 zachova pri povolenych
operaciach.

Majme n kopok delitelnjch ¢éislom k.

Teraz sledujme, ¢o sa stane s Tubovolnymi dvoma z nich pri ich spojeni. V jednej z nich nech je a - k kameriov,
v druhej nech je b- k kamefiov. V spojenej kopke bude a-k+b-k = (a+b) - k kameniov. KedZe a aj b st prirodzené
Cisla, tak (a + b) - k musi byt tiez delitelné k.

A ¢o sa bude diat s kopkami pri deleni? Mam kopku s pdrnym poctom kameriov, nech je v nej 2 - m kameriov. Po
rozdeleni mi vznikna 2 kopky po m kamenoch. Skimajme delitelnost ¢islom k. Ak 2 - m je delitelné k a cisla 2
a k st nesadelitelné (¢ize k je neparne), potom ¢islo k& musi delif m. Inak povedané, ak nepédrne & delilo povodna
kopku musi delif aj poloviéné kdpky. Pozor, podobné tvaha sa d4 spravit napriklad aj pre k = 6, lenze ak n = 30
tak tato Gvaha je zavadzajuca, pretoze 15 nie je delitelné 6. Je to kvoli tomu, Ze 6 a 2 st studelitelné.

Ukézali sme, %e nads predpoklad bol spravny a delitelnost 3, 5 a 7 sa zachoviava. Kopku s 26 kamienkami teda
naozaj nie je mozné dostat z povodnych kopok pomocou povolenych operacii. Ked to vtakopysk zistil vykaslal sa
na kamienkovanie, vykratil si fizy a odisiel si hladat int zabavku.

Uloha é&.7: Austrélsky pastier Chuck sa po veceroch hrava so svojim pravidelnym m-uholnikom (m > 5). Kazdy
vrchol ofarbi jednou zo Siestich farieb tak, aby medzi jeho Ziadnymi piatimi po sebe iducimi vrcholmi neexistovali
vrcholy ofarbené rovnakou farbou. Zistite hodnoty, ktoré méze nadobudniit m.

Riesenie: (opravoval Fofo a Bus)

Najprv sktsme ofarbif pravidelné m-uholniky (odteraz len m-uholniky) pre niektoré malé hodnoty m. Pre pétu-
holnik a Sestuholnik sa ndm to podari, ale pre sedemuholnik uz nie. Dévod je jednoduchy. KedZe mame Sest farieb
na sedem vrcholov, tak aspon jednu farbu musime pouzit dvakrat. Dva vrcholy rovnakej farby by urcite patrili
nejakej pétici po sebe iducich vrcholov, éim by sme porusili pravidlo zo zadania. (Rozmyslite si to.) Podobne by ste
mohli ukézat, Ze nevieme ofarbit osemuholnik ani devéituholnik. Pre m rovné 10, 11 a 12 by sme nejaké pripustné
ofarbenie opif mohli najst. (Skuste si to.)

Dokladnym rozoberanim pre malé hodnoty m sa zblizime s prikladom a moézeme déjst k nejakym vSeobecnejsim
uvaham. Niektorym z vas sa podarilo objavit nasledujtce riesenie.

Majme nejaky dobre ofarbeny m-uholnik. Poudeni tym, Ze nemdzeme mat privela vrcholov rovnakej farby, ozna¢me
k pocet vrcholov ofarbenych farbou A, ktord sa na m-uholniku vyskytuje najcastejsie. Medzi m a k si mdZzeme
v8imnit zaujimavé vztahy. PredovSetkym musi platif nerovnost m > 5k. Preco? Predstavte si, Ze sa postavite na
vrchol farby A a prejdete dookola m-uholnika. Po ceste stretnete k roznych vrcholov farby A a vrétite sa naspét.
Medzi kazdymi dvoma vrcholmi farby A musia byt aspon $tyri vrcholy inej farby. To spolu ¢éini aspon 4k vrcholov
inej farby ako A, teda stretnete asponi 5k vrcholov. Dalej musi platit m < 6k. Staéi si uvedomit, Ze vrcholov kazdej
farby je najviac k a pocet farieb je Sest, preto nemodzeme mat viac ako 6k vrcholov. Prave sme dokézali, ze musi
platit 5k < m < 6k.

Teraz sa na predchadzajici odstavec modzeme pozrief z uplne iného uhla. Majme dané k. Pre aké m moze ¢islo
k vyjadrovat podet vrcholov najéastejSie sa vyskytujicej farby? Zjavne musi platit 55 < m < 6k. Dokazeme
nasledovné.

Tvrdenie: Ku kazdej dvojici prirodzengch ¢isel k a m, ktoré splhajt 5k < m < 6k, vieme ofarbit m-uholnik farbami
A, B,C, D, E a F tak, ze farba A bude najpocetnejsia a bude sa vyskytovaf prave k-krat.

Dokaz: Ak ste sa dostato¢ne hrali s farbi¢kami, toto pre vas nebude problém. Budeme ofarbovat dookola. Najprv
nanesieme niekolko blokov tvaru ABCDE a potom to doplnime niekolkymi blokmi tvaru ABCDEF a to tak, ,aby
to vyslo“. Presnejsie, najprv 6k —m pétic vrcholov nafarbime postupnostou ABC DFE a potom m—>5k Sestic vrcholov
nafarbime postupnostou ABCDEF'. Spolu ofarbime 5(6k — m) 4+ 6(m — 5k) = m vrcholov. Z tejto konstrukcie je
snad jasné, ze v ziadnej pétici nebuda dva vrcholy rovnakej farby a Ze Ziadna farba sa nevyskytuje viac ako k-krat,
pricom farba A préve k-krat.

Zistili sme, ze pre kazdé m, ktoré lezi medzi 5k a 6k vratane, m-uholnik vieme ofarbit. Tiez vieme, Ze pre ostatné
m ho ofarbif nedokézeme. Jednoduchym vypisovanim prirodzenych ¢isel z intervalov [5k,6k] zistime, Ze uréite
kaskom skladacky zostava, ¢i pre kazdé ¢islo m > 20 uz existuje vhodné ofarbenie m-uholnika. Na domacu tlohu
sktste dokdzat, Ze pre kazdé m > 20 existuje také prirodzené k, Ze 5k < m < 6k.
Zéaver: Cislo m > 5 moze nadobtidat hocijakti hodnotu okrem 7, 8, 9, 13, 14 a 19.

Uloha é&. 8: Predstavte si, ze okrem oviec ma Chuck aj $tvoréekovii mriezku rozmerov 2" x 2". Tiito mriezku
chce pokryt dlazdickami. Kazda dlazdicka pozostdva z troch Stvoréekov a mé tvar pismena L. Dlazdicky moézu byt
lubovolne otocené. Chuck mé pre vas dve tlohy:
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a) Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n méze Chuck vydlazdickovat takito mriezku, ak jej chyba jeden
rohovy Stvorcek.

b) Nech n = 100 a v mriezke chyba jeden Iubovolny $tvoréek. Rozhodnite, ¢i méze Chuck vzdy vydlazdickovat
takito mriezku.

Riesenie: (opravoval Myrec a JeFo)
Tento priklad sa dal pekne vyriesif za pomoci matematickej indukcie. Ze vy neviete, ¢o to je t4 matematicka
indukcia? Alebo aj viete, ale neviete, ako sa to presne pouziva? Tak len ¢itajte dalej a dozviete sa.

Matematickd indukcia je metéda, pomocou ktorej sa daji elegantne dokdzat matematické tvrdenia, v ktorych
dokazujeme nieco pre vSetky prirodzené ¢isla. (Napriklad ako v nasom zadani.) Dokaz indukciou sa skladd z dvoch
krokov:

1° Ukézeme, ze tvrdenie plati pre najmensie ¢islo z postupnosti, teda napr. pre n = 1.
2° Ukézeme, 7Ze ak dané tvrdenie plati pre lubovolné prirodzené ¢islo n, potom plati aj pre n + 1.

Ak poriadne spravime oba kroky, dostaneme tak dokaz daného tvrdenia pre vSetky prirodzené ¢isla. Pozor, mate-
maticka indukcia nespociva v tom, ze pomocou n = 2 ukdzeme n = 3 a z toho usidime, ze takto nejako to bude
pokracovat aj dalej.

Teraz si podme ukézat matematickt indukciu v praxi na nasom priklade. Spravny riesitel by sa mal pustit najprv
do tlohy a) a potom do b), no my to spojime dokopy, pretoze za pitf mintt zatviraji postu. DokdZeme, Ze pre
kazdé prirodzené ¢islo n mozeme vydlazdickovat mriezku 2" x 27, ktorej chyba Iubovolny (jeden) Stvoréek. Cast b)
si ziada dokézaf to len pre n = 100, ale matematicks intuicia* nam radi, Ze to bude asi vieobecnejsie. Tak hura na
indukciu.

1° Pre n = 1 je mame mriezku 2 x 2, ktorej chyba jeden stvoréek. To znamend, ze mé tvar dlazdicky, ktorou
pokryvame a preto sa da vydlazdickovat.

2° Predpokladajme, ze mriezku 2" x 2" bez jedného lubovoIného policka vieme vy-
dlazdickovat Gtvarmi zo zadania. Chceme ukazaft, ze potom vieme vydlazdi¢kovat aj
mriezku 271 x 27+ bez Iubovolného policka. Stadi si vSimnut, Ze mriezka 271 x 2 +! u
sa skladé zo Styroch mriezok rozmerov 2" x 2™. VoIné policko musi byt préve v jednej ke
z tychto mriezok, ti ale vieme vydlazdit podla indukéného predpokladu. Ostavaju
nam este tri mriezky rozmerov 2" x 2". Ak ddme jednu dlazdicku (Sedd) do stredu,
tak, aby kazd4 jej kocka zasahovala do inej mriezky(vid na obrézku), potom kazdej
z tych troch mriezok bude chybat prave jedno rohové policko. (Ano, k tomu vés mala
naviest ¢ast a).) Teraz uz mozeme s kludnym svedomim vydlazdickovat podla indukéného predpokladu aj
zostavajice tri mriezky rozmerov 2" x 2", lebo kazdej sme uz jeden Stvoréek obsadili, a teda spliiaji indukény
predpoklad.

Tym sme vyriesili obe cGasti, a) aj b).

Uloha é&. 9: Popri paseni oviec si Chuck privyraba v hoteli ako recepény. Hotel ma 11 podlazi a na kazdom podlazi
je vedla seba umiestnenych 13 izieb. Moézete si predstavit, ze izby st ulozené v Stvorcekovej mriezke rozmerov 11x13.
Do hotela prisla jedna delegacia Aborigénov a jedna delegdcia Maorov. Je im sice jedno, kolko izieb ktora delegécia
dostane, no obe majii na ubytovanie Specidlne poziadavky. Lubovolnd izba Aborigénov méa susedit s nepdrnym
poctom izieb Aborigénov a Iubovolnd izba Maorov ma susedit s neparnym poétom izieb Maorov. Pod susednymi
izbami k danej izbe rozumieme také, ktoré su od nej hned nalavo, napravo, hore alebo dole (ak také existuji).
Rozhodnite, ¢i Chuck moze do izieb rozdelit ¢lenov delegacie podla ich poziadaviek, ak kazd4 izba v hoteli ma byt
zaplnena bud Aborigénmi alebo Maormi.

Riesenie: (opravoval Tomas a Bebe)

Zadanie tohto dlhého prikladu sice vyzera odstrasujtco, ale ukdzeme si, Ze samotné riesenie vObec nie je zlozité.
Najskor pre nas bude délezité urobit si o umiestiiovani hosti nejakt predstavu. S hotelom rozmerov 11 x 13 to v8ak
pojde tazko. Preto si nakreslime mengie hotely a odsktiSame si to na nich.

4Viaceri riesitelia radi pouzivajt matematickt intuiciu namiesto matematickej indukcie. Vedate, Ze za riesenia matematickou intuiciou
spravidla neddvame vela bodov.
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Na zaciatok vyskiusajme hotel 1 x 1. Ak mé byt kazd4 izba obsadend, bude aj v tejto jedinej izbe nejaka delegicia.
A kedZe nesusedi so ziadnou dalSou izbou, tak susedi s parnym poc¢tom izieb (aj nula je parne ¢islo), ¢o nam
nevyhovuje.

Skasme hotel 1 x 2. Je délezité uvedomit si, Ze je to to isté, ako keby sme sa pozreli na hotel 2 x 1. Bez ohladu na
fyzikdlne zékony (a zdravie delegicii) totiz vieme hotel obratit a riesit tak rovnakd tlohu. Tento hotel dokdzeme
rychlo zaplnit podla poziadaviek. Sta¢i do oboch izieb umiestnit zastupcov prave jednej z nich. (Premyslite si.)
MozZnosti na rozubytovanie delegacii v hoteli 3 x 1 vieme rychlo vSetky vypisat. (Skuste si to.) Ani jedna vSak
nevyhovuje. AvSak v hoteli 3 x 2 delegacie uz ubytovat vieme. Pokial m4 hotel tri poschodia a na kazdom dve izby,
tak v oboch izbach na prvom poschodi budi Maori, na druhom Aborigéni a na trefom opit Maori. Tym padom
bude kazd4 izba susedit s prave jednou izbou obsadenou ¢lenmi rovnakej delegacie.

Na tomto mieste by sme uz mohli dospiet k ur¢itym domnienkam. Pokial mal hotel parny pocet izieb, vedeli sme
hosti rozubytovat. Pokial bol podet izieb nepéarny, nedokazali sme to. To samozrejme neznamena, Ze to tak je vo
vSeobecnosti, ale mdzeme sa to pokisit dokézat aj o hoteli zo zadania. Nasim najlep§im kamaratom pri dokazovani
bude zrejme parita.

Hotel 11 x 13 mé& oba rozmery nepéarne, teda celkovy pocet izieb v nom je nepérny. Navyse kazda izba ma byt
obsadend jednou z delegicii, preto bude mat prave jedna delegécia neparny pocet izieb. (Rozmyslite si to.) Je
mozné, aby mala delegicia neparny pocet izieb a napriek tomu susedila kazda jej izba s neparnym poctom izieb
obsadenych ¢lenmi z rovnakej delegacie?

Predpokladajme, Ze je to mozné. Pozrime sa na izby takejto delegécie. Kazdd mé mat neparny pocet susedov. Ak
pre kazdua izbu spocitame pocet vSetkych susedov z rovnakej delegacie a tieto ¢isla s¢itame, dostaneme nepdrne
c¢islo. V tomto cisle je kazdé susedstvo medzi izbami vybranej delegéicie zaratané prave dvakrat. Je to preto, lebo
ak susedia izby A a B, museli sme zapocitat medzi susedstvd aj izbu B ako suseda A, a aj izbu A ako suseda B.
Preto celkovy podet susedstiev musi byt pdrny. Parne ¢islo ma byt rovné neparnemu, ¢o je spor. Kedze nase kroky
boli spravne, musi byt nespravny predpoklad. (Pamététe si eSte, ¢o sme predpokladali? Pozrite sa opif na koniec
predoslého odstavca.) To vSak ukazuje, Ze Chuck nemoéze rozubytovat delegicie podla ich poziadaviek.

Komentar: V tomto priklade sa casto opakoval jeden pristup k rieSeniu. Skoro kazdy
prisiel na to, Ze je dobré v§imat si ,oblasti“ izieb rovnakej delegacie. V jednej oblasti e
st len izby medzi ktorymi sa vieme dostat bez toho, aby sme presli cez izbu druhej ...t 88 |
delegacie. Najmensia takato oblast, ktord mohla vzniknit je dvojica susediacich izieb

.....

oblast, sta¢i ndm zobraf nejakil oblast, ktort uz mame a pridat k nej dve izby. To uz —1T—fF o | |
ale pravda nie je pretoze, ak to chceme tvrdit, je potrebné odovodnit to. Na ilustraciu si |
mozete pozriet obrazok na ktorom je oblast v ktorej sa nachadza osem izieb. Tato oblast !
spliia vSetky podmienky zo zadania. D4 sa tato oblast vytvorif z oblasti, ktord ma Sest ‘
izieb a splita podmienky zo zadania? Skiiste takt oblast najst. Kedze sa takymto priddvanim neda dosiahnuf kazda
mozné oblast, tak sa dokaz tejto tlohy neda urobit na zaklade takéhoto priddvania izieb do oblasti.

Uloha &.10: Doma u Chucka na stole je n réznych na sebe polozenych knih. Knihy zacal nasledovne otacat.
V prvom tahu otoc¢il najvrchnejsiu knihu a polozil ju naspét. V druhom tahu otocil dve vrchné knihy ako jeden
blok a polozil ich naspét. Takto pokracoval aj dalej a v n-tom tahu otocil vSetkych n knih ako jeden blok a polozil
ich naspiét. V (n+ 1)-vom tahu oto¢il opét vrchna knihu a polozil ju naspét. V (n + 2)-hom tahu oto¢il vrchné dve
knihy ako jeden blok a polozil ich naspét. Takymto spésobom otacal aj dalej. Chuck odmieta skoncit skor nez st
knihy uloZené presne tak, ako na zaciatku, teda nielen v spravnom poradi, ale aj spravne orientované. Orientaciu
knihy rozliSujeme podla toho, ¢i je kniha otocend prednou obéalkou nahor alebo nadol. Vsimnite si, Ze pri otoceni
nejakého bloku knih sa orientécia kazdej knihy tohoto bloku zmeni. Dokéazte, ze Chuck po kone¢nom pocte tahov
skondi.

Riesenie: (opravovala Katka S.)

V rieseni tohoto prikladu je skryty jeden velmi dolezity princip. Nem4 nejaké bezné pomenovanie, ale je uzitoény
a jednoduchy. V mnohych tlohach je vsak trochu skryty, rovnako ako v tejto.

Najprv sa dohodnime na par pojmoch. Prvych n Chuckovych tahov si nazvime kolo. Chuck potom opakuje dookola
stéle tie isté kola. My dokazeme este silnejsie tvrdenie ako v zadani. Ukazeme, ze Chuck vzdy skonéi po koneénom
pocte (celych) kol. Teraz to znie neprirodzene, takto si stazovat tillohu, no ¢asom uvidite, o néas k tomu viedlo.
Ulozenie knih po niekolkych Chuckovych koldch si nazvime stav. Stav je uréeny poradim a orientdciou knih. Chuck
postupnym otacanim knih dostane postupnost stavov. (Po kazdom kole pribudne jeden ¢len postupnosti.) Této
postupnost méa dve velmi dolezité vlastnosti.

(1) Prvou vlastnostou je, ze kazdy nasledujici stav je jednoznaéne uréeny predchédzajicim stavom.

(2) Druhd velmi dolezita vlastnost je, Ze pre kazdy stav vieme jednoznacne uréif stav, z ktorého vznikol, ¢ize
predchadzajuci stav. Dostaneme ho tym, Ze spravime jedno ,opa¢né* kolo. Namiesto otocenia jednej, dvoch,
troch, ..., n knih, oto¢ime najprv n, potom n—1, n—2, ..., dve a napokon jednu knihu. Takto sa dostaneme
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do predchadzajuceho stavu, z ktorého nas stav vznikol. Uvedomme si, Ze takyto predchadzajuci stav, je jediny.
(Dobre si to rozmyslite.)

Vsetkych moZnych stavov je len konecne vela. (PresnejSie 2"n!, ale to v tomto priklade vobec nie je dolezité.)
To znamend, ze Chuckovi po kazdom kole nemoze vzniknif vzdy novy stav, ale po nejakom koneénom pocte kol
dostane po prugkrdt nejaky stav, ktory uz dostal niekedy predtym. Oznacéme si tento stav S. Teraz ukizeme, ze
stav S je vlastne zacdiatoény stav. (Chuck moze skonéif.) Dokdzeme to sporom. Predpokladajme, Ze stav S nie je
zaciato¢ny stav. Potom z vlastnosti (2) vieme, Ze oba razy, ked sme dostali stav S, existuje stav S’ taky, ze Chuck sa
do S dostal zo stavu S’. To znamena, Ze stav S’ sa zopakoval skor ako stav S, ¢o je spor s vyberom S. (Pamiitate?
Stav S je ten, ktory sa po prvy raz zopakuje.) Dokézali sme teda, Ze Chuck sa po koneénom pocte tahov dostane
do zaciato¢ného stavu.

Komentar: Myslienka, ktorti sme pouzili sa d4 popisat aj vSseobecne. Najprv si to povieme abstraktne a potom si
na nasom priklade vysvetlime, ¢o to vlastne znamend. Majme koneé¢ntt mnozinu M a funkciu f : M — M. Nech
plati, ze pre kazdé b € M vieme najst prave jedno a € M také, ze f(a) = b.> Potom pre kazdé a € M plati, Ze
postupnost a, f(a), f(f(a)),... je periodickd. Preto po koneénom pocte aplikicii f na a dostaneme opit prvok a.
V naSom priklade M je mnozina vSetkych stavov a f je funkcia, ktora stavu priradi stav ,,0 jedno kolo neskor®.
Aplikéciu tohoto postupu si mozete skisit na nasledujtcich cvideniach. (Pozor, treba aj trochu porozmyslat.)

Cvicenie 1. Majme postupnost ay, as, as, .. .. Plati a; = 1 a a1 definujeme ako zvysok 7a,, po deleni 101. Dokézte,
7e tato postupnost je periodicka.
Cvicenie 2. Majme postupnost Fy, Fy, F3, .... Plati F} =1, F, =1 a F,,4 2 = F,,41 + F,, pre n > 1. Dokézte, Ze

existuje prirodzené m také, ze F,, zapisané v desiatkovej ststave koné¢i na 6 nul.

Uloha &.11: V knizke nasiel Chuck zaloZent starii mapu Australie. Je na nej k miest. Ozna¢me r vzdialenost
dvoch miest, ktoré sii od seba vzdusnou diarou najdalej. Dokéazte, ze pre Iubovolny pocet miest k existuje nanajvys
k (neusporiadanych) dvojic miest, ktoré st od seba vzdusnou ¢iarou vzdialené r.

Riesenie: (opravoval Skre¢ok)

Riesitelom, ktori nevydrzia &itat celé vzorové riesenie, odporti¢ame precitat si asponi komentar na jeho konci.
Vsetkym ostatnym riesitefom odportiéame pocas ¢itania vzorového rieSenia dodrziavat pitny a spankovy rezim.
(Podla Andrey Chlebikovej a Filipa Slideka.) Budeme dokazovat sporom, predpokladajme, Ze tvrdenie neplati.
Teda vieme najst také k, pre ktoré existuje viac ako k (neusporiadanych) dvojic miest vzdialenych od seba r.
Navyse si vezmime najmensie k, pre ktoré existuje aspon k + 1 spominanych dvojic.

Najprv ukdzeme, Ze tam existuje mesto M, ktoré je vzdialené aspon od troch inych miest presne r. Totiz ak by
platil opak, bolo by kazdé mesto vzdialené r najviac od dvoch inych miest. Miest je spolu k, preto by existovalo
maximalne 2k usporiadanych dvojic miest vzdialenych od seba r. To ndm dava najviac k neusporiadanych dvojic,
a to je spor s tym, Ze ich mé byt aspon k+ 1. Mame teda zarucenu existenciu takého vyzna¢ného mesta M. (Bystry
¢itatel si istotne vSimol, Ze sme prave pouzili Dirichletov princip.)

Vezmime si teraz toto mesto M. K nemu, ako sme ukdzali, uréite existuju (aspoii) tri
mestd A, B a C, ktoré st od neho vzdialené presne r. Situacia vyzera ako na obrazku,
tieto tri mesta lezia na kruznici [ so stredom M a polomerom r. NavySe nech je mesto B
,medzi mestami“ A a C. Formalne povedané, B lezi na kratSom obluku AC' kruznice [.
Maximaélna vzdialenost miest A a C' (ako aj lubovolnych dvoch miest na mape) je r, bod
B bude vdaka svojej polohe k tymto dvom bodom este blizsie. Usecky AB a BC' su totiz
krat$ie tetivy kruznice [ ako tetiva AC. (Ktorej maximalna dizka je r.)

Vsimnime si mesto B. Zatial o fiom vieme, Ze je od M vzdialené presne r a od miest A
& C uréite menej. Otazka znie, ¢i vobec moze existovat nejaké iné mesto okrem M, od
ktorého by bolo B vzdialené presne r. Ak by totiz neexistovalo, mohli by sme ho z mapy
vyhodit. Dostali by sme k& — 1 miest a k dvojic miest vzdialenych od seba r. (Ubrali by
sme iba jednu dvojicu (M, B).) To by odporovalo minimalite k a bol by to hladany spor.
Ako ale toto nase pozorovanie dokazat? Oznac¢me si hfadané mesto rozne od M a vzdialené od B presne r ako X.
UkéaZeme, Ze takéto mesto sa na mapu nedd umiestnit.

Nakreslime si kruznice s polomerom r aj okolo miest A a C'. Mesto X by muselo lezat vo vnutri alebo na obvode
vsetkych troch kruznic, inak by bolo od jedného z ich stredov vzdialené viac, ako je dovolené. Muselo by teda
lezat vo vnitri sivého tGtvaru uréeného bodmi M, A a C. Ak teraz nakreslime kruznicu s polomerom r aj okolo B,
hladané mesto X musi lezat v prieniku sivého ttvaru a tejto kruznice. Situéciu si trochu zjednodusime, toto mesto
X stadi hladaf v prieniku obvodu sivého ttvaru a spominanej kruznice. My ale dokdZeme, Ze ich jediny prienik je
mesto M. (Ktoré mé byt ale rézne od X.)

5Pre naroé¢nych: skuste si dokézat, 7e v pripade kone¢nej mnoziny M je tato vlastnost ekvivalentné tomu, Ze f je bijekcia. Je to tak
aj pri nekoneénej mnozine M?
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Sposobov je mnoho (napriklad Skared4 analytickd geometria), ukazeme si azda naj-
jednoduchsi z nich. Uvazujme extrémny pripad, kedy st mestd A a C vzdialené
presne r. Ak by boli k sebe blizsie, sivy utvar by bol podmnoZinou pévodného vic-
Sieho sivého ttvaru. To znamenad, ze ak to nep6jde v tomto extrémnom pripade, uz
tobdZ to nepdjde, ak bude vzdialenost A a C' mensia. Mestd M, A a C' nam teda
tvoria rovnostranny trojuholnik so stranou dlzky 7.

Rozmyslite si teraz, ze ak najdeme vyhovujice mesto X vo vnutri sivého atvaru,
podari sa ndm to aj na jeho obvode. Staéi sa trocha posunif po naSej kruznici
so stredom v B. (Ako na tomto obrazku.) Vdaka tomu dostédvame, ze by muselo
existovat také mesto X, ktoré by bolo vzdialené presne r nielen od mesta B, ale
tiez od mesta A alebo C. (Musi lezaf na jednom z im prislichajtcich oblikov sivého
utvaru.) Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to mesto A, plati teda |[AX| = |AM|=r
a tiez |BX| = |BM| = r. KedZze v8ak body X a M leZia v tej istej polrovine uréenej AB, musi platit, Ze mesto X
je totozné s M. (Je to velmi jednoduché, rozmyslite si sami.) Lenze my sme cheeli ndjst vyhovujice mesto X rozne
od M, c¢o sa kvoli tomu neda.

Teraz sa uz len vratme k povodnému tvrdeniu. Jediné mesto vzdialené od B presne r je M. Preto ho spomedzi
k miest mozeme odobrat, ¢im prideme len o jednu dvojicu. Prejdeme k rovnakému zadaniu pre k—1 miest a k dvojic,
no a to je finalny spor s tym, Ze sme vybrali najmensie mozné k.

Komentar: Velmi vela riesitelov zalozilo svoju tGivahu na chybnom tsudku, Ze tam mus? existovat rovnostranny
trojuholnik miest so stranou dizky r, ¢o bohuzial nie je pravda. Staéi si predstavif pravidelny pétuholnik, pri¢om
jednotlivé dvojice miest budt jeho uhlopriecky. (To je zrejme maximdlna vzdialenost medzi mestami.) Problém je,
7e sa z tychto piatich bodov nedaju vybraf Ziadne tri, ktoré by tvorili rovnostranny trojuholnik. Na zaver by som
chcel pochvélit tych, ktori nezabladili na tto malobodovi cesticku.

Uloha &. 12: Dokézte, Ze ak p je prvocislo, tak ¢islo pP — 1 ma aspori jedného prvociselného delitela g, ktory déva
zvysok 1 po deleni p.

Riesenie: (opravoval Petrzlen a Ondrac)

(Podla Filipa Slddka) Najprv si zoberme fubovolné prvoéislo ¢, ktoré deli p? —1. Zrejme p a ¢ st potom nesudelitelné
a z Malej Fermatovej vety vieme, Ze p?~! =1 mod ¢ . TakZe pre ¢ platia kongruencie

pP =1 mod g,

(1)

p?"'=1 mod q.

Zvysky mocnin prirodzenych ¢isel po deleni prvocislom sa spravaju velmi pekne. Jednu ich vlastnost si zhrnieme
v nasledujicom pomocnom tvrdeni.

Tvrdenie 1: Zoberme najmensie d € N také, ze p? = 1 mod ¢. Potom zoberieme Tubovolné ¢ € Ny také, Ze plati
p° = 1 mod ¢, tak nutne d deli c. (Z toho potom lahko vyplynie, Ze zvysky ¢isel 1,p,p%, p3,... po deleni ¢ sa
opakuju s periédou d.)

Dokaz Tvrdenia 1: Najprv si uvedomme, Ze ked p? =1 mod ¢, tak aj p*¢* =1 mod ¢. Tvrdenie dokaZeme sporom.
Nech teda existuje také ¢ € Ny, pre ktoré plati p = 1 mod ¢, ale predsa d nedeli ¢. Potom musi existovat také
t € Ny, ze plati dt < ¢ < d(t + 1). To znamend, Ze

c—td, td — , c—td
=P

1=p°=p"p mod gq.

Potom ale d > ¢ — td > 0, ¢o je spor s vyberom najmensieho takého d.

Pre pevne zvolené p a kazdé prvodcislo ¢ existuje najmensi exponent d, > 0 s vlastnostou p% =1 mod ¢. Nech g
deli pP — 1. Z rovnic (1) a Tvrdenia 1 dostavame vztahy

dq | p7 (2)

dy|g—1
Z (2) vyplyva, Ze d, deli najmensi spolo¢ny delitel p a ¢ — 1, o znamena, ze d, = 1 alebo d, = p. Kedze zjavne
p # q, vieme sa obmedzit na niekolko pripadov.

a) Nech plati ¢ > p.
Ak d, =1, tak p! =1 mod q. Kvdli ¢ > p musi platit p = 1, ¢o je spor.
Ak d, = p, tak z (2) vyplyvap | g —1, ¢ize ¢ =1 mod p, ¢o sme chceli ukazaf.

b) Nech plati ¢ < p.
Ak d, = p, tak p | ¢ — 1, o nemdze byt pravda, pretoze ¢ < p. Spor.
Ak d, =1, tak p! =1 mod ¢, ¢ize ¢ | p — 1.
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Rozobratim pripadov, sme zistili, Ze akonahle ¢ > p, tak q ddva zvysok 1 po deleni p. Musime este ukazat, Ze taky
velky prvodéiselny delitel ¢isla p? — 1 naozaj existuje. Dokazujme sporom. Nech kazdy delitel ¢isla p? — 1 je mensi
ako p. Potom z ¢asti b) vieme, Ze kazdy delitel p? — 1 musi delif aj p — 1. Plati

Pl o= -0+ D) =
= (p-D@P" ' +1-14pP 24114 +p' +1-1+1)=
= (- 14" =14 4p' —14p) =
= (@-D(lp-1)M+1),

kde M je nejaké prirodzené é&islo. Cinitel (p — 1)M + 1 je s p — 1 nestdelitelny a preto musi existovat prvociselny
delitel p? — 1, ktory je nesudelitelny s p — 1. Spor. TakZe nutne existuje delitel ¢ > p a pre ten sme uz ukézali
(v rozoberani pripadov, ¢ast a)), ze ¢ =1 mod p.

Uloha ¢&.13: Dané sii kruznice k a | s vonkajsim dotykom v bode M. Nech A je Iubovolny bod kruznice k, ktory
nelezi na priamke spdjajucej stredy oboch kruznic. B a C' st rézne body leziace na kruznici | také, ze priamky AB
a AC st jej dotycnice. Priamky BM a CM znovu pretinaji k postupne v bodoch E a F. Bod D je priese¢nikom
priamky EF s dotyc¢nicou ku kruznici k v bode A. Aky tutvar opise bod D, ked menime polohu bodu A?

RieSenie: (opravoval Petrzlen a Ondrac)

Ked nakreslime viacero obrazkov, nadobudneme pevné presvedcenie, Ze
hladané body D leZia na spolo¢nej dotyénici kruznic k a [ vedenej bo-
dom M. (Oznacme ju t.) Zamyslime sa preto, ako by sa to dalo dokézat.
Oznaéme p doty¢nicu ku k vedent bodom A. Chceme vlastne dokazaf,
Ze priamky ¢, EF a p sa pretinaji v jednom bode. (Potom totiz nutne
prieseénik EF a p lezi na t.) Dobre vieme, Ze t je chorddlou kruznic k
a l. Ak najdeme tretiu kruznicu ¢ takt, ze E'F je chordalou kruznic [
a ¢ a p je chordalou kruznic k£ a ¢, budeme hotovi. Vieme totiz, ze tri
chordély troch kruznic (ku kazdej dvojici kruznic jedna chordéla) sa pre-
tinaji v jednom bode. (Dokaz tohto tvrdenia je velmi jednoduchy. Staci
si uvedomit, ze chordala dvoch kruznic je mnozina bodov majacich k nim
rovnakd mocnost.)

Ukézeme, ze vhodnou ,kruznicou® ¢ je bod A. (Chapany ako kruznica zdegenerovana do jedného bodu.) I ked to
nie je klasickd kruznica, vSetky veci s mocnostou funguji. Mocnost bodu X ku tejto ,kruznici“ bude jednoducho
¢islo | X AJ2. Sami sa presvedéte, ze ,chordalou“ takejto zdegenerovanej kruznice a inej klasickej kruznice je tiez
priamka.

Zrejme p je chordalou kruznice k a  kruznice“ A. (Stadi si spomentt, Ze mocnost sa poéita ako druhd mocnina
vzdialenosti od dotykového bodu.)

Zostéva teda overit, ze EF je chorddlou kruznice [ a ,kruznice* A. Na to
treba ukézat, ze E aj F' mé ku kruznici [ rovnak( mocnost ako ku ,kruz-
nici“ A. T.j. staci odvodit rovnosti

|EM|-|EB| = |EA*> a  |FM|-|FC|=|AF*. (3)

Zacnime koneéne tlohu riesit. Uhly FAM a FEM st obvodové k tetive F'M
kruznice k, st preto rovnako velké. Kruznice [ a k st rovnolahlé so stre-
dom rovnolahlosti M. V tejto rovnolahlosti sa trojuholnik CBM zobrazi na
trojuholnik FEM, uhly FEM a CBM s teda rovnako velké. Uhol CBM je obvodovy a uhol FCA je tsekovy
k tetive M C kruznice [, a tak aj tieto dva uhly st rovnako velké. Spojenim predchadzajicich troch tivah dostdvame,
Ze uhly FAM a FCA st rovnako velké. Trojuholniky FAM a FCA maji okrem tychto dvoch rovnako velkych
uhlov este spolo¢ny uhol pri vrchole D, st teda podobné. Preto plati

|AF|  |FM|
|FC|  |AF|’

odkial prendsobenim dostaneme druhti rovnost z (3). Zrejme prva rovnost z (3) dostaneme zopakovanim podobného
postupu pre trojuholniky FAM a EBA.

Tym sme dokdzali, ze D lezi na priamke ¢ pre lubovolni dovolend polohu bodu A. Uréite D # M, lebo cez M
prechadza p len pre A = M a takd poloha bodu A je v zadani zakdzané. Kazdym inym bodom D’ priamky ¢ vieme
viest doty¢nicu p ku kruZnici k (rdznu od t), ktoré sa jej dotkne v bode A neleziacom na spojnici stredov kruznic.
K tomuto bodu prislicha nejaky bod D na priamke p a uz sme dokéazali, Ze musi lezat na ¢. Nutne teda D’ = D
a preto D’ do hladanej mnoZiny bodov patri.

Zdver: Hladanou mnozinou bodov je spoloénd vnutorné dotyé¢nica kruznic k a [ bez bodu M.
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Uloha &.14: Na matfyze v Sydney majii kazdi dvaja studenti, ktori sa navzajom nepoznaji, aspoii jedného
spolo¢ného zndmeho (poznanie sa je symetrické). Ani jeden Student pritom nepoznég vietkych ostatnych. Ocislujme
Studentov od 1 po n a nech a; oznacuje pocet znamych i-teho studenta. Vieme, ze plati

n
g a =n* —n.
i=1

Nech k > 3 je najmensi pocet Studentov, ktorych mozno usadit okolo okrihleho stola tak, aby kazdy poznal oboch
svojich susedov. Najdite vsetky mozné hodnoty k.

RieSenie: (opravoval Petrzlen a Ondrac)

Této tloha sa da preformulovat do reci tedrie grafov nasledovne. Majme neorientovany graf G s n vrcholmi oéis-
lovanymi 1,2,...,n, v ktorom pre kazdé dva vrcholy, ktoré nie st spojené hranou, existuje iny vrchol, s ktorymi
st oba spojenéS. Graf, ktory splia tito podmienku, nazvime dobryj. Ak oznacime a; pocet hran vychadzajicich
z vrcholu ¢ (stupen vrcholu ), tak méa platit

Z a? =n?—n. (4)
i=1

Navyse a; < n — 1 pre kazdé i. Ozna¢me k > 3 dlzku najmensieho cyklu v grafe G.7 Mame zistif aké hodnoty moze
nadobudat k. Podme sa pustit do rieSenia.

Najprv skiisme rozlisknut, ¢o ndm hovoria tie cudesné podmienky na nas graf. Ak by ste boli trpezlivi a kreslili si
nejaké dobré graly, zistili by ste, Ze rovnica (4) obdas plati, ob¢as nie, no nikdy by lava strana nebola mensia ako
n? — n. Pokisime sa to dokazat.

Lava strana (4) séitava hodnotu a? cez vSetky vrcholy. Hodnotu a? si vieme reprezentovat ako pocet vietkych
usporiadanych dvojic vrcholov, ktoré susedia s vrcholom i. Z istych dévodov radsej povedzme, Ze a? je pocet
usporiadangch trojic vrcholov (u,4,v), kde u a v susedia s i. (Moze platit u = v.) Takito trojicu nazvime sled dizky
3 so stredom v bode i. Lavé strana (4) je preto rovna poétu vietkych sledov dizky 3 v grafe G. Chceme ukézat, 7e
tento podet nie je mensi ako n% — n, ¢o je zhodou okolnosti podet usporiadanych dvojic réznych vrcholov v grafe
G. Ako to spravime?

Skitisime kazdej usporiadanej dvojici vrcholov grafu G priradit nejaky sled dlzky 3 tak, aby toto priradenie bolo
prosté. Majme dvojicu vrcholov (i, 5), ¢ # j. Ak v grafe G existuje hrana ij, tak dvojici (4, j) priradime sled (i, j, 7).
Ak v grafe G takato hrana nie je, musi existovat vrchol (ak je ich viac, vyberme si fubovolny) k taky, Ze ik a kj st
hrany v G. Potom dvojici (¢, j) priradme sled (¢, k, j). Na tlohu si dokézte, Ze toto priradenie je prosté. Takto sme
zdovodnili, ze pre kazdy dobry graf G plati

Z a? >n?—n. (5)
i=1

Nés zaujima pripad, ked v nerovnosti (5) nastava rovnost. To je préve vtedy, ked priradenie konstruované v pre-
doslom odstavci je bijekcia. To nastane vtedy, ked st splnené nasledovné dve podmienky:

(a) Ak vrcholy 4,7, # j si spojené hranou, tak neexistuje vrchol k taky, Ze ik aj kj st hrany v G.
(b) Ak vrcholy 4, j,i # j nie s spojené hranou, tak existuje prave jeden vrchol k taky, ze ik aj kj st hrany v G.

Za tychto predpokladov neméze existovat v grafe G cyklus dlzky 3 (spor s (a)), ani cyklus dizky 4. (Spor s (a) alebo
s (b).) Dobry graf splhajici (4) moze byt bud les®, alebo méa cykly dizky aspoii 5. Nie je fazké dokazaf, ze dobry
les je hviezda.? To je ale nepripustné, pretoze jeden vrchol by susedil so vSetkymi ostatnymi, ¢o mame zakazané.
Preto zostava moznost, ze v G budi cykly, no najmensi z nich bude mat dizku aspo 5.

Predpokladajme teraz, ze dizka najmensieho cyklu by bola aspon 6. Ozna¢me jeho vrcholy zaradom vy, va, .. ., U,
m > 6. Potom v;v4 nie je hrana v G a preto existuje w také, ze viw a wvy st hrany v G. Potom vSak vy, va, v3, v4, w
tvoria cyklus dizky 5, ¢o je spor s predpokladom.

Zistili sme, Ze k nemoze byt iné ¢islo ako 5. Pripad & = 5 naozaj moze nastat, napriklad pre graf, ktory je cyklus
na piatich vrcholoch.

6Takto sa zo Studentov stali vrcholy a relaciu byt zndmy sme previedli na byt spojeny hranou

"Cyklus v grafe G je koneénd postupnost réznych vrcholov vy, va, . .., vm také, Ze viva, V203, .. ., Um—_1Um & aj Umv1 st hrany v G.
Dizka tohoto cyklu je m. Rozmyslite si, Ze je to ekvivalentné so sadanim Studentov okolo okriihleho stola.

8Les je graf, v ktorom sa nevyskytuja #iadne cykly.

9Hviezda je graf, v ktorom st vSetky vrcholy spojené hranou s jednym centralnym vrcholom.
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kategéria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |5|6|7]8|9](10(11 s | >
1. Bachraty Martin 4. GVO ZA 11 | 8 919191919 45 | 45
1. Balog Matej 3. Gamca BA 5 0 19/9/9/95]|9 45 | 45
1. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK 6 2 91719191919 45 | 45
1. Hornak Marian 2. GPar NR 4 1 919191919 45 | 45
1. Kozék Andrej 3. Gamca BA 8 2 91919191910 45 | 45
1. Phuong Mariana 3. GJH BA 6 1 919191919 45 | 45
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 2 0 191/9(91919]9 45 | 45
8. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 6 1 918191919 44 | 44
9. Téth Rébert 4. GAlej KE 5 01971919 ]9]2]1 43 | 43
10. | Le Tuan Anh 3. Gamca BA 8 2 919|913 |9|6 42 | 42
10. Majdis Mojmir 4. GPOH DK 7 1 916191919 42 | 42
12. Csiba Dominik 3. SPMNDG BA | 7 2 91919|5]9]|1 41 | 41
12. | Hagara Michal 4. GJH BA 10 | 8 919191915 41 | 41
12. | Kossaczka Marta 1. Gamca BA 2 0 19/19(6|8]9 41 | 41
12. | Midlik Adam 4. GJAR PO 8 3 81919196 41 | 41
16. | Kopf Michal 2. Opava CR 4 0 19[]9(4]91]9 40 | 40
16. | Santer Jakub 3. GMH Trstena | 6 1 7171919(8]|5 40 | 40
18. | Kocak Jakub 3. GLS HE 5 0 |9/7]/5]9(6|8|0 39 | 39
18. | Koprda Pavol 2. GAM TT 4 0 |6[9]6]9 9 39 | 39
18. | Szabados Viktor 3. Gamca BA 8 2 917191519 39 | 39
21. | Galovicova Sona 2. GVO ZA 5 0 19/9/6|9]|5 38 | 38
21. | Guri¢an Pavol 3. GJH BA 7 2 91819157 38 | 38
21. | Hozza Jan 3. GJH BA 6 4 918191913 38 | 38
24. | Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 5 0 1919|719 3 37 | 37
24. | Kova¢ Ondrej 3. GCM NR 7 2 817191419 37 | 37
24. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR 4 0 |9]7(8]9]4]|4 37| 37
27. | Baco Ladislav 4. GPos KE 11 | 8 9191919 36 | 36
27. | Koneény Jakub 4. Gamca BA 11| 7 9181|7193 36 | 36
27. | Kukan Marek 4. Gamca BA 7 3 9191919 36 | 36
30. | FarSang Stefan 3. SJG KN 5 1 9181919 0 35 | 35
30. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 5 0 1919|7911 35| 35
30. | Klembarova Barbora 2. GKuk PP 4 0 1]9|/6[|3]9]1]8|0 35 | 35
33. | Karaskova Natalia 3. GJH BA 9 7 91911196 34| 34
33. | Langer Toméas 2. GJH BA 4 0 19|18[6|9]|2 34| 34
35. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 5 0 |9/6[]6]9]3 33 | 33
35. | Stehlik Matuas 3. GAlej KE 5 0 19(9]6|9 33 | 33
37. | Kmetova Katarina 2. GKuk PP 4 0 |]9|3|7]19]14 32 | 32
37. | Varga Matyas 3. SJG KN 4 0191949 1 32 | 32
39. | Baxova Zuzana 2. GLS TN 4 0 {9976 311 31
39. | Fagulovd Kristina 2. GPos KE 5 0 1916|609 1 31| 31
39. | Kosec Peter 2. GLS TN 4 0 |9|8[5]9 0 31 | 31
42. | Marecakova Barbora 2. GKuk PP 4 0 [ 8]9]41]9 0 30 | 30
42. | Téth Michal 2. GJH BA 4 0 916915 1 30 | 30
42. | Vavrik Boris 3. GJH BA 5 0 | 8]|1]|4]|7]3]8|0 30 | 30
45. | Vederik Matej 3. SPMNDG BA | 7 | 2 41619 91 29 | 29
46. | Kubincova Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 919|911 28 | 28
47. | Baranova Jana 4. GAlej KE 8 2 91919 27 | 27
47. | Muathova Denisa 3. GTR ZA 7 1 9161921 27 | 27
47. | Peitl Tomas 4. SPMNDG BA | 10 | 4 91919 27 | 27
50. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 0 {9359 0 26 | 26
50. | Hajdinova Katarina 3. GJH BA 6 1 91819 26 | 26
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Por. | Meno Roé Skola k, [ ks [5]6][7[8]9]10][11 s [ >
50. | Svancara Patrik 2. GLS TN 210109 674 26 | 26 |
53. | Belanovi Michaela 2. SPMNDG BA | 4 0 9|5 31810 25 | 25
53. | Bogar Jan 4. GLS TN 9 2 518131910 25 | 25
53. | Floridnova Michaela 4. GJH BA 8 0[2]9|5]1]1|8]|0 25 | 25
53. | Hlavata Martina 3. Gamca BA 7 1 91719 0 25 | 25
53. | Lami Vincent 4. SJG KN 5 2 7151914 0 25 | 25
53. | Mari$ Andrej 2. PiarG NR 2 01912491 25 | 25
53. | Vl¢ek Andrej 2. EvSS LM 4 0 19|7 9 0 25 | 25
60. | Machac Juraj 3. GJH BA 5 0 {91519 0 24 | 24
60. | Sabatovic¢ova Linda 3. GJH BA 7 1 91619 24 | 24
62. | Muzik David 2. GChD Praha | 4 1 1169|1611 23 | 23
62. | Zékovska Ursula 2. Gamca BA 4 019 519 23 | 23
64. | Danildkova Monika 2. GJAR PO 4 0 |9|7]4|1]|1 22 | 22
64. | Harmanova Dominika 3. GJH BA 3 0|3 7171213 22 | 22
64. | Novakova Daniela 2. GPar NR 4 0 1]9/9]|4 22 | 22
64. Santrova Adriana 2. GMH Trstena | 4 0 91419 22 | 22
68. | Anderle Michal 3. GBST LC 5 019 6|6 21 | 21
68. Pellerova Daniela 1. Gamca BA 2 019|515 2 21 | 21
70. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 8 919 18 | 18
70. | Safin Jakub 1. GPH MI 1 0 |4|6[3|23|1]|1 18 | 18
72. | Dizova Andrea 3. GKom PE 7 2 519 2 16 | 16
72. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 1 0192|1213 16 | 16
74. | Masar Juraj 3. GJH BA 6 1 6 5|4 15 | 15
75. | Mészarosova Lucia 3. GGol NR 3 0 |7]3]|3 1100 14 | 14
75. Simkova Méria 4. GJF Sala 4 01914 14 | 14
77. | Bogarova Zuzana 3. GLS TN 6 1 319 0 12 | 12
78. | Durikovi¢ova Lucia 3. GsvU BA 4 0 |0|6]2]|1]2 11 | 11
79. | Melosovéa Veronika 1. GJCh BR 1 0 |[4]|]2]|2]|1]0]0]|0 9 9
80. | Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 1 0 |22 2 6 6
80. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 0 |0|0]2]|4 0 6 | 6
80. | Porembova Alexandra 3. GJH BA 6 1 6 6 6
83. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 5 5|5
84. | KubiSova Barbora 2. GJGT BB 3 0 |]0|0]2]1 0 3 3

Vysledkové listina
kategéria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola k, [1/2(|3|4|5|6|7 >
1. Hledik Michal 1. GJH BA 1191919199 ]|7]|4 45
1. Winczerova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 [9[9]9]9]9]9 45
3. Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 1 19/9(9]8 9 44
4. Hezelyova Ivana 1. SPMNDGBA | 1 [9]9]9]7]9 43
4. Smolik Michal 1. Gamca BA 2 9191919 |7]5 43
6. Kossaczka Marta, 1. Gamca BA 2 919 91916 42
7. Krajcovi¢c Matej 1. GJH BA 1 19]19|6|6]8|9]2 41
7. Smolik Martin 1. Gamdca BA 2 91971197 41
7. Smolik Milan 1. Gamca BA 2 919181965 41
10. | Vlachynska Petra 2. GBil BA 3 9191965 38
11. | Pellerova Daniela 1. Gamda BA 2 919 915|5 37
12. | Palenik Jakub 1. SPMNDGBA | 1 [9|9]6 714 35
13. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 1 9191419|2]2 33
14. | Steis Lukas 1. SPMNDGBA | 1 [9|6]|4]38 4 31
14. | Zitnansky Tom4s 1. GJH BA 1 195|971 31
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Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3]4]5]6 pl>
16. | Bliznakovova Kristina | 1. | SPMNDGBA | 1 |99 |5 4|22 30 |
16. Kormanik Jan Michael 1. SPMNDGBA | 1 |99 |5|5]2]2 30
16. | Rehorka Patrik 1. GJH BA 1 (819162015 30
19. | Stribrnsky Branislav 1. GJH BA 11919 8 1 27
20. Krajcovi¢c Michal 1. GJH BA 1 18|85 4 26
20. | Spustova Karolina 1. SPMNDGBA | 1 [ 9|9 6 26
22. Pavlovi¢ Tomas 1. GJH BA 1 1914|136 1 23
23. | Majdan Toméas 1. GJH BA 1 |77 11|2 1 18
24. | Muackovéa Nikola, 1. GJH BA 1 19|07 1 17
25. | Bock Michal 1. Gamca BA 2 6|9 15
25. | Simek Lukas 1. GJH BA 1 ]0[9|1|5 15
27. | Kaka$ Richard 1. GJH BA 119 1 2 14
27. | Zorgovska Klaudia 1. GCSL BA 1 6 4 1 14
27. | Smid Peter 1. GJH BA 1 1618 14
30. | Holikova Zuzana 1. GCSL BA 1 (1|7 11/|1 1 12
30. | Matlovi¢ Tomas 1. GJH BA 1 ]0]9 1|2 12
30. | Zelenak Fero 1. GJH BA 1 (9]0 2 12
33. | Harmanova Dominika 3. GJH BA 3 3 10
34. | Nakhlé A. 1. GJH BA 1 14|0|0|5 9

kategéoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola ko |1]12|3|4|5|6|7 >

1. Szabd Tomas 2. GAV LV 2 9 919 6 33

2. Cibulka Samuel 1. GAV LV 11919194 31

2. Maris Andrej 2. PiarG NR | 2 917191214 31

4. Kovacova Milada 1. GCMNR | 1 |99 4 22

5. Ploc¢ekova Andrea 3. GPdC PN | 3 8 1|74 20

6. Mészarosova Lucia 3. GGol NR 3 71313 13

kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé¢ Skola ko [1]2|3]|4|5 7 >
1. Komanova Kristina 1. GAS BB 1 19[19(9(81]9 5 44
1. Santer Martin 1. GMH Trstena | 1 [ 9]9]9|8]9 44
3. Nociarova Jela 1. GBST LC 1 19]9 819 5 40
4. Benesova Katarina 1. GAS BB 1 19191919 2 39
4. Macko Vladimir 1. GIS ZV 1 1719191912 5 39
4. Surovcik Juraj 1. GPOH DK 1 9191719 3 39
7. Subjak Jan 1. GPOH DK 1 91819109 3 38
8. Turcanova Terézia 1. GIS ZV 1 1919619 2 35
9. Branicka Eva 3. CirGKP ZA 319/9|6]6]|8 3 24
10. | Melosova Veronika 1. GJCh BR 1 (219|154 2 22
11. | Plavak Dusan 3. GMH Trstend | 3 9 15
12. | Bulik Martin 3. GJGT BB 3 2 2
12. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB 3 0 2 2
12. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 0 2 2

kategoria ALFA, vychod
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Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3[4][5]6]7 )
1. Batmendijn Eduard -1. ZSsvCM SL | -1 [9[9]9]9 9 45
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 2 91919191919 45
3. Hlavacik Matas 1. GAlej KE 2 91919 816 41
3. Tokarova Natalia 1. GJAR PO 1191916 [8[]9]2]|3 41
5. Machalova Katarina 1. ZSSmer PO | 1 [ 7]19]91]9 6|6 40
6. Safin Jakub 1. GPH MI 11919192 |4|6]|3 37
7. Semanisinova Denisa 1. GAlej KE 2 9191719 2 36
8. Hanzely Filip 1. GAP SB 119191419 4 35

Vysledkova listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé& Skola [10[11]12[ 13| 14 >
1. Bachraty Martin 4. GVOZA | 9 9 7 25
2. Hagara Michal 4. GJHBA | 9 5 3 17
3. Hozza Jan 3. GJHBA | 9 3 0 2 1 15
4. Sladek Filip 4. GABNO | 9 9 7 7 7 39
5. Vavrik Boris 3. GJHBA | 8 0 0 0 1 9
6. Safin Jakub 1. GPH MI 1 1 0 0 0 2




