Vzorové riesenia 2. série zimnej éasti KMS 2009/2010

Uloha é&.1: V piisti je nakreslena kruZnica, ktorej stred nie je vyznaceny. Beduin mé trojuholnikové
pravitko s ryskou, na ktorom nie st urc¢ené dieliky. Je dost dlhé na to, aby dokazal spojit Iubovolné dva
body na obvode kruznice. NavySe ma palicku, ktorou vie kreslit do piesku. Ako vie ndjst pomocou tychto
veci presny stred kruznice?

Riesenie: (opravovala Kika)

Co vsetko mame k dispozicii? Kruznicu, pravitko s ryskou a palicku. Co sa s tym da robit? Kreslit si do
piesku tsecky a kolmice na tieto usecky. Hladdme stred kruznice. KedZe mozeme kreslit len usecky, stred
danej kruznice zrejme néjdeme tak, Ze si nakreslime niekolko spravnych useéiek a kde sa pretnu, tam je
stred. Uz len treba vybrat tie spravne tsecky. :)

Stred kruznice méa jednu mila vlastnost, a to tak, ze vSetky priamky, ktoré nim prechadzaj(, na kruznici
vytinaju priemer. A tak isto kazdy priemer prechddza stredom. TakZe ak sa ndm podari nakreslit niekolko
roznych priemerov, napriklad dva, ich prieseénikom neméze byt ni¢ iné, ako stred nasej kruznice.

Pri hladani priemeru nam moéze pomoct poznatok, Ze ak obdlzniku opiSeme kruznicu, jeho uhlopriecky
tvoria priemer kruznice a stred lezi na priese¢niku uhlopriecok. (Premyslite si.) TakZe nasim cielom je
narysovat obdlznik, ktory by bol do kruznice vpisany. (Kruznica mu bude potom opisand.) Spravime to
tak, Ze najprv do kruznice nakreslime tetivu. To bude prvé strana nasho obdlznika. V miestach, kde sa
tetiva dotyka kruznice, nakreslime kolmice na tetivu. Tak sme ziskali dva pravé uhly a dve dalSie strany
obdlznika. Teraz opif spravime kolmicu na novi stranu v mieste, kde sa dotkla kruznice. Takto sa nam
podari nakreslit cely obdlznik.

Teraz mu sta¢i uz len dorobif uhlopriecky a stred kruznice mame priamo pred ocami. :)

Komentar: Treba si daf pozor aby prvéa tetiva nebola priemer kruznice. Potom by sa obdiznik nedal
zostrojit.

Uloha é&. 2: Jastericka nakreslila do piesku konvexny Sestuholnik ABCDEF. Plati v fiom, Ze strana AB
je rovnobezna so stranou DE, strana BC' je rovnobezna s EF a CD je rovnobezna s FA. Dokazte, ze ak
|AB| = |DE|, tak potom |BC| = |EF| a |CD| = |FA|.

Riesenie: (opravovala Katka :P)

Mnohi z vas sa pokusili vyriesit Glohu tak, Ze si narysovali nejaky konkrétny Sestuholnik a potom o nom
nieco zistili alebo odmerali. Takéto riesenie nie je spravne, lebo plati len pre jeden Specidlny pripad.
Ulohou bolo dokézat, Ze rovnosti stran platia pre lubovolny konvexny Sestuholnik, ktory spliia podmienky
zadania. UkaZeme si ako mohlo vyzerat rieSenie:

Majme ITubovolny konvexny Sestuholnik ABCDEF, v ktorom st splnené podmienky zo zadania. Rovnost
dlzok stran |FE| = |BC| a |AF| = |CD| dokdZeme cez zhodnost trojuholnikov AEF a DBC podla vety
usu. Ak budu tieto trojuholniky zhodné, tak aj pozadované strany budt mat rovnaka dizku.
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Spojime tseCkami dvojice bodov AE a BD a ziskame Stvoruholnik ABDE.
Vieme o tiom, Ze ma strany AB a DFE rovnobezné, preto je to urcite
lichobeznik. Co viac, tie dve strany st aj rovnako dlhé, takze je to dokonca
rovnobeznik. Z toho vyplyva, ze AE a BD s rovnobezné a rovnako dlhé.
Dalej si predizime tsecky BD a FE, ktoré sa nam pretnii v bode X. Viim-
neme si, ze |[JCBD| = [CBX| = |4 BXF]|, lebo su striedavé. (Vyplyva
to z rovnobeznosti BC a F'E.) Z rovnobeznosti BD a AE dostaneme, Ze
|[SFEA| = |qgFXB|, lebo st sthlasné. Takze aj |[SCBD| = |4 FEA|.
Ak predlzime priamky C'D a AFE a ich priese¢nik oznaéime Y, vieme rov-
nakym spdésobom zistit, ze | FAE| = | CDB]|. (Skuste si sami.)

Potom uz vidime, Ze trojuholniky AEF a D BC maja jednu zhodnii stranu
a k nej prislichajuce uhly, takze st nielen podobné, ale dokonca zhodné
a preto plati |[AF| =|CD| a |FE| = |BC|.

Iné riesSenie:

Po zisteni, Ze ABDFE je rovnobeZnik posunuli niektori z vas bod A do bodu B a bod E do bodu D. Mohli
tak urobif preto, lebo posunutie zachovéva rovnobeznost aj dizky. Potom si v&imli, #e po ,vyhodeni“
rovnobeznika ABDFE im zostal tieZz rovnobeznik CDF B, ktory je predeleny na dva zhodné trojuhol-
niky uhloprieckou BD. No a kedze je C DF B rovnobeznik, tak bude mat protilahlé strany rovnobezné
a rovnako dlhé. Aj takto mozeme ukazat, ze |AF| = |CD| a |FE| = |BC|.

Uloha ¢&. 3: Skorpicny si stavajii pribytky v tvare kocky. Izby v nich st tiez tvaru kociek (nie nutne
rovnakych) a je nimi vyplneny cely priestor pribytku. Kazdy rok si postavia novy pribytok, ktory ma
tolko izieb, aky je prave rok. Dokazte, ze v tomto roku si Skorpiény vedia postavit pribytok. (S 2009
izbami.) Viete navySe ndjst taky rok v buducnosti, v ktorom sa im to nemoéze podarit?

Riesenie: (opravoval Filip)

Na vysokej Skole nés ucia chytat leva. Chytia sa dva levy a potom jedného pustime. Takto budeme riesit
aj tato ulohu. Vyriesime ju najskér vSeobecne a potom najdeme riesenie pre ¢islo 2009.

Na zac¢iatku mame pribytok v tvare kocky. Vsimnime si, Ze hocijakt kocku mozeme rozdelit troma rezmi
bola jedna.) Co ked jednu z tychto mensich kociek opif rozdelime na osem novych? Opit budeme mat
o dalgich sedem kociek viac. Toto mdZeme opakovat do nekonecna. Vidime, Ze ak mame nejaky pocet
To znamend, Ze ak sa ndm podari vytvorit sedem za sebou iducich ¢isel, tak by sme hore uvedenym
postupom (priddvanim sedmicky) vedeli urobif aj ésme (prvé z nich plus 7), deviate (druhé plus 7)
a podobne aj vsetky nasledujtce ¢isla.

Vieme najst takjch sedem é&isel? Na zadiatku méme jednu izbu. Cize vieme dostat aj poéty izieb 8, 15,
22, ... Vsimnime si, Ze v fubovolnej sedmici za sebou idtucich ¢isel sa nachadza prave jedno z tychto ¢isel.
Matematickejsie povedané, vieme vytvorit vSetky ¢isla, ktoré davaju po deleni siedmimi zvySok jedna.
Vyuzime teraz delenie kocky na 27 kociek. (Rozrezme ju na 27 kociek s tretinovymi hranami.) 27 kociek
déva po deleni siedmimi zvySok Sest. Teraz mozeme pokracovat delenim na osem kociek a dostavame tak
Gisla 27, 27 + 7, 27 + 14, atd., ¢ize vSetky éisla so zvySkom Sest po deleni siedmimi.

Ked ich pripojime k tym, ¢o davaju zvySok jedna, tak vidime, Ze uz ich je viac. V kazdej sedmici za sebou
iducich éisel je jedno, ktoré déva po deleni siedmimi zvySok jedna a jedno dévajice zvySok Sest. To by
nam mohlo napovedat, ako poé¢itat dalej. Cisla po deleni siedmimi d4vaji zvysky 0 az 6. To znamen4, Ze
keby sme vedeli vytvorit vSetky ¢isla, ktoré daju zvysok 0, vSetky éisla, ktoré daju zvysok 1 az po zvySok
6, tak by sme vedeli vytvorit vSetky ¢isla!

Ako dostat ostatné zvysky? Rozdelme pévodnt kocku na 27 mensich. Potom rozdelme dalsiu z tychto 27
kociek na 27 mensich. (Pribudne tak 26 kociek.) Dokopy ich preto mame 27 + 26 = 53. Po deleni ¢islom
Styri. A pokracujme. Rozdelme dalsiu kocku z tychto 53 na 27 mensich, dostaneme 53 + 26 = 79 kociek.
To to dava po deleni siedmimi zvySok dva. Znova rozdelime nejaka kocku na 27 dalsich. Potom ich bude
79 + 26 = 105, ¢o ma po deleni siedmimi zvysok nula. Zopakujme to este raz 105 + 26 = 131, ¢o ma po
deleni siedmimi zvySok pif. A naposledy 131 + 26 = 157, ¢o mé po deleni siedmimi zvySok tri. Takto sa
nam podarilo ziskat vSetky zvysky po deleni siedmimi.
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To znamend, %e vieme vytvorit vSetky éisla. Ako? Ak mame zadany pocet izieb, tak najskor zistime,
aky zvysok dava po deleni siedmimi. Potom stac¢i delif kocku na 27 ¢asti tolkokrat, kym nebude davat
rovnaky zvysok po deleni siedmimi ako pocet izieb. Nakoniec delime vhodny pocet kociek na osem casti
(pridavame sedem kociek a zvySok sa nemeni) az kym nedosiahneme potrebny pocet izieb. To znamena,
ze vieme rozdelit pribytok na Tubovolny pocet izieb vicési ako 2009 a ziadny taky rok, pre ktory by to
neslo neexistuje.

Podme teraz chytif leva. Po deleni siedmimi dava 2009 zvySok nula. To znamend, Ze najprv urobime 4
delenia na 27 casti, ¢im dostaneme 105 izieb a zvySok nula po deleni siedmimi. Potom uz len dorobime
(2009 — 105)/7 = 272 deleni na osem mensich kociek. Spolu mame 105 + 7 - 272 = 2009 izieb. Vidime, ze
chytif jedného leva je Tahké.

Komentar: Uvedeny postup plati len pre cisla vicsie ako 157, pretoze az pri tomto ¢isle sme urobili prvi
kompletni sedmicu. Netvrdime, Ze neexistuje lepsi sposob. No nasli sme spdsob, ktorym vieme zostrojit

.....

Uloha é&.4: Lichobeznik ABCD mé obsah 1 cm?. Navyse strana AB je rovnobezna so stranou CD
a plati, ze |AB| = 2|CD|. Stred uhlopriecky AC oznac¢ime K. Priesecnik AD a BK oznac¢ime L. Najdite
obsah stvoruholnika CDLK .

RieSenie: (opravovali Katka J., Katka K.)

Na urcenie obsahu Stvoruholnika LK CD bude praktické rozdelit si ho na trojuholniky LKC a LCD.
Aby sme dokazali porovnat obsah nasho $tvoruholnika s obsahom lichobeznika, rozdelime na trojuholniky
rovno cely lichobeznik. Najlepsie tak, aby vSetky trojuholniky mali rovnaky obsah. Ako na to?

Casto je v geometrickych tilohach uzitoéné dokreslit si do obrazka nejaki ¢iaru, ktord ndm celé rieSenie
ulahéi. V nasom pripade skiisime predizit tsecku BL. Jej priese¢nik s priamkou C'D oznaéime E. Vieme,
ze |AK| = |KC| a AB || CE. Z toho vidno, ze tsetka C'E je obrazom usecky AB v stredovej simernosti
podla bodu K. (Premyslite si.) Potom je |AB| = |CE|, no a kedze |DC| = (1/2) - |AB|, tak plati |CD| =
|DE|. Stvoruholnik ABCE je rovnobeznik, lebo AB || CE a |AB| = |CE|. Uhlopriecky rovnobeznika sa
rozpoluju, a preto plati |BK| = |KE|.

Vsimnime si teraz trojuholniky ECA a ABC. Vdaka tomu, ze ABCE je rovnobeznik, vieme o nich
povedat, ze st zhodné. (Napr. podla vety sss.) Mozeme predpokladat, ze ak sa ndm podari na rovnaké
trojuholniky rozdelit trojuholnik FC A, podari sa ndm to aj s ABC.

Podme hladat to spravne delenie. Stvoruholnik LK CD sme si rozdelili na dva
trojuholniky — LC'D a LK C. Vieme nieco povedat o bode L? Vdaka tomu, ze
sme si doplnili t0 spravnu ¢aru, si mézeme v8imnut, Ze bod L je priese¢nikom
dvoch taznic trojuholnika ACE — tsec¢iek AD a EK. Bod L je teda tazisko
trojuholnika ACE. Ked si doplnime aj tretiu taznicu, trojuholnik AC'E bude

s\ S, rozdeleny na Sest rovnakych casti. Preco? Skuste si to dokdzat z obréazku na-
Tavo.
Podobne si faznicami rozdelime aj trojuholnik ABC'. (Vid obrazok vpravo.) E D C

Rovnobeznik ABCE je teraz tvoreny dvandstimi malymi trojuholnikmi
s rovnakym obsahom, lichobeznik ABCD sa sklada z deviatich takychto
trojuholnikov. Obsah stvoruholnika LK C' D, ktory nas zaujima, tvoria dva
z malych trojuholnikov (LK C a LCD). Pomer obsahov LKCD a ABCD
je 2/9, a teda hladany obsah §tvoruholnika LKCD je 2/9 cm?.

Komentér: Nielen v geometricky ulohich treba dokdzat kazdé tvrdenie,
ktoré v rieSeni pouzijete. Okrem toho je velmi dolezité, ak v rieSeni pouzi-
jete nejaké nové oznacenie (napriklad oznacenie priese¢nika dvoch priamok) popisat aj slovne o oznadenie
¢oho sa vlastne jednd. Uréite nestac¢i oznacit prislusny bod v obrazku. No a nakoniec - sti¢asfou riesenia
kazdej geometrickej tllohy by mal byt v kazdom pripade primerane velky a prehladny obrazok!

A B

Uloha ¢é. 5: Dokézte, ze v pravidelnom devituholniku ABCDEFGHI plati, ze |AF| = |AB| + |AC).
Riesenie: (opravoval Rado a OndroM)

Tato tloha sa dala rieSif viacerymi spdsobmi. Ukdzeme si pekné rieSenie kde stacilo dopisat niekolko
uhlov do obrazka. No vyskytli sa aj rieSenia vyuzivajice goniometrické funkcie sinus a kosinus. O tychto
rieSeniach si povieme nieco v poznamke na konci vzoraku.
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B Pravidelny 9-uholnik m4 vSetky strany rovnakej dizky. Plati |AB| = |BC| =

C_—" A ... = |I A]. Vdaka tomu médzeme v rovnosti zo zadania nahradit |AB| dlzkou
hociktorej inej strany. Oznac¢me priesenik tsediek AF a CG ako V. Na

pekne nakreslenom obrazku vidno, Ze trojuholniky AC'V a FGV by mohli

D I byt rovnostranné. Keby by sa nam to podarilo dokazat, tak potom by platilo
|AV| = |AC| a |[VF| = |FG|. A preto aj |VF| = |AB|. Potom uz Tahko

vidno, ze |AF| = |AV| + |VF| = |AC| + |AB|. To je presne to tvrdenie,

E H ' ktoré chceme dokazat. Stadi nam uz len dokézaft, ze tie trojuholniky s
rovnostranné.
F G Lahko sa d4 dopoditat, Zze velkost uhla pri Tubovolnom vrchole v pravi-

delnom 9-uholniku je 140°. V 5-uholniku AFGHI je stcet vnutornych uhlov 540°. O uhloch pri vr-
choloch G, H a I vieme, Ze ich velkost je 140°. Vdaka symetrii si uhly GFA a [AF rovnaké. Preto
|[SGFA| =|gITAF| = (540°—3-140°)/2 = 60°. Podme teraz vyratat velkost uhla BAC. Plati |4 BAC| =
(180° — |9 ABC|)/2 = 20°, lebo trojuholnik ABC' je rovnoramenny. Teraz uz vieme dopocitat velkost
uhla FAC, kedZe pozname velkost uhlov TAB, BAC a IAF. Uhol FAC bude rovny 140° —60° — 20° a to
je 60°.

V trojuholniku ACV je velkost uhla pri vrchole A rovna 60°. Rovnakym sposobom, z pétuholnika
CDEFG vieme dopoditat, Ze velkost uhla pri vrchole C bude tiez 60°. Velkost uhla AV C' je potom
180° — [ ACV| — [V AC| = 60°. Trojuholnik ACV je teda rovnostranny.

Pri sktimani 5-uholnika AFGH I sme zistili velkost uhla GF'A (|4 GFA| = 60°). No v trojuholniku FGV
vieme uréit aj velkost uhla FVG - je totiz vrcholovym uhlom k uhlu AVC (|[9GVF| = |[9AVC| =
60°). Kedze v trojuholniku FGV su dva uhly rovné 60°, treti bude tiez 60°. Trojuholnik FGV je
tiez rovnostranny. Takze sme ukézali, Ze trojuholniky ACV a FGV sa rovnoramenné a teda |AF| =
|AV |+ |VF| = |AC| + |AB]|. Co sme chceli dokazat.

Poznédmka: Ako sme spomenuli v Givode, tato tloha sa dala vyrie$it aj pomocou goniometrickych funkcii.
Stadi si vyjadrit dizky tseciek |AB|,|AC| a |AF|. Ked sa nikde nepomylime dostaneme sa ku rovnosti

sin 20° 4 sin 40° = sin 80°.

Tato rovnica je ekvivalentna s tou, ktora je v zadani tilohy. Mnohi z vas si na kalkulacke vyjadrili sinusy
a napisali nieco typu 0.9848... = 0.985 a prehlasili tlohu za vyrieseni. Na takomto rieseni je zle to,
ze kalkulacka nedokaZe pracovat presne s iracionalnymi ¢islami a vsetko zaokruhluje. Co ak prave to
vaSe rieSenie zaokruhli tak Ze sa to bude rovnat, no v skutocnosti to buda rozdielne ¢isla? Na overenie
vysledku, alebo hypotézy je kalkulacka dobra vec, no na dokaz, ktorému nie je ¢o vytknaf nestaci. Preto
sme chceli, aby ste poriadne ukazali, preco sa tie sinusy rovnaju.

Uloha é&. 6: Rovnoramenny trojuholnik DEF ma zakladiiu EF kratsiu ako rameno. Na polpriamke FE
lezi bod K taky, ze |DF| = |FK| a na polpriamke EF lezi bod L taky, ze |DE| = |EL|. Ukazte, ze plati
|[KD|?> = |DF| - |KL|
RieSenie: (opravovala Ika a Bebe)
Tato tloha sa dala riesif viacerymi sposobmi. Ukézeme si rieSenie, v ktorom bude treba dokreslit jednu
¢laru a dvakrat pouzit Pytagorovu vetu. Popri ¢itani vzorového rieSenia si urcite kreslite obrazok.
V trojuholniku DEF spustime vysku z vrcholu D na stranu EF'. (Dokreslenie vysky do obrézku je ¢asty
trik pri rieSeni geometrickych tloh. Oplati sa ho preto niekedy vyskusat.) Pitu tejto vysky — bod, kde
sa vyska stretne so stranou — si ozna¢me P. Zo zadania vieme, Ze trojuholnik DEF' je rovnoramenny
a EF je jeho zakladna. Preto P bude v strede strany EFF. Oznac¢me si a ako vzdialenost |EP| = |PF]|.
Dlzku ramena v trojuholniku DEF si oznaéme b = |DE| = |DF|. Z Pytagorovej vety v pravouhlom
trojuholniku DEP vieme

|DP|* = |DE|? — |[EP|* = b — a?.
Zo zadania dalej vieme, ze |DE| = |EL| a |DF| = |FK]|. Z toho, Ze je trojuholnik DEF rovnoramenny,
potom vyplyva |EL| = |DE| = |DF| = |FK|. Takze |[KP| = |KF| — |PF| vieme napisat ako |[KP| =
|DF| — |PF| = b — a. Znovu pouzijeme Pytagorovu vetu, tentokrat v pravouhlom trojuholniku K PD.
(Pravy uhol je KPD, lebo je to ten isty uhol ako uhol EPD, ¢o je uhol medzi stranou a vyskou na 1iu.)
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|KD[> = |KP|*+|DP|* = (b—a)’+ (b* —a°)
= b —2ab+a?+1b%—a?
= 2b% —2ab
= b(2b— 2a).

Nagou tlohou je dokézat rovnost |KD|* = |DF| - |KL|, preto sa budeme snazit ukézat, ze |DF| - |KL|
vieme vyjadrit ako b(2b — 2a). Kedze |DF| = b, sta¢i ndm ukézat, ze |KL| = 2b — 2a. pretoze body
K,E,F a L lezia na priamke, je lahké prist na to, ze |KL| = |KF|+ |EL| — |EF|. Vyuzitim rovnosti
|KF| = |EL| a 2|EP| = |EF| dostavame

|KL|=|KF|+ |EL|— |EF| = 2|KF|- (|[EP|+ |PF|)
= 2|KF|-2|EP]|
= 2b— 2a.

Spojenim vsetkych rovnosti ziskame dokazovani rovnost
|KD|* = b(2b— 2a) = |DF| - |KL|.

Komentér: T4ato tloha sa dala riesit aj inymi sposobmi. Mohli ste vyuzit podobnost trojuholnikov, moc-
nost bodu ku kruznici, alebo aj kosinusové vety.

Uloha é&.7: Lichobeznik BLIK je vpisany kruznici tak, ze zakladiia BL je jej priemer. Ozna¢me T
prieseénik uhloprie¢ok lichobeznika a E stred tise¢ky BL. Dalej skonstruujeme bod A tak, aby BET A
bol rovnobeznik. Dokézte, ze |AB| = |AK]|.

Riesenie: (opravoval Igor a Hanka)

Velmi nés potesilo, Ze ste poslali mnoho réznych rieseni. Vybrali sme K I
dve z nich. Prvé moze posobit zlozitejsie, ukazuje vSak cielavedomy
postup od prvého precitania prikladu az k jeho tspe$nému vyriese- A I
niu. Druhé vyzaduje dobrt myslienku na zaciatku a potom uz vsetko
ide velmi jednoducho. Ceruzku do ruky, papier na stol a kreslite spolu
S nami. B E I
Prvé riesenie: LichobeZznik BLIK je vpisany do kruznice k tak, Ze

BL je jej priemer. Ked si to nakreslime a trochu sa zamyslime, zis-

time, Ze lichobeznik BLIK musi byt rovnhoramenny. Prec¢o? Dokazat

to mozete viacerymi sposobmi (sktste najst iny dokaz ako uvedieme),

my sme vybrali nasledovné zdovodnenie. Ozna¢me | IBL| = a. Po-

tom plati o = [ IBL| = | BIK]|, pretoze tieto dva uhly st striedavé. Taktiez |4 BLK| = |[{ BIK| = «,
lebo tieto dva uhly st obvodové uhly nad tetivou BK v kruznici k. Vdaka rovnosti obvodovych uhlov
|9 BLK| = |3 IBL| vieme, 7e sa budi rovnat dizky prislusnych tetiv, teda |BK| = |IL|. Uk4zali sme, Ze
BLIK je rovnoramenny.

Zo zistenych uhlov lahko vyc¢itame, Ze trojuholnik BLT je rovnoramenny a preto T'E bude nielen jeho
taznica, ale aj vyska, ¢ize BETA je vlastne obdlznik. Co dalej? Je fajn mat nejakii konkrétnu predstavu,
kam sa chceme uberaf. (Doteraz sme si len robili jasno v tom, ¢o na nas hned po nakresleni vykuklo
z obrazka.) Co musime ukazaf, aby urcite platilo |AK| = |BK|? Napriklad, moZeme ukazaf, ze uhly
AKB a ABK st rovnaké. KedZze mame na obrazku kruznicu, rovnobeznik a lichobeznik (¢o znadi vela
zhodnych uhlov), je tento smer uvazovania na mieste. Tak podme na to.

Plati |4 ABK| + |9 KBL| = 90°, pretoze uhly obdlzniku BET A st pravé. Ak velkost ma uhol K BL?
Trojuholnik K BL je pravouhly, pretoze k je Talesova kruznica nad priemerom BL, teda

|9 KBL| = 180° — 90° — [J BLK| = 90° — .

Potom |4 ABK| =90° — |4 KBL| = «. Teraz stac¢i ukazat, ze aj uhol AK B bude rovny «.
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Skisme dalej dopliiaf uhly v obrazku a hlavne zistovat, ktoré z nich majia velkost o. Kedze BETA je
obdlznik, bude mat nielen uhol TBE, ale aj uhol AT B velkost a.. Chceli by sme, aby aj uhol AK B mal
velkost a. K tomu nam stac¢i ukazat, ze body A, B, T a K leZia na jednej kruznici. (Potom by totiz uhly
AT B a AK B boli obvodové nad tou istou tetivou AB a teda rovnaké.) To je pre nas uz hracka. Ked sa
lepsie prizrieme, vidime, ze |J BAT| = [ BKT| = 90°. Preto body A a K lezia na Télesovej kruznici
nad priemerom BT. Tym sme dokazali, ze |4 ABK| = |JAKB]| a teda |AK| = |AB|.

Druhé riesenie: Pozrime sa na trojuholniky ABE a TEL. Kedze BET A je rovnobeznik, plati |AB| = |TE|
a tiez [QTFEL| = 180° — |[YTEB| = |9 ABE)|. NavySe |BE| = |EL| (st to polomery kruznice k), preto
podla vety sus budi trojuholniky ABE a TEL zhodné. Potom | BEA| = | ELT|, ¢o znamena, Ze
priamky AF a KL st rovnobezné. (Zvieraju s priamkou BL rovnaky uhol.) A uz sme skoro v cieli.
Pretoze KB je kolmé na KL, tak bude KB kolmé aj na AFE. Zamyslime sa, ¢o je za¢ priamka AFE. Je
to kolmica zo stredu kruZnice na jednu z tetiv danej kruZnice, ¢o znamenad, Ze prechadza stredom danej
tetivy a teda bude osou tseéky BK. (Poriadne si tito ¢ast premyslite.) Z toho uz ale priamo vyplyva, ze
bod A, ktory lezi na osi usecky BK, bude rovnako vzdialeny od bodov B a K, ¢ize |AB| = |AK|.

Komentér: Vyskytli sa aj mnohé iné rieSenia, resp. riesenia obsahujtice rozne kombinacie uvedenych
myslienok. Dalsi zaujimavy napad bol ukézat, Ze aj uhol ABE méa velkost a. Vdaka stredovému uhlu
sme mohli zistit, ze | BKFE| = 2a a teda AE je vlastne osou uhla BEK. Mdzete si to skusit doriesit aj
tymto spésobom.

Uloha é&. 8: V rovine je danych kone¢ne vela bodov. Ak si vyberieme Iubovolné tri z nich, tak st vrcholmi
trojuholnika s obsahom mensim ako 1. Dokazte, zZe existuje trojuholnik s obsahom mensim ako 4 taky,
ze vSetky tieto body lezia v jeho vnitri alebo na jeho stranach.

RieSenie: (opravovali Kubo K., Miso H.)

Kedze bodov mame konecéne vela (presne n), dd sa medzi nimi zostro-
jit len konecne vela trojuholnikov. (Konkrétne (3).) Z nich si mozeme
vybrat trojuholnik s maximéalnym obsahom. Ak je trojuholnikov s ma-
ximalnym viac, vyberieme (lubovolny) jeden z nich. Ozna¢me jeho vr-
choly A, B, C. Pozorne sledujte, prichddza klucova avaha. Moze byt
nejaky z naSich n bodov od priamky AB dalej ako bod C? Urcite nie,
pretoze by to bolo v spore s maximalitou obsahu trujuholnika ABC.
Ak zostrojime priamku ¢, prechadzajicu bodom C' a rovnobeznia s AB,
tak dostaneme neprekrocitelni hranicu, za ktorou uz ziaden bod lezat
nebude. Podobne zostrojime priamku a resp. b prechadzajicu cez bod
A resp. B kolmu na stranu BC resp. AC. Na obriazku mame priamky
a, b, c zobrazené ¢iarkovane. Tieto priamky ndm ohranicili novy troju-
holnik, ktory sme na obrazku oznacili A’B’C” a v jeho vnitri s istotou
lezi vSetkych n bodov zo zadania. Pozorny riesitel si uz uréite v§imol, Ze povodny trojuholnik ABC' je
trojuholnik ABC'. KedZe obsah trojuholnika ABC je mensi ako 1, tak obsah trojuholnika A’ B’C’ je mensi
ako 4.

Uloha &.9: Bod A lezi vnutri uhla s vrcholom M. Lué¢ vychadzajiici z bodu A sa odrazi od jedného
ramena uhla v bode B, potom od druhého ramena v bode C' a napokon sa vrati spdt do bodu A. Plati,
ze uhol odrazu je rovny uhlu dopadu. Dokazte, ze stred kruznice opisanej trojuholniku BC'M lezi na
priamke AM.

Riesenie: (opravoval Petrzlen a Skrecok)
Pre Tahsie vyjadrovanie si vezmime body X a Y na ramenach uhla (presnejsie na polpriamkach opaénych

k BM a CM) tak, ako na obrazku. Podla zadania plati, Ze uhol dopadu laca je rovny uhlu odrazu.
Mozeme teda povedaft, ze [ XBA| = |dMBC| =0 a|qYCA|=|9MCB| = ~.



KMS 2009/2010 2. séria zimnej Casti 7

Zostrojme teraz v bodoch B a C' kolmice na prislusné ramena
uhla (na obrazku bodkoé¢iarkovane) a ich prieseénik ozna¢me
I. Kvoli rovnosti uhlov dopadu a odrazu je priamka BI osou
uhla ABC' a priamka C zase osou uhla AC'B. Do pravého uhla
chyba totiz vzdy rovnaky uhol 90° — 3 resp. 90° — ~. To ale
znamena, ze bod I je stredom kruznice vpisanej trojuholniku
ABC.

Okrem toho, ak opiseme kruznicu trojuholniku BC'M so stre-
dom O, tak podla Télesovej vety bude tsecka MI jej prie-
merom. Body M, B,I a C preto lezia na spolo¢nej kruznici
a Stvoruholnik M BIC je tetivovy. M

Kedze M1 je priemer a O stred nasej kruznice, body M, O, I zrejme
lezia na jednej priamke. Potrebujeme uz len ukazat, Ze na tejto spo-
lo¢nej priamke lezi aj bod A a budeme hotovi. Podme zistit velkost
uhla BAC' v trojuholniku ABC. Plati

|4 BAC| = 180° — | ABC| — |4 ACB| =
= 180° — (180° — 23) — (180° — 2v) =
=23 + 2 — 180°.

Kedze Al je os uhla BAC, potom |[{BAI| = 3+~ —90°. V troj-
uholniku ABI pozname este aj uhol ABI, ktorého velkost je 90° — 3.
Pre treti, zostavajaci uhol plati

|9 AIB| = 180° — (90° — 3) — (8 + v — 90°) = 180° — .

Vsimnime si este jednu vec, vdaka obvodovym uhlom nad tetivou BM plati, ze | MIB| =[S MCB| = 7.
Napokon uz len skisme vypoditat velkost uhla MTA. Vieme, Ze

|AMIA| = |[SMIB|+ |3 BIA| =~ + (180° — ~) = 180°.

Podarilo sa ndm ukézat, Ze tento uhol je priamy, preto budua vsetky styri body M, O, I, A lezat na jednej
priamke. No a to sme predsa chceli dostat, vsak?

Komentér: Vela z vas tuto tlohu spravne vyriesilo, pricom sa vyskytovalo niekolko réznych typov rieSeni.
Najviac riesitelov dokazovalo tento priklad (tak ako v tomto vzorovom rieSeni) pomocou stredu vpisane;
kruznice trojuholniku ABC. Druhy najcastejsi typ rieSeni vyuzival tetivovost Stvoruholnika M BAC.
Potom sa ukézalo, ze body M, O, A lezia na jednej priamke pomocou toho, ze |4 MOA| = 180°, kde O
je stred kruznice opisanej trojuholniku M BC.

Existuju aj iné spdsoby dokazovania, Ze tri body lezia na jednej priamke. Jednym z nich je napriklad aj
Simsonova priamka. (Zaujemcovia si o nej nadjdu nie¢o na internete.) Vyhlésili sme vo fére dokonca aj
sutaz o kofolu pre tych, ktori tlohu vyriesia pomocou tejto Specidlnej priamky. Ale ktovie, kym sa k vam
dostanu tieto vzoraky, mozno bude po funuse. ..

Uloha é&.10: Do stvorstenu ABCD je vpisana gula. Styri rézne roviny dotykajiice sa gule a rovnobezné
so stenami Stvorstenu (rézne od samotnych stien) odtinaju Styri mensie Stvorsteny. Dokazte, Ze sucet
dlzok vsetkych ich 24 hran je rovny dvojnasobku stuctu dlZok hran celého §tvorstenu ABCD.

RieSenie: (opravoval JeFo)

Ako prvé si vSimneme, Ze odtaté malé stvorsteny st podobné stvorstenu ABC D. Urcite nas buda zaujimat
ich koeficienty podobnosti. Ozna¢me polomer vpisanej gule r a vysku z vrcholu A na stenu BC' D nazvime
va. (Analogicky vp, v, vp.) Pozrime sa na maly Stvorsten, ktory odtne rovina rovnobezna s rovinou
BCD. Vzdialenost bodu A od roviny, ktorou ho odtneme, je zrejme v4 — 2r. Z toho vieme, Ze koeficient
podobnosti stvorstenu ABCD a malého Stvorstenu, ktory obsahuje vrchol A, je
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Uplne rovnakym spdésobom vyjadrime aj koeficienty podobnosti pre ostatné malé Stvorsteny. Odteraz
budeme pod slovom obodv §tvorstenu mysliet sticet dlzok jeho hran. Ak oznaéime obvo Stvorstenu ABC D
ako o4pcp, potom obvod odtatych Stvorstenov ziskame prendsobenim o4pcp prislusnym koeficientom
podobnosti. Tvrdenie, ktoré chceme dokézat, vieme zapisat aj takto:

2r 2r 2r o
2-04BCD = 0ABCD - <<1—> + <1—> + (1—> + (1_>>.
vA UB ve VD
Po predeleni obvodom ABCD a malej prave dostaneme

1:L+L+L+L. (1)
vA  vB Uc VD

Sta¢i nam dokazat (1) a sme hotovi.
Vo vyrazoch, kde vystupuji vysky a polomer vpisanej kruznice, je ¢asto nejako ,zaSifrovany“ objem,
preto je v takych pripadoch uZitoéné vyjadrit si pomery dlzok pomocou pomerov objemov. (To ¢asto
vieme.) Ak oznac¢ime stred gule vpisanej $tvorstenu ABC' D pismenom S, potom vieme Stvorsten ABC D
rozdelit na $tyri disjunktné Stvorsteny ABCS, ABDS, ACDS a BCDS. Ozna¢me ak Sx obsah steny
stvorstena ABC D, ktora neobsahuje bod X. Obsah $tvorstenu ABC'S potom vyjadrime (podla znAmeho
vzorca) ako S4-7/3. Podobne aj pre zvys$né tri Stvorsteny. Ak objem Stvorstena ABC D oznaé¢ime Vapcop,
potom zrejme

Sa-r  Sp-r  Sc-r Sp-r  (Sa+Sp+Sc+Sp)-r
3 + 3 + 3 + 3 3

Vapep =

Hodnotu Vapep vieme vyjadrit aj ako

Sa-va _ Sp-vp  Sc-ve  Sp-up

3 3 3 3

Vapep =

Z poslednych dvoch rovnic dostavame vztah

_ Sx vy
 Sa+Sp+Sc+Sp’

(2)

r

ktory plati pre vsetky X € {A, B,C, D}. Dosadenim vyjadrenia polomeru (2) (pre rézne X) do rovnice
(1) dostaneme
1= SA + S B i SC i S D
~ Sa+Sp+Sc+Sp Sa+Sp+Sc+Sp Sa+Sp+Sc+Sp Sa+Sp+Sc+Sp’

¢o je ekvivalentné rovnosti 1 = 1. Pomocou objemov sme dokézali (1) a tym aj pévodnu tlohu.

Uloha &.11: Nech ABC je trojuholnik a Q vniitorny bod taky, ze |4 BQC| = 90° a |4 BAQ| = | BCQ)|.
Nech U, V st v tomto poradi stredy stran AC, BC'. Predpokladajme, ze |BQ| = 2|QU|. Dokazte, ze
body A, Q, V lezia na priamke.

Riesenie: (opravoval Bus)

Prvym krokom pri rieSeni geometrickej tilohy je obvykle urobif si nacért. Niektori z vas sa pokusili situaciu
aj narysovaf, tu viak narazili na problém. Bod Q spliiajtci podmienky zo zadania totiZ vo vSeobecnosti
nemusi vobec existovat — da sa najst len v niektorych $pecidlnych trojuholnikoch. (Prikladom je troju-
holnik so stranami |[AB| = 6, |BC| = 8 a |AC| = v/46. Bod Q je umiestneny v tomto trojuholniku tak, 7e
|AQ| =1 a |CQ| = 6.) Z toho vSak este nijako nevyplyva, ze by zadanie tlohy bolo sporné, alebo ze by
tvrdenie, ktoré chceme dokézaf, neplatilo. V zadani sa totiz piSe, Ze mame uz vopred dany trojuholnik
aj s bodom @ tak, Ze su splnené vsetky predpoklady — nesnazime sa bod @ zostrojit ani nepotrebujeme
zistovat, pre ktoré trojuholniky taky bod existuje.
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Ked sme si toto ujasnili, mézeme sa pustif do samotného rieSenia. Na za-
¢iatok je dobré si tlohu ¢o najviac zjednodusit. VSimnime si napriklad, Ze
bod V' dost mélo stvisi so zvySkom obrazku a vieme sa ho lahko zbavit. Je
pre nas vlastne zaujimavy len z jediného dovodu — potrebujeme dokéazat, ze
lezi na priamke AQ. To je ekvivalentné tvrdeniu, ze uhol 4 AQV je priamy.
Oznac¢me si gréckym pismenom « velkosti uhlov |4 BAQ)| a |4 BCQ)|, ktoré
st podla zadania rovnaké. Z pravouhlého trojuholnika CQB vieme, Ze aj
|[FICQV| = « (trojuholnik CQV je rovnoramenny), teda dokazované tvrde-
nie je ekvivalentné rovnosti |4 AQC| = 180° — «. Dalej uz v dokaze bod V
nebudeme vobec potrebovat.

Pokrac¢ovat mozeme dvoma sposobmi. V prvom z nich sa za-
meriame na zadané vlastnosti uhlov. Mohli by sme sa pokisit
postupne vyjadrovat velkosti vSetkych uhlov na obrazku, da-
leko sa vsak nedostaneme. Poloha uhlov BAQ a BC'Q by nam
vSak mala pripomentf vetu o obvodovom uhle. Ulohu tetivy
tu hra usecka B(Q, jediny problém je v tom, Ze body A a C
sa nachadzaju v opaénych polrovinidch vzhladom na priamku
BQ. Preto sktisime bod C' zobrazit v osovej simernosti podla
B ¢ BQmnabod C'. V tom, ze to je dobré rozhodnutie, by nas mal
podporit fakt, ze podla zadania je pétou kolmice z bodu C' na priamku B@ akoby nédhodou prave bod
Q. Novovzniknuty bod C’ tym padom nie je len nejakym ndhodnym obrazom nejakého iného nahodného
bodu podla nédhodne zvolenej priamky, ale bude mat aj dalsie dobré vlastnosti — lezi spolu s bodmi
a C na tej istej priamke a je rovnako vzdialeny od bodu @ ako bod C. Teraz uz mdzeme pouZit vetu
o obvodovom uhle. Podla nej lezia body B, @), A a C’ na jednej kruZnici, pretoZe tetive BQ ndlezi v bode
A aj v bode C’ ten isty obovodovy uhol a. Teraz sa ndm budt hodit dobré vlastnosti bodu C’. V§imnime
si, ze usecka QU je strednou prieckou v trojuholniku AC'C. Preto |AC’| = 2|QU| = |BQ)|, teda tetivovy
stvoruholnik AC'BQ je navySe aj rovnoramennym lichobeZnikom. Vdaka jeho osovej simernosti vieme,
ze |[FAQC'| = |9 QAB| = «a, odkial uz vieme vypocitat |4 AQC| = 180° — |4 AQC'| = 180° — a, ¢o sme
chceli dokézat.

Druhym z moZnych postupov je zamyslief sa nad tym, pre¢o mame zadana tak(l zvlastnu podmienku
|BQ| = 2|QU|. Ak nas nenapadne hladaf stredné priecky trojuholnika, mozeme skusit tisecku QU predizit
na dvojnasobne dlhu tsecku QU’. Dostaneme tym rovnobeznik AQCU’ o ktorom sa da dokazaf, ze je
tvoreny dvoma zhodnymi trojuholnikmi AQU’ a CU’(Q, ktoré sii navyse este zhodné s trojuholnikom
AQB. Dopoditat velkost uhla AQC je uz potom jednoduché.

Uloha &.12: Vsetky koeficienty polynému P(z) sii rovné 1 alebo —1. Dalej vieme, ze 1 je jeho 2*-
nasobnym koretiom pre nejaké k € N. Dokazte, ze stupeii P(x) je aspori 281 — 1.
Riesenie: (opravoval Ondrac)
Poslali ste dve rozdielne a velmi elegantné rieSenia. Prvé pouziva ako hlavny nastroj delitelnost a tedriu
¢isel, druhé je viac algebraickejsie a vyuziva odhady hodnét polynémov, pri dosddzani komplexnych celych
¢isel.! Gratulujem obom tspesnym riesitelom a kazdému odportéam pozriet si ich rieSenia.
Prvé rieSenie: (Podla Martina Bachratého.) Polyném P(x) ma maf 2F-nisobny korein 1, teda existuje
taky polyném Q(z), ze plati

P(z) = (z — 1) Q(a). 3)
Sami sa presvedcte, ze koeficienty polynému Q(x) su taktiez celé ¢isla. D4 sa to ukazat napriklad koneénou

indukciou poéntic koeficientom polynému Q(z) pri konstantnom ¢lene. RozpiSme si, ako vyzera faktor
(x — 1)2k pre k=1,2,3:

(x—1)72 = 22-22+1
(z—1)* = ' —42®+622 —dx +1
(x—1)°% = 2% —8z" 42825 — 562° + 700" — 562> + 2827 — 8z + 1

'Komplexné celé &isla, skratene KCC, st komplexné &isla tvaru a+ bi, kde a,b € Z a i je oznadenie imaginarnej jednotky.
Mnozina KCC obsahuje vietky celé &isla a je uzavretd na sucet a sucin. (Nésobenim a s¢itavanim KCC dostaneme len KCC
a nié¢ viac.) Preto polynémy s celoéiselnymi koeficientami zobrazuji KCC na KCC.
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Na prvy pohlad mozno ni¢ podozrivé. Spomerime si, Ze exponenty st mocniny dvojky a zamyslime sa nad
paritou koeficientov. (Celkom prirodzené, no nie?) Veru, zda sa, Ze koeficienty, az na prvy a posledny,
st vietky parne.? Pritom polyném P(z) mé vsetky koeficienty neparne. To by ndm mohlo poméct, no
najprv zdévodnime nasu domnienku.

Lema 1. Pre prirodzené éisla k, m, ktoré spliiaju m < 2%, plati, ze binomicky koeficient (ii) je parny.
Dokaz Lemy 1. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k. Pre k = 1 je to jednoduché. Predpokla-
. . . . N
dajme, Ze tvrdenie plati pre nejaké k > 0. Dokazeme, Ze potom plati aj pre k + 1. Cislo (2m ) vieme
reprezentovaf ako vyber m guli¢iek z 21 réznych guli¢iek. Ako vyuzif indukény predpoklad? Rozdelme
si gulicky na dve hromadky s 2% gulickami. Vybraf m guli¢iek spomedzi 2°T! znamena vybraf [ z prvej

hromadky a m — [ z druhej. To nas navedie na identitu

2/€+1 m 2k 2k:
o) -2 ()65
1=0
kde pod vyrazom (g) myslime 0 pre s < 0 alebo s > r. Vyuzitim indukéného predpokladu uz vidime, zZe

(21:;1) je parny.

Iny dokaz Lemy 1. MozZeme si (ij) prepisat pomocou faktoridlov a vyjadrif, aké najvysSie mocniny
dvojky ich delia. Toto vyjadrenie sice nebudeme vedief tplne vy¢islit (bude obsahovat celé ¢asti), ale
dé sa pomocou neho ukézat, ze v prvociselnom rozklade (i:) sa bude prvodislo 2 vyskytovat aspon raz.
Detaily si premyslite sami.

Ku povodnej tlohe moéZzeme pristupovat sporom. Predpokladajme, Ze plati (3) a stupen polynému Q(x)
nie je viac ako 2¥ — 2. Vzhladom na mnoho parnych koeficientov v polynéme (z — 1)2k sktisme dokéazaf,
ze (x — I)QkQ(:c) mé tiez nejaky koeficient parny. Potom by sme dostali spor s predpokladom, pretoze
koeficienty P(z) maju byt vSetky neparne. Ako na to?

Stadi sa pozriet na koeficient polynému (z — 1)2°Q(z) pri ¢lene 22" ~1. Ak oznadime Q(z) = ama™ +
m_12™" 1 4 -« + a9, potom je hladany koeficient rovny

m

(_1)2]“717]' 2k L — i(_1>j+l 2k .
= 2k —1-5)% 7 j+1)"

J J=0

z ¢o je (vyplyva z Lemy 1) péarne ¢islo. Dosiahli sme spor, ¢im sme dokézali povodné tvrdenie.

Druhé riesenie: (Podla Filipa Sladka.) Nech polyném P(x) je stupiia n a plati (3). Zo zadania vieme, Ze
P(z) mé koeficienty len +1 a —1, preto

- |x|n+1 -1

P@] <2 +1a" | o [ = [l 4 ol 4k 1= Fmas, prea # L

Podla (3) preto plati
’$|n+1 -1

ok
|z — 117 |Q(z)] < W

(4)

Nerovnost (4) vyuzijeme na odhad n. Dosadme do (4) komplexné celé ¢islo —1 + 4. Kedze | — 1 +14| = v/2
a | —2+i| = /5, dostaneme
(\/ﬁ)n—i—l -1

v2—-1 "~

n+1
4

(VB Q(-1+14)| <
alebo po uprave

. 4T -1
52°Q(-1+4)| < ————
1Q( )|—\/§—1

2Skuste si nakreslit prvych 10 riadkov Pascalovho trojuholnika a vyfarbif parne &isla.
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Nerovnost (5) by ndm bola nani¢, ak by nastalo |Q(—1 + i)| = 0. Dokazeme, ze P(x) (a teda ani Q(z))
nemdze mat komplexny korenn —1 + i. Nie je tazké zdovodnit, zZe
0 ak 4] z,
S((—1+14)%) =4 23 ak 2| 2,41 2, (6)
272 ak 21 z,

kde S(c) je imaginarna ¢ast? komplexného ¢isla c. Vieme, Ze

I(P(—1+1)) Zn::t —1+14)9).

J=0

Vdaka (6) vieme, Ze spomedzi celych &sel 3((—1+4)7),kde j = 0,1, ...,n dostaneme neparne &islo len pre
j = 0. Preto je imaginarna zlozka komplexného celého ¢isla $(P(—1+14)) neparna (a nenulova), ¢ize —1+1
nie je koren polynému P(z). Takze Q(—1 + ¢) je nenulové komplexné celé ¢islo a preto |Q(—1+4)| > 1.
Z (5) dostavame

k1 _ 4T -1

T V21

Za pomoci nerovnosti (7) uz lahko najdeme vhodny odhad na n v zavislosti od k. Pre k > 3 dokazeme,
7e pre platnost (7) potrebujeme n > 21 — 1. Ak by totiz n < 2¥*! — 1, potom

(7)

n+1
. ot

2k—1_4 4
v mea O —D(V2+1) <4 (V24+1) =52 <4> [(;) (V2+1)

5
Tym sme dokéazali ulohu 14 pre k& > 3. Pripady £k = 1 a k = 2 sa daju rieSit osobitne, mozete si to
vyskusat sami.

< 52k71

Uloha é&.13: Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla sphiajiice a + b+ ¢ = 3. Dokazte, Ze

(3 —2a)(3 — 2b)(3 — 2¢) < a?b*c?.

Riesenie: (opravoval Tomas)
(Podla Filipa Sladka.) Najskor sa pozrime na vlastnosti danej nerovnosti, ktoré si moézeme vSimnat na
prvy pohlad. Prava strana je kladnd. Ak je lavéa strana zédpornd, nemame ¢o robit. Preto sa zamerajme
len na pripad, ked je lava strana nerovnosti kladna. Ak m4 byt stcin troch vyrazov kladny, musia byt
vSetky tri kladné, alebo prave dva zaporné.
Ak st dva z vyrazov zaporné, tak v oboch vyrazoch musi nezndma so zdpornym znamienkom nadobtudat
hodnotu vicésiu ako 3/2. Kedze v zadani je dané, ze vSetky tri ¢isla st kladné a plati a + b+ ¢ = 3, této
situdcia nastat nemoze. Preto vSetky tri vyrazy na lavej strane nerovnosti buda kladné. Celt nerovnost
vieme upravit na tvar

(a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)<ab?c?

pouzitim vztahu a + b+ ¢ = 3. Z kladnosti vSetkych troch vyrazov na lavej strane vieme, Ze plati
a+b—c>0, a—b+c>0, —a+b+c>0.

Premenné a, b a c spliiaji trojuholnikové nerovnosti a teda existuje trojuholnik ABC, ktory ma strany
s velkostou a, b, c. Lavé strana nerovnosti ndm moze pripominat Herénov vzorec, ktory tvrdi

\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)

Saapc = 16 ;

3Pre x,y € R plati S(z + iy) = y.
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kde SA apc oznacuje obsah trojuholnika ABC'. Po malej tprave dostavame Herénovho vzorca dostaneme

16
(a+b—c)la=b+c)(—a+b+c)= ESQAAB&

¢o mozeme dosadif do povodnej nerovnosti a ziskame

?SiABC < a®b* 2. (8)
Teraz nam uz len sta¢i prepisat prava stranu nerovnosti (8) do reéi obsahov. Vieme, Ze pre obsah troju-
holnika plati aj dalsia rovnost

abc

Ea

kde R je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Po dosadeni do nerovnosti (8) dostavame

16

=62

3 PAABC
1

; <R (9)

SaaBc =

IN

16R252AABCH

Ak by sme vedeli, Ze nerovnost (9) plati, tak by platila aj povodna nerovnost. Skiisme preto dokazat, ze
(9) plati. Dokazeme to sporom.

Predpokladajme, Ze R < 1/4/3 Mbzeme sa pozrief, ¢o sa stane, ak si na kruznici s polomerom R zvolime
body A a B napevno. Bod C sa mdZe pohybovat po kruznici ako sa mu zachce. Lahko si odvodime, Ze
pre sucet velkosti stran trojuholnika plati (pri tradi¢nom oznaceni)

|AB| + 2R(sin(a) + sin(180° — v — «)),

pricom |AB| je konstanta a taktiez aj 7 je konsStanta, pretoze je to obvodovy uhol k tetive AB. Preto
dant funkciu premennej o moZeme zderivovat a tak najst jej extrém. Takto zistime, Ze maximum sa
nadobuda prave vtedy, ked oo = 3. Analogicky vieme dostat a = v a 8 = . Teda maximum sa nadobuda
ked je trojuholnik ABC' rovnostranny.

V takomto trojuholniku plati, e R = (a+b+c)/(3v/3) a teda 3 > a+b-+c, o je spor so zadanim. Preto
musi platit 1/v/3 < R a teda je splnend aj pévodna nerovnost.

Uloha é&. 14: Dokézte, ze v kazdej aritmetickej postupnosti Styridsiatich réznych prirodzenych é&isel exis-
tuje ¢len, ktory nevieme napisat v tvare 2™ + 3", kde m,n st nezaporné celé cisla.

RieSenie: (opravoval Ondrac)

Ked mame dokazat neexistenciu Styridsatélennej postupnosti s dost netrividlnou vlastnostou, vypisovanie
malych pripadov ndm najskor nepomoze. Musime k tilohe pristipit globélnejsie. Urcite je vhodné zamys-
lief sa nad zvyskami po deleni malymi prvocislami. MoZno aj taka cesta vedie k tplnému rieSeniu, no nam
sa to nepodarilo.* Ked ,zlyh4“ moduldrna aritmetika, sktisime nie¢o iné. Cisla tvaru 2" + 3™ sa medzi
prirodzenymi ¢islami nachadzaju relativne riedko. Tato vlastnotf vyuziva aj rieSenie ktoré uvedieme.

LubovoInt aritmeticki postupnost Styridsiatich réznych prirodzenych ¢&isel vieme zapisat v tvare a, a +d,
a+2d,...,a+39d, kde a > 0, d > 0 st prirodzené ¢isla. (Ak by bola t& postupnost klesajica, obratime
poradie a ni¢ tym nepokazime.) Mnozinu {0,1,2,...,39} oznaéme M. Tvrdenie zo zadania dokézeme
sporom. Predpokladame, zZe pre kazdé k € M existuju nezaporné celé ¢isla ug, v, také, ze plati

a+ kd = 2% 4 3%,
OznaCme
r = |logy(a + 39d) |, s = |logg(a +39d)].

Zrejme musi platit up < r, vy < s pre vSetky k € M. Sporom ukazeme, ze ak k € M a k > 26, tak
navyse plati® (7 — ug)(s — v) < 1. Predpokladajme, Ze existuje k € M, k > 26, pre ktoré plati nerovnost
(r — ug)(s —vg) > 1. Potom ur¢ite nastane aspon jedna z moznosti

*Zistite, aké zvysky moze nadobtudat 2" + 3™ po deleni prvoéislom 23. Vedeli by ste po preskiimani tychto zvyskov
dokonéit rieSenie? Mame silné podozrenie, Ze to ide.
5Inak povedané, ak je k dost velké, tak sa nemoze exponent uy resp. vy velmi lisif od exponentu r resp. s.
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a) Plati r — up > 2 a zaroven s — vy > 1. Potom

1 1
a+kd=2" 4 3% <2r=2 43571 < <4+3> (a+39d) < a+26d < a+ kd.

b) Plati r —u > 1 a a zaroven s — vy > 2. Potom

1 1
a+kd=2"% 4+ 3% <2771 4 3572 < <2+9> (a+39d) < a+26d < a+ kd.

V oboch pripadoch sme sa dostali do sporu, ¢im sme pomocné tvrdenie dokazali. Teraz je uz zrejmé, ze
pre vsetky k € M, k > 26 nastava jedna z moznosti:

1) up =, 2) v = s, 3) up, =7 — 1 a zaroven v = s — 1,

pri¢om tretia moznost moze nastat nanajvys pre jedno z uvazovanych k. Mnozina {26,27,...,39} ma 14
prvkov, teda bud prvéa alebo druhd moznost nastane pre aspon 7 z nich. To nas opéf vedie k rozobratiu
dvoch pripadov. Ako uvidime, oba zavi§ime sporom.

a) V aritmetickej postupnosti a + 26d,a + 27d, ..., a + 40d sa nachadza aspon 7 ¢lenov, ktoré vieme
napisat v tvare 2" + 3™, pre nejaké celé ¢islo m > 0. Ak od kazdého ¢lena postupnosti odéitame
2", tak dostaneme aritmeticki postupnost dlzky 14 s diferenciou d, ktora obsahuje aspoii 7 mocnin
trojky, nech st to 3™ < 3™2 < ... < 3™7. Potom vSak

13d > 3™M7 — 3™ > 3™M7 — 3™M2 = (372 — 1)3M2 > (35 —1)(3m2 —3™) > 13d,
¢o je spor.

b) V aritmetickej postupnosti a + 26d,a + 27d, ..., a + 40d sa nachadza aspon 7 élenov, ktoré vieme
napisat v tvare 2" + 3°, pre nejaké celé ¢islo n > 0. Ak od kazdého ¢lena postupnosti odéitame
3%, tak dostaneme aritmetickt postupnost dlzky 14 s diferenciou d, ktora obsahuje aspoti 7 mocnin
dvojky, nech st to 2™ < 22 < ... < 27, Potom vsak

13d > 277 — 2™ > Q"7 _ 9N2 — (Qn7TM2 _ 1)9"2 5 (25 — 1)(2"2 — 2™) > 13d,
¢o je opit spor.
V kazdej vetve sme sa dostali do sporu, ¢im sme pévodné tvrdenie dokézali.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Ro¢ Skola ke | kg |5|6|7|8/9(10(11| p| s | >
1. | Bachraty Martin 4. GVO ZA 11| 8 91919199 45 | 90
1. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK | 6 2 919191997 45 | 90
1. | Hornédk Marién 2. GPar NR 4 |1 9191999 45 | 90
1. | Vodicka Martin 1. GAlej KE 210 (19(8[9/19(9]1]9 45 | 90
5. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 6 1 9191918 9 44 | 88
6. Balog Matej 3. Gamca BA 51019(6[9]9]9 42 | 87
7. | Hagara Michal 4. GJH BA 10 | 8 91919199 45 | 86
8. | Santer Jakub 3. GMH Trstena | 6 | 1 9191999 45 | 85
9. | Téth Rébert 4. GAlej KE 510191951919 41 | 84
10. | Galovicova Sona 2. GVO ZA 5101919/9/9]9 45 | 83
10. | Le Tuan Anh 3. Gamca BA 8 | 2 7188199 41 | 83
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Por. | Meno Ro¢ Skola ke | kg |[5|6]|7|8|9]10/11 s | >
12. | Szabados Viktor 3. Gamca BA 8 2 819188191 42 | 81
13. | Kukan Marek 4. Gamca BA 7 3 91918199 44 | 80
14. | FarSang Stefan 3. SJG KN ) 1 919191819 44 1 79
14. | Karéaskova Natélia 3. GJH BA 9 7 919191919 45 | 79
14. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR | 4 | 0 [9 /98|97 42 1 79
17. | Csiba Dominik 3. SPMNDGBA | 7 | 2 71919193 37| 78
18. | Kopf Michal 2. Opava CR 4 1019[7/9]9]3 37| 77
19. | Guri¢an Pavol 3. GJH BA 70 2 6|19|717]9 38 | 76
19. | Kossaczkd Marta, 1. Gamca BA 2 0 1918199 35| 76
21. | Kozék Andrej 3. Gamca BA 8 | 2 9191118 27 | 72
21. | Phuong Mariana 3. GJH BA 6 1 91919 27 | 72
23. | Hozza Jan 3. GJH BA 6 | 4 91919131 31| 69
24. | Fagulova Kristina 2. GPos KE ) 019191919 1 37 | 68
24. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 5 0 19(9(9|4|2 33 | 68
26. | Hlavatd Martina 3. Gamda BA 7 1 91915199 41 | 67
26. | Téth Michal 2. GJH BA 4 10 1(319/9|8|8 37 | 67
28. | Baxova Zuzana 2. GLS TN 4 0 |8|6|8|8]|5 35 | 66
28. | Konecény Jakub 4. Gamca BA 11| 7 9198|113 30 | 66
30. | Kosec Peter 2. GLS TN 4 0191994 1 32 | 63
31. | Bogar Jan 4. GLS TN 9 2 815191916 37 | 62
32. | Koprda Pavol 2. GAM TT 4 10 (4125|219 22 | 61
32. | Kova¢ Ondrej 3. GCM NR 7| 2 61919 24 | 61
32. | Lami Vincent 4. SJG KN 5 2 9191919 36 | 61
35. | Baranova Jana 4. GAlej KE 8 | 2 9195911 33 | 60
35. | Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 5 013199 2 23 | 60
35. | Vecerik Matej 3. SPMNDG BA | 7 | 2 61988 31 | 60
38. | Klembarova Barbora 2. GKuk PP 4 0 13|6[0|7|8 24 | 59
38. | Midlik Adam 4. GJAR PO 8 3 919 18 | 59
40. | Harmanovéa Dominika 3. GJH BA 3 019199 2 2 31| 53
40. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 6 [0 |7|5][7]1 20 | 53
40. | Novakova Daniela 2. GPar NR 4 01716199 31 | 53
40. | Svancara Patrik 2. GLS TN 4 101998 0 26 | 53
44. | Belanova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 013|/6[9|9 27 | 52
45. | Marecakova Barbora 2. GKuk PP 4 0119|0167 23 | 51
45. | Varga Matyas 3. SJG KN 4 10 (3|79 19 | 51
47. | Kmetova Katarina 2. GKuk PP 4 109|172 18 | 50
47. | Majdis Mojmir 4. GPOH DK 7 1 8 8 | 50
49. | Kubincova Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 71913 19 | 47
49. | Vic¢ek Andrej 2. EvSS LM 4 10 1(13|6|]7|6 22 | 47
51. | Sabatovicova Linda 3. GJH BA 7 1 6197 22 | 46
52. | Baco Ladislav 4. GPos KE 11 ] 8 919 18 | 45
52. | Langer Tom4as 2. GJH BA 4 10 |3 0[2]|0 11 | 45
54. | Pellerova Daniela 1. Gamda BA 2 019 213 23 | 44
55. | Kocak Jakub 3. GLS HE 5 0|3 3 | 42
55. | Stehlik Matus 3. GAlej KE 5 0 [3]6 0 9 | 42
57. | Danildkova Monika 2. GJAR PO 4 1012191161 19 | 41
57. Muzik David 2. GChD Praha 4 1 6|5|1]5]|1 18 | 41
59. | Santrova Adriana 2. GMH Trstena | 4 0 918 17 | 39
60. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 | 0|3 9 12 | 38
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Por. | Meno Ro¢ Skola ko | kg |[5]6]7 10|11 s | >
61. | Muthova Denisa 3. GTR ZA 7 1 013 1 10 | 37
62. | Hajdinova Katarina 3. GJH BA 6 1 9 9 | 36
62. | Peitl Tomas 4. SPMNDG BA | 10 | 4 9 9 | 36
62. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 | 8 919 18 | 36
62. | Safin Jakub 1. GPH MI 110351 18 | 36
62. | Simkova Maria 4. GJF Sala 4 013/9]9 22 | 36
67. | Machac Juraj 3. GJH BA 5 0 3|5 11 | 35
68. | Mészarosova Lucia 3. GGol NR 3 01269 18 | 32
69. | Vavrik Boris 3. GJH BA 510 0|30
70. | Bogérova Zuzana 3. GLS TN 6 | 1 6| 4 0 16 | 28
70. | Florianova Michaela 4. GJH BA 8 0|3 0 3 | 28
72. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 1 0 |3]5]2 10 | 26
73. | Kopcova Monika 3. Gamca BA 4 101382 25 | 25
73. | Maris Andrej 2. PiarG NR 310 0|25
75. | Anderle Michal 3. GBST LC 5 0|3 3 |24
75. | Styrakova Kamila 4. GPOH DK 10 | 3 9 24 | 24
77. | Zakovska Ursula 2. Gamca BA 4 10 0 | 23
78. | Dizova Andrea 3. GKom PE 7| 2 01|16
79. | Masar Juraj 3. GJH BA 6 1 0115
80. | Melosova Veronika 1. GJCh BR 1 0|2 1 3 |12
81. | Durikovicova Lucia 3. GsvU BA 4 0 0|11
82. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB 3 0 4 77
83. | Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 1 0 0|6
83. | Porembova Alexandra 3. GJH BA 6 1 0| 6
85. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 0| 5
86. | Makuch Matej 3. GJGT BB 410 4 4 | 4
87. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 0 1 1|1
Vysledkové listina
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro¢ Skola ko |1/2/3|4|5|6|7 >

1. Winczerova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 |89 |7|9|6]|7 85

2. Smolik Martin 1. Gamdca BA 2 818|712 |71]9 80

3. Kossaczka Marta, 1. Gamca BA 2 9 91819 77

4. Pellerova Daniela 1. Gamdca BA 2 9 919192 75

5. Smolik Michal 1. Gamca BA 2 316[713/619 74

6. Smolik Milan 1. Gamca BA 2 815|193 |5|5 73

6. | Vlachynska Petra 2. GBil BA 3 9191971 73

8. Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 1 191819 70

9. Hledik Michal 1. GJH BA 1199 313 69

10. | Krajcovi¢c Matej 1. GJH BA 1 |8[8|6 63

11. | HeZelyovéa Ivana 1. SPMNDGBA | 1 [8]1|5[2]1 60

12. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 11914103512 50

13. | Pélenik Jakub 1. |[SPMNDGBA | 1 [8]1 5 49

14. | Krajéovi¢ Michal 1. GJH BA 1 817 41

15. | Pavlovi¢ Tomés 1. GJH BA 1 {9151 39
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Por. | Meno Ro¢ Skola ko |1 5|6 p|>
16. | Harmanova Dominika 3. GJH BA 3 919 37
17. | Bock Michal 1. Gamdca BA 2 619 35
18. | Majdan Tomas 1. GJH BA 1|8 33
19. | Steis Lukas 1. | SPMNDG BA | 1 31
19. | Zittiansky Tomas 1. GJH BA 1 31
21. | Bliznakovova Kristina 1. SPMNDG BA | 1 30
21. | Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 1 30
21. | Rehotka Patrik 1. GJH BA 1 30
24. | Stribrnsky Branislav 1. GJH BA 1 27
25. | Spustova Karolina 1. | SPMNDG BA | 1 26
26. | Holikova Zuzana 1. GCSL BA 1|8 20
27. | Muckova Nikola 1. GJH BA 1 17
28. | Simek Lukas 1. GJH BA 1 15
29. | Kaka$ Richard 1. GJH BA 1 14
29. | Zorgovska Klaudia 1. GCSL BA 1 14
29. | Smid Peter 1. GJH BA 1 14
32. | Matlovi¢ Toméas 1. GJH BA 1 12
32. | Zelenak Fero 1. GJH BA 1 12
34. | Nakhlé A. 1. GJH BA 1 9
35. | Jasan Jakub 1. GJH BA 1|8 8

kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Ro¢ Skola ko |12 6|7 >

1. Szabé Tomas 2. GAV LV 2 7 512 53

2. Kovacova Milada 1. GCMNR | 1 |81]9 51 2 46

3. Plo¢ekova Andrea 3. GPdC PN | 3 711 40

4. Cibulka Samuel 1. GAV LV 1 31

4. Mari§ Andrej 2. PiarG NR | 3 6 31

6. Mészarosova Lucia 3. GGol NR | 3 619 30

7. Tilesova Kristina 2. GKom PE | 2 0 2

kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola ko |12 4|5 7 >
1. Komanova Kristina 1. GAS BB 1 189 918 5 87
2. Macko Vladimir 1. GLS ZV 1 1819 219 9 80
3. Benesova Katarina 1. GAS BB 1 /8|5 9 77
4. Santer Martin 1. GMH Trstend | 1 |99 62
5. Nociarova Jela 1. GBST LC 1 (91 3 58
6. Surovcik Juraj 1. GPOH DK 1 8|1 413 2 57
7. | Subjak Jan 1. GPOHDK | 1 [9]1 4 3 55
8. Turcanova Terézia 1. GLS ZV 1 (3|1 2|2 1 44
9. Sladek Samuel -2. GAB NO 21919 719 9 43
10. | MeloSova Veronika 1. GJCh BR 1 (5]1 2 30
11. | Branickd Eva 3. CirGKP ZA 3 24
12. | Plavak Dusan 3. GMH Trstena | 3 5 20
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Por. | Meno Roé¢. Skola ko (123 56 |7|p|>.
13. | Bualik Martin 3. GJGT BB | 3 4|2 4 12
14. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB | 3 4
15. | Neradny Matej 2 GIJGT BB | 3 1 1

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢. Skola ko |1]2(3[4|5|6|7|p]|>

1. | Vodic¢ka Martin 1. GAlej KE 2 919191989 90

2. Batmendijn Eduard -1. ZSsvCM SL | -1 [ 8] 9 919 9 89

3. Hlavacik Matas 1 GAlej KE 2 9129|114 66

4. | Safin Jakub 1 GPH MI 1 181319 3151 65

5. | Tokarova Natélia 1. GJARPO | 1 |7]38 2 6 64

6. | Hanzely Filip 1. GAP SB 1 15|13[813[2|7]0 61

7. Semanisinova Denisa 1 GAlej KE 2 513 51

8. Machalova Katarina 0 ZSSmer PO | 0 40

Vysledkové listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé.| Skola [10[11]12|13[14[p |
1. Bachraty Martin 4 GVOZA | 9 9 716 56
2. | Hagara Michal 4. GJHBA | 9 | 9 35
3. | Hozza Jan 3. GJHBA | 3 | 1 19
4. | Sladek Filip 4 GABNO |9 |9 | 7 |7 ]1 72
5. | Vavrik Boris 3 GJH BA 9
6. | Safin Jakub 1 GPH MI 010 2

Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



