Vzorové rieSenia 3. série zimnej casti KMS 2009/2010

Uloha ¢&. 1: Tri listky na koncert Desmodu a jeden listok na Gladiator stoja dohromady tolko ako dva listky na
Elan. Jeden listok na Desmod, dva na Gladiator a tri na Elan stoja spolu 25 eur. Ich ceny su pritom kladné celé
¢isla. Kolko stoja listky na jednotlivé koncerty?

RieSenie: (opravoval Rado, Lenka)
Nazvime si ceny listkov na koncerty jednotlivych skupin prvymi pismenami ich nazvov. To znamend, Ze listok na
Desmod stoji D eur, listok na Gladiator G eur a listok na Eldn E eur. Dalej si skiisme zapisat tvrdenia zo zadania
pomocou rovnic.
Tvrdenie, Ze tri listky na Desmod a jeden listok na Gladiator stoja dohromady tolko ako dva listky na Elan mozeme
zapisat ako

3D+ G =2FE.

Podobne tvrdenie, Ze jeden listok na Desmod, dva na Gladiator a tri na Elan stoja spolu 25 eur sa zapise ako
1D + 2G + 3E = 25.

Ziskali sme dve rovnice s tromi neznédmymi. Skisime z nich dostat ¢o najviac informécii o jednotlivych cendch
listkov. Konkrétne tak, ze z prvej vyjadrime comu sa rovna G, dostéavame

3D+G = 2K,
G = 2F-3D.

Takto vyjadrené G dosadime do druhej rovnice a upravime na

1D 4+ 2(2E —3D)+3E = 25,
1D +4E — 6D +3E = 25,
7TE = 5D +25.

Ked to mame upravené, skiisime sa zamysliet ¢i sme nedostali nieco, ¢o by ndm pomohlo. Pozrime sa ako vyzerd
prava strana rovnice. Vidime, ze 5D aj 25 je nasobok piatich. Takze celd prava strana rovnice je nasobok piatich,
teda aj lavé strana rovnice musi byt ndsobok piatich. A kedZze je lava strana 7FE, tak tymto nédsobkom piatich musi
byt E. Vieme ze E mé byt celé nezaporné ¢islo, takze moze byt rovné 5, 10, 15, ... Naozaj? Co ak by bolo E = 10,
mohli by potom platif obe rovnice zo zadania? V druhej rovnici by sme dostali

1D +2G + 310 = 25,

ale potom by 1D 4 2G = —5. AvSak D a G maja byt celé nezdporné éisla. TakZe E nemdze byt 10 a ani ziadny

.....

E =5 do rovnic, ktoré sme dostali, a dopocitame D a G

7.5 = 5D+ 25,
D = 2

3D+G = 2E,
3.2+4G = 2.5,
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TakzZe teraz uz vieme, ze listok na Desmod stoji 2 eurd, na Gladiator 4 eurd a na Elan 5 eur.

Uloha é&. 2: V Hollywoode je rozprestrety dlhy ¢erveny koberec. Z jednej jeho strany idii v pravidelnych rozostupoch
vsetci piati ¢lenovia skupiny Jackson Five. Z opacného konca idii v pravidelnych rozostupoch piati ¢lenovia skupiny
Led Zeppelin. Vsetci hudobnici kracajii rovnakou rychlostou. Vzdy, ked sa Iubovolni dvaja z nich stretni, obaja
sa obrétia a krdcaji opacnym smerom nezmenenou rychlostou. Kolkokrat sa hudobnici stretnii, kym kazdy z nich
déjde na niektory z koncov koberca?

RieSenie: (opravoval Katka, Ondro)

Téato tloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. Vela z vés si nakreslilo obrazok a popisalo, ako sa budd hudobnici
stretavat. Pri tomto postupe vSak moze vzniknut problém. V zadani je napisané, Ze obidve skupiny ida v pravi-
delnych rozostupoch. Treba si vSak uvedomit, Ze tieto rozostupy nemusia byt rovnaké. Napriklad Iubovolni dvaja
susedni ¢lenovia skupiny Jackson Five st vzdialeni 2 metre a fubovolni dvaja susedni ¢lenovia skupiny Led Zeppe-
lin st vzdialeni 5 metrov. V tomto pripade by obréazok, kde by boli popisané jednotlivé stretnutia, vyzeral ovela
zlozitejsie ako v pripade rovnakych rozostupov oboch kapiel. Inak povedané, pre rézne dvojice rozostupov, by boli
obrazky rozdielne. Teda jednym obriazkom nedokéZeme popisat vSetky situécie, preto nestaci ako dokaz.

Mnohi z véas prisli na jednoduchsie riesenie. Pozrime sa blizSie na stretnutie dvoch ludi. Ked sa stretni, otocia sa
a kazdy z nich pokra¢uje nezmenenou rychlostou v opaénom smere. Je to rovnaka situacia, ako keby okolo seba len
presli. Pred stretnutim Siel jeden z dvojice doprava a jeden dolava. Po stretnuti sa ni¢ nezmenilo. Opiit ide jeden
¢lovek doprava a jeden dolava. Teda na cely priklad sa méZeme pozerat tak, Ze dve 5-¢lenné skupiny id( oproti
sebe a vzdy, ked sa dvaja stretnil tak si podaju ruky a pokracuju dalej. Celkovy pocet podani rik bude rovnaky
ako pocet stretnuti, keby sa Iudia odrazali a pokracovali v opa¢nom smere. Podme teraz spoditat podet podani rik.
Prvy ¢len z kapely Led Zeppelin si poda ruku s piatimi ¢lenmi kapely Jackson Five. Rovnako druhy, treti, stvrty
aj piaty c¢len Led Zeppelin si podé ruku s piatimi ¢lenmi Jackson Five. Mame spolu 5 - 5 = 25 podani rik. Teda
hudobnici sa stretnt 25-krat predtym, nez kazdy z nich dojde na niektory z koncov koberca.

Poznamka: Uvedomte si, ze tento postup riesi aj situaciu, kde st rozostupy medzi jednotlivymi hudobnikmi rézne.
Porozmyslajte, ako by to vyzeralo, keby ¢lenov kapiel bolo viac, napriklad 100, alebo keby hudobnici mali rézne
rychlosti.

Uloha é&. 3: Pred vstupom na hudobny koncert ¢aka v rade 2008 Iudi. Kazdy z nich ma listok, na ktorom je napisané
nejaké ¢islo. Prvy ¢lovek v rade ma listok s ¢islom 1. Pre vSetkych ostatnych Iudi v rade okrem posledného plati, ze
maju listok s ¢islom, ktoré je sti¢tom cisel na listkoch jeho dvoch susedov. Urcte ¢islo, ktoré ma na listku posledny,
2008-my clovek v tomto rade.

RieSenie: (opravoval Kika, JeFo)

Po péar pokusoch s dosadzovanim konkrétnych hodndt si mézeme vSimnit, Ze ¢isla na listkoch sa za¢inaju opakovat.
Skusme teraz, ¢i ndm to vyjde nielen s konkrétnymi hodnotami, ale aj vSeobecne.

Ak si troch po sebe idtcich Iudi v rade oznaéime a, b, ¢, potom moZzeme napisat b = a+c a z toho vyplyva ¢ = b—a.
Teda ked pozname ¢islo dvoch po sebe idtcich Tudi, tak éislo treticho ¢loveka je jednoznacne uréené ako rozdiel
druhého a prvého.

Cislo prvého ¢loveka je 1, ¢islo druhého si oznaéme x. (Uvedomme si, Ze na ¢islo  nekladieme Ziadne poziadavky,
mdze byt fubovolné. Vdaka tomu rieSenie nemusime spravit zv1ast pre kladné a zvlast pre zaporné &isla.) Cislo
treticho v rade potom bude podla predoslého vzorca = — 1. (Cislo druhého v rade minus é&slo prvého v rade.) Cislo
stvrtého bude —1 = (z—1) —x, piateho —z = —1—(z—1), Siesteho —x+1 = —z—(—1), siedmeho 1 = —x+1—(—x)
a 6smeho z =1 — (—x + 1). Ked sa pozrieme na ¢isla prvého a siedmeho, a druhého a 6smeho, vSimneme si, Ze sa
opakuji. Potom deviaty musi maf rovnaké ¢islo ako treti, lebo ho dostaneme ako 6sme minus siedme éislo, ktoré
st rovnaké ako druhé a prvé. Z rovnakych éisel a, b musime dostat vzdy to isté ¢islo c. Preto sa aj dalSie ¢isla budi
dookola opakovat. (Konkrétne prvych Sest éisel.)

Aké ¢islo teda moze mat 2008. ¢lovek v rade? 2008 : 6 = 334 zv. 4. To znamend, ze pred 2008-¢ku sa zmesti 334
Sestic (lL,z,xz — 1,—1,—x,1 — x) a 2008. ¢lovek bude maf rovnaké ¢islo ako Stvrty, a to —1.

Komentar: Takmer vsetci ste si vSimli, Ze prvé Sestica ¢isel sa bude stéle opakovat, ale len mélo z Vas to oddvodnilo.
Nabudice treba napisatf nielen to, ze som si vS§imol, Ze to tak funguje, ale aj odovodnit, preco to tak bude fungovat
vzdy.

Uloha &.4: Majme prirodzené ¢isla m a n také, Ze posledna cifra ¢isla m? + mn + n? je nula. Ukdzte, Ze aj
predposlednd cifra tohto ¢isla musi byt nula.

RieSenie: (opravoval Katka, Filip)

Ako zadaf riesif tento priklad? Mame dokazat, Ze ak je vyraz m? +mn + n? delitelny 10, potom musi byt delitelny
100. Podme sa teda najprv pozriet na to, kedy je vyraz — nazvime si ho vyraz V — delitelny 10.

Treba si v8§imnat jednu vec — to, ¢éi bude vyraz V konéif nulou, zavisi len od poslednych cifier élenov vyrazu.
A posledné cifry ¢lenov vyrazu — m?, mn a n? — zasa zéavisia od poslednych cifier ¢isel m a n. Co ndm zostava

najst, su také posledné cifry ¢isel m,n, pre ktoré bude vyraz V koncit nulou.
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Najpracnejsie z rieSeni je vypisat si vSetkych sto moznosti (m aj n mo6zu mat na konci cifry od 0 po 9) a zistit,
kedy je vyraz V delitelny desiatimi. Ked sa ale trochu zamyslime, vieme si rieSenie podstatne skratit.

Vyraz V ma byt delitelny desiatimi, teda musi byt parny. Ak by boli m a n nepérne, tak po dosadeni zistime, ze
aj cely vyraz je nepéarny. To isté plati vtedy, ked maji m a n roznu paritu. Vyraz V je teda parny iba vtedy, ak st
parne m aj n.

Po takejto skratke sa uz oplati rozobrat vSetky kombindcie. Do tivahy zoberieme iba parne cifry. Prdcu ndm ulahci
to, ze staci kazda dvojicu cifier zobrat do tvahy len raz. Napriklad, pre dvojicu 2 a 4 nezéleZ na tom, ¢i 2 je
posledn4 cifra ¢isla m a 4 poslednd cifra ¢isla n alebo naopak, pretoze V je symetricky. NavySe si mdzeme vSimnaf,
Ze ak jedno z ¢isel m, n konéi nulou (je delitelné desiatimi), potom aj druhé musi konéif nulou. Inak by vyraz V
nebol delitelny desiatimi. (Premyslite si.) Na overenie ndm zostali véetky kombinécie dvojic z ¢isel 2,4, 6,8, teda
desat moZnosti. Netreba pritom zabudnit, Ze mozné dvojica st aj rovnaké &sla — napr. 8 a 8. Pre dvojicu &isel 2
a 4 by overenie vyzeralo takto: n konéi na 2, m konéi na 4, potom n? konéi na 4, m? konéi na 6 a mn konéi na 8,
potom cely vyraz konéi na 8, takze nie je delitelny desiatimi.

Po overeni vSetkych moznosti zistime, ze jediné vyhovujice posledné cifry ¢isel m,n st 0,0. To znamené, ze m,n
musia byt delitelné desiatimi, aby desiatka delila aj vyraz V. Jediné, éo zostava dokézat je, Ze pre m,n delitelné
10 je vyraz V delitelny 100. Na to si sta¢i uvedomit, ze v kazdom ¢lene vyrazu — m?, mn aj n? — nasobime medzi
sebou dve ¢isla delitelné desiatimi. Z toho vyplyva, Ze kazdy ¢len vyrazu je delitelny 100, a potom 100 deli aj vyraz
m? 4+ mn + n?, & bolo treba dokazat.

Uloha é&.5: Marika a Meky hraji hru. Marika ide prva a napiSe na tabulu jedno z ¢isel 00, 01, 10 alebo 11.
V dalsich svojich tahoch bude pridéavat 0 alebo 1 na koniec doteraz napisaného ¢isla. Meky vo svojom tahu vymeni
medzi sebou Iubovolné dve uz napisané cifry. Hr4ci sa v tahoch striedaji. Hra kon¢i, ked je na tabuli napisanych
23 cifier a Meky urobil poslednt vymenu. Meky vyhra vtedy, ak je vysledné ¢islo symetrické. (Napriklad 0011100
alebo 1010101.) V opac¢nom pripade vyhrd Marika. Ktory hra¢ vie vyhrat, aj ked druhy hra najlepsie ako moze
(teda kto méa vitaznu stratégiu)?

Riesenie: (opravovala Hanka a Kubko)

Ak hladdme vitazni stratégiu pre niektorého hraca a myslime si, Ze sme ju nasli, treba ju v rieSeni aj podrobne
opisat. Velmi fazko sa opravuje rieSenie, kde nie je jasné, aké je t4 vasa stratégia a ako by ste fahali v konkrétne;
situédcii. Pod vifaznou stratégiou si predstavujeme akysi jasny postup, ktory nam dé podrobny navod ako tahat
a vyhrat. Nemal by obsahovat miesta, kde sa hra¢ musi ndhodne rozhodntt. (Napr.: ,,Posledny tah tahdme tak,
aby sme to nepokazili.“)

skor zasiahnut do deja a zvratit tak beh hry na svoju stranu. Teraz to vyzerd eSte nadejnejsie, lebo na zacdiatku
Marika uré¢i naraz dva znaky. Ale ako sa ukaze, teraz prevazi skuto¢nost, ze Mekky m4 v hre posledné slovo a svoje
si presadi, ak na chvilu odlozi gitaru a trochu sa zamysli. PopiSeme si sposob akym vie Mekky stdle vyhrat.

Ak chceme, aby bol vysledny refazec symetricky, tak nis vlastne nezaujima, ¢o je v prvej polovici. Ddlezité je, aby
druhé bola jej zrkadlovym obrazom. K dobru nam poslazi aj fakt, ze refazec bude maf neparnu dlzku. Stredny
znak (dvanésty) budeme vyuzivat ako zdsobnik, kde si budeme ,odkladaf nepriaznivé znaky“. Pre parny pocet
znakov by mal Mekky smolu, lebo Marika by s nim vedela lahko vybabrat. (Urcite prides na to ako.)

Prvych jedenést fahov Mekky len nahodne meni ¢isla a tvéri sa bezradne, aby Marike dodal falo$ni nadej na vyhru.
Po jedenastom tahu Marika poloZila prostredny znak refazca a hra naozaj zacina. Po poloZeni trindsteho znaku
Mekky skontroluje jeho zrkadlovy obraz! a dvanasty znak . Mézu nastat tieto tri moznosti:

a) Novy znak a k nemu zrkadlovy st rovnaké. Vtedy ich napriklad vymenime, ¢im symetriu refazca na tomto
mieste nepokazime.

b) Novy znak a znak k nemu zrkadlovy s rozne a dvanésty znak je rovnaky ako novy. V tomto pripade vymenime
dvanasty znak s tym v prvej polovici, ¢im docielime, Ze k sebe zrkadlové znaky buda rovnaké.

¢) Novy znak a znak k nemu zrkadlovy st rézne a dvanasty znak je iny ako novy, teda rovnaky ako k novému
zrkadlovy. Vtedy vymenime naposledy pridany znak za dvanésty, éim sme zase dosiahli rovnost zodpoveda-
jucich si zrkadlovych znakov.

Priklady na ilustraciu:
a) 10011001001 1 1001 (ne)zmeni Mekky na 10011001001 1 1001
b) 10011001001 1 10011 zmeni Mekky na 10011011001 0 10011

¢) 10011011001 0 100111 zmeni Mekky na 10011011001 1 100110

ITeraz jedenasty a neskor pod zrkadlovy ku (12 + k)-temu prvku myslime (12 — k)-ty.
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Ako vidime, ziadna in4 moznost nemoZe nastat a pri kazdom fahu od trinésteho az po posledny sme dosiahli rovnost
znakov na k-tom a (23 — k)-tom mieste, ¢im je cely vysledny refazec zarucene symetricky.

Ak sa ti nepaci ze v prvej ¢asti po dvandsty krok sme aj napriek varovaniu pouzivali nejednoznacné kroky, kde sme
kézali Mekkymu bezradne vymienat ndhodné ¢isla, tak to moze$ zmenit na vymenu prvého za druhé. ;)

Uloha é&. 6: Dokazte, %e pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje n-ciferné ¢islo delitelné 5", ktoré ma vsetky cifry
neparne.

RieSenie: (opravoval Ajka, Bebe)

Najskor si vyskuSame, ¢ zadanie plati pre malé n. Ak by vhodné &isla neexistovali, tak nemame ¢o dokazovat.
Lahko ndjdeme pre n = 1 ¢islo 5, pre n = 2 &islo 75, pre n = 3 &islo 375 a pre n = 4 ¢islo 9375. Vyzera to tak,
ze nielenze takéto ¢isla existuju, ale maju aj zaujimava vlastnost. Kazdé dalsie hladané &islo sme dostali tak, ze
sme pridali vhodnt neparnu cifru pred predoslé hladané ¢islo. Sktisme, ¢ to plati pre n = 5. Hladané ¢islo mé
byt delitelné 5° = 3125 a malo by kon¢it na 9375. A naozaj 59375 je delitelné 3125, konéi na 9375 a spliia vietky
podmienky zo zadania. TakZe by tento postup mohol naozaj fungovat.

Na zaklade nasho postupu dokazeme tvrdenie zo zadania poriadne — pomocou matematickej indukcie. Prvy krok
plati, lebo pre n = 1 vieme ndjst ¢islo vyhovujice zadaniu. Predpokladajme, ze vhodné ¢islo vieme néjst pre nejaké
n a v druhom kroku skdsime ukazat, Ze ho vieme néjst aj pre n + 1.

Ozna¢me a &islo, ktoré splita podmienky pre n. (Teda n-ciferné &islo, s neparnymi ciframi, delitelné 5”.) Potom a
je nasobkom 57", tj. a = 5" - k, pre prirodzené k. Dalej oznac¢ime b ¢islo splitajiice podmienky pre n + 1. Cislo b
vzniklo pridanim neparnej cifry pred a, preto plati

b=x-10" + a,
kde x je pridana neparna cifra. Teraz dosadime vyjadrenie ¢isla a a upravime

z-10" +5" - k,
z-2"5" + 5" -k,
5"(x - 2" 4+ k).

Z poslednej rovnosti vidime, Ze b je delitelné 5". My vSak chceme ukéazat, Ze je delitelné 5" 1. Preto musi byt &islo
x - 2" + k delitelné piatimi. Vieme, Ze k je Tubovolné éislo a x je cifra ktort priddvame. TakZe pomocou x modzeme
ovplyvnit delitelnost celého vyrazu.

Teraz nasleduje odstavec o zvyskoch, ak im rozumie$ nemusis si ho &itat :). V pokrac¢ovani rieSenia budeme pouzivat
zvysky. Preto si ukdZzeme, ako sa s nimi pracuje. Urcite vSetci viete, ze zvysok ¢isla 8 po deleni piatimi je tri a zvySok
¢isla 9 po deleni piatimi je styri. Co sa stane ked tieto dve é&isla s¢itame, alebo vynasobime? Aky zvysok bude mat
ich sacet, respektive sucin? Pri sucte 8 + 9 = 17 bude zvySok po deleni piatimi dva, lebo 3 -5 + 2 = 17. Tento
zvySok mozeme ndjst aj tak, ze séitame zvysky cisel 8 a 9 po deleni piatimi, tj. 3+ 4 = 7 a ndjdeme zvySok po
deleni piatimi tohto stctu, o je tiez dva. Pri stéine to funguje podobne. ZvySok sic¢inu 8 -9 = 72 po deleni piatimi
je dva. Vieme to zistif aj tak, Ze vyndsobime zvysky ¢isel 8 a 9 po deleni piatimi, tj. 3-4 = 12, a ndjdeme zvySok
po deleni piatimi tohto &isla, ¢o je tiez dva. Skuste si sami dokazaft, Ze tento postup funguje pre vsetky ¢isla, nielen
pre osmicku a deviatku :)

Dalej budeme pouzivat len zvysky po deleni piatimi. Takze ak bude niekde pouzité slovo zvysok, bude to zvysok
po deleni piatimi.

Skiimajme delitenost vyrazu x - 2" + k piatimi. Cislo k moéze davat vsetky zvysky, ¢ize 0, 1, 2, 3 alebo 4. Cislo 2"
moze davat zvysky 1, 2, 3 alebo 4. ZvySok 0 nedava, lebo nie je delitelné piatimi. Za x si mozeme zvolit Tubovolni
neparnu cifru. Chceme ukéazat, Ze nech mame dané 2" a k s hocijakym zvyskom, tak pomocou z vieme zariadit,
aby bol z - 2" + k ndsobok piatich. Teda, Ze vhodnou volbou = vieme vytvorit v8etky mozné zvysky sicinu x - 2™,
pre Iubovolné n. Potom si z nich vyberieme taky, aby jeho studet so zvyskom k dal pif, a teda bol delitelny piatimi.
Nasledujtca tabulka zndzornuje zvysok vyrazu x - 2". (Skontrolujte, ¢i je napisana spravne. :))

T zv. z 2" po deleni 5

1 2 3 4
11 2 3 4
313 1 4 2
510 0 0 0
712 4 1 3
914 3 2 1

Pretoze v kazdom riadku je kazdy zvySok prave raz, pre dany zvySok ¢isla 2" vieme vhodnou volbou x dostat
Tubovolny zvySok stéinu « - 2". (Rozmyslite si preco.) Teraz uz len sta¢i pouzit vhodné x.

Napr. ak 2" m4 zvySok tri a k mé zvySok dva (zvySok pre = oznacime z), tak postupujeme nasledovne. M4 platit,
7e z - 3+ 2 je nasobok piatich. To bude pre z = 1 a teda x bude jednotka. Takymto postupom dokézeme zvolit x
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tak, aby bol vyraz x - 2" + k delitelny piatimi, a teda aj n + 1-ciferné éislo b = x - 25" + 5" - k delitelné 571!, Takze
sme dokazali druhy krok indukcie, ¢im je tiloha vyrieSena.

Uloha &.7: Shakira ma doma Stvoréekovi siet rozmerov 2n x 2n, kde n je prirodzené é&islo. Na niektorych jej
polickach st rozmiestnené biele a na niektorych ¢ierne kamene. St rozmiestnené tak, Ze na kazdom policku je bud
jeden kameri alebo ziadny kameri. Shakira velmi oblubuje nasledujucu hru. Najskor odstrdni vSetky ¢ierne kamene,
ktoré sti v rovnakom stlpci ako nejaky biely kameri. Nésledne odstrani vietky biele kamene, ktoré st v rovnakom
riadku ako nejaky zo zvySnych &iernych kameriov. (A tym hra kondéi.) Dokézte, Ze po takejto hre ostane na sieti
z niektorej farby (bielej, ¢iernej alebo oboch) nanajvys n? kameriov.

RieSenie: (opravoval Bus)

Najskor si uvedomme, Ze nie je vobec podstatné, v akom poradi a aké presne kroky spravi Shakira. Ddlezité je
len to, Ze na konci nebudt v ziadnom riadku ani v ziadnom stipci biele aj ¢ierne kamene zaroveii. Vdaka tomu
si mozeme kazdy z riadkov a stipcov (po Shakiringch fahoch) oznaéif bud ako ,biely* alebo ako ,éerny“. Biele
budd tie riadky a stipce, v ktorych st len biele kamene alebo prazdne miesta. Cierne budi zas tie riadky a stlpce,
v ktorych st len &ierne kamene alebo prazdne miesta. Riadky a stlpce, ktoré st celé tiplne prazdne, si mozeme
oznacif Tubovolmou farbou. Nech z je pocet bielych riadkov a y pocet bielych stipcov. Kedze kazdy radok je bud
biely alebo ¢ierny, pocet ¢iernych riadkov a stipcov musi byt potom 2n — x a 2n — y.

Vsimnite si, Ze kazdy biely kameii lezi v bielom riadku aj bielom stipci. Poéet poli¢ok, na ktorych sa pretinaji
biele riadky s bielymi stlpcami je presne zy, preto moéze byt bielych kametiov na Sachovnici najviac zy. Podobne
¢iernych kametiov moze byt najviac (2n — x)(2n — y). NasSou tlohou je dokazat, Ze aspon z jednej farby je pocet
kamefiov na Sachovnici mensi alebo rovny n?. Dokaz budeme robif sporom. Predpokladajme, ze kametiov z oboch
farieb je viac ako n?. Potom plati

n? < pocet bielych kamefiov < zy,
n? < pocet &ernych kametiov < (2n — z)(2n — y)

a teda
n? < xy,

n? < (2n —x)(2n —y).
Spor by sme teraz mohli dostat postupnym upravovanim tychto dvoch nerovnic — napriklad tak, Ze by sme z oboch
vyjadrili nezndmu x. Pozrime si vSak radsej intuitivnejsi sposob, ako dospiet k vysledku. Lahko mozeme vidiet, Ze
ak st z aj y obe rovné n, nastane presne rovnost. Rozoberme tri moznosti, v akom vztahu mézu byt ¢isla z a y

.....

.....

kladné. (Vzhladom na symetriu tlohy v neznamych z,y si moéZeme povedat, ze > y.) Nerovnosti sa ndm zmenia
na

n? < (n+a)(n—b),

n? < (n—a)(n+b),

alebo
n? < n?+na —nb — ab,

n? < n? —na+nb — ab,

¢o moZeme séitat a dostaneme
2n? < 2n? — 2ab.

KedZe a, b st kladné, toto je jasny spor. Tvrdenie je teda dokdzané.

Uloha é&. 8: Hovori sa, ze kto hlada, najde. V tejto tilohe mate najst vietky trojice nezapornych celych éisel a, b, c,
pre ktoré plati

2% + 3% = 4°.
Nezabudnite zdovodnit, preco dalsie trojice okrem néajdenych uZ neexistuju.

Riesenie: (opravoval Ika, Petrzlen)

Aby platila dana rovnost, musia byt obe jej strany bud parne alebo neparne. Nech je b akékolvek, 3° bude neparne.
Keby potom boli 2% aj 4° parne, dostali by sme P+ N = P (P - parne, N - nepérne), ¢o neplati. Nastastie 2¢
moze byt aj nepéarne, a to prave vtedy, ked a = 0. Podobne aj 4¢ je neparne prave vtedy, ked ¢ = 0. Keby boli obe
nepéarne, tak by sme mali N + N = N, to zase nemdze byt pravda. TakZe musi platit a = 0 alebo ¢ = 0, ale nie
obe naraz.

Keby ¢ = 0, tak rieSime uz len rovnicu 2% + 3% = 1, ktord nema riesenie, pretoze oba ¢leny nalavo s aspoii 1. Takze
nam staci uvazovat pripad a = 0, ¢ > 0. Dosadenim dostaneme (jednoduchsiu) rovnicu

143 =4°, (1)
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ktort si vieme upravit na

3b _ (22)0 —1= (20)2 -1,
3 = (2°-1)(2°+ 1), (2)

pri¢om sme zapisali 4 ako 22 a potom pouzili vzorec A2 — B2 = (A — B)(A+ B) pre A=2°, B=1.

Na pravej strane rovnice (2) je stéin dvoch celych ¢isel a vlavo je saéin b trojok. Z toho vyplyva, ze 2¢—1 aj 2¢+1
st mocninami trojky. Rozdiel ¢isel 2¢ — 1 aj 2¢ + 1 je —2, a preto nemo6zu byt obe delitelné 3. Jedind mocnina 3,
ktora nie je deliteln4 3 je 3° = 1. Teda 2¢ + 1 alebo 2¢ — 1 musi byt 1. Ak by 2¢ + 1 bolo 1, tak 2¢ = 0, o nem4
riesenie. Ostédva nam moznost 2 — 1 = 1, potom ¢ = 1 a 2¢+ 1 = 3. Cely st¢in (2¢ —1)(2°+ 1) je 1-3 = 3! a Tahko
overime, ze plati 20 + 3! = 41,

Ukazali sme, ze jediné rieSenie danej rovnice jea =0, b=1, c= 1.

Iné riesenie:

Ked sa v nagich tivahéch dostaneme po rovnicu (1), mozeme ju riesit aj inak, napriklad pomocou zvyskov po deleni
¢islom 8. Ked sa dva vyrazy rovnaju, tak dévaji aj rovnaky zvySok po deleni Tubovolnym ¢&islom. Pozrime sa,
aké zvysky po deleni 8 dava 3% v zévislosti od ¢isla b. (Odteraz zvySok znamend vzdy zvySok po deleni ¢islom 8.)
Vysktsame si to pre malé mocniny ¢isla 3 a zbaddme, %e ndm striedaju zvysky 1 a 3. Podme dokézat, Zze to tak
bude vzdy. Ak 3 dava zvysok 1, tak existuje celé ¢islo k, pre ktoré plati 3° = 8k + 1. Potom

301 =3.3" =3(8k + 1) = 8- (3k) + 3,
¢o je uréite é&islo, ktoré dava zvySok 3 po deleni 8. Na druht stranu, ak 3° = 8k + 3, tak
31 =3.3"=3(8k+3)=8-(3k)+9=8-(3k+1)+1,

¢o je uréite Cislo, ktoré dava zvysok 1 po deleni 8. Teraz je uz snad jasné, Ze dostaneme len zvysky 1 a 3. (Premyslite
si!)

Zistit zvysok ¢isla 4¢ po deleni ¢islom 8 je velmi jednoduché. Ten zvysok je 1 pre c=0,4 prec=1a 0 pre ¢ > 1.
Teraz sa pozrieme na rovnicu z hladiska delitelnosti 8. Vieme, Zze 3* nAm méze daf len zvysok 3 alebo 1 a 4¢ nam
moze dat len zvysok 0 alebo 4 (c # 0). Sami si lahko vSimnete, Ze rovnica (1) bude splnend len ak 3° bude d4vat
zvy$ok 3 a 4° zvysok 4 (14 3 = 4). To vSak nastane len v pripade ¢ = 1. Potom 3 = 4! — 20 =4 — 1 =3, teda b
musi byt 1. Vy$lo ndm rovnaké rieSenie ako v predoslom postupe.

Komentér: (Iny zapis zvyskov po deleni.) Namiesto ,,47 ddva zvySok 5 po deleni 42“ sa matematici rozumne dohodli,
Ze to budu zapisovat skratene v podobe 47 =5 mod 42. Znak = sa ¢ita ,, je kongruentné®. S kongruenciami moézeme
robit nasledovné tipravy. (Ktorych platnost si dokdzte sami.) Ak a,b,w,k a ¢ # 0 st celé éisla a a =b mod ¢, tak
plati

atw=b+w mod c,
a+ke=b mod c, (3)
aw = bw mod c.

Napriklad v druhom rieseni sme riesili 1 4+ 3° = 4¢ mod 8. Plati

3°=1 modS8,
31 =3 mod 8,
32=1 mod 8

a to, Ze sa tie zvysky opakuji vyplyva z posledného riadku (3). Dalej 4! =4 mod 8 a 4> = 0 mod 8 a zvysok 0
tam zostane z rovnakého dévodu. Potom vysledok dostaneme rovnakou tivahou ako predtym, ale popiSeme ovela
menej papiera.

Pomocou kongruencii sa niektoré veci lahsie ukazuja, napriklad to, Ze zvysky a® mod c sa pre pevné a, ¢ zaént
cyklicky opakovat vyplyva len z (3) a z toho, Ze zvySkov po deleni ¢ je koneény pocet.

Domaéca tloha: Premyslite si, kedy mozeme delit kongruentné vyrazy. Presnejsie, kedy z a = b mod ¢ vieme usadit
a/w = b/w mod ¢, pricom w #Z 0 mod ¢, lebo nulou sa nesmie delif. Napriklad 4 = 6 mod 2, ale 2 =3 mod 2
uz neplati.
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Uloha ¢&.9: Na vecierku je 2n Iudi, kde n je prirodzené ¢islo. Kazdy ¢lovek na vedierku ma parny podet priatelov.
Priatelstvo povazujeme za vzdjomné, teda ak je Britney priatelkou Enriqueho, tak aj Enrique je priatelom Britney.
Dokézte, ze na vecierku existuju dvaja ludia, ktorf maja parny pocet spolo¢nych priatelov. (Nulu povaZujeme za
pérne ¢islo, lebo je bezo zvysku delitelnd dvomi.)

Riesenie: (opravoval Myrec, Miso)

Tto tlohu je najjednoduchsie riesit sporom. Budeme predpokladat, Ze kazdi dvaja ludia na veéierku maji neparny
pocet spolo¢nych priatelov. Teraz si vyberieme ITubovolného ¢loveka na veéierku. Oznacme si ho B (ako Boss).
Vieme, Zze B mé parny podet priatelov. Kedze okrem B je na vedierku neparny pocet ludi, tak existuje neparny
pocet Tudi, s ktorymi sa B nepriateli, volajme ich braddci. Tych, s ktorymi sa B priateli nazvime fuzaci. Pretoze
priatelstvo je vzajomné, tak pocet priatelstiev medzi fliza¢mi a brada¢mi je rovnaky ako pocet priatelstiev medzi
brad4¢mi a flzaémi. Teraz sa pozrieme na paritu priatelstiev medzi fiza¢mi a brad4¢mi dvoma réznymi spdsobmi.

1) Kazdy brada¢ méa medzi fiza¢mi neparny podet priatelov, pretoze musi mat neparny pocet priatelov spolo¢-
nych s B. A kedze bradadov je neparny pocet, tak celkovy podcet priatelstiev medzi bradd¢mi a fazacmi je
tiez nepéarny. (Sucet neparne vela neparnych éisel je nepérne ¢islo.)

2) Kazdy fza¢ mé neparny pocet priatelov medzi faza¢mi, pretoze tiez musi maf neparny pocet spolocénych
priatelov s B. Kazdy fuza¢ sa teda priateli s B a s neparnym poctom fuzacov, a teda sa musi priatelit
s parnym poc¢tom bradacov. To ale znamend, Ze poclet priatelstiev medzi fiza¢mi a brada¢mi je parny. (Stcet
parnych ¢isel je parne éislo.)

A uz je to tu. Parne ¢islo sa m4 rovnat neparnemu ¢islu, ¢o je nas sflubovany a oc¢akévany spor. Howgh.

Uloha é&.10: Nech R je mnozina redlnych éisel. Uréte vsetky funkcie? f : R — R také, Ze pre vsetky redlne ¢isla x
a y plati

f@+f) = (x—y)*fl@+y).

Riesenie: (opravovali Katka :P a Skrecok :P)

Nazdar! Priklad, v ktorom méte najst vietky funkcie, ktoré spliaji nejaku vlastnost volame funkcionalne rovnice.
Pri rieSeni tejto funkcionélnej rovnice mame néjst vietky funkcie, ktoré spliiaji uvedent rovnost pre vsetky realne
¢isla x a y. Najlepsi zaciatok riesenia funkcionalnej rovnice preto spociva v dosadzovani $pecidlnych hodnét za tieto
premenné, ¢im ziskame nejaké dalSie informécie o zatial nezndmej funkcii f. Tieto Specidlne hodnoty mozu byt
napriklad x = y = 0 (za obe premenné dosadime nulu), z = y = a (za obe premenné dosadime Tubovolné ¢islo a) ¢i
z = a, y = —b pre nejaké reédlne ¢isla a, b. Z takychto dosadeni dostaneme rovnosti, ktoré mozeme v dalSsom rieSeni
pouzivat, pripadne objavime Specidlne vlastnosti hladanej funkcie. My sme uz tlohu vyriesili, preto sem napiSeme
len tie dosadenia, ktoré ndm povedia nieco dolezité. (Aj ked pocas riesenia sme uréite robili aj zbytoéné dosadenia,
z ktorych dostaneme napriklad 0 = 0.)

Skiisme do rovnosti zo zadania dosadit y = 0. Dostavame

I (2 + £(0)) = 2*f (),

z ¢oho vidno, Ze funkcia f musi byt parna. Totiz pripad x = 0 nés pri skiimani parity trapif nemusi a pre x # 0
plati

2 £ (- + £(0)
flay = L IO) ( )=f<—x>.

r (—z)’

Teraz urobime dalsie dve dosadenia z = a, y = b a £ = —a, y = b pre nejaké realne ¢isla a, b.

f(a®+ f(b)) (a—b)*f(a+0),
F((=a)2+ f(0) = f(a* + f(b) = (—a—b)*f(—a+b)=(a+b)’f(—a+D).

Vidime, Ze Tavé strany tychto dvoch rovnosti sa rovnaja, musia sa teda rovnat aj pravé. Preto plati
(a—b)’fla+b)=(a+b)’f(~a+b)=(a+b)>fla—b),

pricom druhé rovnost plati vdaka péarnosti f. Mozeme si vSimnuf, Ze v tejto rovnosti vystupuji rovnaké cleny,
zavedieme si preto substiticiu a — b = ¢, a + b = d. (A vy vymyslite, preco ku kazdej dvojici ¢, d existuje vhodna
dvojica a, b, pre ktora plati a — b = ¢, a + b = d.) Dostavame tak novy (omnoho jednoduchsie vyzerajtci) vztah

2Ak sa s ulohou tohto typu stretdvate prvykrat, odporii¢ame vam preéitat si text o funkcionalnych rovniciach na adrese
atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/files/bakalarka.pdf
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2 f(d) = d*f(c), ktory musi platit pre lubovolné realne ¢isla ¢ a d. Aby sme si situdciu este zjednodusili, polozime
d =1 a mame, ze plati

fle) = f(1). (4)

Dostali sme uZ celkom dobry tvar hladanej funkcie, zostava uz len zistif konstantu f(1). T4 sa uz zisti pomerne
lahko, sta¢i tento najdeny tvar dosadit do zadania a chvilu busif do dost nepeknych vyrazov. Omnoho krajsie je
dosadzovat do ,upraveného*“ zadania, a to tak, Ze v niom polozime x = y, ¢im ziskame vztah f (£C2 + f(:z:)) = 0.
Pouzitim (4) dostédvame

F@ 4 (@) = (@ + (@) fQ) = (22 + 22F(1) F(1) = 2* (1 + f(1)) £(1) = 0.

Tato rovnost mé platit pre vSetky redlne ¢éisla z, preto je z nej lahké zistit, Ze bud f(1) = 0 alebo f(1) = —1.
Dostédvame dve mozné rieSenia f(z) = 0 a f(x) = —z2. Nikto ndm ale nerudi za to, Ze st to naozaj riesenia, my
zatial vieme iba to, Ze sii to mozné rieSenia. Preto je potrebné urobitf skisku spravnosti. To uz ale hravo zvladne
kazdy z vas. Mali by ste dostat, Ze obe najdené funkcie vyhovuji rovnosti zo zadania. Hotovo.

Komentar: Chceli by sme pochvalit tych riesitelov, ktorym sa podarilo vybojovat devit-bodovy boj s touto funk-
cionalnou rovnicou. Tym ostatnym by sme chceli odkdzat par dobrych rad, ako si zachovat pri rieSeni takychto
uloh chladnt hlavu.

e Preberanie moznosti, akého typu moze dana funkcia byt (polynomidlna, exponencidlna a podobne), nie je
dobry népad, pretoze tychto moznosti je velmi vela, navyse sa daja aj kombinovat.

e Funkcia sa neda len tak  kratit“ z oboch strdn rovnice. Inak povedané, ak plati f(a) = f(b), nemusi byt
nutne pravda, ze aj a = b.

e Na konci rieSenia funkcionalnej rovnice treba vzdy (az na zriedkavé vynimky) urobif skusku spréavnosti.
Neméame totiz ziadnu zéruku, ze funkcia, ktord mdZe byt rieSenim, nim naozaj je (Podobne ako pri rieseni
rovnic s odmocninami.) Nazdar!

Uloha &.11: Nech a, b, ¢, d st kladné redlne ¢isla spliiajice vztah
A+ +E+d =4
Dokazte, ze

at+b+c+d>ab+ be+ ced+ da.

Riesenie: (opravovala Stanka)
(podla L.Bacu, M. Hagaru, J.Konecného a M. Kukana) RieSenie sa skladd z dvoch krokov. Najprv dokdzeme, Ze

a+b+c+d<4 (5)

a potom to ,dorazime® tipravou na Stvorec. (Alebo aj inak.) UkdZzeme si tri dokazy nerovnosti (5) a to pouzitim
priemerovych nerovnosti AG3, AK* a Cauchyho nerovnosti.’

a) Z AG nerovnosti pre kladné ¢leny a? a 1 vieme, ze a® + 1 > 2a, ¢o sa d4 zistif samozrejme aj jednoduchou
upravou na Stvorec. Podobné nerovnosti platia aj pre b, ¢, aj d, po séitani tychto styroch nerovnosti dostavame

A+ +E+d?+4>2a+b+c+d).

Dosadenim vizby dostaneme nerovnost (5).

3 AG nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickjm a geometrickym priemerom hovori, Ze pre nezdporné reélne éisla a1, as, ..., an
plati
a1+az+---+a
- e n > Yaias - an.
n
Rovnost nastéva prave vtedy, ked a1 = a2 = --- = an.
4 AK nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom hovori, Ze pre nezdporné realne &sla a1, as, . .., an
plati
2 24 .. 2
aatazt--tan  joytayt---tap
n B n
Rovnost nastava prave vtedy, ked a1 = az = - -+ = ay,. Skuste si tito nerovnost dokazat pomocou Cauchyho nerovnosti.
5Cauchyho nerovnost tvrdi, Ze pre realne éisla a1, as,...,an,b1, b2, ..., by plati

(@i 4+a3+-+a2)(b3+b3+ - +b2) > (arbt +agba + - + anbn)>.

Rovnost nastéava v pripade, ze vektory (a1, a2,...,an) a (b1, b2,...,bn) st rovnobezné. (Jeden je ndsobkom druhého.)
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b) Z AK nerovnosti pre kladné ¢leny a, b, ¢, d mame

\/a2+b2+62+d2 Jatbtetd
2 - 2
Dosadenim vézby a tpravou opit dostdvame (5).
¢) Uvazujme Stvoricu a, b, ¢, a d a Stvoricu $tyroch jednotiek. Podla Cauchyho nerovnosti plati
@+ +E+d)(1P+12+12+1%) > (a+b+c+d)>

Odmocnenim opéf dostavame nerovnost (5).

Ulohu doriesime sporom. Predpokladajme, %e nerovnost v zadani neplati, teda
a+b+c+d<ab+bc+cd+ da. (6)
Ked vynésobime lavé a pravé strany nerovnosti (5) a (6) dostaneme
(a+b+c+d)? < 4(ab+be+ cd + da).

Vsimnime si, Ze prava strana tejto nerovnosti sa d4 napisat ako 4(a+c)(b+d) a lava sa da upravit na ((a+c)+(b+d))?,
¢ize poslednd nerovnost je ekvivalentna s

((a+c)+ (b+d)* <4(a+c)(b+d).

To nas vedie k substiticii a + c =z a b+ d =y, kde x a y st kladné. Dostdvame nerovnost (x + y)? < 4xy, ktora
je ekvivalentna s (z — y)? < 0, ¢o je zrejme spor. Dokazali sme, Ze nerovnost v zadani plati.

Komentar: Namiesto sporu sme v poslednom kroku mohli priamo vyuzit AHS nerovnost

(a+ob+d) 2

= 1 1
2 a+c + b+d

9

pricom vieme, ze a + b+ ¢+ d < 4, takze mame

a+tc b+d

¢o mdZeme upravit na nerovnost v zadani. Rovnost plati pre a = b = ¢ = d = 1 rozmyslite si, preco.

Uloha ¢&.12: Néjdite vietky spojité funkcie” f : R — R také, Ze pre vsetky x,y € R, pre ktoré je x — y racionalne,
je aj f(z) — f(y) raciondlne.

Riesenie: (opravoval Ondrac)

V tejto tlohe na vés ¢éihal neprijemny predpoklad a to spojitost funkcie f. Ak ste dobre hladali (alebo nebo-
daj poodvadzali z definicie), mohli ste lahko dojst k nasledujicim jednoduchym vlastnostiam spojitych funkeii.
Predpokladajme, ze f,g: R — R st spojité funkcie a ¢ je lubovolné realne ¢islo. Potom plati

a) Funkcie f + g, cf st taktiez spojité funkcie.

b) Funkcia b : R — R definované predpisom h(z) = g(x + ¢) je tiez spojita.
c) Ak a < b st redlne ¢isla a f(a) < f(b) (vesp. f(b) > f(a)), potom funkcia f nadobtida na intervale [a,b]
v8etky hodnoty z intervalu [f(a), f(b)] (resp. [f (D), f(a)]).

Vlastnosti a), b) si skiiste odvodit z definicie spojitosti. Formalny dokaz vlastnosti ¢) si vyzaduje ovladat pojem
supréma mnoziny. Intuitivny dokaz vlastnosti ¢) v8ak ziskame z predstavy, Ze spojité funkcie su také,  ktorych graf
vieme nakreslit jednou ¢iarou (bez zdvihnutia pera)“. Ak ste o tychto faktoch pocas rieSenia nevedeli, sktste si
celt tlohu este raz premysliet.

S AH nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym priemerom hovori, ze pre kladné realne &isla a1, as, ..., an
plati
a1+az+-~-+an> n
=1 1 1
" ar Tay Tty
Rovnost nastava prave vtedy, ked a1 = ag = - - - = a,. Skuste si dokdzat AH nerovnost pomocou Cauchyho nerovnosti alebo pomocou

AG nerovnosti.

7Ak ste sa s pojmom spojitej funkcie (anglicky continuous function) eSte nestretli, odporucame pozrief si definiciu a zdkladné
vlastnosti spojitych funkcii (napr. na internete: http://www.math.sk/skripta/node134.html). V pripade nejasnosti alebo otdzok nas
smelo kontaktujte na kms@kms. sk.
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Predpokladajme, 7e funkcia f spliia podmienku zo zadania. Potom zadaniu vyhovuje aj funkcia f 4 ¢ pre Iubovolné
realne &islo c. Preto staci najst vietky spojité funkcie f : R — R, ktoré splhaji predpoklady zo zadania a navyse
pre ne plati f(0) = 0. (Kompletnti mnozinu vyhovujacich funkcii potom ziskame tak, Ze k ndjdenym eSte pri¢itame
Tubovolné reélne konstanty.)

Predpokladajme, Ze funkcia f vyhovuje zadaniu a f(0) = 0. Nech ¢ # 0 je racionélne éislo a funkciu g, : R — R
definujme vztahom g,(x) = f(x + q) — f(x). KedZe (z + ¢) — x = ¢ je racionalne ¢islo, podla predpokladu je aj
f(z +q) — f(z) = g4(x) racionalne. Preto funkcia g, nadobtida len raciondlne hodnoty. Dalej podla vlastnosti a)
a b) je funkcia g, spojita. To uz zacina vyzerat podozrivo. Mame spojitt funkciu, ktora nadobuda len racionalne
hodnoty. (Nenadobuda zZiadne iracionélne.) Za pomoci vlastnosti c) lahko ukézeme, Ze g, musi byt konstantna. Ak
by totiz g,(a) # g4(b) pre redlne ¢isla a # b, potom vlastnost ¢) hovori, ze g, nadobtda vsetky hodnoty nejakého
intervalu. No my vieme (Ak nevieme, dokazeme si!), Ze v Tubovolnom intervale sa nachadza aspoii jedno iracionilne
¢islo, ¢o je spor.

Oznacme f(1) = d. Zrejme d je raciondlne (1 — 0 € Q, preto aj f(1) — f(0) = f(1) € Q). Teraz dokdzeme, ze
f(r) = rd pre kazdé raciondlne ¢islo r. Budeme postupovat v niekolkych krokoch.

1) Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati f(1/n) = d/n. Dokaz moZe prebiehat napriklad takto:
-0 () b)) D) 2]
() o (3)
1 +otgr (=],
w n +\n

it (L),

V tretej rovnosti sme vyuzili, ze funkcia g, je konstantna. Dalsie &asti uz nebudeme robif tak podrobne,
detaily si sktiste domysliet sami.

2) Pre kazdé kladné racionalne ¢islo m/n plati f(m/n) = dm/n.
3) Pre kazdé racionélne ¢islo ¢ plati f(q) = dq.

Zistili sme, 7ze funkcia f sa sprava linedrne na raciondlnych ¢islach, teda f(q) = dg pre ¢ € Q. Teraz si stadi
uvedomit, ze ak by f(x) # dx pre nejaké iracionalne ¢islo x, funkcia f by v bode x nebola spojita. Je to dosledok
toho, Ze racionélne ¢isla st husté v mnozine redlnych ¢isel a teda v Iubovolnej blizkosti éisla x najdeme racionalne
¢islo ¢, pre ktoré vsak plati f(q) = dq. (Premyslite si!) Tym sme dokézali, ze funkcia f ma tvar f(z) = dx.

Ak si dobre spominame, na zac¢iatku sme si prirobili predpoklad f(0) = 0. Preto hladané funkcie mozu byt len
tvaru f(x) = dx + ¢ pre nejaké d € Q, ¢ € R. Lahko overime, ze takéto funkcie vyhovuji zadaniu. Tym je tloha
vyrieSen4.

Uloha é&.13: Hrany konvexného mnohostena si orientované jednosmernymi Sipkami tak, Ze z kazdého vrcholu
vychadza a do kazdého vrcholu vstupuje aspon jedna Sipka. Dokazte, ze aspon jedna stena mnohostena je taka, ze
sipky leziace na jej obvode tvoria orientovany cyklus.

RieSenie: (opravoval Foto)

Predstavme si planétu M v tvare Tubovolného mnohostena. Celd planéta je porastend nepriechodnou dzunglou
mrakodrapov, akurat pozdlz hran mnohostena vedi ulice — jednosmerky. Pre cestnt sief planéty M plati, Ze z kazdej
krizovatky (rozumej vrchol mnohostena) vychddza aspoii jedna jednosmerka a asponl jedna jednosmerka do nej
vchadza. Dokazat sa ziada fakt, Ze existuje na planéte blok mrakodrapov (rozumej stena mnohostena), ktory sa da
cely stvislo obist dokola.

Na jednej z krizovatiek pristal Maly Princ a vybral sa na prechadzku. Okamzite sa vzacnemu riesitelovi tejto
ulohy, poniika nasledovné tvaha. Zo zadania vyplyva, ze ak Maly Princ pride na ktorukolvek krizovatku, vie z nej
pokracovat inou jednosmerkou dalej. Krizovatiek je koneény pocet a tak skor ¢i neskor pride do takej, v ktorej uz
raz bol. Zoznam ulic, ktoré Maly Princ presiel medzi prvou a druhou névstevou tejto krizovatky nazvime Velky
Orientovany Cyklus. (Skratene VOC.) Tento VOC je vlastne hranicou ktora rozdeluje planétu M na dva VUC.
(Rozumej vyssie tizemné celky.) Pozrime sa teraz blizsie na ten VUC, ktory mal Maly Princ, chodiac po VOC, cely
¢as po pravej ruke. Ak obsahuje len jeden blok mrakodrapov, tvrdenie v zadani je splnené. Ak obsahuje blokov
viac, vie Maly Princ svoj VOC vylepsit nasledovne.

Za predpokladu, Ze existuje z aktudlneho VOC jednosmerka doprava, pojde Maly Princ po nej a bude pokracovat
dalej podla svojej lubovdle, no v prikdzanom smere jazdy, az kym nepride naspét von na VOC, alebo na krizovatku
vo vnutrozemi, na ktorej uz raz bol. V oboch pripadoch vznikne VylepSeny Orientovany Cyklus (skratene VOC),
ktory nepresiahne za hranicu, ¢ize za povodny VOC. (Toto si treba poriadne premysliet.) Napravo od nového VOC
bude teda mensia oblast, ako bola napravo od pévodného VOC, ¢ize oblast s mensim poc¢tom blokov.
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Ak predchadzajtci predpoklad nie je splneny (teda wvsetky ulice medzi hranicou VOC a wvnitrozemim napravo
smeruji von), tak sa Maly Princ z VOC do vnitrozemia ani nedostane. Vtedy vytiahne z krabicky Ovecku a posle
ju do vnutrozemia s prikazom aby sa pohybovala vzdy proti prikdzanému smeru az kym nenéjde cyklus. Vylepseny
Orientovany Cyklus ndjdeny Oveckou bude cely vo vnitrozemi (premyslite si preco) a teda bude ohrani¢ovat opét
mensie tzemie ako pévodny VOC. Problém dopravenia sa do vnuatrozemia na novy Oveckin VOC je pre Malého
Princa vzhladom na jeho dlhii prax pilota skuto¢ne uz len technicky detail.

Na zéklade tohoto algoritmu sa da ukézat, Ze ak st napravo od pévodného VOC nejaké ulice, tak existuje Vylepseny
Orientovany Cyklus ohrani¢ujici mensi pocet blokov ako aktualny VOC. Postupne dostaneme aj taky VOC, ktory
nemad ziadnu ulicu napravo, takze VOC ohrani¢ujuci prave jeden blok mrakodrapov.

Uloha &.14: Dany je ostrouhly trojuholnik ABC (|AB| # |AC|) s ortocentrom H. Body D a E lezia po rade na
useckdch AB a AC tak, Ze plati |AD| = |AE| a body D, E, H lezia na priamke. Stred strany BC ozna¢me M.
Dokazte, ze priamka M H je rovnobezna so spojnicou stredov kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE.

RieSenie: (opravoval Ondrac)

Prislo ndm iba jedno riesenie od Filipa Sladka, ktory vyuzil analytickii geometriu. Existuji viaceré iné riesenia,
my uvedieme dve. Aby ste si uzili krdsu tohoto prikladu, riesenia buda pozostavat z postupnosti krokov, ktoré vas
usmernia, pri¢om sme dokazy ¢iastkovych tvrdeni nechali na vas. V prvom rieSeni sa musite nejako popasovat so
zaverom (nechali sme na vés poslednu ¢ast, ktora sa da zvladnut napr. trigonometriou). Druhé riesenie je v podstate
kompletné. (Musite sa potrapit len s detailmi.)

Prvé rieSenie:

1) Zoberte si do riik pero a papier a nakreslite si vSetky body, priamky a kruZnice spomenuté v zadani. Dohod-
nime sa, ze |[AB| > |AC|. (Preco si to mozeme povedat?)

2) Oznaéme O resp. O’ stred opisanej kruznice trojuholniku ABC resp. ADE. Dalej nech A’ je priese¢nik osi
uhla BAC s opisanou kruznicou trojuholniku ABC roézny od A. Ozna¢me A" resp. A"’ prieseénik AH resp.
AO s opisanou kruznicou trojuholniku ABC rozny od A.

3) Dokéazte, ze A’ je stred oblika BC' (na kruZznici opisanej trojuholniku ABC), ktory neobsahuje bod A. To je
ekvivalentné tomu, ze body M, O a A’ lezia na jednej priamke, alebo, Ze uhol CM A’ je pravy.

4) Dokézte, ze tseka BC rozpoluje usecku HA".
5) Dokéazte, ze body A” a A" st osovo stimerné podla priamky OA’. (Mozete porovnat uhly A”OA’" a A”OA’.)

6) Za pomoci 4) a 5) usidte, ze body A”, M a H lezia na jednej priamke. Tato informéciu vieme vyuzit
k réznorodym ekvivalentnym formulaciam riesenia. V nasledujicom kroku uvedieme jedno z nich.

7) Oznacme N prieseénik AA’ a M H. Rovnobeznost OO’ a M H je potom ekvivalentnd s rovnobeznostou OO’
a A”N. Tieto dve priamky s v8ak rovnobezné prave vtedy ked |AO|/|AA”| = |AO'|/|AN| (rovnolahlost).
Zrejme vSak |AO|/|AA"| = 1/2, preto staci dokazat, ze |AO'|/|AN| = 1/2 alebo 2|AO’| = |AN|. Ak méte
radi trigonometriu, toto sa pomocou nej uz da ukazaf.

Druhé riesenie:

1) MoZeme zvolif iny pristup. Opiit si nakreslime pekny obrézok (s predpokladom z prvého rieSenia, krok 1)
a vyznacime si body O, O’, A” ako v druhom kroku prvého rieSenia. Pokisime sa ndjst vhodna priamku, na
ktorti budt kolmé obe priamky OO’ aj M H.

2) Najprv uvaZujme len priamku OO’. Ozna¢me R prieseénik kruznic opisanych trojuholnikom ABD a ADE
rozny od A. (Ten prieseénik existuje vdaka |AB| # |AC|.) Priamka OO’ je kolma na chorddlu kruznic
opisanych trojuholnikom ABC a ADE, teda OO’ je kolm4d na AR.

3) Nakreslite si novy obrazok, ale tentoraz mozete tiplne vynechat body D, E, O’ a kruznicu opisant trojuholniku
ADE. Oznaéme postupne pity kolmic z bodov B, C na strany AC, AB pismenami B”, C”. Ukéazte, ze
kruZnica opisana trojuholniku AB”C” bude mat s kruznicou opisanou trojuholniku ABC prieseénik P rozny
od A, ktory bude v polrovine opa¢nej k ACB.

4) Na obrizku mame mnoho cyklickych $tvoruholnikov. MoZeme zacat jednoduchymi (az trividlnymi) ako
ABCP, BCB"C", & AC"HB". Pomocou nich vieme ukazat, ze aj MCPC" je tetivovy. Potom mozeme
napisat [JMPA| = |4 MPC"| + |4C"PA| a pomocou toho ukazaf, ze uhol M PA je pravy. Z toho vyvodte,
ze bod H lezi na tisecke M P.

5) Pozrieme sa na obrazky ku krokom 2 a 4. Vidime, ze OO’ je kolmé na tetivu AR (obr. ku kroku 2) a M H
je kolma na tetivu AP (obr. ku kroku 4). Jedind Sanca, aby platilo tvrdenie zo zadania je, ak AP a AR st
rovnobezné. To nastane prave ked body P a R su totozné. Sta¢i uz len ukazaft, ze P = R.
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6) Cas na novy obrazok, tentokrat nekreslite kruznicu opisant trojuholniku AD E! Kruznicu opfsanti trojuholniku
AB"(C" si vSak nakreslite, rovnako aj bod R. Dokazeme, ze body A, D, E a R lezia na kruznici (¢o ndm
zaru¢i P = R!).

7) Postupne skiste dokazovat podobnosti trojuholnikov HC”B a HB"C, HDC"” a HEB". Pomocou pomerov
a uhlov zistite, Ze aj trojuholniky RBC"” a RCB" st podobné. Skombinovanim tychto vysledkov zase dosta-
neme, ze trojuholniky RDC” a REB” st podobné, z ¢oho uz mame zaruéené |<RDC"| = |SREB"|, teda
aj |[SRDA| = |SREA|, z ¢oho vieme, ze ADER je tetivovy Stvoruholnik.

8) Krokom 7 sme dokézali, ze P = R, ¢o podla kroku 5 staéi k tomu, aby M H a OO’ boli rovnobezné. Tym
sme tvrdenie dokazali. Pre istotu si to eSte celé raz prejdite a skiste dokondéit kroky, ktoré ste nevedeli.

kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé& Skola ko, [ kg [5[6]7[8]9]10[11][p | s | D
1. Bachraty Martin 4. GVO ZA 11 | 8 919191919 45 | 135
1. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK 6 2 919191919 45 | 135
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 2 019/9/919]9|6]9 45 | 135
4. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 6 1 9191917 9 43 | 131
5. Téth Rébert 4. GAlej KE 5 0 61381999 41 | 129
6. Hornidk Marian 2. GPar NR 4 1 91919 92 38 | 128
7. Santer Jakub 3. GMH Trstena | 6 1 61919 8 41 | 126
8. Balog Matej 3. Gamca BA 5 011198 |9|5 |4 35 | 122
8. Hagara Michal 4. GJH BA 10 | 8 11819199 36 | 122
10. | Galovicova Sona 2. GVO ZA 5 01919419 4 35 | 118
11. | Gurican Pavol 3. GJH BA 7 2 9159 919 41 | 117
11. | Kopf Michal 2. Opava CR 4 0196 818 9 40 | 117
11. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR 4 019193819 38 | 117
14. | Kukan Marek 4. Gamca BA 7 3 519 919 32 | 112
14. Szabados Viktor 3. Gamca BA 8 2 61419913 31 | 112
16. | Phuong Mariana 3. GJH BA 6 1 91919191 37 | 109
17. | Csiba Dominik 3. SPMNDG BA | 7 2 415191913 30 | 108
17. | FarSang Stefan 3. SJG KN 5 1 51619 9 29 | 108
19. | Karéaskova Natdlia 3. GJH BA 9 7 919 9 27 | 106
20. | Kozak Andrej 3. Gamca BA 8 2 8168192 33 | 105
21. | Hozza Jan 3. GJH BA 6 4 918 6|8 31 | 100
21. | Le Tuan Anh 3. Gamca BA 8 2 9 8 17 | 100
23. | Koneény Jakub 4. Gamca BA 11| 7 8191719 33 | 99
24. | Kossaczka Marta 1. Gamca BA 2 019 419 22 | 98
25. | Téth Michal 2. GJH BA 4 0191639 3 30 | 97
26. Kosec Peter 2. GLS TN 4 019028 7]3 29 | 92
27. | Fagulové Kristina 2. GPos KE 5 0193|2712 23 | 91
28. Baxova Zuzana 2. GLS TN 4 0360|619 24 1 90
28. | Hlavata Martina 3. Gamca BA 7 1 91915 23 | 90
30. | Koprda Pavol 2. GAM TT 4 0 [4]5]3]61]9 27 | 88
30. | Kova¢ Ondrej 3. GCM NR 7 2 713|674 27 | 88
32. | Bogér Jan 4. GLS TN 9 2 419 319 25 | 87
33. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 5 0 | 412|372 18 | 86
33. | Midlik Adam 4. GJAR PO 8 3 519194 27 | 86
35. | Lami Vincent 4. SJG KN 5 2 71418 5 24 | 85
36. | Klembarova Barbora 2. GKuk PP 4 0 |6|0[|8|9]1 24 | 83
37. | Belanova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 0 19|6]|7]|S8 30 | 82
37. | Vléek Andrej 2. EvSS LM 4 0 |716]9]9 4 35| 82
39. | Baco Ladislav 4. GPos KE 1 | 8 919 919 36 | 81
39. Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 5 0 |5]4131]9 21 | 81
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6[7[8[9]10]11 s [ Y
41. | Novakova Daniela 2. GPar NR 110 7109 25 | 78 |
42. Vecerik Matej 3. SPMNDG BA 7 2 515 212 14 | 74
43. | Svancara Patrik 2. GLS TN 4 |0 0217 18| 71
44. | Langer Tomas 2. GJH BA 4 0 5141910 25 | 70
44. Marec¢akova Barbora 2. GKuk PP 4 0 0 91 19 | 70
46. | Kubincovéa Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 21659 22 | 69
47. | Kmetova Katarina 2. GKuk PP 4 0 217 16 | 66
47. Majdis Mojmir 4. GPOH DK 7 1 71910 16 | 66
49. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 0 63|70 25 | 63
49. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 6 0 2|7 10 | 63
49. Peitl Tomas 4. SPMNDG BA | 10 4 51911914 27 | 63
52. Safin Jakub 1. GPH MI 1 0 21915 212 26 | 62
53. | Baranova Jana 4. GAlej KE 8 2 0 | 60
53. | Varga Matyas 3. SJG KN 4 0 5 9 | 60
55. Pellerova Daniela 1. Gamda BA 2 0 3128 15 | 59
56. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 8 919 18 | 54
57. Harmanova Dominika 3. GJH BA 3 0 0 | 53
58. | Machac¢ Juraj 3. GJH BA 5 0 6|7 17 | 52
59. Muzik David 2. GChD Praha 4 1 215 1 8 | 49
60. Santrovéa Adriana 2. GMH Trstend | 4 0 2 9 | 48
61. | Styrakova Kamila 4. GPOH DK 10 | 3 51919 23 | 47
62. Sabatovi¢ova Linda 3. GJH BA 7 1 0 | 46
63. Kocak Jakub 3. GLS HE 5 0 0 | 42
63. Stehlik Matus 3. GAlej KE 5 0 0 | 42
63. Simkova Méria 4. GJF Sala 4 0 2 410 6 | 42
66. Danildkova Monika 2. GJAR PO 4 0 0 | 41
67. | Bogédrova Zuzana 3. GLS TN 6 1 217 3 12 | 40
68. Muthova Denisa 3. GTR ZA 7 1 0 | 37
69. | Hajdinova Katarina 3. GJH BA 6 1 0 | 36
70. Anderle Michal 3. GBST LC 5 0 8 8 | 32
70. Mészarosova Lucia 3. GGol NR 3 0 0 | 32
72. Vavrik Boris 3. GJH BA 5 0 0 | 30
73. Floridnova Michaela 4. GJH BA 8 0 0 | 28
74. Rabatin Branislav 1. GJH BA 1 0 0 | 26
75. | Kopcova Monika 3. Gamca BA 4 0 0| 25
75. | Maris Andrej 2. PiarG NR 3 0 0 |25
77. | Zékovska Ursula 2. Gamda BA 4 0 0|23
78. Makuch Matej 3. GJGT BB 4 0 31214 17 | 21
79. Durikovicova Lucia 3. GsvU BA 4 0 411 1 6 | 17
79. | KubiSova Barbora 2. GJGT BB 3 0 3 11115 10 | 17
81. Dizova Andrea 3. GKom PE 7 2 0 | 16
82. Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA 1 0 9 0 9 | 15
82. Masar Juraj 3. GJH BA 6 1 0| 15
84. MeloSova Veronika 1. GJCh BR 1 0 010 0 | 12
85. Porembova Alexandra 3. GJH BA 6 1 0 6
86. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 0 0|1 4 5
86. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 0 5
88. | Leitner Matej 3. GJGT BB 4 0 0 0

kategoria ALFA, Bratislava

Vysledkova listina
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Por. | Meno Roé¢ Skola k., [1]2]3]4][5[6][7][p] >
1. Winczerova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 [9]8]8]38 913 127
2. Smolik Martin 1. Gamca BA 2 918101954 115
3. Hledik Michal 1. GJH BA 1 919191919 114
4. Smolik Michal 1. Gamca BA 2 91809 |5]|4 109
5. Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 1 | 88819 4 107
6. Smolik Milan 1. Gamca BA 2 71878 2 105
7. Vlachynské Petra 2. GBil BA 3 9 (8|7 3 100
8. Pellerova Daniela 1. Gamca BA 2 8152|312 95
9. Kossaczka Marta 1. Gamca BA 2 9 4 90
10. | Hezelyovéa Ivana 1. SPMNDGBA | 1 |4 |8 |67 1 86
11. | Krajéovi¢ Matej 1. GJH BA 119 8 12 83
12. | Pélenik Jakub 1. SPMNDGBA | 1 | 6] 8] 6 7 2 78
13. Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 1 4188 |1 9 60
14. Bock Michal 1. Gamdca BA 2 810|716 0 56
15. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 1 50
16. | Krajcovic Michal 1. GJH BA 1 41
17. | Pavlovi¢ Tomas 1. GJH BA 1 39
18. | Harmanova Dominika 3. GJH BA 3 37
19. | Majdan Tomaés 1. GJH BA 1 33
20. Jamrichova Lucia 1. SPMNDGBA | 1 47893 0 31
20. | Steis Lukas 1. SPMNDG BA | 1 31
20. | Zitnansky Tomas 1. GJH BA 1 31
23. | Bliznakovova Kristina 1. SPMNDG BA | 1 30
23. | Rehorka Patrik 1. GJH BA 1 30
25. | Stribrnsky Branislav 1. GJH BA 1 27
26. | Spustova Karolina 1. SPMNDG BA | 1 26
27. Holikova Zuzana 1. GCSL BA 1 20
28. Muckova Nikola 1. GJH BA 1 17
29. | Simek Lukés 1. GJH BA 1 15
30. | Kakas Richard 1. GJH BA 1 14
30. | Zorgovska Klaudia 1. GCSL BA 1 14
30. Smid Peter 1. GJH BA 1 14
33. | Matlovi¢ Tomas 1. GJH BA 1 12
33. Zelenak Fero 1. GJH BA 1 12
35. | Nakhlé A. 1. GJH BA 1 9
36. Jasan Jakub 1. GJH BA 1 8

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2]3]4[5][6][7[p]|>
1. Kovacova Milada 1. GCM NR 1 [9]5]8[3]5 76
2. Plocekova Andrea 3. GPdC PN | 3 5141250 56
3. Szabé Toméas 2. GAV LV 2 53
4. Cibulka Samuel 1. GAV LV 1 31
4. Mari§ Andrej 2. PiarG NR | 3 31
6. Mészarosova Lucia 3. GGol NR 3 30
7. Tilesova Kristina 2. GKom PE | 2 2
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola [k, [1[2[3[4[5[6][7][p] >
1. Komanova Kristina 1. GAS BB 1 91918121943 126
2 Macko Vladimir 1. GESzZV | 1 |9 |7|8]9]9 2 122
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Por. | Meno Roé Skola k, [1]2][3]4]5 7ip] X
3. | Benesova Katarina | 1. GAS BB T 985|309 111 |
4. Surovcik Juraj 1. GPOH DK 1 {89883 2 93
5. Santer Martin 1. GMH Trstend | 1 5161 8 9 90
6. Nociarovéa Jela 1. GBST LC 1 81619 81
7. Turcanové Terézia 1. GLS ZV 1 {1917 5 68
8. Subjak Jan 1. GPOH DK 1 55
9. Sladek Samuel -2. GAB NO -2 43
10. Bualik Martin 3. GJGT BB 3 819 |8 37
11. MeloSové Veronika 1. GJCh BR 1 511 36
12. Branicka Eva 3. CirGKP ZA 3 24
13. Plavak Dusan 3. GMH Trstena | 3 20
14. Kubisova Barbora 2. GJGT BB 3 7
15. Jackova Dominika, 3. GJGT BB 3 5
16. Filova Lucia 2. HA BR 2 5121 2 4
16. | Neradny Matej 2. GJGT BB | 3 3 0 1
18. Kvas 1. SPSJM BB 1 0

kategéria ALFA, vychod

Por. | Meno Roé Skola k, | 1|/2|3[4]|5 7Tip| >
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 2 91911919 9 135
2. Batmendijn Eduard -1. ZSsvCM SL | -1 [ 9] 9] 9 9 9 134
3. Safin Jakub 1. GPH MI 1 19619 8 9 106
4. Hlavacik Matas 1. GAlej KE 2 918|319 9 104
5. Semanisinova Denisa 1. GAlej KE 2 8181919 94
6. Hanzely Filip 1. GAP SB 1198|8710 93
7. Tokarova Natélia 1. GJAR PO 1 142891 88
8. Machalova Katarina 0. ZSSmer PO | 0 40
9. Motesicky Jan 2. GDax VT 2 2161110 0 10

Vysledkova listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Ro¢ Skola 1011 [12] 13|14 >
1. Bachraty Martin 4. GVO ZA 9 9 4 1 79
2. Bogarova Zuzana 3. GLS TN 3 0 3
3. Hagara Michal 4. GJH BA 9 9 53
4. Hozza Jan 3. GJH BA 6 8 33
5. Kukan Marek 4. Gamca BA | 9 9 6 51
6. Sladek Filip 4. GAB NO 9 9 7 7 7 111
7. Vavrik Boris 3. GJH BA 9
8. Safin Jakub 1. GPH MI 2 2 6

Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.




