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Vzorové rieSenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2010/2011

Uloha é&. 1: Ondrik nakreslil do roviny dva ¢ervené trojuholniky. Tieto trojuholniky vytvorili spolu jeden cerveny
n-uholnik. Zistite véetky mozné hodnoty n. Cervené trojuholniky sa pritom mézu Iubovolne prekryvat.

RieSenie: (opravovala Ika)

KedZe v zadani nie je napisané, aké trojuholniky Ondrik mal (pravouhlé, rovnoramenné atd.), moézeme povazovat
za vyhovujuci kazdy n—uholnik, ktory sa ndm z nejakych dvoch trojuholnikov podari poskladat. Teraz méme dve
moznosti. Bud sa pre dané n takyto n—uholnik zostrojit d alebo nedéa. To, Ze sa d4, dokéZeme najlahsie tak, Ze ho zo-
strojime. Po kratSom alebo dlhSom ski$ani sa ndm takto podari vytvorit n—uholniky pre n = 3,4,5,6,7,8,9,10, 12.
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Pre zvys$né n ndm neostéva ni¢ iné, nez dokazat, ze sa n—uholnik zostrojit nedd. Najlahsie to bude pre n mensie
nez 3. Je jasné, ze ak by sme trojuholniky nakreslili akokolvek, menej ako tri vrcholy vysledny utvar nikdy mat
nebude (ani keby boli totozné — vtedy by boli vrcholy prave tri).

Teraz podme zistif, prec¢o sa nedaji zostrojit n—uholniky pre n viésie ako 12. Vrcholy hladaného n—uholnika budi
bud vrcholmi niektorého z povodnych trojuholnikov (nazveme ich povodné vrcholy), alebo vznikni ako prieseéniky
stran povodnych trojuholnikov (tieto nazveme prieseénikové vrcholy) . Vrcholov pévodnych trojuholnikov je 6.
Prieseénikov stran moze byt tiez najviac 6, lebo kazda strana jedného trojuholnika pretne najviac dve strany
druhého trojuholnika. Dokopy teda modZeme mat najviac 6 + 6 = 12—uholnik.

Nakoniec sa podme pozriet, preco sa neda vytvorit jedendstuholnik. Tu len st dve moznosti — bud z tychto je-
denastich vrcholov je 6 vrcholov pévodnych a 5 vrcholov priesecnikovych alebo naopak 5 vrcholov pévodnych a 6
vrcholov priesecnikovych. Rozoberme si tieto dve moznosti:

e ak je 5 vrcholov povodnych, znamend to, Ze ten Siesty nezaratany vrchol niektorého trojuholnika musi lezat
vnutri druhého trojuholnika alebo na jeho strane. Potom ale obe strany vychadzajiice z tohto vrchola pretni
kazda najviac jednu stranu druhého trojuholnika. (Nakreslite si to.) Z toho ale dostaneme, Ze prieseénikové
vrcholy tu mézu byt najviac 4 a nie Sest.

e ak je 6 povodnych vrcholov a 5 priesecnikovych vrcholov, zacneme tak, Ze oznacime jeden z pdvodnych
trojuholnikov ABC'. Pozrime sa, ako st na obvode ABC rozmiestnené prieseénikové vrcholy. Vieme, Ze
na jednej strane moézu byt najviac 2 takéto vrcholy a spolu ich chceme mat pif. Teda rozmiestnenie na
jednotlivych strandch musi byt: dva vrcholy na jednej, dva vrcholy na druhej a jeden vrchol na tretej strane.
Nech st po dva priese¢nikové vrcholy na stranidch AB a AC. To znamena %e B aj C musia lezat mimo
druhého trojuholnika (inak by nepretal obe strany dvakrat). Ale ked lezia mimo, tak strana BC bud pretne
obe strany druhého trojuholnika (a mame 6 + 6 = 12, lebo kazdy taky prieseénik je novy vrcholom), alebo
nepretne ziadnu (a mame najviac 6 + 4). Takze sa ndm nikdy nepodari ziskat pif prieseénikovych vrcholov,
¢im je priklad vyrieseny.
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Uloha é&. 2: V trojuholniku TBC' ozna¢me stred strany TB ako D a stred strany TC ako E. Priese¢nik osi uhlov
BDE a CED ozna¢me F. Ukazte, ze ak F lezi na usecke BC, tak plati 2| BC| = |TC| + |T'B].

Riesenie: (opravovala Ada)

Po nakresleni obrazku a chvili pozerania nai si vSimneme, ze ED je stredna priecka v trojuholniku T'BC'. Z toho
vyplyva, ze ED || BC. Dalej, ak F lezi na OB, uhly EDF a DF B st striedavé, teda maji rovnaki velkost. Preto
aj [SDEF| = |4EFC]|.

Este vieme, ze DF' je os uhla BDFE, teda uhly EDF a BDF st zhodné. Pozrime sa blizsie na trojuholnik BDF:
kedZze uhly BDF a DF B st zhodné, potom je tento trojuholnik rovnoramenny so zakladiiou DF. V tomto rovnora-
mennom trojuholniku ramend musia byt zhodné, teda | DB| = | BF|. Rovnako mézeme ukézat rovnost |EC| = |C'F|.
(Premyslite si.)

Zo zadania eSte vieme, ze |EC| = |CT|/2, ako aj |DB| = |BT|/2. Teraz uz vieme vsetko na to, aby sme mohli
odvodit rovnost pozadovani v zadani:

1 1
BC| = |CF| +|BF| = |EC| +|DB| = 5|CT| + 5|BT| = 2BC| = |TC| + |TB|.

Uloha ¢&. 3: Psia btida ma podorys tvaru rovnostranného trojuholnika so stranou 1 meter. Jej rohové body st
oznacené A, B a C tak, ako je nakreslené na obrazku. V bode A je prichytend retaz, na ktorej konci K je pes.
Retaz je dlha 20 m a je tiplne napnuta. Navyse body K, A a B lezia na jednej priamke. Pes zacne bezat v smere
hodinovych ruciciek, pricom bezi tak, ze je retaz stale napnuta. Urcéte vzdialenost, ktorta takto prejde, kym sa celd
retaz neomoté okolo btidy.

RieSenie: (opravovala Hanka a Marek)

Ak mé byt retaz stile napnutd, pes nemé init moZnost, nez
zacat bezaf po kruznici k so stredom v bode A a polome-
rom dlzky refaze, teda 20m. Kym je pes v polrovine opac-
nej k polrovine uréenej priamkou AC a bodom B, retazi ni¢
nebrani v pohybe. V momente, ked dobehne na polpriamku
AC sa cast refaze oprie o stranu AC (stenu budy), a uz
tam zostane nehybne. Zatial pes presiel nejaku cast kruz-
nice k, o ktorej vieme, ze ma celkovt dlzku 27 - 20 m. Kedze
trojuholnik ABC' je rovnostranny, |[<BAC| = 60°, a preto
|[<SKAC| = |[9KAB| — |[9CAB| = 180° — 60° = 120°. Pes
presiel teda 120°/360° = 1/3 dlzky spominanej kruznice, ¢o
je (2m/3) - 20m.

Teraz je situacia podobnd ako na zaciatku, len otocena o 120°.
Kedze trojuholnik ABC' je rovnostranny, tak sa okrem dlzky refaze ni¢ nezmenilo a ti istd Gtvahu moézeme zopa-
kovaf, len s refazou o 1 m kratsou, lebo |AC| = 1 m. (Premyslite si to.)

Opakovanim rovnakého postupu, az kym sa refaz nenamoté tplne celé, dospejeme k vysledku

K

2m 2m 2w 2w
2000 197 4+ 1 = 520419 + - + 1).
g T3+ 413 3( +19+ - +1)
Pre stcet prvych n prirodzenych éisel plati 1+2+...+n = n(n+1)/2 (Dokazte si to. Pomécka: 1+n = 2+(n—1) =
3+4(n—=2)=---=n—-2)4+3=(n—1)+2=n+1.), preto
2 27 20-21
?7T(2o+19+--~+1)=?7T S = 140m(= 439, 82).

Pes teda zabehne 1407 metrov.

Uloha é&.4: V obdlzniku ABCD mé strana AB velkost 2r a strana BC velkost r. Nad stranou AB zostrojime
kruznicu k tak, ze AB je jej priemerom. Priesecnik uhlopriecky BD a kruznice k oznac¢me X. Vypocitajte pomer
|BD| : |BX]|.

RieSenie: (opravoval Beren)

Najpriamociarejsi sposob ako zratat dany pomer, je vycislif velkosti obidvoch tsediek a navzajom ich vydelit.
Podme to teda skusit. Ako prvi vec by bolo dobré si vS§imnit, Ze bod X lezi na Télesovej kruznici nad priemerom
AB, ¢ize AX B je pravy. Dizku tsec¢ky BD je celkom lahké vyratat z Pytagorovej vety:

|BD| = \/|ABJ|? + |AD|? = V/5r.

Vieme vyrataf aj dlzku |[BX|? Oznacime si velkost uhla ABX ako . Potom, ak pozndme goniometrické funkcie,
tak vieme, Ze plati |BX| = |AB| cos a. Cize ndm uz sta¢i len vypoéitat uhol a. Z definicie funkcie tangens vieme,
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Ze tg a je dany ako |AD|/|AB|, ¢ize je rovny 1/2. Z toho by sme uz mohli dordtat uhol «, ale potrebovali by sme

.....

a jednoduchsie riesenie, takze nezufajme.

Trojuholniky ABX aj ABD su oba pravouhlé. Ziroveii < ABX a < ABD je ten isty uhol, predtym sme si ho
oznacovali . Trojuholniky ABD a ABX maji potom 2 rovnaké uhly, st teda podobné podla vety uu. Presnejsie,
aby sedeli prisluchajuce vrcholy, trojuholnik ABD je podobny trojuholniku X BA. Poriadne sa pozrieme, ktoré
strany prislachaju ktorym a zistime, Ze musi platit rovnost

|BD|  |AB| )
|AB|  |BX|’

Dizky |BD| a |AB| pozname, | BX| nepozname. Skisime si teda vyjadrit z rovnosti (1) velkost |BX| len pomocou
|BD| a |AB| a nasledne dat do pomeru |BD| a |BX|. Dostaneme, Ze

|BD|  |BDJ?
|BX| |ABJ*

Kedze vieme, 7e |BD| = v/br a |AB| = 2r, dostavame dlho ocakévany vysledok

IBD| _ (v5r)* _ 5

|BX|  (2r)2 4
Heuréka.

Uloha é&.5: V trojuholniku USB zvolime na strane UB bod P a na strane SB bod C tak, %e 2|BP| = |PU|
a2|BC| = |CS|. Na polpriamke UC lezi za bodom C bod H, pre ktory plati 2| HC| = |CU|. Podobne na polpriamke
SP lezi za bodom P bod W, pre ktory plati 2|W P| = |PS|. Dokéazte, ze USHW je rovnobeznik.

RieSenie: (opravovala Katka J.)
Pozrime sa na obrazok, ktory vychadza zo zadania (obr. 1, R je prieseénik SW a UH):

w B H Co by muselo platit, aby bol USHW rovnobeznik? Napriklad nam
staél dokézat, ze |UR| = |RH| a zaroveni |SR| = |RW| — teda,
C Ze uhlopriecky nasho $tvoruholnika sa rozpoluju. (Skuste si doka-
P zat: ak sa uhlopriecky Stvoruholnika rozpolujd, tak Stvoruholnik je
R rovnobeznik.)

Podme sa pozriet, ¢o vieme o tseckdch SW a U H. MbéZeme si v8im-

nit napriklad zaujimavy trojuholnik PCB. KedZe |UB| = 3|PB|
v S a |SB| = 3|CB|, podla vety sus st trojuholniky PCB a USB po-

dobné s koeficientom podobnosti 3. Z toho vyplyva, ze US| = 3|PC| a zaroven, ze PC || US.

Co dalej? Nie¢o o tom, kde lezi bod R, ndm napovedia trojuholniky PCR a SUR. Kedze PC || US, z vety uu

vyplyva, Ze trojuholniky PCR a SUR su podobné. Plati |[US| = 3|PC|, koeficient podobnosti je znova 3. Potom

plati aj |[RS| = 3|PR| a |RU| = 3|CR|.

Teraz nase zistenia uz len sta¢i dat dokopy s faktami zo zadania. Vieme, ze |PS| = 2|WP| a |[UC| = 2|HC)|. Plati,

ze |PS| = |PR| + |RS| = 4|PR|. Potom

1 1
WR| = [WP|+|PR| = 5|PS| + |PR| = J4|PR| + |PR| = 3|PR|

A je hotovo, lebo rovnako aj |RS| = 3|PR|, takze |WR| = |RS|. Tak isto by sme ukédzali (a teda analogicky
plati), Zze |UR| = |HR)|. Dokézali sme, ze |WR| = |RS| a |HR| = |RU|. Uhlopriecky $tvoruholnika WUSH sa teda
rozpoluji, éim sme dokdzali, Ze ide o rovnobeznik.

Komentar: Vo Vasich rieseniach sa Casto stava, ze do obrazka zakreslite body, s ktorymi potom ratate, ale v texte
nevysvetlite, co za¢ tieto body vlastne st (pozri nas popis k bodu R). Z toho potom vznikaji kadejaké nedorozu-
menia, ktoré sa mozu skoné¢if udelenim nedostatoéného poétu bodov. Okrem toho by ste v rieSeni nemali zabudat
ani na diskusiu — napriklad o tom, ¢i bod R, s ktorym sme ratali, vzdy lezi vnatri trojuholnika USB. V nasom
pripade to plati vZdy a nase rieSenie tak moZeme prehlésit za plné.

Uloha é&. 6: Dané je kruznica k, do ktorej je vpisany rovnoramenny trojuholnik ABC' so zakladiiou BC'. Kruznica
¢ obsahuje body A a B a pretina stranu BC' v bode P, ktory je rézny od bodu B. Doty¢nica ku kruznici ¢ v bode
B pretne kruznicu k v bode Q, ktory je rézny od bodu B. Dokézte, Ze P lezi na tsecke AQ prdve vtedy, ked je
usecka AQ kolma na priamku BC'.

RieSenie: (opravovala Kika)
Ako si vddsina z Vas spravne vsimla, ciefom tlohy bolo dokézat ekvivalenciu, ¢o znamené dokézat dve implikacie:

(AQ L BC) = (P € AQ)
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(P € AQ) = (AQ L BC).

Dokaz prvej z nich je o nieco lahsi, preto nim za¢neme.

Vychaddzame z tvrdenia, ze AQ L BC. Co to znamena pre priamku AQ? Trojuholnik ABC' je rovnoramenny,
priamka AQ je kolmé na jeho zdkladnu a prechadza hlavnym vrcholom. To znamend, ze AQ je osou uhla BAC
a lez{ na nej stred kruznice k. Cize k je Téalesovou kruznicou nad AQ a smelo moéZeme napisat |J ABQ| = 90.
Vyiborne, ¢o dalej? Zistili sme nieco o uhle pri vrchole B. Je v zadani niefo o vrchole B, ¢o by ndm pomohlo?
Bodom B prechédza dotycnica ku kruznici /. Takd doty¢nica musi byt kolmé na priemer kruznice | obsahujtci bod
B. No ale AB je kolmé na BQ, navyse A € [, takze AB je priemerom [. Dalej, [ je Talesovou kruznicou nad AB,
preto |[SAPB| = 90 . Alebo inak: AP L BC. Vychadzali sme z tvrdenia AQ L BC. Ak ich spojime, dostaneme
to, ¢o bolo treba dokéazat: P € AQ.

Podme teraz dokézat druht implikaciu. Ukdzeme si dva rozne pristupy.

1. (podla Matisa Stehlika)

Priamy dékaz, dokazujeme (P € AQ) = (AQ L BC)

Na tvod si povieme nieco o tsekovych uhloch. Majme kruznicu [, v ktorej je tetiva BP. Urobme doty¢nicu ¢ ku
kruznici [ v bode B. Mensi uhol medzi tseckou BP a t ozna¢me (. Tento uhol sa vold tsekovy. V tej polrovine
uréenej priamkou BP, v ktorej nelezi uhol 3, vyznaéme hocikde na kruznici [ bod A. Uhol BAP je obvodovy.
(Podobnost znacenia bodov so zna¢enim v priklade nie je ndhodnd.) Vlastnost, ktort v dokaze vyuzijeme, je, Ze
obvodovy a tsekovy uhol maji rovnaka velkost. Za doméacu tlohu si mozete dokazat, Ze to skutocne plati.
Podme na samotny dokaz. Zo zadania plati |[JCAP| = [SCAQ)|. Plati tiez |[SCBQ| = |[<CAQ)|, lebo tieto uhly
st obvodové nad tetivou CQ. Dalej ICBQ je tisekovy k obvodovému 4 BAP, teda st rovnaké, a aj |[JCAP| =
|<BAP)|. Priamka AP je potom osou uhla CAB. KedZe trojuholnik ABC je rovnoramenny, tak plati AP L BC.
Teda ak P € AQ, potom AQ | BC. Hotovo.

2. (podla Eda Batmendijna)

Nepriamy dokaz, dokazujeme (| AQ, BC| # 90) = (P ¢ AQ). A
Sledujuc obrazok, posuiime bod @ po kruznici k& doprava, blizsie k bodu C. k
Tymto sa aj prieseénik AQ N BC posunie doprava a . BA sa zmensi. Pre
stred kruznice | (oznaceny S) nadalej musi platit |4 QBS| = 90. Preto uz S
nelezi na AB, ale na osi AB a mimo trojuholnika ABC, teda podla obrazka
vyssie a vlavo oproti povodnej polohe. Kruznica [ je opisand trojuholniku p C
ABP, preto S lezi na osi BP. Ak sa S posunie dolava, aj os BP sa posunie

dolava a bod P tiez.

Pred posunutim bol P € AQ N BC, po posunuti sa bod P posunul vzhla- "
dom na bod AQ N BC pre¢ po priamke BC. Jediny bod, ktory lezi na

BC (o je podmienka pre P) a zaroveni na AQ (¢o by sme radi dokézali

alebo vyvratili), je ich prieseénik. A kedZe P uZ nelezi v tomto priese¢niku,

nemoze lezat ani na AQ. Na domécu tlohu si premyslite, ako by to bolo,

keby sme bod P postuvali opaénym smerom, teda blizsie k bodu B. Q

Uloha &. 7: Mame pravitko bez mierky, ktoré nam umoziiuje viest dvomi danymi bodmi priamku a spravit kolmicu
na dant priamku v jej danom bode. Zistite, ¢i vieme tymto nastrojom zostrojit kolmicu na danti priamku z daného
bodu leziaceho mimo tejto priamky.

Riesenie: (opravoval JeFo)

(Podla Andreja Kozdka.) ,,KIaéom k tspechu je ndjdenie rovnobezky s danou priamkou prechddzajicej danym
bodom (*).

footnoteKolmica na rovnobeznt priamku v danom bode by bola kolm4 aj na dant priamku. Vieme urobit rovno-
bezky7¢

»,No jasné! Stac¢i spravit dve kolmice.*

Niekto sa vSak hned ozyva, Ze takto vieme spravit rovnobezku len v uréitej vzdialenosti.

Pytaja sa ho: ,Mate lepsi napad?*

»2Mam,“ odpoveda. ,Napoviem Vam. Naco kolmica?*

Zamyslia sa. ,A fakt. Staci obdlznik.“

Menej chapavi sa tvaria udivene.

»,Tak sa pozerajte,* chyti sa slova niz$i pleSaty pan. ,Spravme si lubovolnt priamku prechédzajicu danym bodom
(*). V danom bode na 1iu vieme spravit rovno aj kolmicu. A hla — ¢o mame? Pravdaze, pravouhly trojuholnik (*).
A &m je pravouhly trojuholnik? Polovicou obdiznika. A ¢o znamena polovicou? Ze ked ho dokreslime do obdiznika,
protilahlé body budi mat od danej priamky (jeho uhlopriecky) rovnaka vzdialenost. Vieme ho dokreslit? Vieme,
ved mé samé pravé uhly. Nuz, uéitime tak.
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Maéame jeho tri body A, B,C a uhlopriecku p. Mimochodom, hladdme kolmicu na p prechddzajicu bodom A. Ale
vratme sa k problému. Ked spravime v bodoch B, resp. C' kolmice na priamky AB, resp. AC, ich prienikom
dostaneme bod D, stvrty do kvarteta, posledny do obdlznika. Bod D je rovnako vzdialeny od op p ako bod A, tak
uz to v obdlznikoch chodi (*). No a teraz vieme najst nejaky bod A, ktory je rovnako daleko od p ako bod D,
a teda aj ako bod A.

Stadi si vybraf nejaky iny obdlznik, tzn. zvolif si iné navzajom kolmé priamky ako DB a DC, ktoré prechadzaji
bodom D. Rovnakym postupom dostaneme A,, v rovnakej polrovine urcenej priamkou p ako je bod A. Plati
|Aop| = |Ap| a Az A||p. Nasli sme rovnobezku s danou priamkou prechadzajicu danym bodom. MoéZeme urobit
kolmicu (*). Vyhrali sme!“ Muz si sadol. Sdlou sa ozval potlesk a pokriky - ,dévit, dévit, dévit, ... 1«

Komentér: Miesta oznacené (*) nedotiahol autor dplne do konca, tak si ich treba dobre premyslief. Pri prvej
hviezdicke som Vam trochu pomohol. Este jedno upozornenie. Takto nemé vyzerat spravne rieSenie, keby sa tento
priklad vyskytol v MO. My v KMS vSak niekedy ocenime aj spravne, aj ked v detailoch nedotiahnuté, vtipné
rieSenie. Mimochodom, nizsi plesaty pan to ma za devét.

Uloha &. 8: Dané sti kruznice k1 a ko, ktoré sa pretinajii v dvoch bodoch M a N. Doty¢nica v bode M ku kruznici
ko pretina kruznicu k1 v bode A. Dotyc¢nica v bode M ku kruznici ki pretina kruznicu ko v bode B. Priesecnik
priamky AN a kruznice ko rézny od bodu N oznacme C' a priesecnik priamky BN a kruznice k, rézny od bodu
N ozna¢me D. Dokazte, ze dlzky tseciek AC a BD sii rovnaké.

RieSenie: (opravoval Myrec)

Najprv sa pozrieme, ¢o obrazku zo zadania chyba. Ano,
Glary AD, BC, MD a MC.

V kruzniciach si mozeme vSimnut tetivové Stvoruholniky
ADMN a BCMN. V nich plati, ze |[SNAM| = |[SNDM|
a [SNBM| = |SNCM| (vyplyva to z vlastnosti obvo-
dovych uhlov). Takze trojuholniky M AC a M DB st po-
dobné.

Teraz potrebujeme dokdzat, Ze s nielen podobné, ale zhodné.
Cize chceme dokazat, Zze |AM| = |DM| alebo |BM| =
|CM].

Nevyuzili sme este, ze AM je dotyénica ku kruznici ks.
Preto |SAMN| = |<NBM]|. (Tento uhol sa vola tsekovy
a mohli by ste si to skusit dokdzat sami.) Teraz vidime, ze
AD || M B, lebo |[SAMN| = |S ADN| (obvodové uhly), teda AD a M B zvieraju s DB rovnaky uhol.

Zaverom: M B je doty¢nica, teda je kolmd na MS; (S; je stred k1), a potom aj AD je kolmé na MS;. Z toho
vidime, ze plati AM = DM, pretoZe trojuholnik AM D je osovo stmerny podla priamky M S;. Pekny deri.

B

Uloha &.9: V trojuholniku ABC st P a Q také body na strane AB (bod P je medzi A a Q), Ze |SACP| =
|[<PCQ| = |[4QCB|. Ozna¢me AD os uhla BAC, pri¢om bod D lezi na strane BC. Tato os pretina tsecky C'P
a CQ postupne v bodoch M a N. Navyse plati, Ze |PN| = |CD| a 3| BAC| = 2|4 BCA|. Dokézte, Ze trojuholniky
CQD a QN B maju rovnaky obsah.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Prvé, ¢o by ndm malo udriet do oéi je, ze 3|<BAC| = 2| BCA]|, pri¢om |4 BAC| je rozdeleny na 2 rovnaké Casti
a | BCA| je rozdeleny na 3 rovnaké casti. Teda vSetky tieto ¢asti musia byt rovnaké.

[¥BAD| = |4 DAC| = |[JACP| = |[§PCQ| = [§QCB| = «

Zo zadania eSte vieme |CD| = |PN| = a.

Nakolko dva rovnaké uhly nad tou istou tsec¢kou znamenaju tetivovy Stvoruholnik, tak by nés vSetky tie zhodné
uhly mohli nabddat k hladaniu takychto zjavov. Napriklad S PAN a S PCN st rovnaké uhly nad tetivou PN,
takZe Stvoruholnik APNC je tetivovy. Z vety o obvodovom uhle nad tetivou AP vyplyva [JANP| = |[<ACP| = a.
A 7z vety o obvodovom uhle nad tetivou CN zasa dostavame | NPC| = |4 NAC| = a.

Dalsi tetivovy $tvoruholnik dostaneme, ked si viimneme JQAD a JQCD nad tetivou QD, a to Stvoruholnik
AQDC'. Z vety o obvodovom uhle nad tetivou CD mame |[{DQC| = |[<DAC| = a.
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Teraz si v§imnime trojuholniky CQD, PCN a N AP. Maju dva zhodné uhly (oba «) a jednu stranu(a), ¢o znamena,
ze st zhodné. Z ich zhodnosti dostavame dve dolezité veci:

1. |PC| = |CQ]|. Trojuholnik PCQ je potom rovnoramenny a uhly CPQ a PQC st zhodné. Takze aj ich doplnky
do priameho uhla buda zhodné, ¢ize |[SCPA| = |[<CQB|. Este vieme, ze | ACP| = | BCQ)|. Trojuholniky
APC a BQC maji zhodnd stranu a dva uhly, ¢o znamend, Ze st zhodné. Z toho ndm vyplyva |AP| = |BQ)|.

2. CQD a N AP maja zhodny obsah (lebo st zhodné). Potrebujeme este ukazat, Ze obsahy trojuholnikov N AP
a QN B st rovnaké. Vyska v tychto trojuholnikoch na strany AP resp. BQ je ofividne rovnaka. A nakolko
sa rovnaju aj tieto strany, obsahy budu tiez rovnaké.

A dékaz mame hotovy.

Pozndmka: To, 7e |AP| = |BQ)| sa dalo ukazat aj pomocou rovnosti |AP| = |PN| = [NC| = |CD| = |DQ| =
|BQ| vyuzivajic mnozstvo rovnoramennych trojuholnikov, ktoré ndm zadanie poskytuje. Na pripomenutie, dokaz
rovnosti obvodovych uhlov vyuziva prave rovnoramenné trojuholniky, takze je to istym spdésobom podobné riesenie.

Uloha &.10: Méme trojuholnik ABC a jeho vniitorny bod P spliajici |4 BPC| = 90° a |YBAP| = |[SBCP)|.
Ozna¢me M a N v tomto poradi stredy stran AC a BC'. Predpokladajme, Ze |BP| = 2|PM|. Ukézte, Ze body A, P
a N lezia v tejto situacii na jednej priamke.

RieSenie: (opravoval Kubo, Edo)

Prvym krokom pri rieSeni geometrickej tlohy je obvykle urobif si nacrt. Niektori z Vas sa pokusili situdciu aj
narysovaf, tu vSak narazili na problém. Bod P spliajtci podmienky zo zadania totiz vo vieobecnosti nemusi vobec
existovat — d4 sa ndjst len v niektorych Specidlnych trojuholnikoch. (Prikladom je trojuholnik so stranami |AB| = 6,
|BC| = 8 a |AC| = v/46. Bod P je umiestneny v tomto trojuholniku tak, ze |AP| = 1 a |C'P| = 6.) Z toho v3ak este
nijako nevyplyva, ze by zadanie tilohy bolo sporné, alebo Ze by tvrdenie, ktoré chceme dokézat, neplatilo. V zadani
sa totiz piSe, ze mame uz vopred dany trojuholnik aj s bodom P tak, Ze st splnené vsSetky prepoklady — nesnazime
sa bod P zostrojit ani nepotrebujeme zistovat, pre ktoré trojuholniky taky bod existuje.

Ked sme si toto ujasnili, mdzeme sa pustif do samotného rieSenia. Na zaliatok je dobré si ulohu ¢o najviac
zjednodusit. Vsimnime si napriklad, Ze bod N dost maélo stvisi so zvy$kom obrazku a vieme sa ho Tahko zbavit. Je
pre nas vlastne zaujimavy len z jediného dévodu — potrebujeme dokézat, Ze lezi na priamke AP. To je ekvivalentné
tvrdeniu, ze uhol APN je priamy. Ozna¢me si gréckym pismenom « velkosti uhlov |{BAP| a | BCP|, ktoré st
podla zadania rovnaké. Z pravouhlého trojuholnika C'PB vieme, Ze aj |[CPN| = «, teda dokazované tvrdenie je
ekvivalentné tomu, ¢ |[JAPC| = 180° — a. Dalej uz v dokaze bod N nebudeme vobec potrebovat.

Pokracovat moézeme dvoma spésobmi. V prvom z nich sa zameriame na zadané vlastnosti uhlov. Mohli by sme sa
pokisit postupne vyjadrovat velkosti vSetkych uhlov na obrazku, daleko sa v8ak nedostaneme. Poloha uhlov BAP
a BCP by nam vsak mala pripomentf vetu o obvodovom uhle. Ulohu tetivy tu hré tisecka BP. Jediny problém
je v tom, ze body A a C sa nachadzaju v opacnych polrovinich vzhladom na priamku BP. Preto skiisime bod C
zobrazit v osovej simernosti podla BP na bod C’. V tom, Ze to je dobré rozhodnutie, by nds mal podporit fakt, ze
podla zadania je pitou kolmice z bodu C na priamku BP akoby ndhodou préave bod P. Novovzniknuty bod C’ tym
padom nebude len nejakym ndhodnym obrazom nejakého iného ndhodného bodu podla ndhodne zvolenej priamky,
ale bude mat aj dalsie dobré vlastnosti — lezi spolu s bodmi P a C na tej istej priamke a je rovnako vzdialeny od bodu
P ako bod C'. Teraz uz mdzeme pouzit vetu o obvodovom uhle. Podla nej lezia body B, P, A a C’ na jednej kruZnici,
pretoze tetive BP nélezi v bode A aj v bode C’ ten isty obvodovy uhol . Teraz sa nam zidu dobré vlastnosti bodu
C’. Vsimnime si, ze tGse¢ka PM je strednou prieckou v trojuholniku AC'C. Preto |AC’| = 2|PM| = |BP]|, teda
tetivovy Stvoruholnik AC’BP je navy$e aj rovnoramennym lichobeznikom. Vdaka jeho osovej simernosti vieme,
7e |SAPC’'| = |[9PAB| = «, z ¢oho uz vieme vypodéitat | APC| = 180° — |[SAPC’| = 180° — a, ¢o sme cheeli
dokéazat.

Druhym z moznych postupov je zamysliet sa nad tym, preco mame zadana taka zvlastnu podmienku | BP| = 2|PM|.
Ak nam nenapadne hladat stredné priecky trojuholnika, mézeme skusif tsecku PM predlzif na dvojnasobne dlha
usecku PM’. Dostaneme tym rovnobeznik APCM’, o ktorom sa d& dokézat, Ze je tvoreny dvoma zhodnymi
trojuholnikmi APM’ a CM'P, ktoré si navySe zhodné aj s trojuholnikom APB. (Toto je len ndznak riesenia,
premyslite si, preco plati). Dopo¢itat velkost uhla < APC je uz jednoduché.

Uloha é&.11: V trojuholniku BUS sti body K a L postupne stredmi stréan US a BS. Bod P lezi vniitri trojuholnika
BUS tak, ze uhly UBP, PSB a K BS maji rovnaku velkost. Dokézte, ze uhly PLB a BKU mayji rovnakii velkost.

RieSenie: (opravoval Foto)

Inkriminované velkost onych troch uhlov oznacend budiz ¢. Uhol KBU a uhol SBP st oba doplukom uhla ¢ do
uhla SBU, preto nasou tlohou je dokézat, Ze trojuholniky BUK a BPL st podobné. O trojuholniku BPL toho vela
nevieme, ale niikka sa ndm iné pozorovanie. Usec¢ka L P je taznicou trojuholnika BPS, ktorého uhly pozname. Usecka
UK bude potom zodpovedajicou faznicou v zodpovedajicom trojuholniku BUB’, kde B’ bude obrazom bodu B
cez stred simernosti K. Zaverom otazka na pery a na pero sa pyta: Nie je ndhodou zodpovedajici trojuholnik
BUB' podobny s trojuholnikom BPS? Odpoved nechdvame uz na tsudok ctenému éitatelovi.



KMS 2010/2011 2. séria zimnej Casti 7

Uloha é&.12: Definujme vzdialenost dvoch kruhov v rovine ako realne ¢&islo, ktoré vznikne odéitanim polomerov
oboch kruhov od vzdialenosti ich stredov. V rovine je danych n bodov, pricom n > 1. Dokazte, ze vzdy vieme najst
konec¢ne vela kruhov, ktoré pokryjii vSetkych n bodov, navyse je stcet ich priemerov mensi nez n a vzdialenost
Iubovolnych dvoch z nich je vidsia nez 1.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Kratka poznamka na zaciatok: kruznica je len obvod, kruh je aj s vyplnou.

Ozna¢me lubovolntt mnozinu n bodov a k kruhov ako (n, k)—pokrytie, ked maji tito vlastnost: k& kruhov pokryje
n bodov a stiéet priemerov tych k kruhov je menej ako n — k 4+ 1. Konkrétnejsie, nech ”kompletné (n, k)—pokrytie”
je také, ze kazdé dva kruhy z pokrytia st vzdialené viac ako 1 (vzdialenost podla zadania).

Teraz algoritmickou konstrukciou ukézeme, Ze pre fubovolnych n bodov existuje kompletné (n, k)-pokrytie.

Krok 1: Kazdy z n bodov pokryjeme kruhom s priemerom mensim ako 1/n. Tychto n kruhov vytvara (n,n)-
pokrytie, kedZe stéet priemerov je mensi ako 1.

Procedura 1: Ak existuju v pokryti Cy dva kruhy ki, ko, ktorych vzdialenost = je kladné, ale nepresahuje 1, tak
oznacme Sp, So stredy a di, do priemery kruhov k1, k3. Uvazujme priamku S1.55 a jej prieseéniky P;, P, s kruznicou
k1 a priesecniky @1,Q2 s kruznicou ko, také, ze PoSo > PS5 a rovnako Q257 > (Q1S1. Nech R je stred usecky
P5S5. Potom kruznica k3 s polomerom RP; = R(@)5 sa dotyka zvonka kruhov k; a ky. Teda kruh k3 obsahuje vsetky
body, ktoré obsahuju k1 a ks. Priemer kruhu ks: d3 = d; + do + * < dy + ds + 1. Mnozina kruhov, kde namiesto
k1 a ko berieme k3 potom tvori s povodnymi n bodmi nové pokrytie Cy. Tento krok sice zvysi sucet priemerov
nanajvys o 1, ale znizi pocet kruhov o 1. Kedze C; bolo pokrytie, tak aj Cy je pokrytie.

Procedira 2: Opakuj Proceduru 1 kym je splnend podmienka.

Zhrnutie: Do Procedtry 1 hodime pokrytie z Kroku 1. Je jasné, Ze Procedtra 1 sa nemdze opakovat donekonecna,
lebo nam klesé pocet kruhov (klesajica postupnost na prirodzenych ¢islach je koneénd). Matematickou indukciou
je vystup Procedury 1 vzdy pokrytie. Po vykonani Procedtury 2 v pokryti nie st kruhy so vzdialenostou z < 1,
¢o znamend ze vysledné pokrytie je kompletné. KedZe vo vyslednom pokryti je asponl jedna kruZnica, tak sucet
priemerov kruhov pokrytia je mensi ako n.

Uloha ¢&.13: Postupnost realnych é&isel ay, as, as,... spliia 1 < a; < 2 a pre vSetky prirodzené k plati a1 =
ax + k/ax. Dokazte, Ze existuje najviac jedna taka dvojica (i,7), ze i < j a zéroven a; + a; je celé cislo.

RieSenie: (opravoval Filip Sladek)

(Podla Le Anh Dunga) Dokézeme péar tvrdeni, z ktorych dostaneme, ¢o potrebujeme. Prvé tvrdenie: ay > k pre
kazdé prirodzené ¢islo k. Dostaneme to matematickou indukciou so zakladom a; > 1, lebo

k ag k k41 akk_l
41 = ap + o A + e (k+1) \ 71 >k+1

kde ay > k z indukéného predpokladu.

Dalej mame k41 — Q) = % < 1. Spolu s tym, ze 1 < a; < 2 a ag > k hned lahko indukciou dostaneme, Ze
k<ap<k+1prek=1,23,.. a tiez, e postupnost {aj — k}%2, je zhodnd s postupnostou{ar — |ax]}3, a je
klesajuca. (Rozmyslite si, preco.)

KedZe mame

1 (a1 —2)(2a1 —1) 5 5
= _—= — << =,
G2=at o 2a, 353
tak z predchadzajuceho tvrdenia vyplyva ar — |ar] < 1/2 pre vSetky k > 1. Teda ak a; + a; je celé, potom i = 1
a z monotdénnosti spominanych postupnosti vyplyva, ze takd dvojica exituje nanajvys jedna. QED

Uloha é&.14: Mnozina X ma 56 prvkov. Najdite najmensie prirodzené n také, Ze plati nasledovné tvrdenie: Ak
vyberieme Iubovolnych 15 podmnozin X takych, ze podet prvkov zjednotenia Iubovolnych sedem z nich je aspori
n, potom z tychto 15 podmnozin uréite vieme vybrat tri s neprazdnym prienikom.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Precitajte si zadanie. ESte raz. A eSte raz. Treba ho mat pod koZou na to, aby ste pochopili, o ¢om tu budeme
pisat. Riesenie vyzera nasledovne. Najdeme n, ukdZeme preii, Ze pre kazdych 15 podmnozin X, ked je pocet prvkov
ich zjednotenia aspon n, existuju tri so spolo¢nym prienikom. Potom pre n — 1 nijdeme kontrapriklad pitnastich
podmnozin X, pre ktoré to neplati.

Prvym krokom bolo zistit n. Na to sa dalo prist az ivahou pri n — 1.

Takze n = 41. Zoberieme mnoziny A;, As, ..., A5 C {1,2,...,56} také, Ze:

|Ai; U...UA,;, | > 41 (2)
Dokéazeme sporom, Ze ziadne tri nemaju spolo¢ny prienik. Predpokladame, Ze kazdy prvok X je maximalne v dvoch

mnozinach A;. Takéto mnoziny budeme volat sporné. Ked je nejaky prvok x € X v prave jednej mnozine A;, tak jeho
pridanim do inej podmnoziny A; podmienka (2) zostava v platnosti. Takisto mnoziny A, As,--- ,A; Uz, -+, A5
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st nadalej sporné. Podobne to vieme urobit s prvkom y € X ktory nepatri do Ziadnej A;. Tymto postupom sme si
nakonfigurovali sporni mnozinu tak, Ze kazdy prvok z X je v prave dvoch A;.

Skonstruujeme nasledujtci multigraf G (méze mat ndsobné hrany). Vrcholy {1,2,...,15} reprezentuji mnoziny
A;. Pre kazda dvojicu A; N A; # 0 priddme do G hranu medzi ¢ a j. Takze pocet hran G je préve 56. Vieme z (2),
ze pre kazdych 7 vrcholov, je po¢et hran s aspon jednym koncom v tychto 7 vrcholoch aspori 41. Z toho vyplyva,
ze pre kazdych 8 vrcholov je pocet hran takych, ze oba konce st v tychto 8 vrcholoch, maximéalne 56 — 41 = 15.
Zoberme Tubovolny vrchol v € G. Ozna¢me deg(v) stupeni tohoto vrchola. Odhadneme pocet hran vo zvysnych
vrcholoch:

(14) (14)
56 — deg(v) < 15 x ﬁ =15 x ﬁ = 48.75.
6 2

Z toho vyplyva deg(v) > 8. Ako sme prisli na nds odhad? Zobrali sme kazdy 8 vrcholovy podgraf G, tych je (184).
V podgrafe s 6smymi vrcholmi méze byt z nasho predoslého odhadu maximalne 15 hrén (15). Kazda hranu sme
ale zaratali tolkokrat, kolko je 8 vrcholovych podgrafov G obsahujtcich oba koncové vrcholy hrany, tych je (162).
Ked je ale stupeni kazdého vrchola aspoti 8, tak potom pocet hran v G je aspon (15-8)/2 = 60 > 56. A mame spor
s po¢tom hran G. Takze n = 41 vyhovuje zadaniu.
Spornd mnozina pre n = 40 je uréend kompletnym bipartitnym grafom B na particidch 7 a 8 (Tj. zoberiem 7
vrcholov dolava a 8 doprava, pospdjam kazdy lavy vrchol s kazdym pravym vrcholom). V tomto momente si to
odporuc¢am nakreslit. V krétkosti si povedzme, pre¢o B vyhovuje. B mé 7 X 8 = 56 hran (a teda kazdej hrane
mozem priradit prvok z X). To, Ze ziadne tri podmnoZiny nemaju spolo¢ny prienik je ekvivalentné s tym, ze v B
neexistuje trojuholnik. To, Ze B spliia (2) vyplyva z toho, Ze podet hran s aspon jednym koncom v ubovolnych
7 vrcholoch je aspoii 40 (lebo sme nezaratali maximéalne a x (8 — a) hran pre a € {0,1,...,7}). Odportcam si to
precitat eSte raz, pripadne si tie grafy asponi schematicky nakreslit.

Vvsledkovi listina

kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3[4]5]6][7][p]|>
1. Kovacova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 [9]9]9|5]8 78
2. Kurdelova Alzbeta 1. SPMNDG BA | 2 719198 7 69
3. Krakovska Hana, 1. Gamca BA 2 71919 0 58
3. Mojzisova Karolina 1. Gamca BA 2 2181|9 4 58
5. Privoznik Matej 1. GJH BA 1|6 819 1 51
6. Zilkova Alexandra 1. SPMNDGBA | 1 [8]9]9]9 48
7. Kavicky Dusan 2. GJH BA 3 91519 47
7. Olerinyova Anna 2. GVaz BA 2 31821 47
9. Sandalova Michaela 1. SPMNDGBA | 1 |6 919 45
10. | Klimkovi¢ Anna-Maéria 1. SPMNDGBA | 1 |7 6|1 44
11. | Lipovsky Mério 1. GJH BA 1 68|69 4 42
12. | Gonda Tomas 2. Gamda BA 3 91719 41
13. Bednar Stanislav 1. GJH BA 1 |6 61810 1 40
13. | Pie$ Adriédn 1. SPMNDG BA | 1 |8 9 40
15. | IZdinska Dominika 1. GJH BA 1 |6 9 39
16. | Vrsansky Martin 1. 1SG BA 116 719 29
17. | Galanova Miriam 1. GJH BA 1 |6 916 21
18. | Krajcovic Matej 2. GJH BA 3 19
18. | Strakacova Jana 2. Gamdca BA 3 19
20. | Rusinko Martin 1. GJH BA 1 191215 2 18
21. | Ivanov Maridn 2. GJH BA 2 3|7 17
22. | Kupculdk Marian 2. Gamca BA 3 16
23. | Balasov Pavel 1. GJH BA 1 |6 711 14
24. | Hragka Peter 2. Gamca BA 3 6

kategoria ALFA, zapad
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Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1[2[3[4][5][6[7][p]>
1. Simkova Ludmila 1. GPar NR 2 91919719 86
2. Korbela Michal 1. GBénovece | 1 |59 |8|9|8 |4 75
3. Pokryvka Filip 1. G Bénovce | 1 | 7 91915 9 74
4. Lucéna Nina 2. GPdC PN | 2 4191901 61
5. Frankovi Monika, 1. GKom PE 1 519|711 53
6. Balazova Michaela 1. GBénovece | 1 |41 |8 |30 47
7. Kovacova Milada 2. GCM NR 3 8|83 42
8. Pavlikova Stela 1. GLS TN 1 24
kategéoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1[2[3]4][5][6[7][p]>
1. Sladek Samuel -1. GAB NO -1 8181919191919 86
2. Hrivova Ivona 1. GVO ZA 2 /7191994119 80
3. Magyarova Zuzana 1. GBST LC 1191819198 78
4. Sucik Samuel 0. 7S Celovce 017191919 5 77
5. Melo Jakub 1. GsvFA ZA 1 19(1919|6]1 66
6. Jankovichova Ludmila 1. GJGT BB 2 919|151 63
6. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 1 ]6 71810 7 63
8. Je¢menova Andrea 1. GVO ZA 2 68904 51
9. Hromcova Zuzana 1. GVO ZA 2 915 48
10. Santer Martin 2. GMH Trstena | 3 91911913 37
11. | Sivicek Jan 2. GBST LC 3 919 33
12. Peresini Martin 1. SPSJM BB 1 [5]0]9]3]|1 30
13. | Hudec Lukas 3. GBST LC 3 41210 25
14. | Slivka Norbert 1. GJGT BB 2 9|71 2 1 19
15. | Doboszova Helena 1. BG ZA 1 18
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola k,, 3/4/5|6 >
1. Gressak Jergus 2. GJAR PO 2 917|817 87
2. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 5191919 67
3. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 0 919 63
4. Midlik Simon 1. GJAR PO 1 915 3 54
5. Rapavy Martin 1. GAlej KE 2 91919 52
6. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 1 91910 49
7. Dudi¢ Jan 2. GPos KE 2 717 0 45
8. Béatoryova Jana 1. GAlej KE 2 81210 41
9. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 1 9|2 40
10. | Hojnos Peter 1. GSkol SN 1 915 39
10. | Sromekova Karolina 1. GDT PP 1 9|2 39
10. | Tokérova Natélia 2. GJAR PO 3 7191013 39
13. | Polovka Maros 1. GKuk PP 2 9 1 26
14. Mikus Peter 1. GJAR PO 1 24
15. | Turlik Tomas 2. GJAR PO 2 7 15
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé Skola ko |1]2(3(4|5(6|7|p]|>
1. Teiml Dominik AG Praha 2 9191913210 70
2. Simsa Stépan Litoméfice CR | 2 919 35
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Por. | Meno Roé¢ Skola k, 617 D
2. Topfer Martin 3. GNS Praha 3 919 35 |

4. Kubelka Tomas 3. Zamberk CR | 3 819 34

5. Anh Dung Le 1. Tachov CR 1 919 27

6. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 17

7. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 3 6 15

8. Svoboda Josef 2. Frydlant CR | 2 0

Vysledkové listina
kategéoria BETA

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
1. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 0 019199 919 45 | 90
1. Vodicka Martin 2. GAlej KE 5 4 919191919 45 | 90
3. Hornak Marian 3. GPar NR 7 5 919191919 45 | 88
4. Lux Filip 4. Zamberk CR 4 019(9/9/919|619 45 | 87
5. Koblizek Miroslav 4. Zamberk CR 4 2 9191919 9 45 | 86
6. Té6th Michal 3. GJH BA 7 2 9191919 9 45 | 85
7. Kubelka Toméas 3. Zamberk CR 3 1 8191919 9 44 | 84
8. Stehlik Matus 4. GAlej KE 6 019(9/2/9]9 38 | 82
9. Kavicky Dusan 2. GJH BA 3 019(5/9/9]9 41 | 81
9. Santer Jakub 4. GMH Trstend | 9 5 11919919 37 | 81
11. | Safin Jakub 2. GPH MI 4 1 719195 8 38 | 80
12. | Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 10 | 6 91919198 44 | 79
13. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 5 0 19(7]19/9 9 43 | 77
14. | Kopf Michal 3. Opava CR 7 2 619141919 37 | 76
14. | Simsa Stépan 2. LitoméFice CR | 2 1 9191919 36 | 76
16. | Hozza Jan 4. GJH BA 8 7 919|192 29 | 74
16. Jasencakova Katarina 3. GVO ZA 8 2 91919918 44 | 74
16. | Topfer Martin 3. GNS Praha 3 2 919(5]9|1 33 | 74
16. | Zavtel Lukas 4. GChod Praha | 4 2 819|517 9 38 | 74
20. | Balog Matej 4. Gamca BA 7 3 919199 36 | 73
20. | Halajova Barbora 3. GVO ZA 7 1 719191919 43 | 73
22. | Szabados Viktor 4. Gamca BA 11 | 5 9191919 36 | 71
23. | Karaskova Natalia 4. GJH BA 12 | 11 9191919 36 | 70
23. Klembarova Barbora 3. GKuk PP 7 2 919191919 45 | 70
25. | GaloviCova Sona 3. GJH BA 7 3 9191919 36 | 69
26. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 6 1 81915 9114 35 | 67
27. | FarSang Stefan 4. SJG KN 7 2 919|959 41 | 64
27. | Hledik Michal 2. GJH BA 4 07151919 30 | 64
27. Marecakova Barbora 3. GKuk PP 7 2 517191918 38 | 64
30. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 0 |6[3|9]5 7 30 | 63
30. | Hanzely Filip 2. GAP SB 4 0 |4(5/914]9 31| 63
30. | Langer Tomas 3. GJH BA 7 2 5191919 32 | 63
33. | Hlavata Martina 4. Gamca BA 10 | 3 9191919 36 | 62
34. | Kozak Andrej 4. Gamca BA 11 | 5 919|710 25 | 61
35. | Gurican Pavol 4. GJH BA 10| 6 9191919 36 | 60
36. | Kossaczki Marta 2. Gamca BA 5 2 9 916 24 | 59
37. | Benesova Katarina 2. GAS BB 4 0 | 8|6|3|9]|7 33 | 58
38. | Gonda Tomés 2. Gamca BA 3 0191719 25 | 56
39. | Hlavacik Matas 2. GAlej KE 4 01914 9 22 | 54
40. Pellerova Daniela 2. Gamca BA 5 1 5141454 22 | 53
41. | Koprda Pavol 3. GAM TT 6 1 619|912 27 | 52
41. | Kovéa¢ Ondrej 4. GCM NR 10 | 5 919 18 | 52




KMS 2010/2011 2. séria zimnej Casti 11
Por. | Meno Roé Skola k, [ kg [5[6][7[8]9]10[11]|p | s [
43. | Komanova Kristina 2. GAS BB 1 1 109199 31 | 51 |
43. | SemaniSinova Denisa 2. GAlej KE 5 019 4 22 | 51
45. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 2 9 9 8 26 | 50
45. | Macko Vladimir 2. GLS ZV 4 0 |6[3]|]6]9 0 24 | 50
47. | Sladek Samuel -1. GAB NO -1 0191919 27 | 47
48. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 4 0 |0|4|6]|4 14 | 46
48. | Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 4 0194 13 | 46
48. | Surovcik Juraj 2. GPOH DK 4 0121481 15 | 46
51. | Anh Dung Le 1. Tachov CR 1 019191919 9 45 | 45
52. | Hléasek Filip 4. Plzenn CR 5 3 91919 27 | 44
52. | Smolik Milan 2. Gamca BA 4 019]15]0 1 15 | 44
54. | Baxova Zuzana 3. GLS TN 7 2 4 98| 7 28 | 43
55. | Anderle Michal 4. GBST LC 6 019 9 | 42
56. | Bily Michael 4. Klatovy CR 4 2 0 | 41
56. | Teiml Dominik 2. AG Praha 2 0 13]2]0 0 5 | 41
58. | Vlcek Andrej 3. EvSS LM 6 1 919 18 | 40
59. | Fickova Klara 3. GPos KE 5 019(9(2/9]9 38 | 38
60. Nociarova Jela 2. GBST LC 4 016|195 21 | 37
61. | Smolik Martin 2. Gamda BA 4 0|55 10 | 35
62. | Pélenik Jakub 2. SPMNDG BA | 4 011294 16 | 31
63. | Smolik Michal 2. Gamda BA 4 0 0 | 30
64. | Sabatovic¢ova Linda 4. GJH BA 9 2 0 | 28
65. | Barancok Peter 4. Gamda BA 6 1 0 | 27
65. | Strakdcova Jana 2. Gamda BA 3 0 0 | 27
67. | Kupculdk Marian 2. Gamca BA 3 0 0|24
68. | Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 5 5 |23
69. | Kubincova Petra 4. SPMNDG BA | 8 1 0|22
70. | Santrova Adriana 3. GMH Trstend | 5 0 0 |20
71. | Kubisova Barbora 3. GJGT BB 4 0 0|19
72. | Miku$ Peter 1. GJAR PO 1 0 0| 15
73. | Bohinikovéa Alzbeta 4. Gamca BA 8 1 0 | 13
74. Tunové Anna 2. GPar NR 4 0 0 |10
75. | Matejovicova Tatiana 2. Gamca BA 4 0 0] 9
76. | Macha¢ Juraj 4. GJH BA 6 | 0 0| 8
77. | Bok Jan 4. Litomé¥ice CR | 4 0 0| 5
77. | Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 0 5 5 5
79. | Benej Martin 4. GLS HE 4 0 0| 2
80. | Bulik Martin 4. GJGT BB 5 0 |1 1 1
Vysledkova listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Ro¢. Skola 1011121314 |p| >

1. Anh Dung Le 1 Tachov CR 9 7 6 4 46

2. | Csiba Dominik 4 SPMNDGBA | 9 | 8 | 6 34

3. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 4 4

4. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 21

5. Safin Jakub 2 GPH MI 8 20

6. Vodicka Martin 2 GAlej KE 9 9 6 7 7 56




