Vzorové rieSenia 3. série zimnej dasti KMS 2010/2011

Uloha é&. 1: Katka chodi na brigadu vetrat izby do hotela. Je v tiom jedna chodba s desiatimi izbami vedla seba,
ktoré su ocislované postupne od 1 do 10. V prvy den Katka otvorila okno vo vsetkych izbach. Druhy den v kazdej
druhej izbe okno zavrela, pricom zacala zatvarat v izbe ¢islo 2. Treti deri, zac¢inajtic od izby ¢&islo 3, vosla do kazdej
tretej izby a ak tam bolo okno zavreté, tak ho otvorila. Ak bolo otvorené, tak ho zavrela. Takto pokracovala kazdy
deri az do konca svojej 10-diiovej brigady. Kolko okien ostalo po jej odchode otvorenych? Podobnu, ale 100-driovi
brigddu si zohnal Jefo v moteli, kde je jedna chodba so 100 izbami. Kolko okien zostalo otvorenych po 1iom?

Riesenie: (opravovala Kika)

Katkina brigada sa da lahko nakreslit, jej rieSenie zvladli vSetci, ktori sa o to aspon pokusili. Preto sa v tomto
rieSeni budeme venovat hlavne Jefovej brigade.

Co moéZe ovplyvnit to, &i je okno na konci otvorené alebo zatvorené? Zalezi iba na tom, & bol Jefo v izbe parny
alebo neparny pocet krat. Ak bol v izbe neparny pocet krat, okno zostalo otvorené, a naopak. Preto je dolezité
zistit, kolkokrat bol Jefo v kazdej izbe.

Vieme, Ze n-ty defi vosiel do vSetkych izieb, ktoré st ndsobkami éisla n (napriklad 4. deni vosiel do izieb s ¢islami
4,8,12,16... — do izieb, ktorych ¢isla st nasobkami Stvorky). Do kazdej izby teda vstupil prave v tie dni, ktoré
st jej delitelom (napr. do izby ¢islo 18 vstupil 1.,2.,3.,6.,9. a 18. deti). Inak povedané, do kazdej izby vstupil
tolkokrat, kolko m4 jej ¢islo delitelov.

Zostava nam zistit, ktoré izby maju parny, a ktoré neparny pocet delitelov.

Zoberieme si nejaké ¢isla ¢isla Y a X, kde X je delitelom éisla Y. Potom vieme, Ze Y mé okrem delitela X urdite aj
delitela (Y/X). Takto to vyzerd, Ze kazdé Y ma parny pocet delitelov — ku kazdému X existuje aj jeho dvojicka
Y/ X, ktora tiez deli Y. Pri viicSine ¢isel to tak skuto¢ne aj je. Vynimku tvoria druhé mocniny. Vtedy existuje taky
delitel X, %e X =Y/X aY = X?2. Za tito dvojicku zapoc¢itame len jedného delitela, nie dvoch.

Takze ¢isla, ktoré st druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla, maji neparny pocet delitelov a tieto izby budi
mat na konci otvorené okno. Po Katkinej brigdde to boli izby 1,4 a 9, ¢ize dokopy 3 okna. Po Jefovej brigade
zostalo otvorenych 10 okien.

Uloha ¢&. 2: Filip pisal pisomku a mal na nej otazky z algebry, geometrie a logiky. Kazdii otazku na pisomke
zodpovedal bud dobre alebo zle. Neexistuje ¢iastocne spravna odpoved. Vieme, Ze zvladol dobre zodpovedat 50%
otazok z algebry, 7T0% otdzok z geometrie a 80% otdzok z logiky. Vieme este, ze algebru a logiku spolu zvladol na
62% a geometriu spolu s logikou zvladol na 74%. Kolko percent vSetkych otézok mal Filip dobre?

Riesenie: (opravovali Kamila a Katka J.)

Na zaciatku si oznac¢ime nezname, ktoré nam v priklade vystupuji: a je celkovy pocet tloh z algebry, g z geometrie
a [ z logiky. My mame za tlohu vypocitat, kolko percent dostal Filip dokopy za cely test, teda pomer poc¢tu vSetkych
jeho spravnych odpovedi a poc¢tu vSetkych otazok dokopy, prendsobeny stomi. Toto ¢islo si ozna¢me z.

Teraz si podme vyjadrit po¢ty spravnych odpovedi z jednotlivych tém:

e 7 algebry mal spravne 50% odpovedi, teda 5a/10,
e 7 geometrie mal spravne 70% odpovedi, ¢o je 7¢/10,
e 7 logiky mal spravne 80% odpovedi, teda 81/10.

Dalej mézeme zo zadania vyéitat podet percent z niektorjch dvoch tém dokopy. Interpretovat sa to da znovu
tak, ze toto ¢islo nam udéva pomer Filipovych spravnych odpovedi z danych dvoch tém a poctu otazok z oboch
tém dokopy, prendsobeny stomi. Z algebry a logiky mal dokopy 62%, z geometrie a logiky 74%. Pocet spravnych
odpovedi za obe oblasti dokopy mézeme napisat (nalavo pomocou poétu za jednotlivé oblasti; napravo pomocou

percent za tieto dve oblasti dokopy):

5 8 62
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Po dalsich upravach dostaneme z rovnice (1) a = 31/2 a z rovnice (2) g = 31/2. Kedze z je pomer poétu vSetkych
jeho spravnych odpovedi a poc¢tu vSetkych otdzok dokopy prendsobeny stomi, zapisme si to ako
5 7 8
a+g+I

Ked dosadime, ¢o sme si vyjadrili pre a a g, dostaneme
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Teraz moézeme vykratit vsetky [, pretoZe sa nachadzaju v kazdom ¢lene v ditateli aj v menovateli. Potom dostaneme
zlozeny zlomok
15, 21, 8
20t 5 T 10
8

2

-100 = z.

Po tpravach dostaneme, ze x = 65, teda Filip zvladol odpovedat spravne na 65% otézok z celej pisomky.

Uloha é&. 3: Kika ma na internate zazracnt zehlicku, ktorou sa dajii Zehlit celé ¢isla. Ak sa 1iou prezehli parne é&islo,
zostane z neho polovica. Ak sa nou prezehli neparne ¢islo, vznikne z neho ¢islo o 3 vécsie. Kika trikrat prezehlila
¢islo k a dostala ¢éislo m. Kolko réznych k existuje, ak je m

a) dané nepérne ¢islo?
b) dané pérne ¢islo?

RieSenie: (opravoval Palo a Kubo)

V tejto tlohe je dobré uvedomit si isté skuto¢nosti, ktoré platia rovnako v pripadoch a) aj b).

Ak Kika preZehli neparne ¢islo, ziska o 3 viicSie parne ¢islo. Ak prezehli parne, ziska jeho polovicu, ¢o moze byt
éislo parne i neparne. Neparne ¢islo moZe teda vzniknif len prezehlenim parneho ¢isla. Ak sme ziskali ¢islo m
z neparneho ¢isla, toto ¢islo muselo byt o tri mensie, teda m — 3. Podobne, ak sme &islo m ziskali prezehlenim
z parneho ¢isla, muselo byt toto ¢islo 2m.

V skratke: Parne ¢islo moze vzniknif dvoma sposobmi — bud prezehlenim parneho alebo neparneho. Neparne ¢islo
urcite vzniklo z parneho.

Teraz uz vieme vsetko dolezité, o nam treba na vyrieSenie tilohy. Zehlenia boli len tri, preto nebude tazké si
vSetky mozZnosti rozpisat do stromu alebo prehladnej tabulky. My pouZijeme tabulku. Za¢neme v lavom hornom
rohu s vyslednym é&slom m zo zadania a postupujeme smerom doprava. Do kazdého dalsieho stipca napiseme,
z ¢oho mohlo vzniknat é&slo v predchadzajucom stlpci. Kazdé péarne ¢islo ndm tabulku rozsiri o jeden riadok
(mohlo vznikntif z dvoch réznych ¢isel). Nakoniec v poslednom stipci vidime vSetky mozné ¢isla, ktoré ked trikrat
prezehlime, dostaneme ¢islo m. Tu je tabulka pre pripad a), kde je m neparne éislo.

’ m \ 2. Zehlenie \ 1. Zehlenie \ k ‘
m 2m 4m 8m
T 4m-3
T 2m-3 4m-6

V pravom stipci vidime tri riesenia tilohy a). Este treba overit, & nejde o rovnaké &isla, len inym spésobom zapisané.
Po dvahéch o ich zvyskoch po deleni $tyrmi ustdime, Ze ide o tri rozne ¢isla a ideme riesit ¢ast b). Ale pisat to
sem uz nebudeme, lebo Sikovny riesitel to hravo zvladne sam.

Uloha é&. 4: Edo si mysli prirodzené ¢islo n viésie ako 18 také, Ze n — 1 aj n+ 1 sii prvoéisla. Hago tvrdi, ze Edovo
¢islo ma aspori 8 réznych kladnych delitelov (jednotka a samotné Cislo n sa samozrejme rataju tiez). Ma Hago
pravdu? Svoju odpoved zdovodnite.

Riesenie: (opravoval Mojo a Beren)

Na zadiatok by sa hodilo néjst zopéar ¢isel, ktoré uréite delia n. Jednym z nich je urcite jednotka. Kedze jediné
parne prvodislo je 2, tak n — 1 ani n + 1 nie st péarne, a teda n je parne. Tym sme nasli dalSieho delitela, ¢islo
2. Analogicky ¢islo 3 je jediné prvocislo delitelné troma. Preto n — 1 ani n + 1 nie st delitelné trojkou. A kedze
prave jedno z troch po sebe iducich ¢isel je delitelné 3 (rozmyslite si preco), tak n je delitelné ¢islom 3. Kedze n
je delitelné 2 aj 3, tak je delitelné aj 6. Teraz uz mame Styroch delitelov éisla n: 1, 2, 3 a 6. Uz len potrebujeme
dokézat, ¢i existuja aj iné Styri delitele. Tu je niekolko sposobov, ako to urobit.
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Pruy sposob: K uz ndjdenym delitelom prisltchaji aj ich ,dvojicky“. K jednotke prislicha n, k dvojke n/2, k trojke
n/3 a k Sestke n/6. Teraz eSte musime overit, ¢ sa ziadne dva delitele nerovnaji. A ak sa ndhodou rovnaji, musime
zistit, ¢ neexistuju iné, dalsie delitele. Plati 1 < 2 < 3 < 6, preto plati aj n/6 < n/3 < n/2 < n. Ak by bolo
n/3 = 6, tak by platilo n = 18, ¢o podla zadania neplati. Ak by bolo n/6 = 3, tak by opiit platilo n = 18. Ak by sa
rovnala ind dvojica ¢isel (okrem rovnosti n/6 = 6), n by bolo este mensie ako 18, ¢o zadanie vylucuje. A teda jedina
rovnost, ktord nés trépi, je n/6 = 6. AvSak v takom pripade je jednak n — 1 = 35, ¢o nie je prvodislo, a naviac 36
m4 viac ako 8 delitelov.

Druhy sposob: Rozoberme dva pripady:

1. Cislo n je delitelné este nejakym inym prvoéislom ako 2 a 3. Toto prvoéislo si nazvime p. Potom mame 8
roznych delitelov ¢isla n: 1, 2, 3, 6, p, 2p, 3p a 6p.

2. Cislo n mé len dva prvociselné delitele: 2 a 3. Potom je vak n delitelné ¢islom 2 - 33 = 54 alebo 23 -3 = 24
alebo 22 - 32 = 36. Ak by totiZ naSe n nebolo delitelné ani jednym z vyssie uvedenych ¢isel, tak by bolo rovné
maximalne 32 - 2 = 18. Avsak podla zadania plati n > 18. Ukézat, Ze ¢isla 54, 24 a 36 maji asporn osem
roznych delitelov nechdvame na Citatela.

Zdver: Ukazali sme, ze HAgO m4 pravdu a ¢islo n mé aspon osem roznych delitelov a celi nateSeni mozeme st
stavat von snehuliaka.

Uloha é&. 5: Na tabuli je narysovanych 5 kruznic, 7 §tvorcov a 9 trojuholnikov, pri¢om Ziadne dva z tjchto titvarov
nemaju spoloény bod. Marek a Palo sa hraji hru, v ktorej striedavo robia tahy. Urobit tah znamenéa zotriet
lubovolné dva obrazce a nahradit ich jednym novym. Novy utvar sa na tabulu nakresli tak, aby so Ziadnym inym
titvarom na tabuli nemal spoloény bod. V jednom tahu mozno nahradit

e dve kruznice kruznicou, e dva Stvorce trojuholnikom,
e dva trojuholniky Stvorcom, e kruznicu a Stvorec Stvorcom,
e kruznicu a trojuholnik trojuholnikom, e Stvorec a trojuholnik kruznicou.

Palo vyhra, ak vysledkom bude Stvorec. Marek vyhrd, ak na tabuli zostane trojuholnik. Ukéazte, pre ktorého hraca
existuje vitaznd stratégia, ak hru zac¢ina Marek. Popiste tuto stratégiu.

Pozndmka: Najst vitaznt stratégiu znamend popisat postupnost krokov, ktord zaruci jednému z hracov vitazstvo,
ak druhy hrdc¢ hréd uplne Iubovolne.

RieSenie: (opravoval JeFo a Marek)

Najskor sa treba zamyslief nad tym, ¢ vobec tato hra skon¢i po koneénom pocte tahov a ¢i na konci bude na tabuli
prave jeden tutvar. Lubovolny z hra¢ov moze potiahnut, ak st na tabuli aspon 2 utvary. Pre Tubovolnt dvojicu
utvarov totiz existuje pravidlo, na ¢o sa maju tieto itvary zmenit. Preto pre hraca, ktory je na rade, vZdy existuje
nejaky tah. Zarover sa s kazdym tahom zniZi pocet itvarov na tabuli o jeden. Vieme preto povedat, Ze hra skonéi
po 20 fahoch, lebo na jej zaciatku je na tabuli 21 Gtvarov. Hra mé teda dobre definované pravidla, mozeme zacat
tlohu riesit.

Pri rieSeni iloh, kde sa robia nejaké fahy, sa oplati hlfadat nieco, ¢o sa nemeni, ¢o ostdva rovnaké po kazdom tahu
(hovori sa tomu invariant). Napriklad uz aj to, ze po kazdom tahu sa podet Gtvarov zmensi o jeden, je invariant.
Podme teraz preskimat vztah poctu stvorcov a trojuholnikov na tabuli. Konkrétne si vS§imnime, ako sa moze menit

.....

.....

déva stéle rovnaky zvySok po deleni tromi, a to je ten nas invariant (zvy$ok, ktory sa nementi).

Na zaciatku je R rovné —2. Jeho zvySok po deleni tromi je 1 (lebo —2 = 3.(—1) + 1), preto musi byt aj na konci
zvySok R po deleni tromi rovny jednej. Na konci je ale na tabuli uZ len jeden ttvar, preto R (rozdiel po¢tu $tvorcov
a trojuholnikov) méze byt bud —1, 0, alebo 1 (rozmyslite si, kedy je aky). Zaroven zvySok R po deleni tromi musi
byt jedna. To plati iba ked R = 1. Preto na tabuli zostane $tvorec.

Nech teda obaja hraci hraju akokolvek, na tabuli ostane vzdy Stvorec, takze vzdy vyhra Palo. Preto Palo nepotrebuje
$pecidlnu vifaznu stratégiu, moze hrat akokolvek.

Uloha é&. 6: Nech n je prirodzené ¢islo také, ze 3™ 4+ 3" + ... + 32" je druhd mocnina prirodzeného ¢isla. Ukazte,
Ze n je delitelné Styrmi.

RieSenie: (opravovala Katka :P)

Zacneme tym, Ze si trochu upravime vyraz zo zadania. Pridame tam aj spominanti druhtt mocninu, ktorej sa to ma
rovnat a nésledne to sé¢itame pomocou vzorca na sucet geometrickej postupnosti. To, Ze tento vzorec plati, nebolo
v rieSeni treba dokazovat, hoci niektori z Vés si ti ndmahu dali :) Dostaneme vztahy

3M(3°4+3'+3°+.. 43" =d? (3)
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%1_1) = a2 (4)

Vo vztahu (3) si hned v§imneme, 7e ztvorka (3° + 3 + 32 +...3") nie je delitelnd troma. Preto ak sa mé pravé
strana méa rovnat lavej, n musi byt parne (aby vyraz 3™ bol po odmocneni celé ¢islo). Kedze 3" je druhou mocninou
prirodzeného &isla, musi fiou byt aj (3"*! — 1)/2, aby ako suc¢in davali a®>. Podme teda zistit, aké iné vlastnosti,
okrem toho, Ze je parne, eSte n musi mat, aby spominany zlomok bol tiez druhou mocninou prirodzeného déisla, tj.
aby platilo

(1+34+3°+--+3") =0b% (5)

V stéte (143 + 3% +--- +3") mame n + 1 s¢itancov. KedZe n je parne, b? je si¢tom neparneho poé¢tu neparnych
Cisel — bude urcite neparne. Trochu si upravime rovnicu (5) a dostaneme

314+3+3% 4 +3" 1 =p* - 1, (6)

¢o vieme este upravif na

31+3+3% 4+ 43" ) =0b+1)(b-1). (7)

KedZe b je neparne, ¢isla (b+ 1) aj (b— 1) budi parne. Z toho vieme, Ze obe st delitelné dvoma. NavySe, st to dve
po sebe idlce parne éisla, preto jedno z nich je delitelné Styrmi. Napokon, ich stéin bude delitelny 6smimi, takze
aj Tava strana, vyraz (1 +3 + 32 + -+ + 3"71) bude delitelny 6smimi. Teraz vyuZijeme zndmu a velmi uzitoént
vlastnost mocnin prirodzenych ¢isel, a to ti, ze ich zvysky po deleni nejakymi ¢islami sa zvykna opakovat. (Tu
prichddza chvila, ked si to vyskusate na papier, napriklad, aké zvysky ddvaji mocniny $tvorky po deleni piatimi.)
My si vSimneme, Zze mocniny trojky davaji po deleni 6smimi len zvySok 1 alebo 3, a to striedavo. Samozrejme, stacet
mocnin trojky bude delitelny 6ésmimi vtedy, ak stcet zvySkov tychto mocnin bude delitelny 6smimi. V zatvorke
(1+3+3%+---+3""1) mame n &isel, z ktorych polovica dava zvysok 1 a polovica zvysok 3. Dokopy je to delitelné
osmimi. Vieme si teda napisat

n n
1-+3- =8k
2+ 2 ’

¢o nasledne upravime na

4— = 8k,

n
2
na zaklade ¢oho dostaneme, ze n = 4k. Hotovo.

Iné€ riesenia: Vyskytli sa aj iné zaujimavé rieSenia, ktoré tu len nazna¢im. Niektori z Vas dokézali delitelnost §tyrmi
tak, ze sktimali posledné cifry druhych mocnin a porovnéavali ich s poslednymi ciframi zlomku z rovnosti (4). Ini
sktiimali podobnym spdésobom zvysky po deleni piatimi. Ak ste zvedavi, ako sa takymto porovnavanim da dopra-
covat k vysledku, skuste si to :)

Komentar: S tlohou ste si poradili velmi pekne, vyskytlo sa vela roznych spravnych rieSeni.

Uloha &.7: Nech x, y, z st redlne ¢isla také, ze 0 < x, y, z < 1, a plati zyz = (1 — z)(1 — y)(1 — z). Dokézte, ze
aspori jedno z ¢isel (1 —x)y, (1 —y)z, (1 — z)x je viidsie ako alebo rovné 1/4.

RieSenie: (opravoval Cvrki a Ondro)

a mensSie ako jedna. Tym paddom aj stcin fubovolnej dvojice z ¢éisel (1 — z), (1 —y), (1 — 2), z, y, z bude vicsi ako
nula a mensi ako jedna. Teraz by ndm mala udrief do o¢i dolezitost ¢isla 1/2.

Preco? Nuz za prvé, x < 1/2 prave vtedy, ked (1 — x) > 1/2, obdobne x > 1/2 prave vtedy, ked (1 —z) < 1/2. To
isté plati aj pre ¢isla y a z. Po druhé, ak mame nejaké dve redlne ¢isla a, b z intervalu (0,1/2), pre ich sGéin plati
0 < ab < 1/4. Teraz sa uz mozeme pustit do samotného riesenia.

.....

ze (1 —x), (1 —y), (1 — 2) st vécsie alebo rovné jednej polovici. Potom zyz < (1/2)% < (1 —z)(1 —y)(1 — 2), ¢ize
xyz < (1 —2)(1 — y)(1 — 2), ¢o je v spore so zadanim.

Plati teda, ze aspon jedno z Cisel x, y, z je vicsie rovné jednej polovici. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
ze x > 1/2. Potom (1 — z) < 1/2. Podme sa pozriet na hodnotu ¢isla (1 — z).

o Ak (1 —2)>1/2,tak (1 — z)z > 1/4 a mame vyhrané.
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o Ak (1 —2) < 1/2, tak potom z > 1/2.

— Ak (1 —y) >1/2, tak (1 — y)z > 1/4 a znova sme dospeli k tomu, ¢o sme chceli dokézat.
— Ak (1 —y) < 1/2, tak potom y > 1/2.

Zostéva nam overit posledntt moznost, kedy > 1/2,y > 1/2 a z > 1/2. Potom plati (1 —x) <1/2, (1 —y) < 1/2
a (1 —2) < 1/2. Dostavame (1 —z)(1 —y)(1 — 2) < (1/2)% < zyz, teda (1 — 2)(1 — y)(1 — 2) < zyz, ¢o je v spore
zo zadanim.

Tym padom poslednd situicia nemoze nastat, takZe nastane jedna z predoslych moznosti, kde bolo vzdy aspon

.....

Uloha é&. 8: N4jdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel x a y, pre ktoré plati
a? = 4y + 3[z, y],

kde [z, y] znadi najmensi spoloény ndsobok ¢isel x a y.

RieSenie: (opravoval Myrec)

S najmensim spoloénym nasobkom sa pracuje trochu neohrabane. Skiisime si to prepisat na najvicési spoloény
delitel D, potom si zapiSeme z = aD, y = bD a [x,y] = abD. Je zndme, %e a a b musia byt nestudelitelné, aby D
bol najvicsi spoloény delitel z a y. CiZe rovnica bude vyzeraf takto:

(aD)? = 4bD + 3abD.

Par ekvivalentnych uprav (D je kladné):
a’D = b(4 + 3a).

Teraz sa pozrime na delitelnost. Prava strana rovnice je delitelna b, tak aj lava musi byt delitelnd b. Preto b musi
delit D, D = bk. Z toho
a’k =4+ 3a.

Tu si vS§imneme, Ze a deli Tava stranu a ¢ast pravej strany. Chceme vSak, aby a delilo celtl prava stranu, a tym
paddom a musi delif 4. Teraz mame tri moZnosti:

a=1k=44+3=7,D=T7bax=aD="7b y=>bD = Tb? pre lubovolné prirodzené b.
a=2 4k =446 =10, k = 2,5, ale kK musi byt prirodzené.

a=416k=44+3x4=16,k=1,D=bax =aD =4b, y = bD = b2, ale a a b nesmt byt sudelitené, takze b
nesmie byt parne.

Existuju teda dva druhy rieseni.

Uloha é&.9: Nech a1, as,..., ajg je osemnast réznych &isel z mnoziny {1, 2,..., 82}. Dokézte, e existuje priro-
dzené ¢islo k také, ze rovnost a; — aj = k je splnend pre aspoii tri rozne dvojice (i, 7).
RieSenie: (opravovala Hanka a Hago)
(podla Andreja Kozdka) Na poradi vybratych ¢isel nezélezi, takze si mozeme BUNV! povedat, Ze st zoradené od
najmensieho po najvicsie.

a; <asg---<ag
Budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, ze pre kazdé k je rovnost a; — a; = k splnend maximélne pre dve
dvojice (i, 7). Vezmime si rozdiely medzi ,susednymi“ ¢islami (tvaru a; 41 —a;), takych je 17 a ich sicet bude rozdiel
medzi prvym a poslednym, teda a;g — a;. Vezmime si aj rozdiely medzi ,susednymi neparnymi“ ¢&islami (tvaru
G2k4+1 — G2k—1), takych je 8 a ich stcéet bude rozdiel a;7 — a;. Ak mi neverite, skuste si to premysliet. Dohromady
méme teda 25 rozdielov. Nakolko sa kazdé ¢islo medzi nimi nachddza maximélne dvakrat (nas predpoklad), tak
ich stifet (ozna¢me ho S), je minimalne

S>14+142424+3+3+---4+124+12+ 13 =169.

Vieme, Ze S = (a18 — a1) + (a17 — a1). KedZe maximalny moZny rozdiel dvoch ¢&isel z mnoziny {1, 2, ..., 82} je 81,
tak S < 81 4+ 81 = 162. Dostdvame spornt nerovnost 162 > S > 169. Nas predpoklad teda nemoze byt pravdivy,
takze plati tvrdenie zo zadania. Citujem: ,, Koniec, skapal pes, jednoducho 3 rovnaké rozdiely tu vZdy boli, su a budu
a nikto s tym ni¢ nespravi.“

Ibez ujmy na vSeobecnosti
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Iné riesenie:
Tiez BUNV! nech st vybraté ¢isla usporiadné a tiez ideme sporom. Z podobnych tivah ako v prvom rieseni (len si

T

nezoberieme tie druhé rozdiely) sa d4 zistit, Ze rozdiely medzi ,susednymi“ ¢islami st v nejakom poradi ¢isla
1,1,2 2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7, 8,8, 9.

Vsimnime si, ze rozdiel a;2 — a; sa d4 zapisat ako stcet rozdielov (a;42 — a;+1) + (a;+1 — a;). Teraz rozoberanim
pripadov, ako moZzu byt umiestnené tieto rozdiely ,susednych® ¢isel, aby sa s rozdielmi a; 42 — a; neobjavilo nejaké
Cislo tretikrat, rychlo zistime, ze takéto rozmiestnenie neexistuje.

Mozno oproti prvému rieSeniu vyzera neohrabanejsie, ale je dost mozné, ze ¢loveka napadne zaoberaf sa ,susednymi*
rozdielmi, ale ,neparnymi susednymi“ uz nie.

Pozndmka: Niektori z Vas sa eSte pokusali dostat k rieSeniu inak. Pocet vSetkych kladnych rozdielov (zdporné st
v absolutnej hodnote rovnaké) je 153. Pocet vSetkych moznych kladnych rozdielov na mnozine {1, 2, ..., 82} je
81, ¢ize ak je z nich aspoi 10 takych, Ze sa rovnaji a; — a; maximalne raz, tak sa jeden musi rovnat aspon trikrat.
Takéto nieco sa v8ak fazko uchopuje, ked nepozname ay, as,..., ais, pretoze nevieme vSeobecne, ktorych 10 by
to malo byft.

Uloha é&.10: Nsjdite vsetky funkcie® f : R — R spliajtice

f@® +yf(2) = xf(x) +2f(y)

pre Iubovolné redlne cisla x, y, z.

Riesenie: (opravoval Edo, Kubo)
V zadani mame nejaki funkcionalnu rovnicu. Co s takou rovnicou mézeme robit? Kedze tato rovnica musi platit
pre vSetky redlne ¢isla x, y, z, tak musi platit aj pre nami zvolené konkrétne hodnoty x, y, z. TakZe si moZzeme za
x, y, z lubovolne dosddzaf. Pre jednoduchsi zépis sa dohodneme, Ze (x,y, z) budeme brat, ako usporiadant trojicu
a teda ak chceme dosadit za © = a, y = b, z = ¢, tak napiSeme iba (z,y, z) = (a, b, ¢).
Ako si mnohi z Vés v§imli, ak (x,y,z) = (0,0,0), tak dostdvame f(0) = 0. Teda vieme, ze pre vSetky funkcie
splitajiice zadanie plati: f(0) = 0.
Po tomto zisteni si vii¢§ina z V&s v8imla, ze funkcia f(x) = 0, teda funkcia konstantne rovna nule, po dosadeni
vyhovuje zadaniu. Preto ju méZem prehlésit za jedno z rieSeni a budem hladat iba riesenia, v ktorych existuje také
x, ze f(x) #0.
Nech teraz pre nejaké k # 0 plati f(k) # 0. Potom dosadime do povodnej rovnice (z,y, z) = (0, k, z) tak dostavame
vztah:

f(k-f(2) =z f(k) (8)
Zo vztahu (8) sa d4 uz celkom jednoducho ukazaf, ze funkcia f musi byt prosta®. Predpokladajme, 7e pre nejaké
a, b plati: f(a) = f(b). Potom ur¢ite aj k- f(a) = k- f(b), a teda f(k- f(a)) = f(k- f(b)). Dosadenim vztahu (8)
za lavl aj pravd stranu dostdvame: a - f(k) = b- f(k). Kedze f(k) # 0, tak to plati jedine ak a = b. Teda vieme,
7e vietky funkcie spliiajiice zadanie, okrem konstantnej nuly, si prosté.
Uz sa pomalicky blizime ku koncu dékazu. Dosadme teraz do pévodnej rovnice (z,y, z) = (—z, —z, ). Dostavame:

f@® —af(2) = —af(-z) + af(-2) =0 f(-2) =0

KedZe vieme, ze f(0) = 0 a Ze hladand funkcia je prostd, tak urcite musi platit 22 — zf(z) = 0. Z ¢oho pre
x # 0 jednoduchou upravou dostaneme f(z) = x. Pretoze aj f(0) = 0, tak sme dostali, ze ak naSa funkcia nie je
konstantna nula, tak to musi byt f(z) = « pre Vz € R.

Posledné vec, na ktort nesmieme zabudnit, je overenie, Ze f(z) = x naozaj vyhovuje zadaniu. Po dosadeni zistime,
ze vyhovuje a sme Stastni, ze sme nasli vSetky rieSenia a to funkcie f(z) =z a f(z) =0.

Uloha &.11: Nech n > 2 a k st prirodzené é&isla. Rozostavime n kruznic v rovine tak, ze kazdé dve kruznice sa
pretinaju v prave dvoch réznych bodoch a ziadne tri kruznice sa nepretinaji v rovhakom bode. Kazdy priesecnik
musi byt ofarbeny prdve jednou z m roznych farieb. Kazdd z n farieb musi byt pouzitd aspori raz a na kazdej
kruznici mézu lezat len priesecniky prave k roznych farieb. Néjdite vSetky dvojice (n, k), pre ktoré existuje takéto
rozmiestnenie a ofarbenie kruznic.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Krdtky komentdr na zaciatok: Tato tloha nevyzadovala velky napad. Bola poskladand z viacerych mensich casti.
Napriek tomu prislo rekordne malo rieseni a teda dafam, Ze si vSetci tento vzorak precitaju. Aj kvoli tomu je tento
vzorak skor navodom ako vzorovym riesenim.

Ako to uz v podobnych tlohéch byva, islo o to:

2Ak sa s ulohou tohto typu stretavate prvykrat, odporu¢ame vam preéitat si texty o funkcionalnych rovniciach na adresich
atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/files/bakalarka.pdf Ci kms.sk/docs/funkcionalky.pdf.
3Funkcia f je prostd, ak pre i plati, ze f(a) = f(b) implikuje a = b.
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e 1. Ur¢it nejaké nutné podmienky pre (n, k). Konkrétnejsie ak n > 3 tak n > k > 3.
e 2. Ukazaf, Ze to pre vhodnych nekonecno vela pripadov ide (existuje rozostavenie a ofarbenie).
e 3. Algoritmicky skonstruovat ostatné pripady dané krokom 1. z pozicii kroku 2.

Bonus: Poriadny dokaz a ¢o najjednoduchsia konstrukcia.

Ako si pozorny ¢itatel isto v8imol, je to vlastne ohrani¢enie rieSenia a konstrukcia matematickou indukciou pre toto
ohranicenie.

(Riesenie inspirované Martinom Vodickom:) Rozostavenie n kruznic tak, aby sa kazdé dve pretinali v prave dvoch
bodoch existuje pre kazdé prirodzené n. Napriklad stredy na jednej priamke, rovnaky polomer a vsSetky maji
navzajom rozne vzdialenosti mensie ako priemer (tychto konstrukcii je nespocitatelne vela).

Pozndmka. V tomto momente bolo vhodné (nie nutné) spozorovat, Ze sa tloha d4 redukovat na ofarbenie hran
kompletnych grafov (s dvojitymi hranami). Teda vrcholy st kruznice, tie st spojené hranou za kazdy spolo¢ny prie-
seénik (teda dve hrany medzi kazdymi dvoma vrcholmi). Kazdy vrchol ma hrany préve k roznych farieb a roznych
pouzitych farieb na vSetkych hrandch je n. Na tejto reprezentacii sa d4 lepsie vyjadrovat :)

A teraz podme dokazovat:

e k= 1. Sporom - dokéazte si sami.
e k < n. Sporom - dokazte si sami.

o k # 2 ak n > 4. Kazda kruznica méa prieseéniky prave dvoch (roznych) farieb. Nech jedna z kruznic mé farby
f1 a fo. Potom kazdé z kruznic m4 aspon jednu farbu z f; a fs. Ak napiSeme za sebou farby, ktoré pouzivaju
jednotlivé kruznice, tak sa tam bude vyskytovat f; a fo dokopy aspoii n + 1 krat. Potrebujeme pouzit este
aspon n — 2 farieb. Kazda z nich bude v postupnosti asponi dvakrat (raz za jednu kruznicu a raz za druhi)
a celd postupnost ma 2n ¢lenov. Vznikne ndm nerovnost: 2n > (n+1)+2(n—2) = 3n—3, éo je spor s n > 4.

Pre (n,k) = (2,2), (3,2) a (3,3) si kazdy polahky skonStruuje vyhovujiice rieSenie.

Odteraz sa zaoberdme len pripadom n > 4. Mame nutné (trividlne) ohranicenie n > k > 3. Ukdzeme, Ze naozaj
vyhovuje.

Dokonca pre (n,3) vieme skonstruovat riesenie také, Ze:

(1): kazda kruznica k; ma priese¢niky farieb f; a fi.

Najprv ofarbime vsetky priesecniky f;. Potom, ak je priese¢nik na k; a k;y1 tak ho ofarbime f;; 1. Nakoniec prie-
sefniky k; a k,, ofarbime napr. farbou f5. Pozorny ¢itatel si isto v§imol, ze pre (3, 3) sme (1) nemuseli splnif. Kazdy
si ale vie skonstruovat také rozmiestnenie, ktoré bude nasej podmienke vyhovovat.

Dalej ukazeme, Ze z niektorych rozmiestneni vieme skonstruovat iné vyhovujtce rozmiestnenia.

(2): Ak (n, k) vyhovuje a spliia (1) tak existuje rozostavanie (n + 1, k + 1) ktoré navyse spliia (1).

Priddme novt kruznicu k;,41. Prave jeden z prieseénikov k; (i < n+1) a ky41 ofarbim f,, 1. Druhy z priese¢nikov
ofarbim f; ak ¢ > k inak f;. To, Ze k,+1 ma k + 1 farieb, vyplyva z ofarbenia f,, ;1 a pouzitia farieb f; az f;. Po
nakresleni na papier vidime, ze nové ofarbenie vyhovuje. Ostatnym kruzniciam sme pridali prave jednu novu farbu
frn+1. Prvé cast (1) plati, lebo sme pouzili f,+1 pre k,+1. Druhd cast takisto, lebo k,1 ma prieseénik farby f;
napr. s kruznicou k;.

A kedZe pre vietky (n,k), n >4 a k > 3 existuju a,b také ze (n,k) = (b + a,3 4+ a) tak a-nasobnym aplikovanim
(2) na (b, 3) méme konstrukciu pre (n, k).

Uplny vysledok. Rozmiestnenie existuje pre (2,2), (3,2) a (n,k) kden >k >3 an > 3.

Komentdr na koniec. Existuje samozrejme vela inych rieSeni, ale postupy st velmi podobné. V tejto tilohe sa dalo
urobif vela pozorovani a dospiet k ¢lastoénym vysledkom. Niektori z Vés to dokonca spisali a poslali. Sice pre
celkové rieSenie bolo treba mat a pospajat celkom dost pozorovani, ale ni¢ komplikované sme nepouzili. Ponauce-
nie do budticnosti: ak neviete kombinatoriku, treba skusat jednotlivé pripady a z nich odvodzovat vSeobecnejsie
pozorovania. KedZe je to ¢asovo narocnejsie, tak si to nenechat na posledna chvilu :)

Uloha &.12: Vietky hrany v kvadri K maji vyjadrené v metroch prvoéiselnti dlzku. Jeho povrch vyjadreny
v metroch Stvorcovych je mocnina prvocisla. Dokazte, ze dlzka prave jednej hrany kvadra K je tvaru 2™ — 1
metrov, kde m je prirodzené cislo.

Riesenie: (opravoval Petrzlen, Filip)

Ospravedliiujeme sa za mald chybu v zadani. Samozrejme, kvader neméze maf prave jednu hranu dizky a, lebo ma
aspon Styri hrany rovnakej dlzky.

Uloha bola na pomery gamy lahka a teda dokaz tu uvedieme naozaj len v kratkosti.

n

S = 2(p1p2 + paps +psp1) =p
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Z toho hned nutne p = 2, a teda zdtvorka musi mat parny stcet. Pri skiimani parity zatvorky dospejeme rozoberanim
moznosti k tomu, ze prave dve z ¢isel p1, p2 a p3 s parne prvocisla. Po spitnom dosadeni mame 2" = 2(4 + 4p3),

7 7

z &oho 2773 — 1 = p3. KedZe p3 je zo zadania celé &islo, tak mame, &o sme chceli.

Uloha é&.13: Stcet obsahov konecného poctu stvorcov je 4 m?. Ukézte, Ze tieto Stvorce vieme umiestnit v rovine
tak, aby dohromady pokryli $tvorec so stranou 1 m. Stvorce sa moézu aj prekryvat.

Riesenie: (opravoval Petrzlen, Filip)

Kazdy $tvorec so stranou a zmensime na 2% tak, aby 2% < a < 2?%! a x € Z. Obsah kazdého $tvorca sme zmensili
nanajvys styrikrat, a teda celkovy obsah novych §tvorcov je aspoii 1m?. To sme urobili preto, lebo sme pohodlni
a mozeme si to dovolit.
najvicsieho. Ked umiestiiujeme novy $tvorec so stranou 2%, tak si rozdelime Stvorec 1 x 1, kam umiestiiujeme na
mriezku 2% x 2% a umiestnime novy Stvorec na hocijaké volné miesto v mriezke (tak, aby prave pokryl cely stvorcek
mriezky). Ked uz nie je volné miesto, tak sme hotovi. Ked uz nemame kam dat novy Stvorec, tak sme hotovi preto,
lebo sme doteraz umiestiiovali aspon tak velké Stvorce ako novy Stvorec, a teda nemodze zostat nepokryta cast
mriezky mensia ako novy stvorec. To, Ze takato situacia nastane, vyplyva z toho, Zze celkovy obsah je aspon jedna.
Este sa ale treba pohraf s nekoneénom, lebo nas algoritmus pokryvania by mal byt koneény. Mame 221 a; = T.
Trividlne x > 1. NemozZe nastat x = 1, lebo to by sme museli kazdy $tvorec zmensit prave Styrikrat, ¢o nevyhovuje
nasej konstrukcii. Takze 2 > 1. Chceme ukazat, Ze neexistuje n také, ze Y . a; > 1. To by ale znamenalo, Ze pre
kazdé n je > a; <1, €o je spor s x > 1.

Pozndmka. Jednému z véas sa podarilo vymysliet identicky dokaz ako je vzorové riesenie, takze len tak dalej.
Prakticky boli vSetky rieSenia podobné, lebo bolo treba trocha upravit vstupné Stvorce, najst algoritmus, podla
ktorého ich budeme umiestiiovat a nakoniec ukizat, Ze je spravny a skon¢i v konecénom case.

Uloha é&.14: Nech O je bod vniitri trojuholnika ABC' taky, ze uhly AOB, BOC a COA maji rovnakii velkost.
Dokazte, ze plati

[AOP | |BOP* | |COP* _ |AO|+|BO|+|CO|
|BC| ~ |cA] - |AB| V3

Riesenie: (opravoval Petrzlen, Filip)

(Podla Le Anh Dunga) Tomuto riesitelovi sa podarilo vyuzit viaceré zndme nerovnosti celkom priamoéiarym sposo-
bom. N4&§ vzorédk je vlastne képiou jeho rieSenia. Na otazku, odkial to vie, je najlepsiou odpovedou asi to, ze Gesky
koresponden¢ény seminar PraSe mal minuly rok kvalitny seminar o rieSeni nerovnosti - koho to zaujima, odporacame
naStudovat na http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.

Uhly AOB, BOC a COA st rovnako velké a kedze dokopy maji 360 stuptiov, tak kazdy z nich mé 120 stupitiov.
7 kosinusovej vety mame:

|BC| = /|BOJ? + |CO|? — 2|BOJ|CO|cos120 = \/|BO|2 + |CO|? + | BO||CO]

|AC| = \/]AO|2 +|COJ? + |AO||CO]

|AB| = \/|AO|2 + |BO|? + |AO||BO)|

Ak dosadime nasledujice vztahy do zadania s pouzitim substiticie |[AB| = a,|AC| = b,|BC| = b, dostaneme
ekvivalentnt nerovnost:
a? a+b+c
> >
b2 4 ¢+ be V3

cyc

Nech je lava strana P a z Holderovej nerovnosti mame:
(Z a?(b® + 2 + bc)> P2 > (a® +b* + %)3
cyc
A preto nasim cielom bude ukézat:
3(a® +b? + 2)3 > (Z a?(b? + 2 + bc)) (a+b+c)?
cyc
Co zrejme vyplyva z nasledujicich nerovnosti:

e Cauchy-Schwarz: 3(a® + b +¢?) = (1+ 1+ 1)(a®> + b* + ) > (a+ b+ ¢)?
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e Muirheadova nerovnost:

Za4 > Za%c(z) (a® +b% +c*)? > Zcﬁ(b2 + ¢+ be)

cyc cyc cyc

V jednom kroku Cauchy-Schwarza sme pouzili dve trojice ¢isiel a2, b2, ¢ a 1,1,1 a preto rovnost nutne nastiva,
ked a = b= ctj. |AO| = |BO| = |CO| & |AB| = |BC| = |CA|. Skuskou zistime, Ze je to naozaj pripad rovnosti.

Vysledkova listina

kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé¢ Skola k,[1]2][3]4 7l p | X
1. Kovacova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 [9|7][8]9 119
2. Kurdelova Alzbeta 1. SPMNDG BA | 2 9715 98
3. Privoznik Matej 1. GJH BA 119191819 8 95
4. Mojzisova Karolina 1. Gamca BA 2 9|1 7|7 6 87
5. Krakovska Hana 1. Gamca BA 2 91816 3 84
6. Sandalova Michaela 1. SPMNDGBA | 1 |89 [8]|7 79
7. IZdinskd Dominika 1. GJH BA 1 |171951]9 69
7. Lipovsky Mario 1. GJH BA 1 195|617 69
7. Zilkova Alexandra 1. SPMNDGBA | 1 |9 715 69
10. | Klimkovi¢ Anna-Mjiria 1. SPMNDGBA | 1 |6 |47 62
11. | Kavicky DuSan 2. GJH BA 3 2 55
12. | Pies Adridn 1. SPMNDGBA | 1 | 6 113 3 53
13. Bednar Stanislav 1. GJH BA 1 (3]1]7]0 0 51
14. | Olerinyova Anna 2. GVaz BA 2 47
15. | Galanova Miriam 1. GJH BA 1 141980 42
16. | Gonda Tomés 2. Gamda BA 3 41
17. | Vrsansky Martin 1. 1SG BA 1 |55 3 -13 | 29
18. | Krajcovi¢ Matej 2. GJH BA 3 19
18. | Strakacova Jana 2. Gamca BA 3 19
20. | Rusinko Martin 1. GJH BA 1 18
21. | Ivanov Maridn 2. GJH BA 2 17
22. | Kupculdk Marian 2. Gamca BA 3 16
23. | Balasov Pavel 1. GJH BA 1 14
24. | Hraska Peter 2. Gamca BA 3 6

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, [1]2(3]4|5 p | >
1. Pokryvka Filip 1. GBénovece | 1 |9 (9|8|9]|4 113
2. Korbela Michal 1. GBénovece | 1 |99 |69 112
3. Lic¢na Nina 2. GPdC PN | 2 918|910 87
4. Simkova Ludmila 1. GPar NR 2 919 |7 -37 | 86
5. Frankové Monika, 1. GKomPE | 1 |5 2|5 65
6. Balazovéa Michaela 1. G Bénovce | 1 | 2 3171 61
7. Kovacova Milada 2. GCM NR 3 8| 7 57
8. Pavlikova Stela 1. GLS TN 1 43

kategdria ALFA, stred
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Por. | Meno Ro¢ Skola k., [1]2]3]4 67 3
1. Sladek Samuel -1. GAB NO 1719199 9 129
2. Sucik Samuel 0. ZS Celovce 0 1919|1919 9 122
3. Magyarova Zuzana 1. GBST LC 11719815 3 110
4. Hrivova Ivona 1. GVO ZA 2 9715 1|4 106
5. Melo Jakub 1. GsvFA ZA 1 1971919 102
6. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 1 |6[5[5]|6 3 88
7. Jeémenova Andrea 1. GVO ZA 2 91814 8| 4 84
8. Jankovichova Ludmila 1. GJGT BB 2 8|5 78
9. Hromecova Zuzana 1. GVO ZA 2 191917 65
10. Santer Martin 2. GMH Trstend | 3 919 55
11. | Sivicek Jan 2. GBST LC 3 8 3 47
12. | Peresini Martin 1. SPSJM BB 1 30
13. | Hudec Lukas 3. GBST LC 3 111 27
14. | Slivka Norbert 1. GJGT BB 2 19
15. | Doboszova Helena 1. BG ZA 1 18

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola ko |1 3|4 >
1. Gressék Jergus 2. GJAR PO 2 6|9 108
2. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 9 93
3. | Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 0 90
4, Midlik Simon 1. GJAR PO 1|6 916 82
5. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 119 8| 7 74
6. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 119 8| 7 73
7. Hojnos Peter 1. GSkol SN 1 |6 8|7 69
8. Rapavy Martin 1. GAlej KE 2 7|7 66
9. Batoryova Jana 1. GAlej KE 2 8|5 62
10. | Dudié¢ Jan 2. GPos KE 2 | 4 710 56
11. | Sromekova Karolina 1. GDT PP 1|3 8|1 51
12. | Polovka Maros 1. GKuk PP 2 915 42
13. | Tokérova Natélia 2. GJAR PO 3 39
14. | Mikus Peter 1. GJAR PO 1 24
15. | Turlik Tomas 2. GJAR PO 2 15
kategoria ALFA, zahranicie

Por. | Meno Roé Skola ko, [1]2(3]4 6|7 >

1. Teiml Dominik 2. AG Praha 2 17191819 4 100
2. Simsa Stépan 2. Litoméfice CR | 2 919 53
2. Topfer Martin 3. GNS Praha 3 919 53
4. Kubelka Tomas 3. Zamberk CR 3 919 52
5. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 3 919 40
6. Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 27
7. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 0|7 24
8. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 0

kategoria BETA

Vvsledkova listina




KMS 2010/2011

3. séria zimnej Casti

Por. | Meno Roé Skola k, | ks 6/ 7[8[]9]10][11 s [ >
1. Vodicka Martin 2. GAlej KE 5 4 919191919 45 | 135
2. Koblizek Miroslav 4. Zamberk CR 4 2 91919519 41 | 127
3. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 0 0 91919 36 | 126
4. Hornak Marian 3. GPar NR 7 5 81919191 36 | 124
5. Kubelka Tomas 3. Zamberk CR 3 1 9191974 38 | 122
6. Téth Michal 3. GJH BA 7 2 9169|912 35 | 120
7. Kopf Michal 3. Opava CR 7 2 9198|718 41 | 117
8. Santer Jakub 4. GMH Trstend | 9 5 9171919 34 | 115
9. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 10 | 6 919|719 34| 113
9. Lux Filip 4. Zamberk CR 4 0 9|8 26 | 113
9. Zaviel Lukas 4. GChod Praha | 4 2 91519719 39 | 113
12. | Simsa Stépan 2. Litoméfice CR | 2 1 919 818 34 | 110
13. | Balog Matej 4. Gamca BA 7 3 9181919 35 | 108
13. | Safin Jakub 2. GPH MI 4 1 3198 512 27 | 108
15. Klembarova Barbora 3. GKuk PP 7 2 919191019 36 | 106
16. | Jasencakova Katarina 3. GVO ZA 8 2 81915 9 31 | 105
17. | Karaskova Natalia 4. GJH BA 12 | 11 918|791 34 | 104
18. | Topfer Martin 3. GNS Praha 3 2 91919 2 29 | 103
19. | Halajova Barbora 3. GVO ZA 7 1 618|4|1]9 28 | 101
20. | Galovicova Sona 3. GJH BA 7 3 919|716 31 | 100
21. | Kozék Andrej 4. Gamca BA 111 5 71919|7]6 38| 99
21. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 6 1 919905 321 99
23. | Hledik Michal 2. GJH BA 4 0 91919 7 34 | 98
23. | Kavicky Dusan 2. GJH BA 3 0 41217 2 17 | 98
23. | Szabados Viktor 4. Gamca BA 11 | 5 9191217 27 | 98
26. | Hanzely Filip 2. GAP SB 4 0 9198 5 32| 95
26. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 5 0 2|4 0|4 18 | 95
28. Guric¢an Pavol 4. GJH BA 10 | 6 91911719 34 | 94
29. | Kossaczka Marta 2. Gamca BA 5 2 919197 34 | 93
29. | Marecakové Barbora 3. GKuk PP 7 2 8191903 29 | 93
31. | Hozza Jéan 4. GJH BA 8 7 919 18 | 92
32. | FarSang Stefan 4. SJG KN 7 2 919|2|7 27 | 91
33. | Langer Tomas 3. GJH BA 7 2 9198 26 | 89
34. | Hlavacik Matas 2. GAlej KE 4 0 819 8 34| 88
35. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 0 6| 2 4 21 | 84
36. | Hlavatd Martina 4. Gamca BA 10 | 3 2191019 20 | 82
36. | Komanova Kristina 2. GAS BB 4 1 316141919 31| 82
36. | Stehlik Matas 4. GAlej KE 6 0 0 | 82
39. | Koprda Pavol 3. GAM TT 6 1 71619 6 28 | 80
40. | Benesova Katarina 2. GAS BB 4 0 31416 20 | 78
40. | Kova¢ Ondrej 4. GCM NR 10 | 5 819 316 26 | 78
40. | Macko Vladimir 2. GIS ZV 4 0 68|52 28 | 78
43. | Pellerova Daniela 2. Gamda BA 5 1 914 (80|11 23 | 76
44. | Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 4 0 2 917 27 | 73
45. | Fickova Klara 3. GPos KE 5 0 71519 3 33| 71
45. | Hlasek Filip 4. Plzeti CR 5 3 919 9 27 | 71
47. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 2 6|9 114 20 | 70
47. | Surovéik Juraj 2. GPOH DK 4 0 5161|4]|2 24 | 70
49. | Semanisinova Denisa 2. GAlej KE 5 0 3 12 | 63
50. | VI¢ek Andrej 3. EvSS LM 6 1 9|8 5 22 | 62
51. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 4 0 31416 13 | 59
52. | Baxova Zuzana 3. GLS TN 7 2 215 6 13 | 56
52. | Gonda Tomas 2. Gamca BA 3 0 0 56
52. | Sladek Samuel -1. GAB NO -1 10 9 9 | 56
55. | Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 0 9 9 | 54




KMS 2010/2011 3. séria zimnej Casti 12
Por. | Meno Ro¢ Skola k, | ks 67 1011 p | s [
56. | Nociarova Jela 2. GBST LC 110 3 11 | 48 |
57. Teiml Dominik 2. AG Praha 2 0 4 4 | 45
58. Smolik Milan 2. Gamca BA 4 0 0 | 44
59. Anderle Michal 4. GBST LC 6 0 0 | 42
60. | Bily Michael 4. Klatovy CR 4 | 2 0 | 41
60. | Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 3 0 919 1 26 | 41
62. | Pélenik Jakub 2. SPMNDG BA | 4 | 0 2 9 | 40
63. | Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 318 15 | 38
64. | Smolik Martin 2. Gamca BA 4 0 0 |35
65. | Smolik Michal 2. Gamca BA 4 0 0 |30
66. | Sabatovi¢ova Linda 4. GJH BA 9 2 0 |28
67. | Barancok Peter 4. Gamca BA 6 1 0 | 27
67. | Strakacova Jana 2. Gamda BA 3 0 0 | 27
69. | Kupculdk Marian 2. Gamca BA 3 0 0|24
70. | Kubincova Petra 4. SPMNDG BA | 8 1 0 |22
71. | Santrova Adriana 3. GMH Trstena | 5 0 0 | 20
72. | Kubisova Barbora 3. GJGT BB 4 0 0|19
73. | Miku$ Peter 1. GJAR PO 1 0 0|15
74. | Bohinikova Alzbeta 4. Gamda BA 8 1 0 | 13
75. | Tunova Anna 2. GPar NR 4 0 0 | 10
76. | Matejovicova Tatiana 2. Gamca BA 4 0 019
76. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 0 9 919
78. | Macha¢ Juraj 4. GJH BA 6 0 0] 8
79. Bok Jan 4. Litométice CR | 4 0 0 5
79. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 0 0 )
81. | Bulik Martin 4. GJGT BB 5 0 3| 4
82. | Benej Martin 4. GLS HE 4 0 0| 2
Vysledkové listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Roé Skola 10 111 (12|13 |14 | p | >

1. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 9 6 7 56

2. Kossaczka Marta 2. Gamda BA 6 10

3. Le Anh Dung 1. Tachov CR 9 6 7 68

4. Santer Jakub 4. GMH Trstend | 9 6 50

5. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 1 7 12

6. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 9 30

7. Safin Jakub 2. GPH MI 5 2 5 0 33

8. Téth Michal 3. GJH BA 2 6 26

9. Vodicka Martin 2. GAlej KE 9 9 6 7 7 94




