Vzorové riesenia 3. série letnej éasti KMS 2010/2011

Uloha é&. 1: Ked Ika naposledy cestovala vlakom, zazila nevsednii vec. Vlak mal niekolko voziiov, pricom v kazdom
z nich cestoval rovnaky pocet ludi. Poc¢as jazdy uz nik nepristtipil. V polovici cesty sa 10 voziiov odpojilo a cestujtci
si z nich museli presadniit. V kazdom zo zostavajucich voziiov tak pribudol jeden ¢lovek. Tesne pred koncom sa
odpojilo dalsich 15 voziiov, a preto v kazdom z ostatnych voziiov pribudli este traja cestujici. Kolko voziiov mal
vlak na zaciatku cesty?

Riesenie: (opravovala Kika)

Oznacme si v pocet vagdnov na zaciatku cesty a ¢ pocet cestujucich v jednom vagdne. Pocet vSetkych cestujucich
na zaciatku cesty je c- v.

Ak odpojime 10 vagénov, zostane v — 10 vagonov. Cestujuci z tychto 10 vagénov si presadnt do ostatnych a pocet
cestujucich v jednom vagdne narastie na ¢+ 1. Pocet cestujticich vo vlaku sa teraz d& napisat ako (v —10) - (¢ +1).
Ak sa odpoji dalsich 15 vagdénov, zostane ich v — 25. V kazdom vagdne pribudnu dalsi traja cestujtci a ich pocet
v jednom vagéne bude ¢ + 4. Celkovy pocet cestujtcich sa dé teraz vyjadrit ako (v — 25) - (¢ + 4).

Vidime, ze mame pocet cestujlcich vyjadreny tromi sposobmi a pritom sa vobec nezmenil. MoZeme zostavit dve
rovnice

cv = (v—10)(c+ 1), (v—10)(c+1)=(v—25)(c+4).

Ekvivalentnymi tipravami ich moZeme pozmenit na

cv = cv+v—10c— 10, cv+v—10c-10 = cv+4v — 25¢— 100,
0 = v—10c—10, 0 = 3v—15¢—-90.

Uz z nich staci len vyjadrit ¢ a v:

0 = 15¢ — 60,
c=4,
v = 10c + 10 = 50.

Vlak mal na zadiatku cesty 50 vagénov. KedZe sme robili len ekvivalentné pravy, netreba robit skusku spravnosti.
Treba sa ale zamyslief, ¢i najdené riesenie déva zmysel — pocet vagénov by mal byt pocas celej cesty kladné celé
¢islo, a pocet cestujicich v jednom vagéne nezaporné celé ¢islo. Toto vSak najdené rieSenie splia.

Komentar: Vela z vés stratilo bod na tom, Ze ste zabudli na skisku spravnosti. Pri kazdej ststave rovnic ju treba
robit, pretoze ak by sme pouzivali neekvivalentné tipravy, rieSenie, ktoré sme dostali, moze byt zlé. Skusku mozeme
vynechat, len ak boli vSetky tupravy rovnic ekvivalentné.

Uloha é&. 2: Mojo ide do obchodu kiipit zubnii kefku. Vie, ze kefka bude stat aspoii jeden cent a najviac 4 eurd
a 99 centov. Doma ma 10 minci z kazdého druhu: 1, 2, 5, 10, 20, 50-centové a 1 a 2 eurové. Do penazenky sa mu
spolu zmesti len 6 minci. Aké mince si méa zobrat, aby mohol presne zaplatit ¢o najviac réznych cien? (Presne
znamend bez vydavania.)

Riesenie: (opravovala Katka J.)

Riesenie tohto prikladu zo skutoéného Zivota sa nitka hned po par pokusoch vypisovania moznosti. Velmi rychlo
zaéneme tusit, Ze najviac moznosti ceny sa bude dat zaplatit vtedy, ked si Mojo vyberie Sest réznych minci. Ci
sa skutofne jednd o spravne rieSenie a ¢i je uplne jedno, ktorych Sest roznych minci si Mojo vyberie, eSte treba
dokézat.

Podme pekne po poriadku. Mdme Sest roznych minci a chceme zistit, kolko moznych cien sa s nimi d& zaplatit.
Mozeme vybraf jednu mincu a tou zaplatit, takych moznosti je prave sest. Ak vyberieme dve mince a zaplatime
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nimi, pocet moznosti je (g), teda vyberame dve mince zo Siestich. Podobne pokra¢ujeme aj dalej, pri plateni troma,

Styrmi, piatimi a iestimi mincami je poéet moznosti (3), (§), () a (Z). Plati

() () (-

Vyzera to tak, ze maximalny podet moZnosti, ako sa d4 Siestimi réznymi mincami zaplatif cena za zubni kefku,
je prave 63. Tu sa skryva maly hacik — Ziadne dve moZnosti sa nesmu rovnat. VSimnite si, Ze toto nastéva aj
vtedy, ked st nejaké dve mince rovnaké, z ¢oho vyplyva, Ze vyber rovnakych minci znizuje pocet moznych platieb.
Navyse by takato situdcia mohla nastaf vtedy, keby platilo, Ze stcet niekolkych minci sa rovna siétu inych minci
z vybranej Sestice. To sa ndm s naim vyberom minci ale nemdze stat. Nase mince maji hodnoty 1, 2, 5, 10, 20,
50, 100 a 200 centov. VSimnime si, ze pre kazd jednu mincu plati, Ze sii¢et minci mensich od nej je vzdy mensi,
nez je ona sama. Z toho vypljva, a to si poriadne premyslite, Ze ak vyberieme Sest navzdjom roznych minci, tak
nikdy nemoze nastat situdcia, aby sa stcet niektorych dvoch alebo viacerjch minci z ndsho vyberu rovnal stctu
inych minci.

Uz sa nam podarilo dokézat, ze ked si Mojo vyberie Sest réznych minci, pocet cien, ktoré sa s nimi daju zaplatit,
je 63. To je urcite viac, nez pocet zaplatitelnych cien pre hocijaku Sesticu minci, kde st aspoii dve mince rovnaké.
NavysSe sme dokézali, Ze naSou roznou Sesticou minci nevieme zaplatit t istd sumu inymi kombindciami minci.
Dalej si vieme Tahko spocitaf, Ze hocijakych navzajom vybranych Sest minci bude mat stcet viac nez jeden cent
a menej nez 4,99 eura. Tym je pre vSetky mozné rozne Sestice splnend podmienka zo zadania. To je koniec, priatelia
a kamarati, podarilo sa ndm dokdzat, Zze Mojo dokéaze zaplatif najviac roznych cien prave vtedy, ked si vyberie
hociktorych Sest navzdjom réznych minci.

Uloha é&. 3: Palo s Marekom pisu na tabulu 2012-ciferné ¢islo. Pouzivajii viak iba éislice 1,2, 3,4 a 5. Marek zacina
— napiSe prvu cifru 2012-ciferného disla zlava, Palo napiSe druht cifru zlava, Marek tretiu atd. V pisani cifier sa
striedajii. Palo vyhrd, ak bude vysledné cislo delitelné deviatimi, inak vyhrd Marek. Podari sa Palovi vzdy vyhrat
bez ohladu na to, ako bude postupovat Marek? Ak &no, popiste, ako méd Palo hrat, aby sa mu to vZdy podarilo.
Ak nie, popiste, ako m4 postupovat Marek, aby Palo nevyhral.

RieSenie: (opravoval JeFo)

Palo s Marekom maju ale dost divnd hru, asi sa nudia na hodindch algebry, ale budiz. Ked si ani jeden nevie
vymysliet vyhernu stratégiu, tak im podme pomoct.

Zac¢nime s tym, ¢o uz vietci vedia, ale je dobré si to pripomentif. Cislo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked je
jeho ciferny sucet delitelny deviatimi.

Zo zadania vieme, Ze na tabulu dohromady napiSu 2012 cifier jedného ¢isla. Z toho je jasné, ze kazdy z nich napise
1006 cifier. Teda hra ma akoby 1006 kol, a v kazdom kole ida vzdy obaja hraci prave raz v danom poradi — najskor
Marek a potom Palo. Marek celt hru zaéne a Palo ju skondi.

Palo vyhré, ak po jeho poslednom tahu bude ¢islo delitelné deviatimi. To znamen4, Ze staci, aby bol jeho ciferny
sucet delitelny deviatimi. Marek vyhré, ak vo svojom poslednom tahu dokéze zabezpecit, aby Palo pridanim dalSe;
cifry nedostal ciferny stcet delitelny deviatimi. Marek teda vyhré, ak dokaze zabezpecit, Ze ciferny sucet ¢isla bez
poslednej cifry bude po deleni deviatimi dévat taky zvySok, aby ho Palo pridanim svojej cifry nedorovnal na ¢islo
delitelné deviatimi. Kedze Palo moZze pouzif ¢isla 1,2, 3,4, 5, tak Marek chce, aby po jeho poslednom fahu déval
sucet cifier celého ¢isla po deleni deviatimi zvysok 0, 1, 2 alebo 3.

V takychto hrach sa d4 pozrief na to, ¢ sa cisla, ktoré mozeme dopisat, nedaju dajako kombinovat, aby mal
nasledujici hra¢ vzdy moznost spravit ,opacny fah“ k fahu predchddzajiceho hraca. Po chvili skiimania ¢isel
zistime, Ze ak jeden hrac¢ zahra Tubovolné ¢islo, tak druhy vie vzdy zahrat také ¢islo, aby studet oboch éisel bol Sest
(1+5=6, 24+4=06, 3+3=06). Vyhovuje takyto postup Palovi, ktory ide vzdy druhy a vZdy dorovna tak, aby
stcet v danom kole bol Sest? Sticet v kazdom kole je Sest a mame 1006 kol, ¢o ndm da studet 6036, ¢o ale nie je &islo
delitené deviatimi. Palovi tento postup nevyhovuje. Marek to teda sktsi zneuzit vo svoj prospech. V kazdom tahu,
ktory nasleduje po Palovom tahu, napiSe také &islo, aby davalo stdet s predoglym sest. Co tym dosiahne? Kedze
Marek bude mat takych tahov 1005, takymto spdsobom dosiahne stcet 6030 (delitelny deviatimi) a ostdva mu este
jedna (prva) cifra a Palovi ostava tiez este jedna (poslednd) cifra. Ale toto uz pre Mareka vyzerd dost dobre, lebo
ak stcet oboch tychto cifier bude mensi ako deviit, tak Marek vzdy vyhrd. To je pre Mareka dobra spréava, lebo
stac¢i, aby ako prvu cifru napisal ¢islo mensie ako $tyri. Potom sa Palo moZe aj na hlavu postavit, ale nech robi ¢o
robi, uz vyhrat neméze.

Vyherna stratégia teda existuje pre Mareka, ktory ako prva cifru napise ¢islo mensie ako styri, a potom v kazdom
svojom tahu dorovnd predchadzajuci Palov fah tak, aby v sacéte davali Sest. Toto moze spravit vzdy, a teda aj vzdy
vyhra.

Uloha é&. 4: Ondro tvrdi, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k > 2 existuje k réznych prirodzenych &isel ny,na, . .., ny,

pre ktoré plati rovnost
1,1, 13
nq Up) ni o 17



KMS 2010/2011 3. séria letnej casti 3

Ukazte, ze Ondro ma pravdu.
RieSenie: (opravoval Kubman, Ondro)
Pri rieseni tejto Glohy si ako prvé uvedomme, ¢o plati pre zlomky, ktoré maja v Citateli jednotku a v menovateli
prirodzené ¢islo. Pozndme jednoduchy vztah medzi prvymi dvoma zlomkami:
1 1 1

2 3 6
Rozdiel medzi 1/2 a 1/3 je 1/6, ¢islo, ktoré m4 v ¢itateli opét jednotku. Pozrime sa teraz na rozdiel dalsich dvoch

po sebe iducich zlomkov, 1/3 a 1/4:
1 1 1

3 4 12
Skasme to zovSeobecnit. Pre prirodzené ¢islo k plati vztah

1 I
ko k+1  k(k+1)

Toto je vztah, ktory sa oplati si zapaméitat. Pozorné oko si v§imne, Ze tlohu v tomto momente uz mame skoro
vyrieSend. Keby sme mali nejaky rozklad zlomku 3/17 na tri zlomky s réznymi menovatelmi:

1 1 1 3
424+ =" Kk
—|—b+c 17 de a <b<c,

vedeli by sme 1/c¢ rozloZit podla predoslého vztahu na

1 1 1

cic+1+c(c+1)

Dostali by sme tak rieSenie pre 4 zlomky. Keby sme pokracovali dalej, tak zlomok 1/c(c + 1) vieme rozlozit na
dva zlomky a takto mat riesenie pre 5 zlomkov. Ked mame zostrojit rieSenie pre n zlomkov, zoberieme riesenie pre
n — 1 zlomkov a ten s najviésim menovatelom rozlozime na dva dalsie. Ten s najviiésim menovatelom vyberieme
preto, aby sa ndm nahodou nejaké zlomky neopakovali.

Predpokladali sme, Ze zlomok 3/17 vieme rozlozif na 3 zlomky. Podme to teda urobit. Po chvilke skii$ania sa nam

podari najst rozklad

3 _ 1.1 1

17 6 103  102-103
Najprv sme od¢itali od 3/17 ¢islo 1/6 a potom sme zvySok 1/102 rozlozili podla vyssie uvedeného vztahu. Teraz
uz mozeme pokracovat opakovanym rozkladanim zlomku s najviac¢sim menovatelom.

Poznamka: Cislo v zadani 3/17 vyzera byt nahodné. Po dlhsom patrani viak vieme najst zlomok, ktory sa neda
rozlozit na stcet troch zlomkov s jednotkami v &itateloch. My sme nasli zlomok 1805/1806. Dokézte, Ze tento
zlomok nevieme rozlozit na stdet takjch troch zlomkov. Ono to vSak pokracuje dalej. Existuji zlomky, ktoré sa
nedaju rozlozit na stcet 4, 5, ... takych zlomkov.

Bonus: Skuste ndjst zlomok, ktorého ¢itatel aj menovatel st prirodzené ¢isla, ktory je mensi ako 1 a nedé sa napisat
ako sicet Styroch zlomkov s jednotkami v ¢itateloch. Odmenou pre prvého je ¢okoldda. Posielajte na kms@kms . sk
a do predmetu napiste uloha pre Ondra.

Uloha ¢&.5: Kika ma zazracny mlyncek. Ked dori hodi prirodzené ¢&islo n, vypadne z neho ¢islo
En)=nn+1)2n+1)(B3n+1)---(10n + 1).

Kika chce zistit najvicsi spoloény delitel ¢isel E(1), E(2),...,E(2011). Pomoézte jej s tym a spocitajte ho.
RieSenie: (opravovala Katka :P)

Najskor si zoberme typicky Skolsky pristup: urobit rozklady vsetkych ¢isel E(1), E(2),...,FE(2011), a potom za-
krizkovat spoloéné prvocisla. To by ale trvalo strasne dlho.

Pozrime sa na to inak. Hladany najvicsi spolo¢ény delitel (dalej uz len NSD) uréite deli prvé mlynéekové ¢éislo
E(1)=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11 = 28.3%.52.7.11. TakZe ndm sta¢{ preverif, ktoré prvoéisla z mnoziny
{2,3,5,7,11} a tiez v ktorej mocnine delia kazdé z ¢isel E(1), E(2),..., E(2011).

Este sme nevyuzili to, ako ¢islo E(n) vznikd. Ked sa lepsie pozrieme na vyraz n(n+1)(2n+1) ... (10n+1), v§imneme
si, ze n je nesudelitelné s kazdou zo zatvoriek. Napriklad pre E(2) vidime, Ze vSetky zatvorky st neparne. Avsak
NSD deli E(2), preto vieme, ze prvociselny rozklad NSD nebude obsahovaf viac ako jednu dvojku. Rovnako to
bude s hocijakym inym prvocislom p < 2011, kedze NSD musi delit E(p). (Toto si dobre premyslite.) Teraz, ked
vieme, Ze prvociselny rozklad NSD moze obsahovat kazdé prvoéislo najviac v prvej mocnine, vratime sa k F(1)
a vSimneme si, ze NSD mozZe byt najviac 2-3-5-7-11.



KMS 2010/2011 3. séria letnej casti 4

Podme ukézat, ze toto ¢islo je spravny vysledok, teda Ze kazdé z ¢isel E(1), E(2),..., F(2011) je delitelné ¢islom
2-3-5-7-11 = 2310. Tato céast ste robili dvoma réznymi sposobmi, preto naértneme oba.

vychadza dokaz z tejto myslienky: ak prvoécislo p deli n, tak potom deli aj E(n). Ak p nedeli n, tak potom sa da
n napisat ako pk + z, kde z € {1,2,...,p — 1} je zvySok ¢isla n po deleni prvoéislom p. Napriklad pre trojku: ak 3
nedeli n, vieme n napisat ako 3k + 1 alebo 3k + 2. Potom staci vyskusat, ¢i existuje zdtvorka deliteln4 p. Napriklad
pre n = 3k + 1 je hned drubd zatvorka 2n + 1 delitelna tromi (2 - (3k + 1) + 1 = 6k +3 = 3 - (2k + 1)). Takto
preskiimame vSetky prvodéisla (vSetky mozné zvysky, ktoré méze n dévat po deleni) a ku kazdému néjdeme asponi
jednu zatvorku, ktora je nim delitelna.

Druhy sposob: Tento spdsob pouZili sice iba Styria riesitelia, no je omnoho elegantnejsi (a hlavne kratsi) ako ten
prvy. Nie je zalozeny na hladani ,tej spravnej* zatvorky (rozumej delitelnej prvoéislom p), ale na dokaze jedného
Tahkého tvrdenia: Ak prvocislo p nedeli n, tak éisla (n+1), 2n+1),...,((p—1)n+ 1) maji rézne zvysky po deleni
p. Dokaz urobime sporom: Nech dve z tychto ¢isel an+1 a bn+ 1 (pri¢om a > b) maji rovnaky zvySok po deleni p.
Potom p musi delif ich rozdiel (an +1) — (bn+ 1) = (a — b)n. AvSak vieme, Ze p nedeli n a tiez vieme, ze p > a — b,
takze p nedeli ani a — b. Prichddzame teda k sporu.

7 dokézaného tvrdenia priamo vyplyva, Zze medzi zatvorkami sa vzdy ndjde kazdy zo zvyskov po deleni prvocislami
2,3,5,7 a 11, a teda ich netreba hladat ako v prvom sposobe.

Ci uz pouzijeme prvy alebo druhy sposob, dokézeme, Ze najvicsi spoloény delitel ¢isel E(1), E(2),..., F(2011) je
2310.

Uloha é&. 6: Vediice KMS kazdy tyzderi zostavuji rebric¢ek desiatich najmidrejsich vedicich, pri¢om nikdy nedaji
viacerych veducich na rovnaké miesto. Katka si vSimla, ze uz T tyzdnov su v rebricku ti isti veduci. Tiez si vSimla,
ze veduci v rebricku pocas tychto T tyzdiiov nikdy neboli presne v rovnakom poradi. Navyse, ak nejaky veduci
v rebric¢ku (pocas tychto T tyzdiiov) klesol, v Ziadnom dalSom tyZdni uz nestiipol na vyssiu priecku. (Kym vSak
neklesol, mohol stiipat.) Akt najvéicésiu hodnotu moéze mat éislo T'?

Riesenie: (opravoval Beren a Palo)

Pre spravne vyrieSenie tejto tlohy najprv zistime, kolko takychto usporiadani teoreticky moze existovat, a potom
vymyslime sposob, ako ich vSetky dosiahnut.

Na zaciatok si uvedomime, Ze kedze kazdy tyzden sa musi rebri¢ek zmenit, uréite niekto klesne a niekto zasa sttipne.
KedZe nikdy potom, ¢o vedici klesne, nemoze uz stipnut, je zrejmé, Ze vedtci, ktory je na zaciatku na prvom mieste
nestupne uz nikdy. Ten ¢o je na druhom méze stipnut maximalne raz, ten na trefom maximéalne dvakréat atd. Teda
veduci, ¢o je na zaCiatku na i-tom mieste, moze stipnut maximélne (i — 1)-krat. Toto znamend, Ze sa urcite nemoze
stat viac zmien ako 94+ 8 +7+6+5+4+ 3+ 2+ 1+ 0 = 45, lebo pri kazdej zmene tyzdiia niekto uréite stiipne
a existuje iba 45 réznych moznosti stipnutia. To znamend, ze ti isti vedici v rebricku urcite nebuda dlhsie ako 46
tyzdiiov, lebo prvy tyZzden boli nejako usporiadani, a potom sa to nemohlo menitf viac nez 45-krat.

Zostava uz len ukazat, Ze existuje 46 roznych usporiadani vedicich vyhovujicich nasim podmienkam. Ozna¢me si
vediceho na prvom mieste V;, na druhom V5, na i-tom V.

Nech vedici V; najprv klesne z prvého miesta na druhé, V5 sa s nim teda vymeni. Dalej V; znova klesne na tretie
miesto, potom na $tvrté a takto postupne az na posledné. To mame (kym sa V) nedostal na posledné miesto) 9
usporiadani, kde klesal len V;. St uréite rozne, lebo v kazdom bol V; na inom mieste. Dalej vezmime V5, ktory je
prave navrchu a rovnakym spésobom ho posuiime na 9. miesto. Ziskame dalsich 8 usporiadani, navzdjom roznych
(lebo V5 bol vzdy na inom mieste) a rdznych aj od tych predoslych, lebo to boli usporiadania, kde V; nebol
na poslednom mieste. Teraz vezmeme V3 a posunieme ho postupne na 8. miesto. Takto ziskame dalsich sedem
usporiadani, navzajom réznych, a réoznych aj od predoslych, lebo tam V5 nebol na 9. mieste.

Takto budeme postupovat s kazdym vedicim, ktory sa nam objavi na vrchole, postupne ho posunieme aZ na
(11 — 4)-te miesto, kde i je za¢iato¢nd pozicia. Mame teda 9+8+7+6+5+4+3+2+ 14 0 = 45 roznych
preusporiadani, no k tomuto éislu treba este priratat pociatoéné usporiadanie vedicich. Dokopy to je 46 roznych
usporiadani, ¢o bolo nasim cielom, ¢ize sme spokojni a $tastni.

Uloha ¢&.7: Vedtci KMS radi klebetia a kazdy z nich pozna niekolko klebiet. Kazdi dvaja vedici poznaji aspoii
jednu rovnaki klebetu. Navyse Ziadni dvaja nepoznaji presne tie isté klebety (aj v pripade, Ze Kubko pozné len
klebetu A a Matko klebety A a B, hovorime, Ze poznaji iné klebety). Kolko najviac vedicich méze mat KMS, ak
vsetci dokopy poznaju prave n réznych klebiet?

Riesenie: (opravoval Marek a Mojo)

Preformulujme si zadanie do re¢i mnozin, nech sa ndm s tym dobre pracuje. Oznaéme K mnozinu vsetkych n
klebiet. Dalej ozna¢me Ky mnozinu tjch klebiet, ktoré pozna vedici V. Zjavne Ky C K. Navyse, kedze kazdi
dvaja vedtci A a B poznaju aspoii jednu rovnaku klebetu, musi tiez platit K4 N Kp # 0. A samozrejme, kedZe
ziadni dvaja vedici A, B nepoznaja presne tie isté klebety, plati aj K4 # Kp.

Nagou tlohou je najst maximdalny podet réoznych podmnoZin n-prvkovej mnoziny, z ktorych kazda dvojica ma
neprazdny prienik.

Nech M je n-prvkova mnozina a nech hfadané maximum je m. Musime ndjst m a dokézat, ze
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1. vieme vybraf nejakjch m podmnozin spliiajicich spominanti podmienku,
2. ak [ubovolne vyberieme viac ako m podmnozin, tak podmienku nespliaji, teda niektoré dve st disjunktné.

Skiisme najskor najst nejaky horny odhad pre ¢islo m.

Vieme, Ze pocet vSetkych roznych podmnozin n-prvkovej mnoziny je 2". Rozdelme podmnoziny mnoziny M do
dvojic tak, aby v kazdej dvojici bola jedna mnozina komplementarna k tej druhej (t.j. ich prienik je prazdny a ich
zjednotenie je mnozina M)!. Takto ndm vznikne 2"~! dvojic. Z kazdej mozeme vybraf iba jednu podmnozinu, lebo
ak by sme vybrali z nejakej dvojice obe, tak uz mame dve disjunktné podmnoziny. Tymto sme ukazali horny odhad
m < 2n~1

Sta¢i uz len najst 27! takych podmnozin. To sa d4 spravit napriklad tak, ze z kazdej zo spominanych dvojic
vyberieme podmnoZinu s vi¢$im po¢tom prvkov (ak maji obe rovnaky, tak hociktort). Cvidenie: sporom dokéazte,
ze takymto spésobom nedostaneme disjunktnti dvojicu podmnozin.

Iny spdsob je vybrat jeden prvok mnoziny M, ktory buda obsahovat vSetky podmnoziny. Tym zarucéime, ze kazda
dvojica bude mat neprazdny prienik. Zo zvy$nfch n — 1 prvkov potom mozeme spravit 2"~ ! réznych podmnozin.
Maximalny poéet vedicich je teda 27~ 1.

Komentéar: Vyskytlo sa niekolko rieSeni, ktoré tvrdili, Ze vybratf jeden prvok mnoziny M, ktory buda obsahovat
vietky podmnoziny, je najughodnejsie, a preto sa viac ako 2"~ ! réznych podmnozin neda vytvorit. Co vsak znamena,
najvyhodnejsi? Ak to znamené, ze tak vytvorime najviac podmnozin spliiajicich spominant podmienku a inak sa
vytvorit nedaju, tak to nie je pravda (pozorny ¢itatel vzoraku uz vie preco). Ak to znamend, ze takto sice vytvorime
najviac podmnozin, ¢o vyhovuju podmienkam zo zadania, ale nie je to jediny sposob, ako to dosiahnut, tak to sice
pravda je, ale potom treba takéto tvrdenie dokézat. Vécsina takychto rieSeni v8ak neobsahovala ani pokus toto
tvrdenie dokizat, ¢o malo za nasledok stratu bodov.

Uloha ¢&. 8: Dané sii dve nestidelitelné prirodzené éisla x, y vicsie ako 1. Pre kazdii taki dvojicu x, y najdite vietky
prirodzené ¢isla n také, ze ¢islo x + y nie je delitelom &isla x™ + y™.

Riesenie: (opravoval Bebe)

V prikladoch, v ktorych vystupuje vSeobecné n, je ddlezité pozriet sa na situécie pre malé n. Ak n = 1, tak zjavne
x +y deli z 4+ y. Pre n = 2 je situécia trochu zlozitejsia. Vieme, ze plati

2 +y? = (z+y) - 2zy. (1)

Zrejme x + y deli (z + y)?. Takze delitelnost vyrazu 22 + y? vyrazom x + y zévisi od toho, & x + y deli 2zy.
KedZe = a y st nestdelitelné, tak st nestdelitelné x +y s = a aj z + y s y. (Rozmyslite si, preco.) Tym paddom st
nesudelitelné aj  + y s xy. Preto ak = + y deli 2zy, tak nutne z + y musi delit 2. To vSak nie je mozZné, pretoZe
podla zadania z,y > 1. Takze = + y nedeli 22 + y2.

Ak zalovime v pamiiti (popripade v tabulkach), mézeme polahky vyriesif pripad pre n = 3. Plati

2y’ = (2 +y)(@® -2y + 7).
Vo vyraze x2 — xy + y? vystupuji iba celé &isla, preto x + y deli 23 + 3. Napokon sa pozrime este aj na pripad
n = 4. Ak by sa ndm podarilo rozlozit vyraz x* + y* na niektoré z predchadzajtcich vyrazov (z™ + y™ pre n < 3),
mohlo by to nasu situdciu zna¢ne ulahcit. Po chvilke sktiSania mozeme dospiet k tvaru

et oyt = (x4 y) (@ +4°) —ay(@® + 7). (2)

Je jasné, ze x +y deli (z + y)(2® + y3). Na druhej strane sme uz ukazali, 7e x + y je nestdelitelné s zy a nedeli
2?2 + y2. Preto x + y nedeli ani zy(z? + y?), a tym padom ani skimany vyraz z* + y*.

Ako tieto pozorovania zovseobecnit? Pre neparne n < 3 sme odvodili, Ze x +y deli ™ + y™. Plat{ to aj vo vSeobec-
nosti? Ak znova zalistujeme v tabulkdch, moézeme nadabif na vzorec

x71,+yn _ (x+y)(xn—1 _mn—Qy_’_.“_’_(_1)kxn—1—kyk_’_.“_’_yn—l)7

ktory plati pre neparne n. Z toho dévodu pre nepérne n je vzdy z" + y™ delitelné z + y.
Naopak pre parne n < 4 ¢islo x + y nedelilo 2™ + y™. Bude to platit aj nadalej? Ak si v§imneme podobnost vztahov
(1) a (2), mdézeme pre vieobecné parne n dospiet k rovnosti

"yt = (z+y) (@ YT —ay(@ T+ Y R).

Je zrejmé, 7e x + y deli (z +y)(2™ ! + y"~1). Na druhej strane sme uz ukazali, ze x + y je nestdelitelné s zy. Ak
teda = +y nedeli 2772 4+ y™ 2, nedeli ani 2" + y™. KedZe n je parne, je parne aj n — 2. Preto mézeme matematickou
indukciou ukézat, ze ak n je parne, tak x +y nedeli 2™ + y™. (Prvy krok indukcie pre n = 2 sme uz spravili, ostatné

IPremyslite si, preéo sa takéto rozdelenie do dvojic da vzdy urobit.
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ostavaju na domécu ulohu.) TakZze pre kazda dvojicu nesudelitelngch prirodzengch ¢isel x, y vicsich ako 1 plati, ze
x 4 y nedeli ™ + y™ prave vtedy, ked je n parne.

Iné riesenie:

Delitelnost akymsi st¢tom sa skiima neprijemne, oznacme si preto ¢ = x + y. Chceme zistit, pre ktoré n je vyraz
" 4 (t — x)™ delitelny ¢islom ¢. Po rozndsobeni tohto vyrazu zistime, Ze jediné ¢leny bez ¢t si 2™ a (—1)"z™. Stadi
teda zistif, pre ktoré n ¢islo ¢ deli vyraz 2™ + (—1)"a™. Zjavne ho deli pre vSetky nepdrne n. Pre parne n plati
™ + (—=1)"z™ = 22", ale x a t st nestdelitelné, a t =  + y > 2, takZe pre parne n ho nedeli.

Uloha é&. 9: Nech n je prirodzené ¢islo. Cisla 1,2, ..., 2n rozdelime na dve kopy A a B tak, ze v oboch bude rovnako
vela ¢isel. Cisla v kope A oznac¢ime a1, as,...,a, tak, aby platilo a; < ay < --- < a,. Podobne ¢&isla v kope B
oznadime by, bs, ..., b, tak, aby platilo by > by > --- > b,. Dokézte, ze pri lubovolnom rozdeleni na kopy plati

lax — ba| + |az — bo| + - + |an — by| = n?.

Riesenie: (opravoval Edo)

(Podla Andreja Kozdka.) Nazvime malymi &isla 1,2,...,n a velkymi ¢isla n+ 1,n + 2,...,2n. Nech v kope A je
k malych cisel, teda ¢isla aq,...,ar si malé a Cisla agiq,...,a, st velké. ZvySnych n — k malych éisel musi byt
v kope B, preto disla bgy1,...,b,, ktorych je presne n — k, st malé a &isla by,..., b, st velké. Ako si moZeme

v8imnuat, vzdy je jedno z Cisel a; a b; velké a jedno malé. Zakazdym preto od¢itavame malé ¢islo od velkého (¢o je
v absolutnej hodnote to isté ako velké od malého). Celkovy stcet je teda sucet velkych minus sicet malych:

n+l—-14n+2-2+---4+2n—n=n-n=n’

Uloha ¢&.10: Na kaZdej strane rovnostranného trojuholnika T si oznac¢ime 5 bodov tak, Ze tychto 5 bodov rozdeli
stranu na 6 rovnakych casti. Takto urcenych 15 bodov pospajame tiseckami rovnobeznymi so stranami trojuholnika
T. Tymito tiseckami sme trojuholnik T rozdelili na 36 malych rovnostrannych trojuholnikov. Na kazdy z 28 vrcholov
malych trojuholnikov polozime préave jednu zabu. V kazdej sekunde kazda zaba skoc¢i na susedny vrchol. Navyse
vieme, Ze ak zoberieme tri pozicie lubovolnej Zaby za sebou (v ¢asoch t,t+ 1 at + 2), tak tieto pozicie nelezia na
jednej priamke (takze Zaba sa neméze vracat, ani pokracovat vo svojom smere). Dokézte, Ze v nejakom ¢ase budi
nejaké dve zaby na rovnakom vrchole.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Podla zadania treba ukéazaf, Ze zaby nemdzu skdkat tak, aby nikdy neboli nejaké
dve na rovnakom vrchole. Ako prvé si uvedomime, Ze ak je v nejakom case niektoré
poli¢ko prazdne, tak sme hotovi (potom z Dirichletovho principu existuje policko,
na ktorom su asporti dve Zaby).

Jeden z moznych pristupov spociva vo vybrati vhodnej skupiny ziab a uvazovani
kam sa mo6zu resp. nemozu dostat po dvoch sekundéch. Druhy pristup je zalozeny
na pozorovaniach. D4 sa totiz ukéazaf, Ze medzi niektorymi polickami Zaby nemozu
skakat.

Rozvinieme najprv prvy pristup. Uvazujme zaby na ¢iernych polickach (obr. 1)
v Case t. Zo zadania vieme, Ze v nasledujucich dvoch sekundéch (v ¢asoch t + 1 a t + 2) tieto zaby nebudi na
Ziadnom z ¢iernych policok. Ale nejaké zaby na ¢iernych polickach v tychto dvoch sekundéch museli byt. Je zrejmé,
ze ziadna Zaba nemohla byt dvakrat na nejakom ¢iernom policku v ¢asoch t + 1 a ¢ + 2.

Ak to zhrnieme, tak vieme, ze v ¢ase t bolo na ¢iernych polickach 10 ziab, ktoré tam
neboli v ¢asoch t +1 at+2. A aj v asoch t + 1 a t + 2 boli na ¢iernych poli¢kach
odlisné zaby. Z toho vyplyva, ze v kazdom z casov t, t + 1 a t + 2 bola na kazdom
z ¢iernych poli¢ok iné zaba. Takze dokopy musi existovat aspon 10 4+ 10 + 10 = 30
roznych ziab. To je ale spor s po¢tom ziab v zadani. Takze nas predpoklad, ze zaby
tak mozu skékaft, je nespravny.

Druhy pristup si ukdzeme na rieseni Misa Totha. Dokazeme sporom, Ze zaby nemdzu
skdkat medzi dvoma poli¢kami tak, ako je to na druhom obrazku. Nech nejakd zaba
takto skodila v ¢ase t. Potom je uz v favom dolnom rohu jednoznacne uréené, ktora
zaba do rohu skocila a kam zaba z rohu vyskocila. Po chvili uvazovania zistime, Ze
v Case t + 1 neexistuje sposob, ako mohla zaba sko¢it do toho rohu.
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Ako inak by eSte mohla dand zaba skdkat? Kde mohla doskékat v case t + 27 Po
chvili uvazovania zistime, Ze mohla doskédkat len na dve policka. Podobnou tivahou
pre vSetkych 6 ziab na sivych polickach (obr. 3) zistime, Ze tieto Zaby museli skon¢it
prave na ¢iernych polickach. Ale potom Zaba v iplnom strede v ¢ase ¢t + 1 nema kde
skocit, lebo vSetky okolité policka st uz obsadené. Aj tymto spésobom sa dostavame
k sporu.

Komentar: Prislo mélo rieseni. Myslime si, Ze to bolo spésobené tym, Ze rieSenie vy-
zadovalo ,trik“, resp. ,spravne“ pozorovanie. Tym padom neexistoval jednoznac¢ny
postup, ako takyto priklad vyriesit. Dalo sa len uvazovat o tom, ako také riese-
nie bude vyzeraf, pripadne skisat vela roznych veci. Ale plati, Ze ak jeden pristup
zlyhéva, tak treba vyskusat iny.

Uloha &.11: Nech a, b, ¢ sti kladné redlne ¢isla. Dokazte, Ze plati?

a b c 9
< .
2a2 + b2 + 2 +2b2+c2+a2+2c2+a2+b2 “4(a+b+c)

Riegenie: (opravoval Mato a HAgO)

Je to nerovnost. MoZnosti ako sa k nej d4 pristupovat je netirekom. Pozrieme sa detailne na jednu z nich.

Co nam na nerovnosti moéze vadit, je to, Ze sa na oboch jej stranich vyskytuji pismenka. Tak ich teda dostaneme
vSetky na jednu stranu. Delit celtt nerovnost lavou stranou nie je prave pritazlivé, skisime prijemnejsiu variantu
— vynésobme ju kladnym vyrazom (a + b+ ¢). Dostaneme

a’® + ab+ ac b% + be + ba 2+ ca+ch
202+ 02+ 2 20242 +a?  2c2 +a? 4 b2

9
< Z.
— 4
Z AG-nerovnosti vyplyva ab < (a? + b%)/2. Podobne vieme odhadntf aj ac a be. (Vieme, Ze a,b, ¢ > 0.) Pouzijeme
tieto odhady na lav( stranu nerovnosti a vynésobime celtt nerovnost dvojkou, aby sme ju odstranili z menovatela.
Dostaneme

4a® + b* + ¢* N 46 + % + a? N 4 +a?+b* 9
202402+ 202+ +a? 22+ a?+b%2 T 2

To sa dé zapisat aj ako

4a2+2b2+202—b2—62+4b2+2c2+2a2—02—a2 Jr402—1—2a2—|-2b2—(12—172 < 9
2a2 + b2 4 2 202 + c2 4+ a2 2¢2 4+ a? + b2 -2

Teraz rozbijeme kazdy zlomok lavej strany na dve casti:
2, 2 2 2 2 32
9 _ ;)i +{2- _cta” +(2- _at+b < 9.
2a% 4+ 1% + 2 202 + 2 + a? 2¢2 + a? + b? 2

b2 + 2 2+ a? a? + b2 3
202+ 02+ 2024+ c2+a? 22 +a? 402 T 2]
kde by uz skuseny riesitel mal uvidiet Nesbittovu nerovnost. Tato nerovnost plati pre vSetky kladné realne ¢isla,
a pre tych, ktori sa s iou este nestretli, vyzerad takto:

Z toho mame

T Y z
+ +
y+z z+x T+Y

> 3.
-2

Co mé ale spoloéné s tou nasou nerovnostou? Uplne vietko, lisia sa len substitiiciou
=04+ y=c2+d? z=d>+1V%

Tieto x,y, z st ocividne kladné, ¢ize pre ne bude nerovnost platit. Ak jej verime, tak mame hotovo. Ak jej neverite,
skiste si ju dokézat.3

Ako sme uz spominali, ciest k ispesnému dokdzaniu nerovnosti je mnoho. Nac¢rtnime si zopar inych.

Iné riesenie:

Nakolko je nerovnost homogénna, modzeme si povedat, ze a?+b?+c? = 1. Na lavej strane potom dostaneme podobné
vyrazy, ktoré su vlastne funkénymi hodnotami v bodoch a, b, ¢, funkcie

2Velmi kvalitny text o nerovnostiach mézete najst na mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
3Napriklad na wikipédii en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt’s_inequality sa nachiddza aZ pit jej dokazov, ale rovnako dobre posluzi
aj text z predoslej poznamky strany 29 a 53.



KMS 2010/2011 3. séria letnej casti 8

Toto by malo nabadat na Jensenovu nerovnost, hlavne ked zistime, Ze funkcia f je na intervale (0, 1), na ktorom
sa pohybujeme, konkdvna (pri konkdvnosti je totiZz to spravne znamienko nerovnosti). Odhadnime Tavii stranu
pomocou Jensena, a zostava nam ukazaft
+b+
a 3 C < 9
+btc)? -
(a3c) +1 4(a+b+c)

To u# staci len upravit, prenasobif menovatelmi, vyuzit podmienku a? + b + ¢? = 1 a jednoduchtt AG-nerovnost.
Iné riesenie:

Samozrejme, ak je niekto masochista, alebo len dobre vie, ¢o robi, tak mdze na zaciatku nerovnost prendsobit
menovatelmi a vSetko roznasobif. Potom uz staci len spravne séitanie AG-¢iek, popripade Stvorcov, ktoré nam da
tych tisic, alebo kolko ich bude, ¢lenov nalavo a napravo.

Uloha é&.12: Neprazdna mnozina M mé& n prvkov. Ozna¢me P(M) mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny M.
Dalej nech f : P(M) — R je funkcia, ktora ma nasledujtice vlastnosti:

(D) f(M = A) = f(A),
(ii) f(AU B) < max{f(A), f(B)} pre vsetky A, B € P(M).

Dokazte, ze funkcia f moze nadobidat maximélne n réznych hodnot.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Po ¢ase sme zdvihli ndroénost dvanéastej tlohy. Uz len zadanie posobilo vysokoskolskym dojmom. Difame, Ze vSetci
ktori tlohu riesili, sa naucili s mnozinami a funkciami pracovat intuitivnejsie.

Ako pri kazdom rieseni, najprv sa so zadanim pohrame. Oznac¢ime vzfahy zo zadania ako (1) a (2). Dalej ozna¢me

m = max{f(A)|A € P(M)}.

Nech C je takd mnozina, pre ktort plati C € P(M) a f(C) =m. Ak C =0, tak podla (1) aj f(M) = f(M — M) =
= f(0) = f(C) = m vyhovuje podmienkam pre C. Teda mdzeme predpokladat, Ze C' je neprdzdna mnoZina. Prvky
C si oznadime 1, %2, ..., zp. Potom aplikovanim (2) dostdvame vztah

m = f(C) <max{f({z1}), f(C = {z1})} < max{f({z1}), max{f({z2}), f(C —{z1,22})}} <... <m.

Preto existuje z; také, ze f({z;}) = m. Prezna¢me ho na xz,, (teda f({z,}) =m).

Pre n = 1 a n = 2 vieme platnost zadania trividlne overit. Teraz by sme radi vyuzili indukciu, ale nardzame na
problém, Ze nemame dobry dolny odhad funkcie f. Tento problém c¢asom vyrieSime, ale najprv sa pozrieme na
vlastnosti funkcie f na mnoZine, kde budeme vyuzivat indukény predpoklad.

Oznacéme M’ = M — {z,}. VSimneme si, Ze

VAe P(M'): m= f({zn}) = f(M —{z,}) = f(M) = f(AU(M' - 4)) <
< max{f(A), f(M' — A)} = max{f(A), f(M — (M’ — A))} = max{f(4), f(AU{z.})} < m.
7 toho dostavame
max{f(A4), f(AU{zn})} = m. (3)

Keby sme vedeli vyjadrit minimum z éisel f(A), f(AU{z,}), tak by sme vedeli hodnoty funkcie f v tychto bodoch.
Zavedieme si preto funkciu g : P(M’) — R, pricom g(A) = min{f(A4), f(AU{z,})} pre kazdé A € M.
Zac¢nime ju skimat. Kedze

VAe P(M"): f(Au{z,}) = f(M' - A),

tak dostavame
VA€ P(M):  g(A) = min{f(A), f(M' - A)}. (4)

Ked spojime (3) a (4), ziskame novy vztah
VAe P(M'):  g(A)+m=min{f(A), f(AU{za})} + max{f(A), f(AU{z. })} = f(A) + (AU {zs}).
Vyuzitim tohoto vztahu dostdvame
gM' = A)+m = f(M' —A)+ f(M' = A)U{z}) = f(M — (M = A)) + f(M = (M' = A) U{z,})) =
= fAU{za}) + F(A) = g(A) +m,

z ¢oho g(A) = g(M' — A).
Uz predosly krok sme robili s tym, Ze chceme ukézat podobné vlastnosti funkcii g a f. KedZe nestoji velkii ndAmahu
overit (2) pre g, tak to urobime. (Ak by to vySlo, mali by sme funkciu pre indukény predpoklad).
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Nech teda A, B € P(M’). Chceme ukézat, ze g(A U B) < max{g(A),g(B)}. Ak by g(A) = m alebo g(B) = m,
tak by ten vztah trividlne platil. Preto v dalsom predpokladdme, ze g(A), g(B) < m. Z definicie funkcie g je jedno
z Cisel f(A) a f(AU{z,}) mensie ako m a to isté plati pre B. Nech X je t4 mnozina z mnozin A a AU {x,}, pre
ktora f(X) = g(A) < m a podobne Y pre B. Poznamenajme, ze (X UY) € {AUB,AUBU {z,}}.

7Z toho uz vyplyva

9g(AUB) =min{f(AUB), f(AUBU{z,})} < f(XUY) <max{f(X), f(Y)} = max{g(A), g(B)}.

Na funkciu g sa vztahuje indukény predpoklad a teda nadobiida maximélne n — 1 roznych hodnot. NavySe, podla
toho ako sme konstruovali g vieme, Ze ¢isla f(A) a f(A U {x,}) maji hodnoty prave g(A4) a m. Z ¢oho trividlne
vSetky funkéné hodnoty f st bud g(A) alebo m. A teda f nadobtida maximdlne n réznych hodnét.
D4 sa povedat, Ze rieSenie bolo pomerne trikové (hlavne definovanie funkcie g). Na druhej strane si myslime, Ze
sa dalo ziskat vela uzitoénych pozorovani bez viicSej ndmahy. Vzordk to sice nie je najkrajsi ani najkratsi, ale je
celkom pou¢ny. Gratulujeme a dakujeme vSetkym, ktorym sa podarilo prehryzt sa nim az do konca.

Uloha &.13: Nech EFGH, ABCD, E;F\G1H; st tri konvexné stvoruholniky zaroven spliiajiice obe nasledujiice
podmienky:

(i) Body E, F,G, H lezia postupne na strandch AB, BC,CD, DA tak, Ze plati

AE BF CG DH _|

EB FC GD HA

(ii) Body A, B,C, D lezia postupne na stranach HyFy, E1Fy, F1G1,G1H,. Navyse EF || E1F1, FG || F1Gh,
GH || G1H,,HE || H,E;.

Ozna¢me [ = E1A/AH,. Vyjadrite pomer F1C/CG; ako funkciu jedinej premennej f.

RieSenie: (opravoval Filip)

Rozoberme najprv jednoduchsi pripad, teda ked EF || AC. Potom BE/EA = BF/FC a pouzitim (i) dostavame
DH/HA = DG/GC. Odtial HG || AC, ¢o dokopy dava E1Fy || AC || H1Gy. To znamend, ze F1C/CG; =
E\A/AH, = f.

Zostalo vyriesit moznost, ze EF nie je rovobeznd s AC. Priamky EF a AC nech sa pretni v bode T. Podla
Menelaovej vety plati

CF BF AT _ 1

FB EA TC ’
¢o pouzitim (i) prevedieme na

cG DH AT |

GD HA TC '

7 opacnej implikdcie Menelaovej vety zase vyplyva, Ze body T, H, G su kolinearne. Predpokladajme, Ze priamky
TF a TG pretna priamku FqH; v bodoch M a N. Vsimnime si, ze z EB; || EF obdrzime F1A = AM - BA/EA.
Podobnym sposobom dostaneme H1 A = AN - AD/AH. Potom

E/A  AM AB AH
TA- AN 4E 4D’
Na druhej strane
AM _ EQ _ SAE’C . SABC AE AD
AN ~ QH ~ Sapc Sapc AB AH
Nakoniec z predchadzajacich dvoch rovnosti

EiA _ EQ AB AH B SaBc

HiA QH AE AD  Sapc
Takisto aj F1C/CG1 = Sapc/Sapc, ¢o dokopy dava F1C/CG, = E1AJAH, = f.

Uloha é&.14: Pre dané kladné realne ¢isla r a s najdite vsetky funkcie f : (0,00) — (0, 00), pre ktoré plati

s(r+s)o =rf(x) + f(f(z))

pre vietky x € (0, 00).

RieSenie: (opravoval Filip)

Ponajprv si urobime mala pripravu — rychlokurz Tahkych rekurentnych relacii. Homogénna linedrna rekurentné
relacia p-teho radu je predpis pre (n + p)-ty ¢len postupnosti tvaru

Tntp = bp—1Tnip—1 + bp_2Tnip_o + -+ boXy.
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Nagim cielom je najst explicitné (jednoduché) vyjadrenie n-tého ¢lena. Postupovat budeme tak, Ze si najprv zo-
strojime charakteristicky polyném, ¢o je polyném tvaru z¥ — b,_12?~! — b, 92?2 — - - - — by. Potom néjdeme jeho
korene. V tomto vzordku sa budeme zaoberaf iba jednoduch$im pripadom, ked vSetky korene budi redlne a rozne.
Oznacme ich t1,t9,...,t,. Vtedy vieme povedat, ze vSetky postupnosti, ktoré vyhovuji danej rekurentnej relacii,
s tvaru x, = Mt7 + Aoty + -+ + )\pt;‘, kde Aq, A2, ..., A\, st pevne dané redlne konstanty. Tie nakoniec urcime
z nejakych dodatoénych podmienok, napr. z prvych p ¢lenov.

Dost bolo tedrie, vratme sa k ndsmu prikladu. Finta, s ktorou sa urdite eSte stretnete velakrat, je vytvorenie
postupnosti predpisom x,4+1 = f(x,). Urobme to aj my, pri¢om za z¢ zoberme Iubovolné pevne dané neziporné
realne ¢islo. Pre kazdé také xg je nekonecné postupnost dobre definovand, lebo defini¢ny obor a obor hodnot si
rovnaké mnoziny. Pre n-ty ¢len dostdvame vyjadrenie x, = —ra,_1 + s(r + $)x,—2. My vSak uz vieme, Ze potom
plati a,, = as™ + b(—r — s)", pre nejaké a,b € R. KedZe x,, > 0 pre vSetky n, musi byt b = 0. (Toto si dobre
rozmyslite.) Dosadime vSetko do vztahu a postupne mame 2o = a, f(xo) = 1 = as = sxg. AvSak x bolo Iubovolné
nezdporné, preto jedingm moznym rieSenim zostava f(x) = sx. Lahko si sami overite, Ze tento vysledok skuto¢ne
vyhovuje pévodnej rovnici.

Vvsledkovi listina

kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko |1]2(3|4|5|6|7|p]| >
1. Lipovsky Maério 1. GJH BA 2 71919753 110
2. Kovacova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 719 512 100
2. Vozarové Viktéria 1. GJH BA 1 1817 7 100
4. Privoznik Matej 1. GJH BA 2 819 91913 98
5. Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 91 7]13]6]|1 96
5. Jurina Simon 1. Gamca BA 11917 2| 4 1 96
5. Krakovska Hana 1. Gamca BA 2 719 6192 96
8. Mojzisova Karolina 1. Gamca BA 2 819 9161|3 93
9. Ondras Jan 1. Gamca BA 1 19|82 89
10. Smolik Martin 2. Gamca BA 3 719 9 87
11. IZdinska Dominika 1. GJH BA 2 719 91112 67
12. Sandalova Michaela 1. SPMNDG BA | 2 315 60
13. Galanova Miriam 1. GJH BA 1 (3|74 56
14. Kurdelova Alzbeta 1. SPMNDG BA | 3 52
15. | Klimkovi¢ Anna-Maria 1. SPMNDG BA | 2 50
16. | Boselovd Margita 1. GPan BA 1 45
17. | Rostar Marek 2. 1SG BA 2 5121310 40
18. | Janitor Filip 1. SPMNDGBA | 1 |97 019613 34
19. | Zilkova Alexandra 1. SPMNDG BA | 2 25
20. | Bednar Stanislav 1. GJH BA 1 22

kategéria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola ko, |1]2(3[|4|5|6|7|p| >
1. Pokryvka Filip 1. G Béanovce | 2 7191919|6]3 117
2. Horvath Samuel 1. GPar NR 1 [ 8719198 116
3. Korbela Michal 1. G Banovce | 2 8191915 5 114
4. Daniel Mark 1. GPar NR 1 8|6 1 94
5. Simkova Ludmila 1. GPar NR 2 9 619 9 82
6. Frankova Monika 1. GKom PE | 2 713 69
7. Kovacova Radka 1. GPAdCPN | 1 | 7|62 42
8. Pavlikova Stela 1. GLS TN 1 25
9. Suppa Marek 2. GCM NR | 2 4|3 0 2 22
10. | Pudek Samuel 2. GLS TN 3 11
11. | LG¢éna Nina 2. GPdC PN | 3 6

kategoria ALFA, stred
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Por. | Meno Roé¢ Skola k, 2[3[4[5]6]7 )
1. Sucik Samuel 0. ZS Celovce | 0 819 917 130
2. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 2 819 61619 112
3. Hromcovéa Zuzana 1. GVO ZA 2 8 91716 111
4. Hrivova Ivona 1. GVO ZA 2 719 91613 108
5. Jeémenova Andrea 1. GVO ZA 2 6|9 91613 105
5. Magyarova Zuzana 1. GBST LC | 2 919 718 105
7. Melo Jakub 1. GsvFA ZA | 2 819 81613 98
8. Jankovichové Ludmila 1. GJGT BB | 2 719 916 78
9. Nociarova Zuzana 1. GBST LC 1 66
10. | Gasparek Miroslav 0. SG ZA 0 17
11. | Subjakova Méria 3. GPOH DK | 3 15
12. | KubiSova Barbora 3. GJGT BB | 3 11
13. | Filovéa Lucia 3. HA BR 3 0
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola k,, 2|3 56|17 >
1. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 91819 110
2. Sromekova Karolina 1. GDT PP 2 8 7 3 70
3. Magurova Lucia 2. GPos KE 3 49
3. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 2 5 5 49
5. Orszagh Marian 1. GJAR PO 1 5 6 48
6. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 2 7 3 45
7. Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 35
8. Polovka Maro$ 1. GKuk PP 2 4 2 33
9. Dudi¢ Jan 2. GPos KE 2 32
9. Gressék Jergus 2. GJAR PO 3 32
9. Stehlik Mojmir 0. GTreb KE 0 32
12. | Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 1 27
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé. Skola k., 2|/3(4|5|6|7 >
1. Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR | 3 9 8 3 78
2. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 6189 66
3. Simsa Stépan 2. Litoméfice CR | 3 919 53
4. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 47
5. Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 18
6. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 9
Vysledkova listina
kategoria BETA
Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 71891011 s [ >
1. Vodicka Martin 2. GAlej KE 5 5 919191919 45 | 135
2. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 0 916|9 41 | 110
3. Balog Matej 4. Gamca BA 8 5 31919 9 30 | 107
4. Fickova Klara 3. GPos KE 4 0 918 34| 99
4. Simsa Stépan 2. Litoméiice CR | 3 2 91919 1 37 1 99
6. Phuong Bui Thi Mai 4. GJH BA 4 0 918191919 44 | 98
7. Hanzely Filip 2. GAP SB 5 1 71919 33 | 96
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Por. | Meno Roé& Skola ko, [ ks[5 [6[7][8]9]10[11 s [ >
8. | Barancok Peter 1. Gamca BA | 5 | 1 71344 1 19 | 94 |
9. Galovic¢ova Sona 3. GJH BA 8 4 91919 27 | 93
10. | Hlavatd Martina 4. Gamca BA 10 | 4 91919 27 | 92
11. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 0 |6[8]|]9|6 9 38 | 91
12. Sebo Marek 4. Gamca BA 4 019|513 7 24 | 90
12. | Zavrel Luk&s 4. GChod Praha | 5 3 81719 1 25 | 90
14. Karaskova Natélia 4. GJH BA 13 | 12 91919 27 | 88
15. | Sabatovicova Linda 4. GJH BA 9 2 7111819 25 | 86
16. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 1 6191319 27 | 85
16. | Guri¢an Pavol 4. GJH BA 11 | 7 91819 26 | 85
18. | Koprda Pavol 3. GAM TT 7 2 513|717 22 | 84
19. | Halajova Barbora 3. GVO ZA 7] 2 61344 1 18 | 82
19. | Kossaczka Marta 2. Gamda BA 5 3 91919 27 | 82
21. | Hlavacik Matas 2. GAlej KE 4 1 8138 19 | 81
21. Klembarova Barbora 3. GKuk PP 8 3 31719101 20 | 81
21. | Kozék Andrej 4. Gamca BA 1116 |[0/0]3]|8]9|0]|1 21 | 81
24. | Babej Tomas 4. GPos KE 4 019[6|9]8 3 35 | 80
24. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 8 3 31619 18 | 80
26. Hornak Marian 3. GPar NR 8 6 0|79
27. | Téth Michal 3. GJH BA 8 3 3191919 30 | 77
28. | Kopf Michal 3. Opava CR 8 3 913190 21| 75
29. | Hozza Jan 4. GJH BA 9 8 91919 27 | 74
30. | Nociarova Jela 2. GBST LC 4 019193 9 30 | 73
31. | Pellerova Daniela 2. Gamca BA 5 2 7131217 19 | 72
31. | Teiml Dominik 2. AG Praha 3 0 0|72
33. | Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR | 3 0 |8 3|4 15| 71
34. | Bok Jan 4. Litométice CR | 4 0 [|4|8|3|6]|9 30 | 70
34. | Fagulova Kristina 3. GPos KE 7 2 616|913 1 25 | 70
34. | Stehlik Matus 4. GAlej KE 5 0 0 | 70
37. | Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 11 | 7 0/81]9 17 | 69
38. | Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 0 0 | 68
39. | Komanové Kristina 2. GAS BB 5 2 6(3(1(3]0 13 | 67
39. | Marecakova Barbora 3. GKuk PP 8 3 3171410 14 | 67
41. | Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 0 [3|6]|1 10 | 66
42. | Jasencdkova Katarina 3. GVO ZA 8 3 31419 16 | 65
43. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 | 2 31218 13 | 62
44. | Topfer Martin 3. GNS Praha 4 3 319 5 17 | 59
45. | Kubelka Tomas 3. Zamberk CR 4 2 0 | 58
45. | Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 5 1 713 9 19 | 58
45. | Smolik Martin 2. Gamca BA 3 0 |5]5|9 19 | 58
48. | Surovcik Juraj 2. GPOH DK 4 0 |5[7|3|1]|4 20 | 52
49. | Krakovska Hana 1. Gamda BA 2 06|92 17 | 49
50. Szabados Viktor 4. Gamdca BA 11| 6 919 18 | 48
50. | Vlachynska Petra 3. GJH BA 6 0 0 | 48
52. | Kova¢ Ondrej 4. GCM NR 11| 6 0 | 46
53. | Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 1 0 0 | 45
54. | Santer Jakub 4. GMH Trstena | 10 | 6 0 | 40
55. | Magurova Lucia 2. GPos KE 3 0 0 |38
56. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 6 1 0 | 31
56. | Semanisinova Denisa 2. GAlej KE 4 0 0|31
58. | Langer Tom4as 3. GJH BA 8 3 0|29
58. | Macko Vladimir 2. GLS ZV 5 1 0|29
60. | Hledik Michal 2. GJH BA 5 1 0 |26
61. | Gressak Jergus 2. GJAR PO 3 0 0|24
62. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 5 0 0|21
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks [5]6]7 9 [10]11 s>
63. | Santrova Adriana 3. GMH Trstend | 5 0 0] 20 |
64. | Kavicky Dusan 2. GJH BA 4 1 0] 18
65. Kmetova Katarina 3. Kilmallock IR | 7 1 5 5| 17
66. | KubiSova Barbora 3. GJGT BB 3 0 0] 16
66. Smolik Milan 2. Gamca BA 4 0 0| 16
68. Pulmann Jan 4. Gamca BA 4 0 0|14
69. | Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 0] 11
70. | Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 0 0| 8
71. | Masar Juraj 4. GJH BA 7 1 0| 7
72. | Tokarova Natalia 2. GJAR PO 4 0 0| 3
73. | Safin Jakub 2. GPH MI 5 2 0] 0

Vysledkova listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Ro¢ Skola 1011121314 |p]| >
1. Balog Matej 4. Gamca BA 9 76
2. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA 62
3. Filova Lucia 3. HA BR 0
3. Gafurov Askar 2. Gamca BA 0
5. Galovic¢ova Soria 3. GJH BA 49
6. | Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 0
7. | Le Anh Dung 1. Tachov CR 106
8. Pulmann Jan 4. Gamca BA 5
9. Rabatin Branislav 3. GJH BA 47
10. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 19
11. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 12
12. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 9 69
13. Safin Jakub 2. GPH MI 40
14. | Té6th Michal 3. GJH BA 9 52
15. | Vodicka Martin 2. GAlej KE 9 9 164
16. | Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR 2 24




