Vzorové riesenia 1. série zimnej céasti KMS 2011/2012

Uloha é&. 1: Ninja korytnacky Michelangelo, Donatello, Leonardo a Raphaelo si dali turnaj v jedeni pizze. Stcet
umiestneni Michelangela, Donatella a Leonarda bol 6. Sucet umiestneni Raphaela a Donatella bol tiez 6. Aké bolo
poradie ninja korytnaciek, ak sa Donatello umiestnil lepsie ako Michelangelo a ziadni dvaja sa neumiestnili na
rovnakom mieste?

RieSenie: (opravovala Miska a Mojo)

Oznadme si umiestnenia jednotlivych korytnaéiek M (Michelangelo), D (Donatello), L (Leonardo) a R (Raphaelo).
KedZe korytnacky st Styri a ziadne dve sa neumiestnili na rovnhakom mieste, tak museli obsadit prvé, druhé, tretie
a Stvrté miesto. Z toho dostdvame rovnost

M+D+L+R=1+2+3+4=10. (1)
Zo zadania vyplyvaju vztahy
M+ D+ L =6, (2)
D+R=6, (3)
D < M. (4)

Ak od (1) odpoéitame (2), dostaneme rovnost
R=4. (5)

Z dosadenia (5) do (3) vyplyva D = 2. Kedze plati (4), tak nutne M = 3 (pretoZe 4. miesto je uz obsadené). Pre L
ndm ostava jedina moznost, a to L = 1. Spravnost rieSenia sa d4 overit skuskou.

Turnaj v jedeni pizze teda dopadol nasledovne: vyhral Leonardo, druhy skon¢il Donatello, bronzovt priecku vybo-
joval Michelangelo a posledny bol Raphaelo.

Komentér: Uloha nebola fazké, avsak niektori z vas kroky v rieseni dostatoéne nevysvetlili a povazovali ich za tri-
vidlne tvrdenia, ktoré sme v rieSeni pozadovali ozrejmif. Takymto chybam by ste sa mali v budiicnosti vyhybat,
pretoze sa nimi len zbyto¢ne oberate o body.

Uloha é&. 2: Néjdite najmensie prirodzené ¢islo, ktorého ciferny sticet je delitelny 17 a aj ciferny sticet &isla o jeden
vécsieho je delitelny 17.

RieSenie: (opravovali Martina, Mary a JeFo)

Oznacéme si hladané ¢islo n a ciferny sucet ¢isla k oznacdujme Cj. Vieme, ze C,, je delitelné 17. Ak poslednd cifra
n nie je 9, potom v ¢isle n 4+ 1 bude na poslednej pozicii cifra o jeden vicsia, kym ostatné cifry ostanti nezmenené.
Cislo n + 1 méa teda ciferny stcet C, + 1 a pretoze C,, je delitelné 17, C,, + 1 delitelné 17 urcite nebude. Z toho
vyplyva, Ze na konci hladaného n je aspon jedna cifra 9.

Ak je na konci ¢isla n k-krat za sebou cifra 9 a pred nimi cifra ¢ # 9, tak na konci ¢isla n + 1 bude k£ nil a pred
nimi cifra ¢ + 1. Ciferny stéet ¢isla n + 1 sa tak oproti n zmensi o 9k — 1. (Toto plati aj v pripade, Ze vSetky cifry
¢isla n s 9. Rozmyslite si.) MoZeme si to zapisat takto:

Cn —Cn+1 - gk— ].

Odtial vyplyva, ze ak je C, delitelné 17, tak C, 1 je delitelné 17 tiez prave vtedy, ked je aj 9k — 1 delitelné 17.
7e m sa kon¢i dvoma deviatkami, ¢ize pre C,, plati C,, > 18. Najmensie také C,,, delitelné 17, je 34. Takyto ciferny
sucet sa v trojcifernom ¢isle dosiahnut neda, lebo Cygg = 27 < 34. Pre Stvorciferné ¢islo sa to pre k = 2 d4 dosiahnut
dvomi sposobmi: 9799 a 8899. Nakolko 8899 < 9799, hladané n je 8899.

KedZze poziadavky, ktoré sme kladli na n boli nielen nutné, ale aj postacujice, nemusime robit skisku spravnosti.
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Uloha é&. 3: Na jednom z policok Sachovnice 8 x 8 je kral. Marek a Palo nim striedavo hybu podla standardngch
pravidiel. Nemozu ho ale posunut na policko, odkial bol prave posunuty. Vyhra ten, kto posunie krala na policko,
kde uZ niekedy predtym bol. Prvy je na tahu Marek. Pre koho existuje vitazna stratégia® a v dom spoéiva? Stratégiu
popiste pre Iubovolnti vychodziu polohu kréla.

RieSenie: (opravovali Betka, Véronique a Katka J.)

Pri tlohéch, kde treba hladat vifazni stratégiu, je ¢asto uzitoéné najprv si hru parkrat zahrat. Pritom si moZzeme
vSimnat niektoré zédkonitosti, ktoré v hre platia a daji sa vyuzit pre zostavenie vyhernej stratégie pre niektorého
z hracov. V tejto hre existovalo viacero spravnych postupov, ako popisat vyhernt stratégiu, ukézeme si hlavne
jeden z nich.

Podla zadania treba uvazovaf, ze kral za¢ina z Iubovolnej pozicie. Vieme, Ze pocet policok v riadku aj stipci je
osem. Niektori z Vés si v8imli uZito¢ni vec — plati, Ze v riadku, v ktorom sa nachddza kral, zostane uz len sedem
volnych policok. Od jedného okraja sa teda kral nachddza neparny pocet poli¢ok a od druhého parny. Rovnako to
plati aj pre stlpce.

Predpokladdme, ze Marek aj Palo chcti vyhrat, takze buda fahat najlepsie, ako sa v danej pozicii d4. Bez ohladu
na zaciato¢ni poziciu krala na Sachovnici, Marek moze urobif pohyb najviac 6smimi smermi. V skutoc¢nosti vSak
urobi len jeden z dvoch typov krokov, bud sa posunie rovno alebo diagonalne. Na rade je Palo, ak ste si situaciu
doteraz nenakreslili, je najvyssi ¢as. Ked vezmeme do tivahy predchadzajiaci Marekov fah, mdZeme si vSimnat, Ze
niektoré fahy pre Pala znamenaji okamzit(i prehru. Ako ste si po chvili skiSania asi vsimli, dobrd stratégia je
napriklad dotlacit stipera k okraju, kde ma menej moznych fahov a lahSie prehra. Moze to byt vifaznd stratégia?
Pozrime sa na to.

Uz vieme, Ze pre hocijakitl poziciu krala mé Marek na vyber z dvoch typov tahov — rovno alebo diagondlne. Ak
chce dotlacit Pala k okraju, mal by sa hybat rovno, pretoze vtedy Palo nemdze zmenit smer pohybu — vie sa
pohnut diagonélne, ale nevie sa vratit. Tato situdciu je dobré si nakreslit a poriadne premysliet. Plat{ to vSeobecne
pre kazda polohu krala na Sachovnici, to bolo treba spomentt aj v rieSeni. Teraz si mozeme vSimnat, Ze v kazdom
dalsom tahu sa vzdialenost k okraju, ku ktorému Marek smeruje, skrati o jedna, to plati pre Marekove aj pre Palove
(vynitené) tahy.

Zostéava este ukazat, ze pri okraji je naozaj lahké vyhrat. Predstavme si, Ze kral stoji na policku vzdialenom o jedna
od okraja. Vyherna stratégia pre hréaca na fahu nie je zlozitad. Z miesta, kde kral stoji, ho treba posunit rovno.
Druhy hréé mé potom S$tyri moznosti tahu, ale ako si mozeme vsSimnaf, vSetky st prehravajice. Uz vieme, Ze
vitaznou stratégiou je dostat sa na policko pri okraji Sachovnice. To sa d& formulovat aj tak, Ze vyhrava hrac, ktory
printati protihrdca posuntut sa na poli¢ko o jedna vzdialené od okraja tak, aby sa sém mohol dostat do vyhernej
pozicie.

Z toho, ¢o sme si doteraz povedali, uz nie je tazké odvodit, Ze vyherna stratégia existuje pre Mareka. Prave Marek
si totiz na zaciatku moze vybrat, ku ktorému okraju chce Pala dotlacit. MozZete si vyskusat, ze ak m4 byt Palo ten,
¢o skondi pri okraji na tahu, Marek sa musi na zaciatku vybrat smerom k tomu okraju, od ktorého je vzdialeny
neparny pocet policok. Nezabudnime, Ze v kazdom tahu sa vzdialenost k okraju skracuje o jedna — v Marekovom
pripade dobrovolne a Palo nema na vyber. Z toho vyplyva, ze Palovi prischni riadky (alebo stipce), ktoré su
od cielového okraja vzdialené vZdy neparny pocet policok, takZe nevyhnutne skonéi o jedna vzdialeny od okraja
a prehra. VSimnite si, Ze bez ohladu na to, kde kral stoji na zaciatku, Palo sa pri tejto stratégii nikdy nevie pohnit
na policko pri okraji kolmo, a tak nikdy nedokéze vyhrat.

Komentéar: Vela z Vés si v§imlo zaujimavé veci, ktoré platia pre fahy Mareka a Pala, ale viaceri ste nedotiahli do
konca poriadne dékazy. Napriklad ste ¢asto tvrdili, Ze najvyhodnejsie je pre oboch ist stale rovho — ale preco?
V rieseni bolo treba vysvetlit aj to, ¢i vasa vyherna stratégia funguje naozaj pre kazdé postavenie krala na Sachovnici.

Uloha é&.4: Nech n = AB je dvojciferné prirodzené ¢islo. Prirodzené éislo s je strijckom ¢isla n, ak
e cislica na mieste jednotiek v cisle s je B,
e ostatné cislice v s sii nenulové a ich sicet je A.

(Napriklad 31 m4 stryckov 31, 121, 211 a 1111.) Néjdite vSetky n, ktoré delia vSetkych svojich stryckov.

Riesenie: (opravovali Marek S. a Zuska)

Ako prvé si uvedomime, ze existuje deviitdesiat moznych dvojcifernych prirodzengch ¢isel n (od 10 do 99). Medzi
nimi chceme najst tie, ktoré delia vSetkych svojich stryckov. Za¢neme ¢islami n = 10 az 19. Pre tieto ¢isla existuje
iba jeden stry¢ko?, samotné n, preto vyhovuji zadaniu.

Lahkt ¢ast médme z krku. Pre n = 20 az 99 si budeme musief vymysliet nejaky systém, podla ktorého je mozné
z n odvodit, ako vyzeraju jeho stryckovia. Predstavme si kazdé n (ktoré je zaroven aj svojim najmensim stryckom
— nazvime ho s1) ako ¢islo, ktoré ma A + 1 cifier (A — 1 ntl, cifru A a cifru B). Napriklad 31 napiSeme ako
0031. Lubovolného nového strycka s, vytvorime z s; tak, Ze v jeho A-Gasti (A-Castou myslime vSetky cifry okrem
poslednej, t4 sa nemeni) niekolkokrat presunieme jednotku smerom dolava.

LVitaznou stratégiou myslime sposob, ako méa hrac¢ hraf, aby vyhral bez ohladu na to, ako hra protihraé.
2Inak nazjvany aj stryc, manzel strynej, ten fizaty ujo,... spisovnjch moznosti je vela :)
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Formalnejsie to moZzeme zapisat tak, Ze si oznaéime cifry s; ako X 4, ..., X2, X1, B a v jednom kroku vzdy zmensime
hodnotu nejakého X o 1 a zdroveni zvysime hodnotu X171 o 1. Toto mozeme opakovat potrebny pocet krat, pokym
plati, Ze napravo od cifry inej ako nula sa nenachidza nula, teda ze strycko neobsahuje nuly. V akom poradi presne
jednotky postvame, nie je pre toto rieSenie dolezité, preto to blizsie neSpecifikujeme. Je ale jasné, ze druhy najmensi
strycko, ¢islo s9, vznikne posunutim jednej jednotky z miesta desiatok na miesto stoviek. Z 0031 sa tak stane 0121.
Teraz pride na rad finta, ktorti odhalime aZ po chvili skiSania a hrania sa s ¢islami. Ak méa n delit svojho strycka
Sz, musi delif aj rozdiel s, — n. VSimnime si, Ze hodnota tohto rozdielu je pre druhého najmensieho strycka s,
a pre vSetky n rovna 90:
ss—n=100-14+10-(A—-1)+ B — (10A + B) = 90.

Z toho vyplyva, ze n, ktoré nedelia 90, nebudi delit ani svojho druhého najmensieho strycka a méZzeme ich vylaéit.
Pre zostavajuce ¢isla 30, 45 a 90 pracne overime, ¢i delia aj ostatnych svojich stryckov (a hla — delia) a rieSenie
je uspesne ukondené, mame 9 bodov, hura, podme to oslavit.

Pre tych, ktorym toto nestaci, alebo st zna¢ne lenivi a tolko overovania sa im nepéaéi, vSak pokracujeme. Ukazat,
ze Cisla 30, 45 a 90 delia vSetkych svojich stryckov je totiz mozné aj bez dosadzovania jednotlivych moznosti.
Kazdé presunutie jednotky zmeni hodnotu vzniknutého strycka oproti predchadzajicemu o konkrétnu a velmi
podozrivi hodnotu tak, ako ukazuje nasledujiica schéma:

Xpvo | X1 +1 | Xpg—1 | Xpg X1 | B
— | Xpgo Xkt1 Xk Xk_1 X1 | B
= ... o] o [ 9 [ o |...]0f]o0

Hodnota rozdielu dvoch takto po sebe vytvorenych strjckov sa teda rovna 9 - 10* = 90 - 10*~!. Index k je priro-
dzené ¢islo, takze tento rozdiel je opif ndsobok 90. KItdové je, ze takto vieme vytvorif Tubovolného zo stryckov.
(Rozmyslite si, preco). Opit plati, ze ak ma n delit svojho strycka s,, musi delit aj rozdiel s, — n. (A naopak, ak
deli rozdiel, bude delit aj strycka.) Rovnako vieme vSetkych stryckov vytvorit pripoé¢itavanim nasobkov 90 ku n,
teda mozeme povedaf, ze n > 20 deli s, prave vtedy, ked deli 90. Nage tri ¢isla toto tvrdenie splhaji, teda delia
vSetkych svojich stryckov.

Komentéar: Na zaver este dodéavame, ze mnohi ste tlohu riesili viac brutdlnou silou ako tivahou. Takéto rieSenie sice
moze byt spravne, ale plny pocdet sme vam dali, len ak ste ho naozaj uviedli. Teda Ziadne Vyskisal som a plati to,
fakt. Chceli sme vidiet, ¢o ste vyskusali alebo asporni vediet, akym systémom ste presne skiSali. A Gplne najradsej
sme boli, ak ste Setrili papier a ¢as a radsej pouzili fintu 1.

Uloha ¢&. 5: Obdlznik nazjvame stvorcekovyj, ak sa da rozrezat na dva alebo viac §tvorcov s celo¢iselnymi dlzkami
stréan tak, Ze najmensi z nich je unikdtny (t.j. je tam taky len jeden). Néjdite pribeh s najpitavejsim moznym
obsahom.

Pribeh: (hlavna hrdinka Lindtka, vedlajsie postavy Kubman a Tinka)

Lindtke (nasej novej vedicej) sa podarila nemila vec. Sedela si na zastavke, vonku bola riadna zima, studeny vietor
dul, az sa jej nos Cervenal. I sadla si na obal s papiermi a tlohami do skoly. Potom nasttipila do autobusu, ten
s fiou odisiel a obal aj s rieSeniami (vSetkymi) piateho prikladu ostal na lavicke. Ked sa o par minit, po vystipeni
na dalsej zastavke a behu naspit (ktory ju takmer stal vykibeny ¢lenok (tak vas ma rada)), vratila, uz tam obal
nebol. Napriek tomu, Ze v tom obale mala napisané kontaktné informécie s adresou, telefénnym ¢islom a e-mailom
a prehladala vSetky kontajnery v okoli, aj supermarket stojaci nedaleko, ¢ to tam niekto neodniesol, stéle s vSetky
jej veci aj priklady nezvestné. Chvilu sme cakali, Ze to nejakd dobra dusa donesie, ale nestalo sa.

Preto Ta, mily riesitel, prosime o prepacenie. Teraz za piatu tlohu nedostane$ Ziadne body. Ale nezifaj! S dalsou
sériou nam posli piaty priklad znovu. My ho opravime a body ti prirditame este do tejto série.

Vieme, Ze niektori z véas sa uz o priklade rozpravali. (To je to, o robi spravny riesitel po poslani série.) Preto Ta
prosime: napis rieSenie zhruba tak, ako si ho poslal. Ak ho mas$ uloZené v pocitaci, len ho bez tprav posli, ako bolo.
Ak si rieSenia posielal elektronicky, tie samozrejme eSte mame, posielat ich nemusis. Ak ndhodou este nejaka dusa
strateny Lindtkin obal donesie, my si pozrieme, ¢i si si rieSenie velmi neprikraslil(a). Alebo Ta len skiiSame? ;)

Uloha é&. 6: Nech p, 1, u, s st také prirodzené ¢isla, ze ich najmensi spolo¢ny nasobok je p + 1 + u + s. Dokazte, ze
p-l-u-s je delitelné 3 alebo 5.
RieSenie: (opravovali Marek K., Mario a Palo)
RieSenie tohto prikladu sa sklad4 z viacerych pozorovani, ktoré treba vhodne pospajat dokopy. Pri pohlade na
zadanie si isto hned vSimneme, Ze vSetky vyrazy v zadani st symetrické vzhladom na p,l, u,s. MoZeme si preto
BUNV?3 povedat, nech plati

p<Il<u<s. (1)

Potom plati
p+l+u+s<d4s.

3bez ujmy na vieobecnosti
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Zo zadania mame p+ 1+ u+ s = nsn(p,l, u, s), a kedze nsn(p,l, u, s) = k - s, pre nejaké prirodzené ¢islo k, plati
k-s=nsn(p,lu,s) =p+Il+u+s<ds. (2)

Odtial po vydeleni kladnym s dostaneme nerovnost k < 4. St teda Styri moznosti:

(k=1): Z (2) by sme dostali s = p+ 1+ u+ s, ¢o neplati, takze tadto moznost nemoze nastat.

(k = 2): Tato moznost rozoberieme neskor.

(k = 3): To by znamenalo (opéf z (2)), Ze najmensi spoloény nasobok ¢isel p, [, u, s je delitelny tromi. Potom
ale musi byt asponi jedno z ¢isel p, 1, u, s delitelné tromi. (Toto si dokézte sami.*) Ked je asponi jedno z nich
delitené tromi, tak aj ich stéin je delitelny tromi. V tomto pripade teda dokazované tvrdenie plati.

(k=4): Z (2) by sme dostali 4s = p+1+u+s, ¢ospolus (1) didva p =1 = u = s. Potom by ale ich najmensi
spoloény nasobok bol s, nie 4s, takZe ani tdto moZznost nemoze nastat.

Stac¢i uz len vyriesit pripad k = 2. NapiSme si (2) Specidlne pre tento pripad, trocha v inom poradi:
nsn(p,l,u,8) =2s=p+1l+u+s.
Rovnost napravo sa da upravit (odéitanim s) na
s=p+i+tu (3)
a rovnost nalavo nadm hovori, Ze existuja také prirodzené &isla n,, ny, n,, Ze plati
np-p=2s, n-l=2s, N, -u=2s (4)

Podme zistit, aké moze byt n,. Z (1) mdme p + 1 + u < 3u, ¢o spolu s (3) dava s < 3u. Odtial po prendsobeni
dvomi a predeleni kladnym u dostaneme n, < 6. Stac¢i teda znovu rozobrat zopar moZnosti:

e Ak by n, =1, tak by u = 2s, ¢o je spor s (1).
e Ak by n, =2, tak by u = s a z (3) by sme dostali u = p + 1 + u, ¢o je spor.

e Ak by bolo n, jedno z ¢isel 3,5,6, tak zopakovanim tvah z pripadu (k = 3) by sme dospeli k zdveru, ze
p-l-u-s je delitelné 3 alebo 5.

Zostala jedind moznost n, = 4. Potom 4u = 2s, resp. u = s/2. Z (3) po od¢itani s/2 = u dostaneme s/2 = p + 1,
¢o si podla (4) moZzeme prepisat na
L1 .
4 Ny + n; (
Teraz uz len staci vyriesit, aké dvojice n,, n; prichadzaji do avahy. Z (5) hned méame n; > 4. Na druhej strane z (1)
a (4) vyplyva n; < np, preto z (5) dostaneme aj horny odhad n; < 8. Takze n; musi byt niektoré ¢&islo z mnoziny
{5,6,7,8}.
Pripady n; = 5, resp. n; = 6 vedd opét k tomu, ze 5|p-1-wu- s, resp. 3|p-1-u-s. Ak n; =7, tak z (5) vypocitame
n, = 28/3, a to je spor s tym, Zze n, je prirodzené. Nakoniec, ak n; = 8, tak z (5) dostaneme n, = 8. Ked to
zhrnieme dokopy, zistime, ze méme nsn(s/4,s/4,s/2,s) = 2s. Ale pravdou je nsn(s/4,s/4,s/2,s) = s, takze sme
znovu dostali spor.
Zéver: Rozdelili sme situdciu na niekolko pripadov. Ukdzali sme, Ze niektoré z nich nemozu nastat, lebo by viedli
k nejakému sporu. Vo vSetkych ostatnych pripadoch sme ukdzali, Ze p-1-u - s je delitelné tromi alebo piatimi. Tym
sme tlohu vyriesili.
Poznamka: Ak by to niekoho zaujimalo, tak uvidzame dva priklady $tvorice (p, I, u, s) spliiajicej podmienky v za-
dani: (1,1,4,6), (1,2,2,5).

Uloha &.7: Nech z,y st kladné reélne ¢isla také, ze (1 + z)(1 + y) = 2. Dokazte, Ze plati

1
Ty + — > 6.
xy

RieSenie: (opravovali Ondrej a Katka :P)

Najskor budeme len upravovat nerovnost zo zadania, pri¢om sa chceme zbavif zlomku. Pri nidsobeni vyrazom zy
sa musime zamysliet nad tym, ¢ ndhodou neoto¢i znak nerovnosti. Kedze x aj y st podla zadania kladné, ni¢ sa
nestane a nerovnost mozeme pokojne vynésobit.

4pomécka: sporom
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22y? +1 > 6xy
22y? — 2zy + 1 > dxy
(ry —1)* > 4y

Teraz z viizby (1+z)(1+y) = 2 vyjadrime zy = 1 —x — y, dosadime to do poslednej nerovnosti a dalej upravujeme.

(1—z—y—1)* > day

(—a—y)* > day

22+ 2zy + 4% > 4y
z? =2y +92>0
(x—y)?>0

Dostali sme nerovnost, v ktorej vystupuje druhd mocnina redlneho éisla. O tejto vieme, Ze je vzdy nezdpornd,
preto nerovnost, ktort sme dostali, plati. A kedZe vSetky vykonané tpravy boli ekvivalentné, plati aj dokazovana
nerovnost.

Pozndmka: Tato Gloha sa dala riesif aj inymi spdsobmi, napriklad inym vyjadrenim viizby (mnohi vyjadrili len x),
pouzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti alebo jednoduchym skiimanim oboru rieSeni rovnice a nerovnice.

Uloha é&. 8: Pre kladné celé ¢isla a, b, c,d plati ab = cd. Dokazte, ze ¢islo a + b+ ¢ + d je zloZené.

RieSenie: (opravovali Kozzy, Peto, HAgO)

Ak mame dokdzat zloZzenost nejakého ¢isla, idedlne je rozlozit ho na suéin ¢initelov nerovnajucich sa 1. Tym by bol
dokaz hotovy. Podme sa o to teda pokusit. S pomocou zadanych vlastnosti vyjadrime &isla a, b, ¢, d tak, aby sme
so stétom a + b + ¢ + d vedeli dalej pracovat.

Z rovnosti ab = cd vyplyva, Ze aled. Teda kazdé prvoéislo nachadzajace sa v prvoéiselnom rozklade ¢isla a sa
bude nachiddzat aj v rozklade ¢ alebo d. (Samozrejme, moze sa stat, ak ¢ a d su sudelitelné, ze niektoré prvodcislo
z rozkladu a sa bude nachiddzat aj v rozklade ¢ aj d.) NaSou snahou bude vyjadrit a ako stéin tych prvocisel,
ktoré sa nachadzaju v rozklade c a tych z rozkladu d, ktoré sme nevzali z rozkladu c¢. V prvom pripade mézeme
zvolit najvécsieho spolo¢ného delitela ¢éisel a, ¢, v druhom sa budeme musiet uspokojit s nejakym pripadne mensim
spoloénym delitelom ¢isel a, d.

Zavedme oznacenie N, . pre najvicsi spoloény delitel a, ¢ a B, q pre bezny spolo¢ny delitel ¢isel a, d. Potom
z predoslého vieme uréite zvolit B, 4 tak, aby platilo a = N, .- By 4. Dalej existuja prirodzené é&isla Z. a Z, taks,
ze ¢ = Ny Z.ad= Byq-Zg. Pre nasu rovnost ab = cd to znamena

(Na,c . Ba,d)b = (Na,c : Zc)(Ba,d . Zd)7
b=2.-Z,.

Teraz modzeme rozlozit a + b + ¢ + d na stdin:

a+b+c+d= Na,cBa,d + Zch + Na,ch + Ba,dZd = (Na,c + Zd)(Ba,d + Zc)

Kazdy delitel ¢isla (¢i uz je oznaceny N, B alebo Z) je aspoii 1, ¢initele sicinu su teda oba aspon 2, ¢o je presne
to, o ¢o sme sa snazili.

Uloha &.9: Néjdite vietky zlozené kladné celé é&isla n, pre ktoré je mozné umiestnit vsetkych delitelov ¢isla n

Vs

vécsich ako 1 do kruhu tak, aby bola kazda dvojica susediacich delitelov stidelitelna.

Riesenie: (opravovali Mato Bachraty, Laco Baco)

Najskor si pre zjednodusSenie povedzme, Ze kruh, na ktorom su ¢isla ag, ag, . .., a, v tomto poradi (susedné su ¢isla
vedla seba a eSte a1 s a,,) budeme oznalovat (ay,as,...,an).

umiestnime. Pre 2 to zvlddneme tiez, v rdmci ndsho zépisu to bude vyzerat takto: (2). Pre 3 mame (3). Na rade
je 4, t4 uz mé dvoch delitelov, ale Ze by nam to robilo problém, sa povedat nedd, dame ich jednoducho vedla seba
a dostaneme (2, 4). Dahko si uvedomime, Ze pre lubovolnii mocninu prvoéisla ndjdeme riesenie lahko. VSetky jeho
delitele vicsie od jedna su totiz sudelitelné, je teda iplne jedno ako ich ddme do kruhu, vzdy to bude vyhovovat
podmienke.

Pozrime sa teraz na 6. T4 mé delitele 2, 3,6. (Od teraz budeme nazyvat delitelmi len tie delitele, ¢o st viicSie nez
jedna.) Kedze mame len tri delitele, tak na kruhu musi kazdy susedit s kazdym. (Premyslite si, preco.) Dvojka
a trojka vSak s nesudelitelné, teda nemozu byt susedmi. Pre 6 rieSenie neexistuje. Znova si lahko uvedomime, ze
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aj vo vSeobecnosti pre ¢isla tvaru p - g, kde p a ¢ st rézne prvocisla, rieSenie neexistuje. Tieto ¢isla maja totiz len
troch delitelov a p a ¢ st nestudelitelné.

Po chvili skiiSania prideme k zaveru, ze pre vSetky ostatné ¢isla to uz ide. Podme to teda dokézat. Rozoberieme si
dva pripady: bud méa n viac nez dvoch prvocéiselnych delitelov alebo m4 iba dvoch, ale aspoi jedného v aspoii druhej
mocnine. (Zvy$né pripady — nula, jeden prvociselny delitel a dva delitele v prvej mocnine — sme uz rozobrali.)
Nech n = p{*p52p3? - - - p&», kde p1, ..., p, sl rozne prvoéisla. Vytvorme takyto kruh:

(p1, P1P2: D2, P2D3: D3, P3P4s - - - s Pn—1Pns P, PrP1)-

Susedné ¢isla st sudelitelné, kazdé ¢islo v kruhu je delitefom n, jediné ¢o nam vadi, je to, Ze v kruhu nie si vSetky
delitele. To vSak vyrieSime velmi jednoducho. Vezmime si najskor vSetky delitele n, ktoré nie st v kruhu a su
nasobkom p;. Tie vlozme medzi p; a pips v lubovolnom poradi. Tymto sa vlastnost, Ze susedia st sudelitelni,
nepokazi. (Znova si sktiste uvedomit, preco to tak je.) Teraz si vezmime vSetky delitele n, ktoré este nie st v kruhu
a st nasobkom py. Tie vlozme medzi ps a paps v lubovolnom poradi. (Predoslé priddvanie delitelov nezmenilo fakt,
7e po a pap3 st susedné.) Dalej vezmeme delitele n, ktoré nie st este v kruhu a st nasobkami ps, a tak dalej, az
po néasobky p,. Tym sme dostali do kruhu vSetky delitele n (kazdy prave raz), pri¢om vlastnost, Ze susedia st
sudelitelni, ostala zachovana. (Poriadne sa zamyslite nad tym, preco si tam naozaj vSetky delitele, a preco tam nie
je ziadny dvakrat.) Ostédva ndm posledny typ éisel.

Nech n = p]*p5?, kde p1,p2 st rozne prvocisla a oy > 1. Vytvorme takjto kruh:

(plap1p27p%p2)~

St v tlom delitele n a susedia st sudelitelni. Medzi p; a p1p2 vloZme v Iubovolnom poradi delitele n, ktoré este nie
st v kruhu a s nasobkom p;. Zvysné delitele n, ktoré eSte nie st v kruhu (vSetky budd ndsobkom ps, lebo inak by
museli byt nadsobkom py, ale tie sme vlozili do kruhu uz skor), vlozme v fubovolnom poradi medzi p;ps a p3ps. Tym
sme vyrobili kruh vyhovujici zadaniu. (Znova si skiste uvedomit, Ze naozaj vSetko sedi — susedia st stdelitelni
a v kruhu je kazdy delitel n préve raz.)

TakZe podmienky zo zadania platia pre vSetky n, okrem tych, ktoré sa daju zapisat ako stcin dvoch roéznych
prvocisel.

Uloha é&. 10: Petrzlena uz prestalo bavit hrat obycajné piskvorky s CéDeckom. Preto si vymyslel inti hru, podobnii
piskvorkam. Hra sa na nekoneénom Stvorcekovom papieri. Petrzlen zacina a oznaci nejaké neoznacené policko
krizikom, potom CéDecko oznaci nejaké neoznacené policko kriizkom a takto sa dalej striedajii. Vyhrava hrac,
ktorého znak vyplni Stvorec 2 x 2. Dokaze Petrzlen vo svojej hre vidy vyhrat?

Riegenie: (opravoval CD a Miso)
V takto zadanej lohe moézu nastat 2 pripady:

1. Existuje vifaznd stratégia pre Petrzlena a my ju potrebujeme néjst.
2. Neexistuje vitaznd stratégia pre Petrzlena a my potrebujeme ndjst neprehravajicu stratégiu pre CéDecka.

Sktisme si tieto fajné piskvorky zahrat. Po par mindtach simulovania tejto hry ndm zacéina byt Coraz jasnejsie, Ze
moznost 1 sa ndm asi dokdzatf nepodari. RadSej sa rovno vrhnime na moznost 2 a dokézme, ze CéDecko nikdy
neprehrd, ak bude hraf podla presne danej stratégie. Kedze CéDecko je znamy Sachista, ofarbime si celé naSe
Stvorcekové pole ako Sachovnicu. Dve vodorovne susediace policka také, ze lavé je Cierne (a pravé teda biele)
budeme volat ,tehlicka“. Cierne policko v kazdej tehli¢ke si nazvime ,,éernica® a biele ,belica“. Vid obrazok nizsie.

[¢ b[¢& b]& b]é b[é b[& b
b[& b[&¢ b[¢ b[& b|[& b¢
[¢ b[¢é& b|[& b[& b[é b[& b
b[é b[é& b]& b[& b[é bJé

Nasa stratégia bude zaloZzena na tom, Ze si vSimneme, Ze kazdy Stvorec 2 X 2 obsahuje prave jednu tehlicku. Ak
Petrzlen oznaéi svojim krizikom dcernicu, my oznac¢ime kruzkom belicu, ktord je v rovnakej tehlicke. A takisto
naopak, ak Petrzlen oznad¢i belicu, my oznacime ¢ernicu v rovnakej tehlicke. Tymto zabrdanime Petrzlenovi oznadif
cela tehlicku, pretoze akonahle si oznadi jeden jej Stvorcek, my oznacime jej druhy Stvorcek. A kedZze nikdy neoznadi
cela tehlicku, nikdy neoznadi ani cely Stvorec 2 x 2. NaSa stratégia je teda neprehravajica, CéDecko je Stastny
a Petrzlenovi ostali len o¢i pre plac.

Uloha é&.11: Edo méa doma 8 krabic a v kazdej z nich je prave 6 bezfarebnych gulocok. Kazdi gulocku sa Edo
rozhodol zafarbit jednou z n réznych farieb tak, aby platilo:

e Lubovolné dve gulocky v rovnakej krabici maju rézne farby.

e Lubovolné dve farby sa siiCasne vyskytuji v maximélne jednej krabici.
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Zistite, pre aké najmensie n dokdze Edo gulocky takto zafarbit.

RieSenie: (opravovali Petrzlen, Kubo S., Mats)

Pri rieseni takéhoto prikladu je dobré zacat so skiisanim nejakych ofarbovani. Pomerne lahko sa dostaneme k ofar-
beniu, pri ktorom pouzijeme 24 farieb.

213|145 |6
7189 10|11
7T |12 |13 |14 |15
8
9

12 1 16 | 17 | 18
13116 | 19 | 20
10 | 14 | 17 | 19 | 21
11 | 15| 18 | 20 | 21
12 121 |22 | 23 | 24

o Q| H 9 QIE| >
O O x| W N ] =

Ak chceme ofarbif guldécky mensim poc¢tom farieb, musi platif asponl jedna z tychto podmienok:
(1) Jednu z farieb pouZijeme aspoii 4-krat.
(2) Asponi dve farby pouzijeme 3-krat.

Teraz pre oba pripady zistime dolné odhady pre n. Hor sa do toho!

(1) Styri krabice obsahujiice rovnaki farbu nazvime A, B, C a D. V tychto §tyroch krabiciach uz nemézeme zafarbit
dve gulocky rovnakou farbou, lebo by to bol spor so zadanim. Na ofarbenie krabic A, B, C' a D teda potrebujeme
4 -5 = 20 novych farieb. Nasledujica krabica E moze obsahovat maximélne 4 farby z predchddzajicich krabic.
Keby ich obsahovala 5 alebo viac, tak by sa dve z tychto farieb uz vyskytovali v jednej z krabic A, B, C, D, ¢o
by bol opit spor so zadanim. Krabica E teda obsahuje aspoii 2 nové farby. Pozrime sa teraz na dal$iu krabicu F.
Podobnou tivahou ako pri krabici E zistime, Ze krabica F' musi obsahovat aspoii 1 novt farbu. Ked si to spocitame,
zistime, Ze potrebujeme asponi 1 + 20 + 2 4+ 1 = 24 farieb na ofarbenie guld¢ok za podmienky (1).

(2) Ak existuja farby 1 a 2, ktoré sa vyskytuju v krabiciach 3-krat, mozu nastat dve moznosti:
a) Préave jedna krabica obsahuje obidve farby 1 a 2.

b) Ziadna z krabic neobsahuje obidve farby 1 a 2.

(2a) Nech krabice A, B, C obsahuju farbu 1 a krabice C, D, E obsahuju farbu 2. Potom plati, Ze na ofarbenie
krabic A, B, C potrebujeme 14 novych farieb. Je jasné, Ze krabice D a F nemozu obsahovat farby z krabice C.
Navyse krabice D a E mozu obe obsahovat najviac 2 farby z krabic A a B. Z toho vyplyva, Ze na ich ofarbenie
budeme potrebovat aspor 6 novych farieb (za obe krabice tri farby a tieto farby musia byt rozne pre D a E). Na
ofarbenie krabice F' mozeme pouzit najviac 5 farieb z krabic A, B, C, D, E, a teda potrebujeme aspoi jednu novii
farbu. Sc¢itanim farieb dostdvame, ze n > 2+ 14 +3+ 3+ 1 = 23.

(2b) Nech krabice A, B, C obsahuja farbu 1 a krabice D, E, F' obsahuji farbu 2. Pouzijeme podobné tvahy, ako
doteraz. V krabiciach A, B, C musia byt vSetky ostatné farby navzajom rdzne, preto potrebujeme 15 novych farieb.
O krabiciach D, E, F vieme, Ze nemo6zu mat ziadnu spolo¢nt farbu (okrem farby 2). Dalej o nich vieme povedat,
7e mozu matf maximélne po tri farby z krabic A, B, C. Na ich tplné ofarbenie potrebujeme teda aspoii 6 novych
farieb. Takze n > 2+ 15 + 6 = 23.

Podarilo sa ndm zdola ohranicit n ¢éislom 23. Na zaciatku sme konstrukciou zistili, ze n < 24. Teraz ndm uz len
zostava overit, ¢i je mozné skonstruovat ofarbenie pre n = 23. Pri nasej konstrukcii sa inSpirujeme pripadom (2b).

314|156 |7
8 [ 9 |10 11| 12
13114 |15 |16 | 17
3| 8 | 13|18 19
4 19 (14|20 |21
5 [ 10 | 15 | 22 | 23
11 | 16 | 18 | 20 | 22
12 | 17 | 19 | 21 | 23

siiallclisiiellellell-e

N[O N DN DO = = =

.....

pridavali dalsie krabice a ofarbovali ich ¢o najmensim poctom novych farieb. Pouzivali ste takzvany ,pazravy“
(greedy) algoritmus. Predpokladali ste, Ze optimélnym ofarbenim pre aktudlnu krabicu dosiahnete optimalne rie-
Senie aj pre vSetky krabice. Toto ste sa snazili dokazat najroznejSimi sposobmi ale zakazdym ste neuspeli, lebo to
v tomto priklade proste nie je pravda :-) (Neztfajte, obcas sa tento ,pazravy* algoritmus da pouzit.)
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1. séria zimnej Casti

kategéria ALFA, Bratislava

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola ko 11234 7 >
1. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1191919109 9 45
2. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 1199|619 4 37
3. Longa Marian 1. SPMNDG BA 1 7191919 34
3. Suéik Samuel 1. GJH BA 1191919 7 34
5. Lam Tuéan Diing 1. GJH BA 11919 8 7 33
6. Rako Matus 1. Gamda BA 1 191928 0 29
7. Kralik Matej 1. GJH BA 119191119 28
8. Duratna Petra 1. SPMNDGBA | 1 [9] 3 5 9 26
8. Ivan Lukas 2. GJH BA 2 86|38 4 26
10. | Durajkovd Hana 1. GJH BA 11919 6 24
10. | Palko Maximilian 2. 1SG BA 2 91916 24
12. | Stenova Julia 1. GJH BA 11919 3 21
12. | Veseld Simona 1. GJH BA 1 19814 21
14. | Murin Martin 1. GJH BA 1 |6]1]2]2 7 18
14. | Pilnan Branislav 1. GJH BA 1 1919 18
16. | Vozarova Viktoria 2. GJH BA 3 9 7 16
17. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 11]4 7 12
18. | Jurina Simon 2. Gamca BA 3 9 10
18. | Svitkova Patricia 2. GLN BA 2 7 3 10
20. Martinkova Sandra 1. GJH BA 119 9
21. Oskova Eva 2. GJH BA 2 | 71412 7
21. | Zhen Ning David Liu 2. Gamca BA 2 7 7
23. | Hive$ Zdenko 2. 1SG BA 2 6 0 6
23. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 1 21112 1 6
25. Galanova Miriam 2. GJH BA 2 3 3
26. Klimkovi¢ Anna-M4ria 2. SPMNDG BA | 3 1 1
27. | Ivanov Maridn 3. GJH BA 3 0

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro¢ Skola k, 2[3[4[5]6]7 3
1. Horvath Samuel 2. GPar NR 3 919 |*]19]7 34
2. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 31812 1*[0]5 27
3. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 1 7 91 * 110 26
3. Téth Andrej 2. GPar NR 2 9 (3| 7|F* 7 26
5. Marcéekova Katarina 1. GPar NR 1 2 51 * 7 23
6. Kutka Daniel 2. GPar NR 2 9133 1|* 7 22
7. Kovacova Maria 1. GsvCM NR | 1 9 2| * 20
7. Presinskd Kristina 1. GPar NR 1 7 41 *10 20
9. Bielikova Michaela 2. GVMS 2 9|8 |2|F* 19
9. Daniel Mark 2. GPar NR 3 715 | % 7 19
11. | Strakova Valentina 2. GVMS 2 9|7 |2|F* 18
12. | Bal4dZova Michaela 2. G Bénovce 3 6|4]* 0 10
12. | Hladka Barbora 1. GP4ar NR 1 1 * 10
14. | Matiasko Dusan 2. GVBN PD 2 3/0(0|*|0]0 3
15. | Suppa Marek 3. GsvCM NR | 3 2 2
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1. séria zimnej Casti

kategdria ALFA, stred

Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2][3[4]5 7 3
1. Nepsinsk4 Silvia 1. GJCh BR 119799 |7]* 34
2. Labjakova Gabriela 1. GMH Trstenda | 1 | 9|9 | 2 7 28
3. Santrova Michaela 1. GMH Trstena | 1 |99 |16 26
4. Knaze Adam 1. GJCh BR 119196 * 0 24
5. Dracek Frantisek 1. GSkol PB 11919 5% 0 23
6. Tomasec Samuel 2. GVar ZA 2 815 |7 20
7. Rizman Daniel 2. GVar ZA 2 9|1]9|* 19
8. Cimerman Jakub 3. GJGT BB 3 4 15| * 9 18
8. Mores Martin 2. GVar ZA 2 919 * 18
10. | Seligova Kristina 1. GsvFA ZA 1 1916 15
11. Halamova Maria 1. GVO ZA 1 91210 * 0 11
12. | Hradnanské Petra 1. GVar ZA 119 0 9

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola ko [1]2(3]4|5 7 >
1. | Krajc¢iova Katarina 1. GAlej KE 1 19[{9]9]|9* 9 45
2. Jarosova Dorota 1. GAlej KE 1 |8[9|5|6]|* 7 35
3. Kodiscak Samuel 1. GPos KE 1 1919|3|6 0 27
4. Oravcova Martina 2. GPos KE 2 3193 ]F* 7 22
4. Pesta Milan 3. GK2 PO 3 9| 7| * 6 22
4. | Rapavy Martin 2. | GAljKE | 3 ]9 ~* 9 22
7. Puza Marko 2. GPos KE 2 91219 |F* 0 20
7. Zenc¢uchova Andrea 1. GJAR PO 1 19(3|8]0]|* 0 20
9. Feddk Marek 1. CGsyMSL | 1 |9 2 17| * 18
10. | Kello Toméas 3. GJAR PO 3 * 9 10
11. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL | 2 * 9 9
11. | Jursa Jan 2. GPos KE 2 1919 9
13. | Dudi¢ Jén 3. GPos KE 3 T7x 1 8
14. | Galajda Marek 3. GsvTAKE | 3 * 7 7
14. | Lukéac¢ Jakub 2. GKuk PP 2 7 7
14. | Stehlik Mojmir 1. GTreb KE 1 7 7
17. | Basista Adam 2. GKuk PP 2 1]10]* 1
18. | Polovka Maros 2. GKuk PP 3 0
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé. Skola ko |1]2(3]|4]|5 7 >
1. Zarsky Jan 1. Koptivnice CR | 1 [ 9[9[ 9]6]* 33
2. Zlocha Martin 1. Kirchberg LU 1 | 719|6|7]* 29
3. Stépanek Martin 1. Piibor CR 1199|717 * 0 25
4. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 7 7
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1. séria zimnej Casti

kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ke | kg | 5 7189|1011 s | >
1. Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 4 3 919191919 45 | 45
1. Simsa Stépan 3. Litoméfice CR | 5 ) 919191919 45 | 45
1. Vodic¢ka Martin 3. GAlej KE 7 8 919191919 45 | 45
4. Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 918 919 44 | 44
5. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 0 719171919 41 | 41
6. Zidek Augustin 4. Frydlant CR 10 | 4 918895 39 | 39
7. Hornak Marian 4. GPar NR 10| 9 919191911 37 | 37
7. Koprda Pavol 4. GAM TT 9 3 919169114 37| 37
7. Kossaczka Marta 3. Gamca BA 7 4 9161|9419 37 | 37
7. Téth Michal 4. GJH BA 10| 6 9199119 37 | 37
11. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL 2 0 | * 919199 36 | 36
11. | Lukécek Viktor 4. GsvM PO 4 1 91919 5 36 | 36
11. | Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 718191913 36 | 36
14. | Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1 0| * 9198 9 35| 35
15. | Kopf Michal 4. Opava CR 10 | 5 715|695 32 | 32
15. | Simkova Ludmila 2. GPar NR 4 0 | * 91918 32 | 32
17. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 9 | 3 9197131 29 | 29
17. | Lipovsky Mério 2. GJH BA 4 0| * 91919 29 | 29
19. | Galovicova Sona 4. GJH BA 10| 7 91919 1 28 | 28
19. | Svoboda Josef 3. Frydlant CR | 4 | 1 71819 1 28 | 28
21. | Belanova Michaela 4. SPMNDG BA | 9 3 718191013 27 | 27
21. | Hofierka Jaroslav 2. GJAR PO 4 0| * 919 27 | 27
21. | Jasencakova Katarina 4. GVO ZA 10 | 4 8|8 [82|1 27 | 27
21. | Kavicky Dusan 3. GJH BA 5 2 7156 9 27 | 27
21. Marec¢akova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 71818 4 27 | 27
21. | Surovéik Juraj 3. GPOH DK 6 1 71916213 27 | 27
21. | Vi¢ek Andrej 4. EvSS LM 7 2 91919 27 | 27
28. Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 7 2 91918 26 | 26
29. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 9169|1011 25 | 25
29. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 | * 71919 25 | 25
29. | Hlavacik Matas 3. GAlej KE 6 2 71915 4 25 | 25
32. | Jurina Simon 2. Gamdca BA 3 0 | * 91914 1 24 | 24
32. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 4 0 | * 71918 24 | 24
32. | Privoznik Matej 2. GJH BA 4 0 | * 919|115 24 | 24
32. | Teiml Dominik 3. AG Praha 5 3 518192 24 | 24
36. | Bock Michal 3. Gamca BA 5 1 71916 1 23 | 23
36. | Je¢menovéi Andrea 2. GVO ZA 4 0| * 71815 3 23 | 23
38. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 4 0| * 9163 3 21 | 21
38. | Matejovicova Tatiana 3. Gamca BA 4 0 | * 7158 1 21| 21
40. | Cerveniak Michal 3. G Ptchov 4 10 | * 919 0 20 | 20
40. Psota Miroslav 2. GHlin ZA 4 0 | * 0|56 9 20 | 20
42. Korbela Michal 2. G Béanovce 4 0 | * 911141411 19 | 19
42. Pellerova Daniela 3. Gamca BA 7 3 916 |11]2]1 19 | 19
44. Gafurov Askar 3. Gamca BA 5 1 01615 1 18 | 18
44. | Hanzely Filip 3. GAP SB 7 3 9 9 18 | 18
44. | Hraska Peter 3. Gamca BA 4 0 | * 7 7131 18 | 18
44. | Krajc¢iova Katarina 1. GAlej KE 1] 0 |* 919 18 | 18
44. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 9 9 18 | 18
44. | Smolik Martin 3. Gamca BA 5 0| * 316|711 18 | 18
50. | Gonda Tomés$ 3. Gamca BA 4 1 7 9 1 17 | 17
50. | Pokryvka Filip 2. G Béanovce 4 0| * 1|96 1 17 | 17
52. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 415|511 16 | 16
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks | 5 718[9[10]11 s [ >
52. | Sucik Samuel 1. GJH BA R 7118 16 | 16 |
54. | Fagulovéi Kristina 4. GPos KE 9 3 916 15 | 15
54. Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 4 915 1 15 | 15
56. | Nociarova Jela 3. GBST LC 6 1 9|5 0 14 | 14
56. | Zhen Ning Déavid Liu 2. Gamca BA 2 0o | * 7151 1 14 | 14
58. Kello Tomas 3. GJAR PO 3 0 * 91112 13 | 13
59. | Pesta Milan 3. GK2 PO 3 0 | * 6|5 1 12 | 12
59. | Vlachynska Petra 4. GJH BA 7 0 | * 9 3 12 | 12
61. | Kovacova Barbora 2. SPMNDGBA | 4 | 0 | * 9 1 10 | 10
62. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 0 9 9 9
62. Mojzisova Karolina 2. Gamda BA 4 0 * 11114 1 9 9
62. | Vozarova Viktoria 2. GJH BA 3 0 | * 7111 9 9
62. | Zemkova Kristyna 4. Prachatice CR | 5 | 1 9 9 ]9
66. Gressak Jergus 3. SPMNDG BA 4 0 * 711 8 8
67. Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDG BA 4 0 * 7 7 7
67. | Semanisinova Denisa 3. GAlej KE 5 0 7 T 7
67. Sandalova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 0 | * 7 7 7
70. Rako Matus 1. Gamda BA 1 0o | * 0]012]1]1 5 5
70. | Santer Martin 3. GMH Trstend | 5 0 5 5 5
70. | Sromekova Karolina 2. GDT PP 4 0 5 5 5
73. | Galanova Miriam 2. GJH BA 2 0o | * 3 1 4 | 4
73. | Krakovska Hana 2. Gamdca BA 4 0o | * 1 2 1 4 | 4
73. Miklo§ Martin 4. EvLyc BA 4 0 * 00|11 ]1]1 4 4
73. | Puza Marko 2. GPos KE 2 0| * 012 1 4 | 4
77. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 0 1 1 2 2
78. | Klimkovi¢ Anna-Maria 2. SPMNDG BA | 3 0| * 1 0|0 1 1
78. | Melosové Veronika 3. GJCh BR 4 0| * 0|j0|1]0]0O 1 1
78. | Pivovarnik Roman 2. GJAR PO 4 0| * 1 1 1
78. | Polovka Maros 2. GKuk PP 3 0 1 1 1
82. | Vozéarova Zuzana 4. GJH BA 4 0 0 0




