Vzorové rieSenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2011/2012

Uloha é&. 1: Baca a jeho Zena Anicka nasli pod postelou 25 korbacikov. Bac¢a navrhol rozdelit si ich nasledovnou
hrou: poloZia vsetky korbaciky na stol a striedavo si odtial budi brat. Vzdy si musia zobrat taky pocet korbacikov,
ktory je delitelom poctu korbacikov préve polozenych na stole. Nie je vSak povolené zobrat vsetky, dokial neostane
posledny korbacik. Kto ziska viac korbacikov, ak zacina Anicka a obaja hraju idealne?

Riesenie: (opravoval Foxie, Betka)

Na zacdiatku méme pod postelou 25 korbacikov. Je dobré uvedomit si, Ze ten, kto ziska 13 korbacikov, uz vyhral,
lebo mé viac ako polovicu. Podme si po jednotlivych tahoch rozobrat, akymi smermi sa moze hra uberat, a ktory
z dvojice vyhra. Anicka zacina podla pravidiel, na ktorych sa dohodli s badom — moze fahat jeden alebo pit
korbécikov. Pre prehladnost budeme namiesto Anicka pisat A a miesto baca B.

e Ak by A zobrala len 1 korbacik, na stole by ich ostalo 24. Tu mé B na vyber vela moznosti, kolko potiahnut
(12, 8, 6, 4, 3, 2, 1). LenZze ak vezme 12 korbacikov, uz potrebuje len 1 aby mal 13. To sa mu uréite podari
dosiahnut, kedze ¢okolvek by A dalej vzala, B sa este dostane na tah.

e Mbobzeme usudit, Ze idedlne hrajica A by si jeden korbacdik nepotiahla, ak by mala leps§iu moznost. Pozrime sa
na situéciu, ked v prvom tahu potiahne 5 korbadikov. A méa 5 korbacikov, B ni¢ a na stole je 20 korbacikov.
Tu by sa rieSenie malo znova delit, pretoze B mé niekolko moznosti (10, 5, 4, 2, 1).

— Ak B potiahne 10, A moze v dalSom fahu potiahnut 5. (Ak by A potiahla 2 respektive 1, B méze
néasledne potiahnut 5 respektive 3 a tym vyhra, kedze A kona ideédlne, vyhne sa tymto moznostiam.) B
dalej nem4 int moznost ako 1, A potiahne 2, B potiahne 1, A posledny korbagik a vyhrala. Zial, niektori
ste v tomto momente povedali, Ze A ma vyhernu stratégiu. Nie je to vSak tak, pretoZze B nemusi tych
10 potiahnut.

— Ak vSak B potiahne 5 korbacikov, ostane 15 a A ostane na vyber zobrat si 5, 3 alebo 1 korb4cik. Obaja
hraci maju 5 korbacikov, na stole je ich 15, na fahu je A a my ideme zasa delif rieSenie.

* Ak A vezme 5, B si moze vziat 5 korbadikov, A nem4 na vyber a vezme 1, B si vezme 2, A jeden,
B vezme posledny a vyhral.

x Ak A zoberie 3 korbaciky, ostane 12, B mdze zobrat 6 a cokolvek A spravi, B dokaze ziskatf aspoii
2 korbaciky, ktoré ho delia od vyhry. Presvedéte sa sami, ostava 6 korbacikov a na tahu je A.

- Ak A zoberie 3, priebeh hry je uz jasny, pretoze sa vzdy da potiahnut len 1 a B ziska 2.

- Ak A zoberie 2, B moZe rovno potiahnut 2.

- Ak A zoberie 1, B potiahne 1, A nemdZe hru ukondit, ¢ize sa na fah dostane aj B, takze ziska
aj dalsi korbadik.

* Napokon, ak A vezme len 1 korbacik, na stole ostane 14 korbécikov. B moze spravit vselico, ale
zaujimavy napad je, pokusit sa nechat A prvodcislo, aby mohla zobrat v dalsom tahu len 1. Najvicsie,
¢o moze vziat, aby ostalo prvodislo je 7. Tym padom mé zaroven 12 a kedZe sa uréite eSte dostane
na tah, mé4 vyhraté.

V poslednom uvedenom pripade B uréite vyhra, a kedZe hra idedlne, uréite bude tahat tak, ako je
uvedené pri jednotlivych moznostiach.

Zéver: Baca mé vyherna stratégiu pre ¢okolvek, ¢o by mohla Anicka spravit.

Uloha é&. 2: Pastieri pred spanim poéitajii ovce. Pastier Miso ich napocéital x, pastier Laco ich napocital y. Baca

o c¢islach x a y vie len to, ze pre ne plati
1 1 1
z Ty 011
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Pomézte bacovi najst vSetky mozné dvojice prirodzenych &isel x a y.

RieSenie: (opravoval Kozzy a Kubo)

Skor, ako zadneme rozmyslat nad tym, aké ¢isla by sa dali doplnit za x a y, rovnicu upravime do takého tvaru,
nad ktorym sa ndm bude rozmyslat lepSie. KedZe z, y st prirodzené, mdZeme nimi nésobit a bude to ekvivalentnd
uprava. Skisme najprv odstranit pocty oveciek z menovatela, prendsobime rovnicu zy:

Na lavej strane méme zjavne prirodzené ¢islo, to znamend, Ze ¢islo na pravej strane bude tiez prirodzené. Potom
vieme, ze zy je delitelné 2011. LenZe 2011 je prvocislo, teda nemé ani s x ani s y ziadneho spolo¢ného delitela
medzi 1 a 2011. KedZe sme zistili, Ze xy je delitelné 2011, aspon jedno z dvojice x, y musi byt ndsobkom 2011. Bez
ujmy na vSeobecnosti zvolime z. (Keby sme zvolili y, dalsi postup by bol rovnaky.) Pre nejaké prirodzené ¢islo k
vieme potom x zapisat ako si¢in 2011 - k. Dosadme do rovnice a upravujme:

2011ky
2011k +y = 2011
2011k +y = ky
2011k = ky—y
2011k = y(k—1).

Pravé strana je ndsobkom k — 1, teda lava strana bude tieZ nasobkom tohto é&isla. Kazdé dve po sebe idtce disla,
teda aj k a k — 1 st nestidelitelné, ich najvicsi spolocny delitel je 1. Z toho vyplyva, ze k — 1 deli 2011. Tym padom
dostavame len dve moznosti, Kk —1 =1 a k —1 = 2011. V prvom pripade z poslednej rovnice mame y = 4022
ax =2011-2 = 4022. V druhom pripade y = 2012 a = 2011-2012. Nesmieme zabudnit, Ze existuje aj symetrické
rieSenie, kde z a y vymenime, teda tretie a posledné riesenie je x = 2012 a y = 2011 - 2012. Na toto rieSenie by sme
prisli, keby sme za nasobok 2011 namiesto x zvolili y.

Uloha é&. 3: Turnaja v jedeni ostiepkov sa zicastnilo jedenast valachov. V kazdom kole proti sebe stitazili naraz
piati valasi (kazdy proti kazdému). Po turnaji sa zistilo, Ze kazdi dvaja valasi superili proti sebe prave dvakrat.

a) Kolkych kél sa ziicastnil jeden valach?
b) Kolko kol mal cely turnaj?

¢) Je mozné, ze sa Jano, Fero a Palo stretli vietci traja spolu vo viacerych koldch?

RieSenie: (opravoval Natali a Jefo)

a) V jednom kole proti sebe sutazili piati valasi, kazdy s kazdym, takze kazdy odohral 4 zapasy. Kazdy z jede-
néstich sttaziacich odohral dokopy 20 zapasov (po 2 zdpasy s desiatimi sipermi), teda kazdy valach sa za
cely turnaj zGcastnil 20/4 = 5 kol.

b) Teraz potrebujeme zistit, kolko kol sa dokopy odohralo. Na to potrebujeme zistit celkovy pocet odohranych
zapasov a pocet zapasov odohranych v jednom kole turnaja. Zacneme jednym kolom: z piatich valachov,
ktori proti sebe sufazili, vieme vytvorit (g) = 5-4/2 = 10 roznych dvojic. Kazd4 takato dvojica odohrala
spolu jeden zapas, takze v jednom kole sa odohralo dokopy 10 zapasov. Podobne je to aj s celym turnajom:
zdastnilo sa 11 valachov, z ktorych vieme vytvorit (121) =11-10/2 = 55 dvojic. Kazda dvojica odohrala dva

zépasy, takze celkovo sa odohralo 110 zépasov. Teraz uz vieme, Ze turnaj mal 110/10 = 11 kol.

¢) Nasou tlohou je zistit, ¢i sa mohli Jano, Fero a Palo stretnit vSetci traja vo viacerych kolach. Lahko si
vSimneme, Ze uréite sa nemohli stretnit v troch alebo viacerych kolach, lebo to by kazdi dvaja z nich odohrali
spolu najmene;j tri zédpasy. Otdzkou zostava, ¢i spolu mohli odohrat dve kola. Po chvilke skiSania mnohi z vas
usudili, Ze to nie je mozné, tak to skisme nejako dokazat. Je viacero moznych postupov, my sme zvolili dokaz
sporom: budeme predpokladat, Ze to predsa len ide, nechame Jana, Fera a Pala hraf spolu v dvoch kolach,
a po chvili prideme na to, Ze by potom muselo platit niefo, o ¢om uz dopredu vieme, Ze neplati.

Takze Jano, Fero aj Palo spolu hrali v nejakych dvoch kolach. Pocas tychto dvoch kol uz medzi sebou odohrali
po dva zapasy, teda v ziadnom dalSom kole sa uz nemohli ziadni dvaja z nich stretnuf. Kazdému zostéva
ucast este v troch dalsich kolach z celkového poctu jedendst. Z toho vieme povedat, ze v dvoch kolach hrali
vSetci traja a v zvysSnych deviatich hral vzdy prave jeden z nich.

V koléach, kde boli vSetci traja hrali este dalsi valasi, tak povedzme Ze jeden z nich sa volal Kubko, ale urdcite
je aj taky, ktory nehral ani v jednom z tychto kol, povedzme, Ze Matko. Podme najprv sledovat Kubka.
V jednom kole odohral zdpasy s Janom, Ferom, aj Palom, takZe na zvySok turnaja mu zostdva este jeden
zapas s kazdym z nich. No my uz vieme, ze v kazdom kole turnaja hral aspoii jeden z trojice Jano, Fero, Palo,
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takze Kubko sa mohol ztc¢astnit najviac troch dalsich kol, o ale znamend Ze neodohral 5 kol, ale najviac
s$tyri. Podobne je to s Matkom, ktory nehral ani v jednom z kél, kde boli vSetci z trojice Jano, Fero, Palo. Na
to, aby odohral dva zapasy s kazdym z nich by sa musel zcéastnit aspon Siestich kol.

Je jasné Ze nieco nie je v poriadku, lebo v Casti a) sme zistili, ze Matko aj Kubko odohrali 5 kol a teraz
vidime, Ze Matko musel hrat aspor Sest kol, kym Kubko mohol hrat najviac Styri. Ak by Jano, Fero a Palo
hrali spolu viackrat, dopracujeme sa k sporu, museli by naraz platif dve rézne veci, preto moézme bez obav
povedat, ze Jano, Fero a Palo sa naraz stretli najviac jedenkrat.

Uloha &.4: V kruhu stoji N oviec oznacenych ¢&islami 1,2,..., N v smere hodinovych rucic¢iek. Baca pre nich
vymyslel hru. Zacne od ovce ¢islo 1 a v smere hodinovych ruci¢iek bude oveckam postupne hovorit pismend
A, B,C,A,B,C,.... Ovce, ktoré dostant pismeno B alebo C, okamzite odidu z kruhu. Takto do kruhu pokra-
Cuje, az kym neostane jedind ovca — t& sa stane vitazom. Néjdite vSetky N > 2011, pre ktoré vyhrd ovca ¢islo
2011.

Riesenie: (opravoval Lindtka, Mojo)

Méame N oviec v kruhu a chceme, aby uz zndmym spoésobom vyradovania vyhrala ovca na 2011-tej pozicii. Kym
pride baca k ovci na 2011-tej pozicii, tak vyradi z hry 1340 oviec.

Najprv pouzijeme mensi trik na ulahdenie riesenia. Bac¢a je momentalne pri 2011-tej ovci a v hre je uz len N — 1340
oviec. Preznacme si vSetky ovce nasledovne: ovca na 2011-tej pozicii bude odteraz na prvej pozicii, ovca na 2012-tej
pozicii bude odteraz na druhej pozicii a tak dalej. Teraz si premyslime, kedy vyhra prva ovca.

Vieme, ze mame n oviec (n = N — 1340). Ak n < 2, tak vieme Ze ur¢ite vyhrd prva ovca (prvej ovci priradime A,
druhej ovci priradime B a ostane nam iba prva ovca).

Ak n > 3, tak vieme, Ze 3 deli n, pretoze ak y-tej ovci (na y-tej pozicii) priradime napr. A, potom aj ovci na
(y + 3)-tej pozicii priradime A, aj ovci na (y + 6)-tej pozicii, a takto véetkym ovciam na (y + 3m)-tej pozicii, kde
m je nezéporné celé ¢islo a y + 3m < n. Cize ak n = 3z + 1 (resp. n = 3z + 2), tak vieme , Ze ovci na (3z + 1)-ej
pozicii (resp. na (3z 4 2)-ej pozicii) priradime rovnaké pismeno, ako ovci na prvej pozicii (resp. druhej pozicii).
Preto poslednej ovci priradime A (resp. B), a teda prvej ovci v dalSom kole priradime B (resp. C), takZe prva ovca
vypadne a nevyhra. (Pretoze pre n > 3 je x > 1, tak prva ovca eSte nebude jedinou vitaznou.)

Preto musi byt n delitelné tromi. Do dalSieho kola, ked baca priradi kazdej ovci prave raz jedno pismeno, postipi
n/3 oviec. (Jednej tretine oviec priradi baca A, a zvy$nym dvom tretindm priradi bud B, alebo C.) Pokial n/3 > 3,
tak n/3 znovu predelime tromi. Ak by n/3 nebolo delitelné tromi, prva ovca by v dalSom kole vypadla a nevyhrala.
Pocet oviec sa znovu zmensi na tretinu. Cize pocet oviec budeme zmensovat na tretinu az pokym nebude podet
oviec mensi ako 3. Ak vieme, Ze po k kolach bude poéet oviec mensi ako 3, tak n/3F < 2.

Ak po k kolach n/3F =1, tak n = 3% a ak n/3% = 2, tak n = 2 - 3.

KedZe chceme zistit pocet oviec N a vieme, ze N — 1340 = n (n = 3% alebo n = 2 - 3F), tak N = 3 + 1340 alebo
N =2-3F + 1340 pre celé ¢&islo k > 6, pretoze pre k < 5 je N mensie ako 2011.

Zéver: Vietky mozné riesenia stt N = 3% 4 1340 alebo N = 2 - 3¥ 4+ 1340 pre lubovolné celé é&islo k > 6.

Uloha &.5: Mame tri tridsat litrové sudy. Jeden je prazdny, v druhom st tri litre vanilkového sirupu a v tretom
je n litrov mlieka. So sudmi mézeme robit nasledujtice veci:

i) Vyliat zo suda vSetok obsah.
ii) Preliat vSetok obsah jedného suda do iného.
iii) Preliat ¢ast obsahu z jedného suda do druhého tak, aby v tychto dvoch sudoch bolo rovnako vela tekutiny.
D4 sa ziskat v nejakom sude 10 litrov 30-percentného vanilkového mlieka', ak
a) n=207
b) n =247

RieSenie: (opravoval Palo a Mary)

a) Po chvilke skuSania sa dalo prist na to, Ze sa to da. Potrebujeme dostat 3 litre sirupu a 7 litrov mlieka
do jedného suda. Postup je zndzorneny v tabulke. Prvy riadok zndzormiuje, ktorii operaciu sme vykonali,
v dalsich troch je obsah jednotlivych sudov. V prvom a trefom sude je stale len mlieko, v druhom sude prvé
¢islo znazornuje mlieko a druhé sirup.

130% vanilkového sirupu a 70% mlieka,
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zadiatok | i) 1 —3 | 1) 3 | i) 1 —3 | i) I — 2
Sud 1 0 10 10 5 1
Sud2 | 3+0 310 |3+0| 340 311
Sud 3 20 10 0 5 5

)32 i)l —3] 1)3 |ii)1—3]i)3—2
Sud 1 4 2 2 1 1
Sud2 | 3+6 316 |3+6| 3+6 347
Sud 3 0 2 0 1 0

b) Tu uz to bolo horsie. Po chvilke sktigania sa dalo nadobudniit dojem, Ze sa to neda. Pokisme sa tento nés
dojem dokézaf. Kluc¢ové bolo v§imnit si, ¢o sa deje s mnozstvami tekutiny pri jednotliv§ch operaciach i),
ii) a iii). Mnohi ste narabali s desatinnymi ¢islami, avSak ovela vyhodnejsie bolo pozorovat zlomkové tvary
objemov. Ozna¢me si objem tekutiny v nejakych dvoch sudoch a/b a ¢/d.

i) Ked vylejeme cely sud, mnozstva v ostatnych sudoch ostévaji nezmenené.

ii) Ak prelejeme cely objem jedného suda do druhého, v jednom sude dostaneme (ad+bc)/bd litrov tekutiny
a v tom druhom nic.

iii) Ak vyrovname objemy tekutin v dvoch sudoch, v oboch dostaneme (ad + bc)/2bd litrov tekutiny.

Vsimnime si, ze ak mame v nejakom ¢ase vo vSetkych sudoch také objemy tekutin, Ze maji v menovateli iba
mocninu dvojky, tak nech vykondme akikolvek opericiu, tato vlastnost sa zachové, lebo bd aj 2bd budu tiez
mocniny dvojky. Na za¢iatku mame v sudoch 0/1, 3/1 a 24/1 litrov tekutiny a vieme, ze 1 = 2°, takZe po
Tubovolnom pocte preliati budd mat objemy tekutin v sudoch v menovateli iba mocniny dvojky.

Podobné pozorovanie teraz spravime pre citatel. Ak je vo vSetkych sudoch ¢itatel objemu delitelny tromi,
tak to bude platit aj po akejkolvek operacii, pretoze ak a aj ¢ je delitelné tromi, tak aj ad + bc bude delitelné
tromi. KedZe v menovateli si vzdy len mocniny dvojky, teda ¢islo nedelitelné tromi, zlomok sa nikdy nebude
dat kratit tromi. Cisla 0, 3 aj 24 st nasobky 3, takZe nech sa akokolvek snazime, v sudoch vieme ziskat iba
objemy tvaru 3m/2". My by sme ale radi dostali 10 litrov vanilkového mlieka, v reéi zlomkov 5 - 2% /2k—1,
Citatel zjavne nie je delitelny tromi, takjto objem teda ziskaf nevieme.

Uloha &. 6: Oznacme dy, da, . . ., dj, vSetky delitele prirodzeného cisla n tak, aby platilo1l = d; < dy < --- < dj, = n.
Néjdite vsetky n, pre ktoré plati n = d3 + d3.

Riesenie: (opravoval Marek)

UkéZzeme si dva sposoby, ktorymi sa dala tloha riesit. Najprv budeme skiimat paritu éisel dg, d3 a n. V druhom
rieSeni si ukazeme trochu vSeobecnejsi pristup k tilohe.

Mame najst vSetky n splitajice vzfah n = d? + d3. Predpokladajme, Ze nejaké n tento vzfah spliia a pozrime sa,
¢o vSetko z toho vyplyva pre ¢isla ds, d3 a samotné n.

S1 tri moZnosti:

e Jedno z cisel ds, d3 je parne a druhé neparne.

Potom zo vztahu n = d3 + d3 vypocitame, Ze n je neparne, ale to je spor s tym, Ze n m4 parneho deliteTla.

e Obe d¢isla dg, d3 st neparne.

Zo vztahu n = d3 + d3 dostaneme, Ze n je parne. Ale parne &islo je delitelné dvomi, preto ds = 2, ¢o je spor
s tym, Ze do je neparne.

e Obe cisla da, d3 st parne.

Zo vztahu n = d% + dj potom dostaneme nielen, e n je parne, ale aj to, ze je delitelné 4. Preto nutne dy = 2
a d3 = 4. Takze jedind moznost je n = d3 + d3 = 22 + 43 = 68. A 68 riesenim je, lebo jeho delitele st
1<2<4<17< 34 < 68, takze naozaj dy = 2 je druhym a d3 = 4 tretim najmensim delitelom 68.

Iné riesSenie:

Tak ako v prvom rieseni, predpokladajme n = d3 + d3 a odvodzujme z toho dosledky pre da, d3 a n.

Najprv si vS§imnime, Ze kazdy delitel ¢isla do je zaroven delitelom éisla n. Ale n nemd medzi 1 a do Ziadne iné
delitele. Preto ani dy nema medzi 1 a dy iné delitele, ¢ize dy je prvocislo.

Odéitanim d3 od rovnosti n = d3 + d3 dostaneme rovnost n — d3 = d3. Ked%e d3 deli lavii stranu tejto rovnosti,
musi delit aj pravi, ¢ize dz|d3. Ale dy je prvoéislo, preto dz modze byt len 1, do alebo d3. A kedze d3 > do, musi byt
d3 = d3. Dosadme to do rovnosti a upravme:

n=di+di=d}+ (d3)° =d}(1+di).
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Ak je dy nepéarne, tak (1 + d%) je parne cislo, Cize aj n je parne. Z toho vsak vyplyva, ze do = 2, ¢o je spor. Preto
zostava jedind moznost do = 2, lebo 2 je jediné parne prvoéislo. Odtial d3 = d3 = 22 = 4 a n = 68. Rovnako
ako v prvom rieseni, nesmieme zabudntf na skusku spravnosti, lebo zatial sme len dokéazali, ze ,,ak nejaké rieSenie
existuje, tak to moéze byt jedine 68.

Uloha é&. 7: Petrzlena s CéDeckom uz prestalo bavit hrat piskvorky. Preto CéDecko vymyslel novii kartovii hru.
V tejto hre je 2n kariet polozenych na stole v rade za sebou. Na kazdej karte je zhora napisané prirodzené ¢islo.
Jeden tah spociva v tom, Ze si hrd¢ na tahu zoberie kartu z kraja radu. Prvy tahd CéDecko a dalej sa s Petrzlenom
striedaju. Hra skonci, ked sa mint vSetky karty na stole. Skdre hrica je sucet ¢isel na kartach, ktoré si potiahol.
Dokazte, ze CéDecko moze mat vidy aspori také skére ako Petrzlen.

Riesenie: (opravovala Katka J.)

(Podla Augustina Zideka.)

CéDecko je sikovny, a preto si pohotovo vyrobi Sachovnicovi stonoZku. Sachovnicové stonozka je jeden riadok
Sachovnice, dlhy 2n, v ktorom sa striedaja biele a ¢ierne policka. Preto ak je na zaciatku biele policko, posledné
musi byt ¢ierne. Ked sa Petrzlen nediva, Cédecko poloZi Sachovnicovl stonozku pod vSetky karty.

CéDecko si vsimol, ze pod n kartami je biele policko a pod n kartami je ¢ierne policko. Rychlo si spocital, aky je
rovnaky) sucet mu vysiel na ¢iernych polickach. Cielom CéDecka bude teda pozbierat vsetky karty z ¢iernych poli¢ok
a donutit Petrzlena, aby zbieral len karty na bielych polickach. To sa mu podari vzdy, pretoze CéDecko zaéina.
To znamené, Ze ked si hned na zaciatku vezme t krajnt kartu, ktora lezi na ¢iernom policku, Petrzlenovi v jeho
tahu nezostane ni¢ iné, len si vybraf z dvoch krajnych kariet, ktoré obe lezia na bielom policku. V dalSom fahu sa
situacia opakuje, a tak to zostane az do konca hry.

Vidime, ze CéDeckovi sa podarilo to, o ¢o sa snazil — na konci hry bude mat on vSetky karty z ¢iernych poli¢ok

.....

ako Petrzlen a ten to svojimi tahmi nemohol nijako zmenit.

Komentér: Viacerym z vés sa podarilo tlohu vyriesit podobnym spésobom, aky je uvedeny vo vzordku. Aj ked sa
tloha najprv zdala zlozita, pretoze existuje velké mnoZstvo sposobov, akym mozu hraci tahat, ukazalo sa uzito¢né
najst nieco, ¢o sa ani v priebehu tahov nemeni. V nagom pripade to bolo ofarbenie kariet, ktoré CéDecko urobil na
zaciatku. Takyto spdsob rieSenia sa nazyva hladanie invariantu.

Uloha é&. 8: Nech k je neparne prirodzené ¢islo. Dokézte, ze ¢islo 1+2+3+---+n deli &islo 1¥ +2F 4+ 3F ... 4 nk
pre vSetky prirodzené cisla n.

RieSenie: (opravoval Palo, Beren)

Ked chceme dokézat, ze nejaky skaredy sucet je delitelny konkrétnym ¢islom d, najjednoduchsia vec, ktort vieme
skusit, je preusporiadat skaredy sicet tak, aby sme o jednotlivych skupinkach vedeli povedat, Ze st delitelné d. (To,
Ze v nasom pripade je delitel tieZ sucet, si na chvilku odmyslime.) Kedze stcet ¢isel delitelnych d je sém delitelny
d, vyhrali by sme. Podme to skisit!

Najprv sa pozrime na delitela, ktorym je stéet 1 + 2 + - - - + n. Skimat delitelnost siétom nie je velmi pohodlné,
preto si ho zjednodusme na d = n(n + 1)/2. (Ak nevies, preco tato identita? funguje, skis si napisat pod seba ¢isla
od 1 po n, raz odpredu a raz odzadu alebo pouzi matematickd indukciu.)

Vidime, Ze vyjadrenie delitela obsahuje trosku Skaredd vec — delenie dvomi, ktoré sa ndm nepaci. Rozdelme si
teda rieSenie na dve Casti, v prvej rozoberieme parne n a v druhej neparne, aby bol delitel krajsie vyjadreny:

1. Nech n = 2a, pricom a € N. Teda v tomto pripade chceme dokazat, Zze d = 2a(2a + 1)/2 = a(2a + 1) deli
sticet ¥ = 1% +2F ... 4+ (2a)* pre vietky nepdrne k. KedZe ¢initele d st navzajom nestidelitelné?, staci, ked
overime, ze a|X a (2a + 1)|%.

(a) alX. V tomto pripade vieme poparovat ¢leny ¥ do dvojic tvaru i* a (2a—1)¥, pre 1 < i < a (dva ¢leny —
a* a (2a)* takto zostanti samostatne, no mozeme hned vidiet, Ze to nebude Ziaden problém), a pouzitim
znameho vzorca p* + ¢* = (p + q)(bordel), ktory funguje prave pre neparne k, dostavame

i* + (2a — )" = (i + (2a — 1)) B = 2aB.

Tento vyraz je zjavne delitelny a pre vietky i. A kedZe ala® a a|(2a)¥, a bude delif aj stcet vietkych
tychto €lenov, teda sme ukézali, Ze a|3.

(b) (2a+ 1)|%. Tento pripad je trosku jednoduchsi. Poparujme opift ¢leny ¥, no tentoraz do dvojic tvaru i*

a (2a+1—1i)k, pre 1 <i < a. Ako vidime, kazdy ¢len ¥ bude v nejakej dvojici. Analogicky ako v prvom
odseku dostavame
*+2a+1—-9)*=(i+(2a+1-1))B=(2a+1)B.

2V matematike sa vieobecne platnym rovnostiam niekedy hovori identita.
3Pokial nevie§ presne preco, skis sa zamysliet nad tym, ktoré prvoéisla delia a a ktoré 2a + 1.
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KedZe vysledny vyraz je zjavne delitelny (2a + 1) pre kazdé i, dokazali sme, ze (2a + 1) deli sticet parov
pre kazdé i, a teda (2a + 1)|Z.

Tym je dokaz pre parne n skonceny.

2. Nech n = 2a — 1, pricom a € N. Ako si mézeme lahko tipntuf, dokaz druhej ¢asti bude v principe rovnaky,
ako bol dokaz prvej ¢asti. V tomto pripade dostavame d = a(2a — 1) a ¥ = 1% +2F 4 ... 4+ (2a — 1)*. Kedze
a a 2a — 1 st opét nesudelitené, sta¢i nam overit, ¢i /¥ a (2a — 1)|X.

k

(a) a|X. V tomto pripade vieme poparovat ¢leny ¥ do dvojic tvaru i* a (2a —4)*, pre 1 < i < a (len a* tym

padom nebude sparovany), a dostdvame
i* + (2a —i)* = (i 4+ (2a — 7)) B = 2aB.

Tento vyraz je zjavne delitelny a pre vietky i. A kedZe zjavne a|a”, dokazali sme, Ze a|X.

(b) (2a — 1)|. Poparujme teraz ¢leny ¥ do dvojic tvaru i* a (2a — 1 — i), pre 1 < i < a — 1. (Tentoraz
bude ¢len (2a — 1)* nesparovany.) Analogicky dostavame

i* +(2a—1-i)*=(i+ (2a—1—1i))B = (2a — 1)B.

KedZe vysledny vyraz je zjavne delitelny (2a — 1) pre kazdé i, a (2a — 1)|(2a — 1)*, dokézali sme, Ze
(2a —1)|2.

Tym sme ukazali, ze vlastnost zo zadania je splnené pre kazdé prirodzené n a nepéarne k.

Uloha ¢&.9: Hago napisal na tabulu jedno prirodzené ¢&islo tvaru 99...9. Potom prisiel k tabuli Edo a opakoval

2011
svoj tah pozostavajuci z nasledujucich krokov:

1. Vybral si jedno z prirodzenych ¢isel na tabuli a oznacil ho n. V prvom tahu prave 99...9.

2. Zvolil si prirodzené cisla b a c také, ze n = be.

3. Od disla b odcital alebo prié¢ital 2 a ziskal tym ¢islo d a od ¢isla ¢ od¢éital alebo pricital 2 a ziskal tym ¢islo e.
4. Z tabule zmazal povodné ¢islo n a napisal namiesto neho ¢isla d a e.

Je mozné, aby po niekolkych Edovych tahoch zostali na tabuli len ¢isla 97

Riesenie: (opravoval CD, Petrzlen)

Po niekolkych pokusoch sa dal nadobudntt dojem, Ze to pravdepodobne nepdjde. To je aj pravda (odhalili ste to
vsetci) a dokéazat sa to dalo roznymi spdsobmi. Vo vzorovom rieSeni to dokdZeme priamo.

Najvicsi problém v celom postupe bol fakt, Ze k ¢islam b, ¢ sme pricitali alebo od¢itali ¢islo 2. Mali sme totiz na
vyber, a to znacne komplikovalo rozoberanie moZnosti. A preto by sme sa potrebovali pozriet na priklad z takého
smeru, aby pri¢itanie a odéitanie ¢isla 2 znamenalo to isté. Tu uz by ndm mohlo napadnif, Ze sa pozrieme na zvysky
po deleni ¢islom 4. Vtedy ndm operacia £2 dé to isté ¢islo. (Ak vam to nie je jasné, skuste si to dokdzaf.)

Podla poslednych dvoch cifier pociatoéného éislan = 99...9 vieme, Ze je tvaru 4k+3. Zoberme ¢isla b, ¢ a vSeobecné
m tvaru 4k + 3 tak, aby platilo m = be. Akého tvaru budt &sla b a ¢? Cislo m je nepéarne, a teda moze vzniknit

len zo sucinu dvoch neparnych ¢isel. Mame preto Styri moznosti:
(1) b=4k+1, c=41+1,
(2) b=4k+1, c =41+ 3,
(3) b=4k+3, c=41+1,
(4) b=4k+3,c=41+3.

Lahko overime, Ze len v pripadoch (2) a (3) dava ich sudin ¢islo tvaru 4k + 3. To znamend, Ze aspoii jedno z Cisel
b, c je tvaru 4k + 1, BUNV nech je to b. Zo zadania vieme, Ze d = b+ 2 a z pohladu zvySkov po deleni ¢éislom 4 je
teda d tvaru 4k + 3.

Z toho vyplyva, Ze ak rozkladdme n, ktoré dava zvySok 3 po deleni ¢islom 4 (to bol jediny pouzity predpoklad pre
¢islo n), tak jedno z éisel d a e bude tiez davat zvySok 3 po deleni $tyrmi. Na konci chceme mat na tabuli len ¢isla
9, pricom 9 = 2 -4+ 1. My ale vieme, Ze na tabuli vzdy zostane aspon jedno ¢islo tvaru 4k + 3 a teda aspon jedno
z Cisel na tabuli urcite nebude 9.

Uloha é&.10: Je mozné rozdelit mnozinu prirodzenych ¢&isel N na dve disjunktné* mnoziny A a B tak, aby naraz
platilo:

4Dve mnoziny st disjunktné prave vtedy, ked nemajua spoloény prvok.
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e V mnozZine A neexistuje nekonec¢nd, nekonstantna aritmetickd postupnost

e a v mnozine B neexistuje nekonecnd, nekonstantna geometrickd postupnost?

Riesenie: (opravovali Edo, Kubo S.)
(Podla Martina Vodicku.)
Rozdelme si mnozinu prirodzenych éisel na dve mnoziny A a B takymto spdsobom:

e do mnoziny A ddme ¢&isla: 11, 2141, 21+ 2, 20+ 3,3, 41+ 1, 41+ 2, ... 50 ..., o) + 1, 2n)! + 2, ...,
2n+ 1), ...

e do mnoziny B dame ostatné ¢isla, a teda: 2!, 3!+ 1, 31+ 2, 3! +3, ..., 4 — 1,41 5141, 5! +2, ..., 6!, ...,
Cn+DI+1, 2n+1)!+2, ..., 2(n+ 1)), ...

Ukézeme, %e v mnozine A nie je Ziadna nekonefnd nekonStantné aritmetickd postupnost a v mnozine B nie je
nekoneénd nekonStantnd geometrickd postupnost.

Prvu Cast ukdZeme sporom. Nech v mnozine A existuje nejakéd nekonednd nekonstantna aritmetickd postupnost
{an} s prvym ¢lenom a a diferenciou d. Potom vieme najst také k, pre ktoré plati, ze k! patri do A, k! > a a k! > d.
Nech a+1-d je najvicsi taky ¢len danej aritmetickej postupnosti {a,, }, Ze k! > a+1-d. (Uréite taky existuje, kedze
k! > a.) Potom pre nasledujuci €len a + (I + 1) - d plati:

Bl<at(+1)-d<kl+d<2 k< (k+1)

Kedze ¢isla k! + 1, ..., (k 4+ 1)! patria do mnoziny B, tak tam patri aj a + (I + 1) - d. A to je spor s tym, Ze celd
postupnost {a, } patri do mnoziny A.
Podobne ukdzeme druht ¢ast. Nech v mnozine B existuje nekoneénd nekonStantnd geometrickd postupnost {b,,}
s prvym ¢lenom p a kvocientom ¢. Vezmime teraz najmensie prirodzené Cislo k také, ze k! > p, k > g a k! je prvkom
mnoziny B. Potom nech p- ¢! je najvicsi taky ¢len postupnosti {b,}, ze p-q' < k!. Pre nasledujici ¢len postupnosti
{b,} potom plati:

El<p¢dt<qg R <k -k <(k+1).

Kedze ¢isla k! +1, k' +2, ..., (k+ 1)! patria do mnoziny A, tak aj p - ¢'*! patri do mnoziny A. To je spor s tym,
Ze celd postupnost {b,} patri do B.
Vhodné rozdelenie sme nasli a este poznamka na zaver. My sme dokézali vlastne trochu viac, a to:

V mnoZindach A, B nie su Ziadne nekonecné mekonstantné aritmetické postupnosti a ani nekonecné nekonstantné
geometrickeé postupnosti.

Iné riesSenie:

(Podla Adely Abaffyovej.)

Chceme rozdelit mnozinu prirodzenych ¢isel na dve disjunktné mnoziny A a B tak, Ze v mnozine A nebude
7iadna nekone¢nd nekonstantnd aritmetickd postupnost (dalej oznac¢ovand ako AP) a v B nebude ziadna nekoneénd
nekonstantnd geometrickd postupnost (dalej oznacovand ako GP). Inak povedané, chceme aby v mnozine A bolo
z kazdej GP aspoii jedno ¢islo a podobne aby v mnozine B bolo z kazdej AP aspoii jedno ¢islo. (Premyslite si,
preco.) Ked uZ vieme toto, potrebujeme len nejakym sposobom mnoziny A a B zostrojit.

Zoberme si vSetky AP. Chceme z kazdej vybrat nejaké ¢islo a dat ho do mnoziny B. Problém je v tom, Ze tych AP
je nekone¢ne vela. My si ich v8ak vieme zoradit do postupnosti. Kazdd AP je jednoznacne uréend prvym ¢lenom
a diferenciou, ¢o st prirodzené ¢isla. A teda stac¢i usporiadat vSetky dvojice prirodzenych ¢isel. To vieme urobif
napriklad takymto spdsobom:

(1,1) < (1,2) < (2,1) < (1,3) < (2,2) < (3,1) < (1,4) < (2,3) < (3,2) < (4, 1) < (1,5) < ...

Kazda AP ma4 svoje miesto v tejto postupnosti, t. . kazdej AP vieme priradit nejaké poradové ¢islo.® A teda vieme
vSetky AP zoradif do postupnosti:

AP1 = {al,ag,ag,...}, AP2 = {bl,bg,bg,...}7 AP3 = {01,62,63,...},

Vsetky G P st uréené prvym ¢lenom a kvocientom (dvomi prirodzenymi ¢islami), takze vieme zoradit do postupnosti
aj vsetky GP:
GPI - {(1170(2,063,.-.}, GP2 - {617ﬁ2763a"'}7 GP3 = {71/727735"'}7

Mnoziny A a B skonsStruujeme takto:

B:{fl7f23f37"'}7 A:{glag%g&"'}a

pricom:

5Inymi slovami: mnozina dvojic prirodzenych &isel je spoéitatelnd mnozina.
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f1 = a1 (prvy ¢len postupnosti AP;)

e g1 je najmensie ¢islo z GPp, ktoré je rozne od f

f2 je najmensie ¢islo z AP,, ktoré je rozne od f1, g1
® g5 je najmensie ¢islo z G P, ktoré je rozne od f1, f2, o1
e f3 je najmensSie ¢islo z APs, ktoré je rozne od f1, fa, g1, g2

e g3 je najmensie Cislo z G P3, ktoré je rozne od f1, f2, f3, g1, g2

e f, je najmensie ¢islo z AP, ktoré je rozne od fi1, fa, .-y fn_1, 91, G2, -+ Gn-1

® ¢, je najmensSie ¢islo z GP,,, ktoré je rézne od f1, fo, .-, fu, 91, 92, -+, Gn-1

Takymto spésobom vyrobime mnoZiny A a B. Na konci vloZime eSte nezaradené prirodzené ¢isla do mnoziny A.
(Skuste si premysliet, ¢i musia byt nutne v mnozine A.) Tym sme vyrobili mnoziny A a B, pre ktoré plati:

e A a B su disjunktné, lebo kazdé g; je rozne od vSetkych fi, fo, ..., f; a kazdé f; je rézne od vsetkych g1, g2,
ces Gi—1-

e Zjednotenim A a B je mnozina prirodzenych ¢isel.
e V mnoZine A neexistuje ziadna AP a v mnoZzine B neexistuje Ziadna GP.

Vyhrali sme!

Uloha &.11: Nech n je prirodzené ¢islo. Rozlozme mnoZinu {1,2,3,...,3n} na tri rovnako velké disjunktné*
mnoziny A, B a C. Dokazte, Ze existuju a z A, b z B, ¢ z C také, Ze jedno z ¢isel a, b, ¢ je su¢tom zvysnych dvoch.
Riesenie: (opravoval Hago, Matus)

Na zaciatku rieSenia kazdého matematického problému sa otvara otézka, ako vobec zacat. V tilohach ako je této
sa Casto postupuje sporom, teda pozrieme sa na to, ¢o by sa stalo, ak by také trojica a, b, ¢ neexistovala. Podme
teda éisla 1, 2, ..., 3n umiestiiovat do mnozin A, B, C tak, aby ndm nevznikla taka trojica.

Najprv umiestnime cislo, o ktorom je re¢ pre vSetky n a nachddza sa aj v najvicSom pocte nespravnych trojic,
teda ¢islo 1. Je tplne jedno, do ktorej mnoziny ho ddme, tak ho Supnime napriklad do mnoZiny A. Dalsie ¢islo,
ktoré umiestnime, méa na vyber A alebo nieco iné. Rozoberat pripady sa ndm nechce, tak sa na to pozrime inak.
Urdite existuje ¢islo, ktoré nebude v mnozine A. Pre konkrétnost (a iné vhodné vlastnosti, ktoré hned uvidime) si
zoberme najmensie také, ozna¢me si ho k a nech je napriklad v mnozine B. NavysSe z jeho minimality vieme, Ze
Gisla 1, 2, ..., k — 1 sa nachadzaju v A. Teraz chvilu netusime ako pokracovat, ale s uréitostou vieme povedat, ze
aj mnozina C musi nie¢o obsahovat. Po dobrych sktisenostiach si vezmime zasa najmensie také a oznac¢me ho [. Po
chvilke éachrovania si mézeme vSimnut nasledovné vlastnosti, ktoré na seba nadvizuju.

(1) Cislal—1,1-2, ..., 1—(k—1) sa nemdzu nachadzat v mnozine B, pretoze ¢isla 1, 2, ... , k—1 st v mnozine
A, ¢&islo [ je v mnozine C a to ndm uZ dava z1a trojicu. Kvéli minimalite [ sa nem6zu nachiadzat ani v mnozine
» J J
C, ¢ize musia byt v mnozine A.

(2) Cisla 1 +1,1+2,...,1+ (k — 1) sa nemdzu nachadzat v mnozine C, pretoze tvoria zlé trojice s ¢islami
l—(k—1),l—(k—2),...,l—1z mnoziny A a ¢islom k z mnoziny B.

Tieto kroky ndm pridali nejaké ¢isla do mnoziny A a spdsobili, Ze nejaké ¢isla nie si v mnozine C. Dokonca pre
nejaké velké k by to mohol byt aj kriticky problém. Ale podme sa bavit exaktnejSie. Bez rozoberania moznosti
toho teraz uz vela nepovieme. Je nacase pridat nové ¢islo. Ozna¢me ho m a pridajme ho do mnoziny C. Stile
myslime minimalisticky, tak nech je druhym najmensim v mnozine C'. Zasa chvilku po¢achrujeme a uvedomime si,
ze mozeme spravit obdobné pozorovania ako minule.

(I) Cislam—1, m—2, ..., m— (k—1) sa nemdzu nachadzat v mnozine B. Podla pozorovania (2) sa k — 1 ¢&isel
idtcich po I nenachddza v mnozine C, ¢&ize k — 1 &isel idtcich pred m sa nemoze nachddzaf v mnozine C.
Musia teda byt v mnozine A.

(I) Cisla m + 1, m + 2, ..., m+ (k — 1) sa nemdzu nachadzat v mnozine C lebo tvoria zlé trojice s &islami
m—(k—=1),m—(k—2),..., m—1zmnoziny A a ¢islom k z mnoziny B.

Teraz to ale uZ naozaj zac¢ina byt podozrivé. V mnozine A stale pribuda vela ¢isel a mnoZine C ich vela odopierame,
a pritom robime stéle to isté. Co tak na tom postavit indukciu? Podme tou ukézat, ze k — 1 ¢&isel idicich pred
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kazdym ¢islom z mnoziny C patri do mnoziny A. Pri indukcii je este ddlezité, cez ¢o ju budeme budovat®. Zoradme
si ¢isla z mnoziny C' od najmensieho po najvicsie, ozna¢me si ich ¢y, co, ... ,c,. Dokazovat budeme postupne
podla velkosti.

1° Pre &islo ¢; = [ sme pravdivost tvrdenia ukézali v pozorovani (1).

2° Indukény predpoklad hovori, 7e ¢isla ¢; — 1, ¢; — 2, ..., ¢; — (k — 1) patria do mnoziny A. Chceme ukézat, ze
tvrdenie plati aj pre ¢;+1. Obdobne ako v pozorovani (II) vieme povedat, zZe ¢isla ¢;+1, ¢;+2, ..., ¢;+(k—1)
sa nenachddzaji v mnozZine C. Nésledne, podobne ako v pozorovani (I), odvodime, Ze ¢isla ¢; 11 — 1, ¢;41 — 2,

., ¢iy1 — (k — 1) musia byt v mnozine A. Co sme chceli ukazat.

Pred kazdym ¢islom z mnoziny C' je aspon k — 1 ¢isel v mnozine A. O ¢isle k vieme, Ze je aspon 2, ¢iZe pred kazdym
z C je asponl jedno v A. Tu uz sa ndm ¢rtd spor. Ak by tento odhad sedel presne, tak mézu mat rovnako vela
prvkov. Tu sa vSak ukdze dalSia dobré vlastnost ¢isla 1, alebo skor minimality ka to ta, Ze ¢islo 2 nie je prvkom
mnoziny C, ¢ize ¢islo 1 je v mnozine A akoby navySe. Mnoziny A a C nemo6zu mat rovnako vela prvkov, ¢o je spor
so zadanim.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Ro¢ Skola ke | kg |5 |67 [8|9(10(11| p | s | >
1. Vodicka Martin 3. GAlej KE 7 8 919191919 45 | 134
2. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 0 919191919 45 | 122
3. Lukacek Viktor 4. GsvM PO 4 1 919199 9 45 | 117
4. Hornak Maridn 4. GPar NR 10 9 9191919 36 | 108
4. Simsa Stépan 3. Litométice CR | 5 5 9191919 36 | 108
6. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1 0 19/5/9(8]9 40 | 99
7. Kopf Michal 4. Opava CR 10 | 5 91419193 34| 94
7. Zidek Augustin 4. Frydlant CR 10 | 4 91919 27 | 94
9. Simkova Ludmila 2. GPar NR 4 0 |8(8[9|8|9 42 | 93
10. | Téth Michal 4. GJH BA 10 | 6 919 9 27 | 91
11. Korbela Michal 2. G Béanovce 4 019|898 0 34 | 90
12. | Hlavacik Matus 3. GAlej KE 6 2 919|619 33 | 84
13. | Kossaczka Marta 3. Gamca BA 7 4 91919 27 | 82
14. | Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 819 4 21 | 77
15. | Jurina Simon 2. Gamca BA 3 0 [3]9 9 21 | 75
16. | Koprda Pavol 4. GAM TT 9 3 91819 26 | 73
17. | Galovicova Sona 4. GJH BA 10| 7 9|8 17 | 72
18. | Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 4 3 9|7 16 | 70
19. | Psota Miroslav 2. GHlin ZA 4 0|38 9 20 | 67
19. Sucik Samuel 1. GJH BA 1 0 819 17 | 67
21. | Privoznik Matej 2. GJH BA 4 0 |8]81|9 25 | 64
22. | Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 0 | 62
23. | Zhen Ning Déavid Liu 2. Gamca BA 2 0 13[]9]91]9 30 | 61
24. | Lipovsky Mério 2. GJH BA 4 |0 9 | 60
25. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 0 | 59
26. | Matejovicova Tatiana 3. Gamca BA 4 0 8196 23 | 58
27. | Gonda Tomés$ 3. Gamca BA 4 1 8192 19 | 57
27. Hofierka Jaroslav 2. GJAR PO 4 01|38 9 20 | 57
29. | Svoboda Josef 3. Frydlant CR 4 1 819|812 27 | 55
30. | Vlachynska Petra 4. GJH BA 7 0 819 17 | 54
31. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 9 3 9 0 0 10 | 51
31. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 4 0 [|3|6]2]2 13 | 51
31. | Jasencakova Katarina 4. GVO ZA 10 | 4 9 2 11 | 51
31. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 4 0|38 11 | 51
35. Marec¢akova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 21919 20 | 50
36. | Belanova Michaela 4. SPMNDG BA | 9 3 9 8 17 | 49

6Casto sa tvrdenia dokazuju pre prirodzené ¢&isla a tam je poradie a nieco ako nasledovnik jasné. V nasom pripade to az také jasné
nie je.
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 67 1011 s [ >
36. | Pokryvka Filip 2. G Banovce | 4 | 0 519 1 17 | 49 |
36. | Surovcik Juraj 3. GPOH DK 6 1 819 17 | 49
39. | Je¢menové Andrea 2. GVO ZA 4 0 6 9 | 46
40. | Kavicky Dusan 3. GJH BA 5 2 0 | 45
41. | Vlgek Andrej 4. EvSS LM 7] 2 8 8 | 44
42. | Bock Michal 3. Gamca BA 5 1 819 20 | 43
42. | Zemkova Kristyna 4. Prachatice CR | 5 1 819 26 | 43
44. Krakovska Hana 2. Gamca BA 4 0 6|2 13 | 40
45. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 819 0 18 | 39
46. | Hraska Peter 3. Gamca BA 4 0 1 9 | 38
47. | Hanzely Filip 3. GAP SB 7 3 9 18 | 37
47. | Mojzisova Karolina 2. Gamca BA 4 0 812 13 | 37
49. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL 2 0 0 | 36
49. | Nociarova Jela 3. GBST LC 6 1 8 8 | 36
51. | Pesta Milan 3. GK2 PO 3 0 9 9 | 34
52. Cervenidk Michal 3. G Ptchov 4 0 0 | 33
52. Pellerova Daniela 3. Gamda BA 7 3 0 10 | 33
54. | Krajciova Katarina 1. GAlej KE 1 0 0|31
55. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 0 |30
55. | Gressak Jergus 3. SPMNDG BA | 4 0 8 8 | 30
57. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0 9 9 |27
57. | Kello Tomas 3. GJAR PO 3 0 0 |27
59. | Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 7 2 0 | 26
60. | Puza Marko 2. GPos KE 2 0 3 | 25
61. | Teiml Dominik 3. AG Praha 5 3 0|24
62. | Gafurov Askar 3. Gamca BA 5 1 0 | 23
62. | Kovacova Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 0 | 23
64. | Rako Matus 1. Gamca BA 1 0 9 9 | 20
65. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 0 | 18
65. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 0 0 |18
65. Smolik Martin 3. Gamca BA 5 0 0 | 18
68. | Fagulova Kristina 4. GPos KE 9 | 3 0 | 15
68. | Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 0 |15
70. | Miklos Martin 4. EvLyc BA 4 0 3 | 14
71. | Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDG BA | 4 | 0 0 | 13
72. Galanova Miriam 2. GJH BA 2 0 0 | 12
72. | Vozarova Viktoria 2. GJH BA 3 0 0|12
74. | Ivanov Maridn 3. GJH BA 3 0 3 3|10
75. | SemaniSinova Denisa 3. GAlej KE 5 0 0|7
75. | Sandalova Michaela 2. SPMNDGBA | 4 | 0 0| 7
77. Sromekova Karolina 2. GDT PP 4 0 1 1 6
78. Santer Martin 3. GMH Trstena 5 0 0 5
79. | Klimkovi¢ Anna-Méria 2. SPMNDG BA | 3 0 0| 4
80. MeloSova Veronika 3. GJCh BR 4 0 1 1 2
80. Polovka Maros 2. GKuk PP 3 0 0 2
82. | Filova Lucia 4. HA BR 4 0 0 1
82. | Pivovarnik Roman 2. GJAR PO 4 0 0 1
84. | Vozarova Zuzana 4. GJH BA 4 0 0 0
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kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3]4][5]6]7 )
1. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1 1919 91519 128
1. Sucik Samuel 1. GJH BA 1 (71919 819 128
3. | Longa Maridn 1. SPMNDGBA | 1 [6[7]9]3 9 113
4. Lam Tuén Ding 1. GJH BA 119194807 104
5. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 1191912 |6]3]8 101
6. Rako Mats 1. Gamca BA 11913 610]9 78
7. Kralik Matej 1. GJH BA 1 (8|9 412]3 74
8. Steniova Jilia 1. GJH BA 1 (8|9 |0|1]3 69
9. Palko Maximilian 2. 1SG BA 2 115 3 9 68
10. | Duratna Petra 1. SPMNDGBA | 1 |23 31811 64
10. | Ivan Lukas 2. GJH BA 2 91612331 64
12. | Murin Martin 1. GJH BA 1 |6]9]2 0 9 61
13. | Durajkova Hana 1. GJH BA 1 181910 3 58
14. | Jurina Simon 2. Gamca BA 3 319 48
15. | Zhen Ning Déavid Liu 2. Gamca BA 2 31919 45
16. | Veseld Simona 1. GJH BA 1 44
17. | Martinkova Sandra 1. GJH BA 1 6 8 40
18. | Svitkova Patricia 2. GLN BA 2 6 34
19. | Pilnan Branislav 1. GJH BA 1 33
20. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 4 0 9 28
21. | Hives Zdenko 2. 1SG BA 2 1|5 22
22. | Vozarova Viktéria 2. GJH BA 3 19
23. | Galanova Miriam 2. GJH BA 2 11
24. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 3 8
25. | Oskova Eva 2. GJH BA 2 7
26. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 1 6
27. Klimkovi¢ Anna-Maéria 2. SPMNDG BA | 3 4

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, [ 1|2 45|67 >
1. Daniel Mark 2. GPar NR 3 216|719 81
2. Horvéath Samuel 2. GPar NR 3 4101019 79
3. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 1 1117 319 65
4. Presinska Kristina 1. GPar NR 1 1319 2131710 64
5. Téth Andrej 2. GPar NR 2 9 0|09 60
6. Marcekova Katarina 1. GPar NR 1 1319 11060 56
7. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 119 54
8. Kovacova Maria 1. GsvCMNR | 1 | 6|3 51
9. Hladka Barbora 1. GPar NR 1 13]9 0|60 44
10. | Bielikova Michaela 2. GVMS 2 33
11. | Strakova Valentina 2. GVMS 2 1210 32
12. | BaladZzova Michaela 2. G Banovce 3 2 29
13. | Kutka Daniel 2. GPar NR 2 22
14. | Matiasko Dusan 2. GVBN PD 2 3
15. | Suppa Marek 3. GsvCM NR | 3 2
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kategdria ALFA, stred

Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2]3 5[6 3
1. Nepsinska Silvia 1. GJCh BR 119139 3|8 104
2. Knaze Adam 1. GJCh BR 1 |6]|1]5 9 76
3. Dracek Frantisek 1. GSkol PB 1 | 8|64 316 73
3. Tomasec Samuel 2. GVar ZA 2 714 3 73
5. Mores Martin 2. GVar ZA 2 910 3 63
6. Rizman Daniel 2. GVar ZA 2 910 3 48
7. Santrova Michaela 1. GMH Trstena | 1 7 46
8. Labjakova Gabriela 1. GMH Trstena | 1 45
9. Halamova Maria 1. GVO ZA 1 14/|6 0 44
10. Cimerman Jakub 3. GJGT BB 3 39
11. | Hradnanska Petra 1. GVar ZA 1 21
12. | Seligova Kristina 1. GsvFA ZA 1 15
13. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola ke 11213 5|6 >
1. Krajciova Katarina 1. GAlej KE 1 83
2. Rapavy Martin 2. GAlej KE 3 4 6|8 68
3. Pesta Milan 3. GK2 PO 3 6 9 66
4. Jarosova Dorota 1. GAlej KE 1 65
5. Puza Marko 2. GPos KE 2 6| 2 3 64
6. Kocisédk Samuel 1. GPos KE 1 19]3|2 3 62
7. Jursa Jan 2. GPos KE 2 6|9 3 50
8. Oravcova Martina 2. GPos KE 2 44
9. Flérianova Lucia 2. GPos KE 2 117 3 41
10. | Galajda Marek 3. GsvTAKE | 3 32
11. | Zenc¢uchova Andrea 1. GJAR PO 1 31
12. | Dudic¢ Jan 3. GPos KE 3 24
12. | Kello Tomas 3. GJAR PO 3 24
14. | Lukac¢ Jakub 2. GKuk PP 2 20
15. | Fedadk Marek 1. CGsvM SL 1 18
16. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL | 2 9
17. | Orszagh Marian 2. GJAR PO 3 7
17. | Stehlik Mojmir 1. GTreb KE 1 7
19. | Bagista Adam 2. GKuk PP 2 6
20. Polovka Maros 2. GKuk PP 3 1
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Rod. Skola ko [1]2]3 5|6 >
1. Zarsky Jan 1. Koptivnice CR | 1 [ 3] 6| 4 3 84
2. Stépanek Martin 1. Piibor CR 1 1917 4 74
3. Zlocha Martin 1. Kirchberg LU 1 |11 3 55
4. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 25




