Vzorové riesenia 1. série letnej éasti KMS 2011/2012

Uloha é&.1: Gyro Vynalezca kopiruje v pocitaci n rovnako velkych stiborov. Poéita¢ mu zobrazuje dva progress
bary'. Horny ukazuje, kolko percent zo vSetkych dat je uz skopirovanych. Spodny ukazuje, kolko percent z prave
kopirovaného stiboru je uZ skopirovanych. Na zaciatku st oba progress bary na 0%. Kolkokrdt sa pocas celého
kopirovania stane, Ze budt oba progress bary ukazovat rovnako vela percent a na kolkych percentéach to bude?
Riesenie: (opravovala Ada)

Najprv sa zamyslime nad situiciou, ked mame iba jeden stibor. Vtedy oba progress bary postupuji subezne.

Iné je to, ked mame stbory dva. Vtedy zacinaji aj konéia progress bary spolu, avSak medzitym je horny vzdy
bud presne polovica zo spodného (pocas kopirovania prvého siboru), alebo o 50% viac (pocas kopirovania druhého
suboru). Teda sa stretnti prave dvakrat.

Preskiimajme eSte moZnost s troma sibormi. Progress bary sa stretni zrejme na zaciatku a na konci kopirovania.
Stretnt sa vsak aj medzi tym? V tomto pripade sa da tipnut, Ze sa stretni aj v strede kopirovania, ked je skopiro-
vanych 1,5 stboru. Teda spolu trikrat. Mozeme si teraz tipniat, Ze by to mohlo byt n-krat, ked to vyslo pre n = 2
a n = 3. Je to vsak skutocne tak?

Podme sa teraz pozriet na vSeobecny pripad. Majme n rovnako velkych stiiborov. Druhy progress bar nech je prave
na P percentach. Skopirovanych uz mame () siborov. Potom prvy progress bar bude prave na

4+
100 - u%.
n

My chceme zistif, kedy st oba progress bary na rovnakej hodnote. Musi platif rovnost

P
100 - m =P,
n
ktora upravime na
P __Q
100 n-—1

Zamyslime sa teraz nad tym, ¢o sme dostali. Lava strana je urdite ¢islo rovné nanajvys 1. To isté musi potom
platit aj pre prava stranu. Teda @ je nanajvys n — 1. KedZe Q je pocet stiborov, tak mame prave n moznosti:
Q=0,1,2 ..., n— 1. Zaroven uz vidime, Ze progress bary sa stretntt vzdy na hodnote 100 - Q/(n — 1) percent.
Howgh.

Uloha é&. 2: Snehulienka si mysli prvoéislo p > 7. Trpaslici tvrdia, ze p*> — 1 je delitelné ¢islom 24. Dokdzte, Ze
maju pravdu.

Riesenie: (opravovala Betka a Mary)

Ked dokazujeme delitelnost, lepsie sa ndm pracuje so si¢inom, takze si rozlozime ¢&islo p? — 1 na stéin (p+1)(p—1).
Cisla (p+1), p, (p— 1) st tri po sebe idtice ¢isla, ¢o znamen4, ze jedno z nich je ndsobkom 3. Vieme, 7e to nebude
p, kedZe p je prvodéislo a plati p > 7. Preto to musi byt jedno zo zvy$ngch dvoch ¢isel a teda stcin (p+1)(p — 1) je
urcite nasobkom 3.

Dalej vieme, ze (p — 1) a (p + 1) st po sebe idiice parne ¢isla, tym padom je jedno z nich navyse aj nasobok 4,
a teda ich suc¢in (p + 1)(p — 1) je nasobok 8.

KedZe (p+ 1)(p — 1) je nasobkom 8 aj 3, tak je aj nasobkom 24. Tym sme dokazali, Ze p? — 1 je delitelné 24.

Uloha é&. 3: VIk sliibil Cervenej Ciapocke, Ze ju nezozerie, ak dokaze, %e pre Iubovolné dve realne ¢isla a a b plati

(a® +6?)° > (a* + 7).

Lindikator, ktory ukazuje, kolko percent stiboru je skopirovanych
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Zachrante Cerventi Ciapocku a dokazte tiito nerovnost.

RieSenie: (opravovala Mata a Mojo)
Zadand nerovnost roznasobime a ekvivalentne upravime:

(> +6%)° > (a® + %)%,
ab + 3a*b? + 3a2b* + 1% > b + 233 + b6,
3a*b? + 3a%b* > 2a3b37
3a*b? + 3a2b* — 2a30® > 0,
a’b® (3a® + 3b* — 2ab) > 0,
a®b® (24> + 20 + (a — b)) > 0. (1)
KedZe druha mocnina Tubovolného realneho éisla je nezaporné &islo, tak (a — b)? > 0, a®> > 0 a b*> > 0. (Cize aj

a®b? > 0, 2a% > 0, 2b*> > 0.) Sucet aj stcin nezdpornych ¢isel je nezaporné &islo (premyslite si, preco), a teda vyraz
na lavej strane nerovnosti (1) je vzdy nezédporny. Tym sme dokazali to, ¢o sme mali dokazat.

Uloha é&.4: Morsks panna hra na plazi hru, ktorej cielom je prepisat M I na MU. Na zaciatku hry ma v piesku
napisané slovo M I. So slovom, ktoré je napisane v piesku, potom moze robit nasledujice tikony:

i) ak sa slovo kon¢i na I, méze na koniec pridat U,

ii) ak st v slove tri I za sebou, méze ich nahradit za U,
iii) slovo Mz, kde x je akdkolvek postupnost pismen, méze nahradit za Mz,
iv) dve U za sebou méze zmazat.

Je mozné, aby po konec¢nom pocte tikonov ostalo v piesku napisané MU? Ak ano, ako? Ak nie, vysvetlite preco.

RieSenie: (opravoval Vero a JeFo)

Vela z vés si vSimlo, Ze v tomto priklade bude dolezitd delitelnost tromi. Priradme teda kazdému slovu hodnotu
tak, Ze sa bude rovnat sic¢tu poctu pismen I a trojnasobku poc¢tu pismen U. Takéto priradenie zachovéva podla
pravidla ii) rovnocennost U s tromi /. Toto ohodnotenie slova je vihodné najmé preto, Ze sa jeho zvySok po deleni
tromi sprava velmi pekne.

Uvazujme slovo s hodnotou a. Ked budeme teraz hovorit o zvysku, myslime tym zvySok po deleni hodnoty a tromi.

i) Pouzitim prvého pravidla priddme U, a teda nova hodnota slova bude a + 3. ZvySok sa ndm nezmeni.
ii) Pri vymeneni troch I za jedno U sa hodnota a, a teda ani zvySok nezmeni.
iii) Tretie pravidlo ndm refazec pismen za pociatoénym M zdvojndsobi, ¢ize novd hodnota bude 2a.

iv) Vymazanim dvoch U sa hodnota znizi na a — 6, ¢ize opiit sa zvySok nezmeni.

Nagou tilohou je dostat slovo MU, ¢o zodpoveda hodnote 3. Vieme kombinaciou tychto pravidiel dostat hodnotu
a = 37 Vieme vobec ziskat hodnotu delitelni tromi? Zac¢iname so slovom M1, ktoré mé hodnotu rovna 1 a zvySok
po deleni tiez 1. KedZze pravidld i), ii) a iv) ndm tento zvySok nemenia, pozrieme sa blizsie na tretie pravidlo. Po
zmene slova s fubovolnou hodnotou a a zvyskom 1 (¢ize a = 3b + 1) tretim pravidlom dostaneme nova hodnotu
2a = 2(3b+ 1) = 3(2b) + 2 so zvyskom 2. Mozeme ist dalej: zistime, ¢o spravi toto pravidlo s hodnotou a, ak ma
zvySok 2 (a = 3c + 2). Dostavame dvojnasobok 2a = 3(2¢) +4 = 3(2¢) + 3 + 1 = 3(2¢ + 1) + 1, o znamena, Ze
méme hodnotu znovu so zvyskom 1! Tretie pravidlo nas zacykli na hodnotach, ktoré nie st delitelné tromi. Tym
padom pouzitim hociktorého pravidla nedostaneme hodnotu, ktora by dévala zvySok 0. Hodnota a nikdy nebude
3. Tym paddom sme dokézali, Ze pouzitim kone¢ného poctu pravidiel i) — iv) nemozeme dostat slovo MU.

Uloha é&.5: Nech x, Yy, Z, a, b, c s redlne ¢isla a zaroven a, b, ¢ si nenulové. Da]ej nech
z
—-_—===-, CI,+b+C:1 a a,2+b2+62:1.
c

Dokazte, ze xy + yz + zx = 0.

Riesenie: (opravoval Kozzy a Palo)

K dispozicii mame celkom pekné mnoZstvo rovnosti. Ked si eSte uvedomime vzfahy medzi nimi, moZzno sa nam
podari zistif este niedo viac. Podme sa pozriet, ¢o sa stane s rovnostou a + b + ¢ = 1 po umocneni oboch stran na
druht. Prava strana sa zjavne velmi nezmeni. Po umocneni lavej strany uvidime aj ¢leny, o ktorych uz nieco vieme:

(a+b4c)? =a® +b> + 2+ 2ab + 2bc + 2ac = 1.

Presnejsie, vieme, 7e a’ + b% + ¢ = 1, ¢o mdzeme smelo dosadit:
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1+2(ab+bec+ ac) =1,
ab+bc+ ac=0.

Dozvedeli sme sa niec¢o nové, aby sme to mohli ocenit, skiisme eSte jednu Gpravu. Podla zadania a, b, ¢ st nenulové,
nerob{ ndm teda problém delif rovnost vyrazom abc:

1 1 1

-+ -+-=0.

a b ¢
Pomaly, ale isto sa blizime k tvaru podobnému tomu poslednému zo zadania, k ¢omu sme sa eSte nedostali.
Vsimnime si tvar dokazovanej rovnosti. St to tri dvojcleny, z kazdého chyba jedno z trojice pismeniek x, y, z.
V zadani méame tri zlomky, kde v ¢itateli je vzdy prave jedno pismenko zo spomenutych troch — pokojne méoze byt
prave tym tretim, ktoré v dokazovanej rovnosti mat nechceme. To ndm jednoznacne naSepkava, ze posledny tvar
rovnosti, ktortt sme upravovali, bude dobré prenasobit vyrazom xyz:

ez | wyE | wyE_

b
x z
f'yz—ky'xz—l—fquzo.
a b c

Vyuzitim znalosti zo zadania moZeme za y/b ako aj z/c dosadit z/a, a nésledne tento ¢len vyiiat:

x
E(xyqtyz +xz) =0.

Napokon mame stéin dvoch vyrazov rovny nule, teda uréite bude rovny nule aspoii jeden z nich. Treba si uvedomit,
Ze ak by to bol zlomok x/a, potom na zdklade rovnosti v zadani aj y/b = 0 a z/c = 0, to by ale znamenalo, Ze
x=y=2=0,ateda aj xy + yz + vz = 0. Na zdklade toho poslednd uvedend rovnost plati v kazdom pripade,

teda sme ukézali, ¢o bolo treba.

Uloha ¢&. 6: Popolvar najvicsi na svete sa opét raz hra sam v humne na sene. Ma mriezku velkosti 2 x n a ¢isla 1,
2, ..., 2n. Kolkymi spésobmi moze vyplnit mriezku ¢islami tak, aby kazdé dislo k, okrem 1 a 2n, susedilo jednou
stranou s k — 1 a dalSou stranou s k + 1? Na jedno policko mriezky ide jedno déislo.

Riesenie: (opravoval Beren)

Nazvime si Popolvara familidrne ako Popi a podme sa pozriet, ¢o nam vyhttal. Co sa Popi snazi urobit, je akysi
hadik zo vzostupného radu ¢isel, ktory nikde neprechddza cez seba a pokryva celu siet 2 x n. Najdolezitejsie budu
zrejme krajné ¢isla, teda 1 a 2n. Zaujimat sa budeme ale iba o zaciato¢né ¢islo, teda 1. Podme sa bliZsie pozriet,
kde sa moze nachadzat.

1. Cislo 1 sa nachadza v rohu:
Popi vyplial é&isla postupne od najmensiecho po najviicsie, ked si uvedomil (a my by sme si mali tiez), ze
akonahle sa niekde vyskytne situdcia, ze mé dve ¢isla (k a k + 1) vodorovne vedla seba a pod nimi ni¢, je uz
iba jeden spdsob ako vyplnif tabulku. Vid $ipky na obrazku.

k=1 Fk | k+1 | = | - | = |\
k—=2]2n|2n—1| < — |

Ked sa nechceme dostat do takejto situdcie, musime robit z éisel, a teda z nasho hadika akési vinky, a potom
v nejakom bode sa rozhodneme, Ze uZ stac¢i a dokonc¢ime hadika ako na obrazku. Kolko viniek méZzeme spravit?
Najmenej 0, najviac n — 1, ¢o je n moznosti. Vlnku v poslednom stipci ratat nebudeme, kedZe t4 tam musi
byt vzdy, ved ako inak by sa hadik otoéil okolo rohov? CiZze méame $tyri rohy, v ktorych méze byt &islo 1, pre
kazdy roh n moznosti ako robit vinky, dohromady je to 4n moZnosti. Samozrejme, okrem pripadu, ked n = 1,
potom je to iba 2n, ¢ize 2 moznosti.

2. Cislo 1 sa nenachadza v rohu:
Popi nemdze daf ¢islo 2 vedla v zvislom smere, lebo potom by si tabulku rozdelil na 2 nespojené sektory.
Musime sa teda pohnif vodorovne do niektorej strany, éim sa dostaneme do situdcie ako na prvom obrazku.
Potom musime nésho hadika otocit okolo rohov a vratit sa k ¢islu 1. Teste sa, lebo nasleduje druhy obrazok.

k+1 |k | k=1« |- | = | N
11 2 | = | =

Toto uZ nie je ni¢ iné ako 1. pripad, lenze neza¢iname éislom 1, ale k+ 1 a nemame n stipcov, ale iba nejakych
m. Co vytvara m roznych moznosti ako dokon¢it tabulku. Lenze takisto sme mohli za¢at na druht stranu,
kde nam ostalo n —m — 1 stipcov (dokopy stlpcov musi byt n — 1, kedze 1 sme zabrali ¢islami 1 a k), ¢o je
dalgich n — m — 1 moznosti. CiZe pre kazdu poziciu &isla 1 dostavame m +n —m —1 = n — 1 moznosti. KedZe
méme 2(n — 2) moznosti kde umiestnit ¢islo 1, v tejto Casti dostdvame 2(n — 1)(n — 2) moznosti.
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Popimu uz stadi tieto dve ¢isla séitat a ma vysledok, ¢ize 4n 4+ 2(n — 1)(n — 2) moZnosti ako vyplnit tabulku.
Samozrejme, okrem pripadu, ked n = 1, vtedy st to iba dve moZnosti. No a zazvonil zvonec, toto je koniec
a Popolvar zil stastne, az kjm nepomrel.

Uloha é&. 7: Okolo taboraka sa posadilo 2011 dievcat a 2012 chlapcov. Kazdii hodinu sa medzi dvoch Iudi rovnakého
pohlavia posadilo dievéa, medzi dvoch Iudi rozneho pohlavia sa posadil chlapec a povodné osadenstvo taborédka sa
islo hrat do lesa, takze okolo tdabordka bolo vzdy prave 4023 ludi. Dokézte, Zze po kone¢nom pocte hodin nemézu
zostat okolo tabordka samé dievcata.

Riesenie: (opravoval Kubo K.)

Ako to uz byva pri takychto tlohach, kde treba dokazat, Ze sa nieco neda, najjednoduchsie je zacat riesit sporom.
Predpokladat, Ze to nastalo, a potom sa pozriet ako to muselo vyzeraf predtym. Predpokladajme teda, Ze v nejakej
hodine si1 okolo ohna samé dievéati. Predpokladajme navySe, Ze tato hodina je prva, v ktorej tento stav nastal.
Pozrime sa, ako to muselo vyzerat hodinu predtym. KedZe diev¢até si sadaju len medzi dvojice rovnakého pohlavia,
museli byt pred hodinou okolo ohiia vSetci rovnakého pohlavia. KedZe sme predpokladali, Ze toto je prva hodina,
kedy st okolo ohtia samé diev¢atd, museli tam pred nimi byt sami chlapci. A teraz sa opif pozrieme, ako museli
byt deti okolo ohitia pousadzané, aby si tam potom sadli sami chlapci. Chlapci si sadaji len medzi dvojice rézneho
pohlavia, teda okolo ohiia museli byt chlapci a dievéatd na striedacku.

To vSak znamena, Ze tam muselo byt rovnako vela chlapcov ako dievéat. Cize spolu ich musel byt parny pocet. My
ale vieme, ze okolo ohna je vzdy 4023 deti, ¢o je neparne ¢islo. Tym sme dostali spor.

Iné rieSenie:

Tento priklad sa vSak dal rieSit aj inak ako sporom. Uvedieme len ndvod, poriadne si to dokondite ako cvidenie. D4
sa ukéazat, Ze ak v nejakej hodine st okolo ohria aspoii jeden chlapec a jedno dievca, potom aj v dalSej hodine bude
okolo ohna aspon jeden chlapec a aspon jedno dievéa. Z principu matematickej indukcie potom vyplyva, ze nikdy
pri ohni nemézu ostat len dievéata.

Uloha é&. 8: O prirodzenom ¢&isle? n vieme, ze ¢isla 2n +1 a 3n+ 1 sti §tvorcami celych &isel. Moze byt potom ¢islo
5n + 3 prvocislom?
Riesenie: (opravoval Kubo S.)
Zamyslime sa najprv, ¢o od nas tloha chce. Chceme zistit, ¢i 5n+3 moze byt prvoéislo. Ked sa hovori o prvoéislach,
malo by ndm hned udriet do hlavy slovné spojenie ,prave dva kladné delitele*. Chceme zistit, ¢i 5n + 3 moze mat
prave dvoch kladnych delitelov, a to 1 a 5n + 3. Pri takychto tlohéch ndm ¢asto pomoze vyjadrit dané ¢islo ako
stuéin prirodzenych ¢isel. Podme sa o nieco také pokusit.
Vieme, Ze

2n+1 = a?, (1

)

3n+1=0b% (2)

pre nejaké celé &isla a, b. O ¢islach a, b mozeme dokonca predpokladat, Ze st to prirodzené &isla, lebo plati (—a)? =
a?. Nasim cielom je inym spdsobom vyjadrit &slo 5n+ 3. Co tak pouzit &isla 2n+1 a 3n+1? Priam sa ndm ntkaji:

5n+3=42n+1) — (3n +1) = 4a® — b* = (2a + b)(2a — b).

Teraz mame ¢islo 5n + 3 zapisané ako stéin dvoch prirodzenych éisel. (Cislo 2a — b je kladné, pretoze 5n+3 aj 2a+b
st kladné.) Z toho, ¢o sme si povedali na zaciatku, vyplyva, ze ak 5n + 3 je prvocislo, tak nutne 2a + b = 5n + 3
a2a—b=1 (kedZe 2a + b > 2a — b).
Ak 2a — b =1, tak b = 2a — 1. Dosadenim do rovnosti 5n + 3 = 2a + b dostaneme
5n+3=2a+b=4a—1,
5n=4a—4=4(a—1). (3)

Na druhej strane, z rovnosti (1) a (2) mame

Sn=2n+3n=a>—-1+b>-1=(a—1(a+1)+(b-1)(b+1)=
=(a—1(a+1)+ (2a —2)2a = (5a +1)(a — 1). (4)

Porovnanim rovnosti (3) a (4) dostaneme 4 = 5a + 1, ¢ize a = 3/5, ¢o vSak nie je prirodzené ¢islo. Z predpokladu,
7e 5n + 3 je prvocislo, sme postupnymi tivahami prisli k zaveru, Ze a nie je prirodzené c¢islo. Teda predpoklad, Ze
5n+ 3 je prvodislo, bol zly. (Této metéda dokazovania sa vold dokaz sporom.) A tak mozeme vyhlasit, Ze pre ziadne
prirodzené n vyhovujuce zadaniu nie je ¢islo 5n + 3 prvocislom.

Uloha ¢&.9: Hago ma doma kocku s dlzkou hrany 3, ktora je rozdelena na 27 rovnakych malych kociek s dlzkami
hran 1. Hago kazdé z ¢isel 1,2, ...,27 priradil prave jednej malej kocke. Potom spocital siucet tychto ¢isel pre kazdu

2Nulu nepovazujeme za prirodzené &slo.
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trojicu kociek leziacich na jednej priamke rovnobeznej s nejakou hranou kocky. Takto dostal 27 suctov. Zistite,
kolko najviac z tychto sti¢tov moze byt nepéarnych.

Riesenie: (opravoval Hago a Lindtka)

Pri prvom pohlade na tento priklad si mozeme vSimnut, Ze na ¢islach samotnych nezalezi, zalezi iba na ich parite.
Maéme 14 neparnych ¢isel (budeme ich oznacovat N) a 13 parnych éisel (budeme ich oznacovat P) — tolko ich totiz
je medzi ¢islami 1 az 27. Takisto sa pozrime, kedy je nejaky sicet parny. To sa stane prave vtedy, ked sa v fiom
nachadza parny pocet neparnych ¢isel. Teraz uz mame zakladné informacie, ktoré nam pomozu pri rieSeni prikladu.
Pozrime sa na nasu kocku 3 x 3 x 3, avSak iba na tie suéty, ktoré st navzajom rovnobezné (sucty rovnobezné
s jednou konkrétnou hranou). Takto sme ziskali 9 sti¢tov, pricom kazdé ¢islo je v prave jednom z tychto deviatich
suctov. Ak zratame tychto 9 stctov, zratame vsetky Cisla od 1 po 27. Ale to je 14 N a 13 P, ¢ize tento sucet je
parny. Tym padom vieme, ze z naSich deviatich sii¢tov je parny pocet neparnych. Z toho vyplyva, ze je medzi nimi
aspon jeden parny sucet.

Ak si ale teraz vyberieme inych 9 rovnobeznych stctov, takisto tam musi byt parny pocet neparnych suctov, ¢ize
asponi jeden parny sucet a plati to aj pre zvy$ngch 9 suctov. (Su tri rozne smery hréan.)

Takto mame 3 trojice s parnym stctom, ktoré ale nie st navzajom rovnobezné, ¢ize su urcite rozne. Pocet neparnych
stucétov bude teda najviac 24. Teraz nam stacéi ukazat, Ze pre 24 neparnych suctov vieme vyhovujico oé¢islovat kocky
a budeme hotovi. Najlahsie sa to bude dokazovat nadjdenim takej kocky. Nakreslime ju po jednotlivych poschodiach:

N|P|P N|N|N N|P|P
P|N|P N|N|N P|N|P
P|P|N N|N|N P|P|P

Uloha ¢&. 10: CéDecka prestalo bavit skakat po nekonecnej Sachovnici kotiom, ktory chodi klasicky do tvaru pismena
L. Preto si vymyslel (a, b)-koria, ktory skdce o a policok jednym smerom, o b poli¢ok druhym smerom a postavil ho
na svoju nekonecnu Sachovnicu. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla a a b sa jeho (a,b)-kori vie dostat na vedlajsie
policko, susediace stranou so zaciatoénym polickom, na menej ako a + b tahov.

Riesenie: (opravoval CD)

Pre zaciatok by sme si radi zapisali pohyb koria po Sachovnici v re¢i matematiky, aby sme sa v tom lepsie vyznali.
Pouzijeme stiradnicovi ststavu a BUNV? za¢iname v bode [0, 0]. KedZze vieme plochu symetricky otocit, tak BUNV
sa chceme dostat do bodu [0,1]. Kon v kazdom kroku zmeni kazda zo svojich siradnic o +a alebo +b, teda po
niekolkjch fahoch budi obe stiradnice jeho polohy tvaru ka + Ib, pre nejaké celo¢iselné k, 1. Co vieme o tychto k, I?
Opisuju, o kolko viac sko¢il koti o +a, respektive +b ako o —a respektive —b. (Premyslite si.) Teraz uz méame pohyb
kona opisany, hit sa do samotného prikladu.

Cely priklad pozostava z troch pozorovani, pricom v trefom vyuzijeme prvé dve. Prvé pozorovanie vychadza
z rovnice pre y-ovi stradnicu ka + b = 1. Co by sa stalo, ak by boli a, b stdelitelné? Potom by sa dali zapisat
ako a = d-ag,b = d - by pre nejaké d > 1 a celd rovnica by sa dala prepisat ako 1 = kdag + ldby = d - (kag + lbo).
Vidime, Ze d deli pravi stranu, takze d musi delit aj lav( stranu. KedZze plati d > 1, tak nastal spor. Teda a,b st
nestudelitelné.

Druhé pozorovanie sa dalo obist, avSak prinasalo sympatické rieSenie. Pouzijeme bezné ofarbenie Sachovnice. BUNV
zaCiname na ¢iernom policku a teda [0, 1], na ktoré sa chceme dostat, je biele. V zavislosti od a,b bude kot po
kazdom skoku menit farbu, alebo bude stale skdkat po ¢iernych. Kedze kot za¢ina na ¢iernom policku, a na konci
mé byt na bielom policku, tak je zrejmé, Ze bude menit farby. A taktiez je zrejmé, Ze musi spravit neparny pocet
skokov.

Este sme nevyuzili, Ze z-ovéa stradnica mé byt na konci 0. Z pohladu pohybu nasho kona to znamenad, ze ka+1b = 0
a teda ka = —Ib. (Toto st iné k,l ako v prvom pozorovani.) Médme alka, z ¢oho vyplyva a| — lb. KedZe z prvého
pozorovania st a, b nestdelitelné, tak a|l. Z analogickej tivahy dostavame aj b|k. Co ak by k = 0?7 Potom aj [ = 0. To
ale znamenad, Ze podet skokov o +a respektive +b je rovny poctu skokov o —a respektive —b, z ¢oho dalej vyplyva,
Ze sme urobili parny pocet skokov. To je ale spor s druhym pozorovanim, ze potrebujeme neparny pocet skokov.
Ostéva teda moznost, ze k # 0. Kedze b|k, tak |k| > b. Analogicky dostavame nerovnost |I| > a. Z informacii, ktoré
mame o k, ! dostdvame, Ze potrebujeme asponl a + b skokov, aby sme sa dostali na [0, 1]. (Tiez si premyslite.)
Odpoved na otazku zo zadania je, Ze neexistuju prirodzené a,b, pre ktoré by sme sa vedeli dostat na susediace
policko na menej ako a + b skokov.

Uloha é&.11: Petrzlen je guvernérom $tatu, kde medzi kazdymi dvoma mestami existuje priame cestné spojenie,
bez krizovatiek s inymi cestami. V Stéte je n miest a plati sa myto v cene x;; za pouZitie cesty medzi mestami i
a j. Cesta medzi dvoma mestami je oboma smermi rovnako drahd. Okruznou cestou nazveme postupnost n ciest
prechddzajicich cez kazdé mesto prdve raz. Petrzlen chce byt spravodlivy, a preto nariadil zdkon, ktory kazdej
okruznej ceste urcuje v sucte rovnaku cenu. Dokazte, Ze potom existuju cisla ay,as,...,a, a by, ba, ..., b, také, Ze
pre kazdé i, j plati x;; = a; + b;.

3bez ujmy na vseobecnosti
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Riesenie: (opravoval Edo a Matus)
(Podla Mira Stankovica.) Najprv dokédZeme pomocné tvrdenie.
Lema: Cena kazdej okruznej cesty je rovnakd préve vtedy, ked pre kazdu $tvoricu miest a, b, ¢, d plati

ZTac + Tod = Tab + Ted-
Dékaz: Dokazeme dve implikécie:

Vezmime si okruznu cestu S, ktord prechadza zaradom mestami a — b — ¢ — d. Zmenou tGseku a — b —c —d
naa—c—>b—dv ceste S sa cena zmeni z C 4 x4 + Tpe + Teqg Da C + Toe + Tpe + Tpg, kde C je cena zvysku
cesty S. Ak je cena kazdej okruznej cesty rovnakd, tak tieto dve ceny sa rovnaju. Po iprave médme

ZTac + Tod = Tap + Ted-

Ak pre kazdua stvoricu plati zqc + Tpg = Tap + Ted, tak ukdZeme, Ze ak v okruznej ceste presunieme jedno
mesto na iné miesto, cena sa nezmeni. Potom vhodnymi presunmi miest vieme dostat vSetky okruzné cesty,
teda ich ceny musia byt rovnaké. Zmenime okruzna cestu S; = -~ —a—-b—c—---—k—1—--- na
Sg=++—a—c—--—k—b—1—---.S vyuzitim predpokladu najskor pre Stvoricu miest (b, ¢, k,!) a potom
pre (a,b, ¢, k) mame

Cena S1 =CHzop + Tpe + Tt = C + xop + 241 + Ty = C + Tae + Tt + o, = Cena Ss.

Teraz najdeme celé ¢isla aq,...,a, a by,...,b, s pozadovanou vlastnostou, éim dokdzeme, Ze existuju.
Ak si zvolime hodnotu a; fubovolne, jednoznac¢ne tym uréime hodnoty by, ..., b, (zo vztahu x1; = a; + b;). Dalej
ukézeme, Ze existuje vhodné as, aby platil vzfah zo zadania. To existuje, ak pre kazdé 4, j plati

To; — by = Toj — bj(: 02),
To; — b — a1 = w9 — bj — ax,
T2 — T3 = X25 — T1g,

T2i + T15 = T2j + T14,

¢o urdite plati vdaka leme.
Maéame uz uréené ¢isla aq, as, ba, ..., b,. Hodnotu by uréime zo vztahu by = x91 — as. Zvy$né hodnoty vieme zistif
zo vztahu

ay = xp1 — b1.

Hodnota nebude zavisiet na volbe cesty, cez ktort to pocitame, lebo

Tp; —bj = wp; — by,
Tp; —bj — a1 = T — by —ay,
Thkj — X1j = Thi — Lliy
Trj + T1; = Tki + T1j,
¢o plati podla lemy, teda takto zvolené &isla budu spliiat vztah z;; = a; + b;, pre vietky 1, j.
Nagli sme teda ¢isla ay,...,an, by, ..., by, pre ktoré plati x;; = a; + b;. Este dokdZeme, Ze kazd4 okruzné cesta ma
rovnaki cenu. Podla lemy nam staci dokdzat, Ze pre Tubovolni $tvoricu miest k, [, m, n plati

Tkm + Tin = Tkl + Tmn,
ak+bm,+al+bn:ak+bl+am+bn7
a; + by, = ap + by,

Tim = Tml,

¢o podla zadania plati.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ko | kg 6|7|8]9]10|11 s | >
1. Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL 3 0 919191919 45 | 45
1. Le Anh Dung 2. Tachov CR 3 1 919191919 45 | 45
1. Lukéacek Viktor 4. GsvM PO 5 2 919191919 45 | 45
1. Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 91919199 45 | 45
1. Vodicka Martin 3. GAlej KE 8 9 91919199 45 | 45
6. Hanzely Filip 3. GAP SB 8 4 918191919 44 | 44
6. Simsa Stépan 3. Litoméfice CR | 6 6 918191919 44 | 44
8. Horvath Samuel 2. GPar NR 4 0 9191916 42 | 42
8. Téth Michal 4. GJH BA 11 | 7 917191918 42 | 42
10. | Cibulka Samuel 3. GJH BA 6 0 9191915 41 | 41
10. | Krajc¢iova Katarina 1. GAlej KE 2 0 5191919 41 | 41
10. | Pokryvka Filip 2. G Béanovce 5 1 919 91915 41 | 41
10. | Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 5 4 918969 41 | 41
14. | Liu Zhen Ning Déavid 2. Gamca BA 3 1 41919199 40 | 40
14. | Smolik Milan 3. GJH BA 5 0 819819 40 | 40
16. | Kopf Michal 4. Opava CR 11| 6 9(8|9|8|5 39 | 39
17. | Ivan Lukas 2. GJH BA 3 0 919|813 38 | 38
17. | Matejovicova Tatiana 3. Gamca BA 5 1 419191917 38 | 38
17. Puza Marko 2. GPos KE 3 0 8|7|8|5]|6 38 | 38
20. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 919|693 36 | 36
20. | Horndk Marian 4. GPar NR 10| 9 91911919 36 | 36
20. | Kossaczka Marta 3. Gamca BA 8 5 919199 36 | 36
23. | Bacinska Irena 2. G Lipany 2 0 3191519 35 | 35
23. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 9181919 35| 35
25. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 10 | 4 9191|619 33 | 33
25. | Sucik Samuel 1. GJH BA 2 1 9191916 33 | 33
25. | Svoboda Josef 3. Frydlant CR 5 2 619(191]9 33 | 33
28. | Surovéik Juraj 3. GPOH DK 7 2 619|819 32 | 32
29. | Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 0 91919 4 31 | 31
29. Jasencakova Katarina 4. GVO ZA 11 5 919815 31 | 31
29. Simkova Ludmila 2. GPar NR 5 1 9191419 31 | 31
32. Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 91918 4 30 | 30
33. | Gafurov Askar 3. Gamca BA 5 1 91911219 29 | 29
33. | Koprda Pavol 4. GAM TT 10 | 4 919|192 29 | 29
33. Korbela Michal 2. G Béanovce 5 1 819 4171 29 | 29
33. | Kovacova Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 91915 29 | 29
37. Daniel Mark 2. GPar NR 4 0 21918 28 | 28
37. | Privoznik Matej 2. GJH BA 5 1 919 9 1 28 | 28
37. | Rapavy Martin 2. GAlej KE 4 0 5198 28 | 28
37. | Zidek Augustin 4. Frydlant CR 11 | 5 919|541 28 | 28
41. | Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 0 9181 27 | 27
41. | Hlavacik Matas 3. GAlej KE 6 2 918|191 27 | 27
41. | Marec¢akovéa Barbora 4. GKuk PP 11 | 5 718|616 27 | 27
44. Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDG BA | 4 0 819 26 | 26
45. | Rabatin Branislav 4. GJH BA 7 1 91818 25 | 25
46. Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 9 619 24 | 24
46. | Mojzisova Karolina 2. Gamca BA 5 1 4191219 24 | 24
48. | Jurina Simon 2. Gamca BA 4 1 171619 23 | 23
48. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 61908 23 | 23
48. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 5 1 819|115 23 | 23
48. | Oravec Matej 1. GVar ZA 1 0 6|7 1 23 | 23
52. | Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 0 219 312 22 | 22
52. | Psota Miroslav 2. GHlin ZA 5 1 69|16 22 | 22
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5]6]7 9 [10[11 s [ >
54. | Gressak Jergus 3. SPMNDG BA | 4 01211419 6 21 | 21 |
54. | Kavicky Dusan 3. GJH BA 5 2 719 5 21 | 21
54. | Kmefova Katarina 4. Kilmallock IR | 8 1 41918 21 | 21
54. | Krakovska Hana 2. Gamca BA 5 1 4191216 21 | 21
54. | Lipovsky Mario 2. GJH BA 4 0 4198 21 | 21
54. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 0191390 21 | 21
60. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 0 519 6 20 | 20
61. Belanova Michaela, 4. SPMNDG BA | 10 | 4 910191 19 | 19
61. | Je¢menova Andrea 2. GVO ZA 5 1 519 5 19 | 19
61. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 019 911 19 | 19
61. | Sromekova Karolina 2. GDT PP 510 19[1]9 19 | 19
65. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0 919 18 | 18
65. Benesova Katarina 3. SPMNDG BA | 7 2 3191016 18 | 18
65. | Galovicova Soma 4. GJH BA 11 | 8 919 18 | 18
65. | Izdinskd Dominika 2. GJH BA 4 019 9 18 | 18
65. Santer Martin 3. GMH Trstend | 6 019 9 18 | 18
65. | Semanisinova Denisa 3. GAlej KE 5 019 9 18 | 18
65. | Vlcek Andrej 4. EvSS LM 7 2 919 18 | 18
72. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 5 1 419|014 17 | 17
72. | Nociarova Jela 3. GBST LC 6 119819 17 | 17
74. | Klimkovi¢ Anna-Maria 2. SPMNDG BA | 3 024|191 16 | 16
75. Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 0 119 5 15 | 15
76. | Sandalova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 01194 13 | 13
77. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 9 919
77. | Hraska Peter 3. Gamdca BA 4 0 9 9 9
77. | Pellerova Daniela 3. Gamca BA 8 3 9 9 9
77. | Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 8 3 9 9 9
81. | Miku$ Peter 2. GJAR PO 3 0 3|4 1 8 8
82. | Pesta Milan 3. GK2 PO 4 0 0 0

kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola ko |1]2(3|4|5|6 |7 >
1. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 918191998 44
2. Murin Martin 1. GJH BA 2 918|916 9 41
2. Ralbovsky Peter 0. SPMNDG BA | 0 91717191019 41
4. Longa Marian 1. SPMNDG BA | 2 91819 419 39
5. Rostar Marek 3. 1SG BA 3 715191319 33
6. Kralik Matej 1. GJH BA 2 919 |4 9 31
6. Palko Maximilian 2. 1SG BA 3 717141419 31
8. Lam Tuan Ding 1. GJH BA 2 91 2 9 9 29
9. Krakovskd Ema 1. Gamca BA 1 9|73 9 28
10. | Ivan Lukas 2. GJH BA 3 91919 27
11. | Veseld Simona 1. GJH BA 1 9 7 8 24
12. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 2 915 |4 3 21
13. | Svitkova Patricia 2. GLN BA 3 217 119 19
14. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 919 18
14. | Rebro Marcel 2. SPMNDG BA | 2 9 9 18
14. Sucik Samuel 1. GJH BA 2 919 18
17. | Stenova Julia 1. GJH BA 2 9 8 17
18. | Klimkovi¢ Anna-Méria | 2. SPMNDG BA | 3 21419 15
18. | Kobak Michal 2. Gamda BA 2 6 9 15
20. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 519 14
21. | Liu Zhen Ning David 2. Gamca BA 3 419 13
22. | Martinkova Sandra 1. GJH BA 1 1]3 3
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kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola k, |1/2|3|4|5|6|7 >
1. Madaj Pavel 1. GVBN PD 1 1719[7]1919(9]9 45
1. Meciar Adam 1. GVBN PD 1 19[19(9]|5[9(4]9 45
3. Presinska Kristina, 1. GPar NR 2 919|719 9 43
4. Marcéekova Katarina 1. GPar NR 1 9191516 9 38
5. Kovacova Méria 1. GsvCMNR | 1 [3]9|9]|7 9 37
6. Bafrnec Matus 1. GPar NR 1 919 (8|6|0]4 36
6. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 13[9(9]|2]6 9 36
8. Bielikova Michaela 2. GVMS 3 8|6 69 29
9. Hladka Barbora 1. GPar NR 1 (41697 0 26
9. Strakova Valentina 2. GVMS 3 716 419 26
11. | Téth Andrej 2. GPar NR 3 815 214 19
12. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 2 1148|113 17

kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k, |[1/2(3|4|5|6|7 >
1. Santrovd Michaela 1. GMH Trstena | 2 9 (717 619 38
2. Dracek Frantisek 1. GSkol PB 2 916[19(0]2]9 35
3. Halamova Méaria 1. GVO ZA 2 9 (717 9 32
4. Knaze Adam 1. GJCh BR 2 912 |7 419 31
4. Mores Martin 2. GVar ZA 3 71916 9 31
4. Nepsinska Silvia 1. GJCh BR 2 913|6 419 31
4. Rizman Daniel 2. GVar ZA 3 8196 8 31
8. Barbora David 1. GFS 119 919 27
8. Hostak Viliam 2. GVar ZA 2 9171|6 510 27
8. Labjakova Gabriela 1. GMH Trstena | 1 | 2|9 |88 27

11. | Oravec Matej 1. GVar ZA 1 2 9167 24

11. | Tomasec Samuel 2. GVar ZA 3 415 916 24

13. | Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 6129 17

14. | Dendis Tomas 1. BiG Sucany 1 3|10/ 1 5

15. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0

kategéria ALFA, vychod

Por. | Meno Roé Skola k, [1]2][3]4][5]6]7 )
1. Kurimska Maria 2. GsvM PO 2 91916 219 35
2. Ténai Alexander 1. GPos KE 1 /6196 419 34
3. Puza Marko 2. GPos KE 3 919 9|18 1|7 33
4. Zencuchova Andrea 1. GJAR PO 1 (5|9 |7]1]0]2 24
5. Krajéiovd Katarina 1. GAlej KE 2 9151|9 23
6. Bacinska Irena 2. G Lipany 2 91319 21
7. Trembecky Richard 3. GAlej KE 3 919 18
8. Flérianova Lucia 2. GPos KE 2 916 15
9. Dudi¢ Jan 3. GPos KE 3 9|1 1 14
10. | Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 9 10
11. | Batmendijn Eduard | 1. ZSsvCM SL | 3 9 9
11. | Kodis¢ak Samuel 1. GPos KE 2 0 9 9
13. | Mikus Peter 2. GJAR PO 3 3|4 7
14. | Galajda Marek 3. GsvTAKE | 3 0
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kategoria ALFA, zahranicie

Por. | Meno Roé Skola k., 314 >
1. Stépanek Martin 1. Piibor CR 2 719 38
2. Zarsky Jan 1. Kopfivnice CR | 2 719 16
3 Le Anh Dung 2. Tachov CR 3 9




