Vzorové riesenia 2. série letnej éasti KMS 2011/2012

Uloha é&. 1: Mario dostal na Vianoce $pecialnu omalovanku. Sklada sa z lichobeznika ABC D', v ktorom je M stred
strany AD a |CD| = £|AB|. Jeho strodenci mu vsak pocarbali trojuholnik M BD ruzovou farbou. Vypocitajte,
aku cast lichobeznika tvori ruzova plocha.

RieSenie: (opravovala Kika)

Najprv si nakreslime obrazok a pozrime sa nan. A teraz sa zamyslime — aké je odakdvana odpoved na otézku zo
zadania? Dam vam tri moZnosti: i) vo Stvrtok, ii) nie, iii) podiel obsahu trojuholnika a lichobeznika.

Uz méte spravnu odpoved? :) Potom asi tusite, Ze treba hladat obsahy ABCD a M BD.

Vieme, ze |CD| = }|AB|. Z toho Ziaden obsah nespocitame, ale pre jednoduchost si oznacime |CD| = z. Ako by
sme vedeli spocitat obsah ABCD? Vzordek zrejme vSetci poznate, chyba nam len vyska. Dokreslime ju a oznac¢ime
v. Obsah lichobeznika teraz vieme vyjadrif pomocou x a v. Ale pozor! Ani jedna z tychto diZok nie je zadana. To
by nevadilo, ak by sa ndm podarilo vyjadrit aj obsah trojuholnika M BD pomocou z a v. Ak potom budeme robit
podiel tychto dvoch obsahov, nezname dlzky sa v zlomku mozno vykrétia.

Trojuholnik M BD je stcastou trojuholnika ABD. Obsah ABD vieme vypo¢itat, lebo pozname zdkladiu (3z)
aj vysku (v). Kedze M je stred strany AD, tsecka BM je taznicou v trojuholniku ABD. A ¢o robi faznica s
trojuholnikom? Deli ho na dva trojuholniky s rovnakym obsahom. Inak povedané Sy;pp = Sapp/2.

Teraz to celé v skratke zapiSeme eSte raz:

3
Sapcp = Bzt oy —; 2 _ 220,
3zv
SaBp = 5
1 3xv
Sy = ~Sapp = 28
MBD = 55ABD 1
3zv
SmBD _ 4 _3
SaBcD 2zv 8’

Ruzova éast zaberd 3/8 z omalovanky.

Uloha é&.2: Ked sa Mojo hral s jedlom, nasiel v omécke ostrouhly trojuholnik FUJ. Hned si v$imol, Ze ked' si
oznaci Y pétu vysky z bodu J na stranu FU a S stred strany UJ, tak tsecka Y S je rovnobezna so stranou FJ.
Pomézte mu dokazat, ze trojuholnik FUJ je rovnoramenny.

Riesenie: (opravovali Betka a Marek S.)

Usecky F'J a Y'S st rovnobezné. Potom pre stihlasné uhly plati |J FJU| = |JYSU| a |[SJFU| = |4 SYU|.
Trojuholniky FUJ a YUS st podobné, pretoze maju zhodné uhly. To vSak pre pomery stran znamend UJ/US =
FU/YU = FJ/Y S. Kedze bod S je stred strany UJ, tak UJ/US = 2. Teda aj FU/YU = 2, ¢o znamena, %e Y je
stred strany UF'.

Teraz si v§imneme trojuholniky FY.J a YUJ. Maja spolo¢nt stranu YJ, |[SFY J| = |JUY J|(=90°) a FY =
YU. Podla vety sus st teda zhodné. Potom uhly pri vrcholoch F' a U st zhodné, ¢o vSak znamena, ze FUJ je
rovnoramenny trojuholnik.

Uloha é&. 3: Veronika ma v zahrade asponi tri krtince. Tieto krtince majii zaujimavi vlastnost: Existuje také realne
¢islo r, ze v kazdej trojici krtincov st aspon dva krtince vzdialené od seba najviac r. Dokazte, ze Veronika moéze
vyznacit na zemi dva kruhy s polomerom r tak, e ich zjednotenie bude obsahovat vsetky krtince.?

L Ako to $tandardne byva, zakladiiami lichobeznika ABCD st strany AB a CD.
2Krtince chapeme ako body.
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Riesenie: (opravovali Mary a Vero)

V tomto priklade vyuzijeme jednu strasne super vec, ¢o sa vold extremalny princip — vSimneme si jednu konkrétnu,
nie¢im extrémnu dvojicu krtincov. Nech st to teda tie dva krtince, ¢o st od seba najdalej, a nazvime ich K a K.
Co vieme teraz povedat?

Ak |K1Ks| < r, tak z predpokladu, ze K; a Ks st tie najvzdialenejsie krtince, vyplyva, ze vzdialenost medzi
TubovoInymi dvoma krtincami je tieZ mensia alebo rovnéd r. Teda pre vSetky krtince A plati |[K1A| < r a tiez
|K2A| < r. V tomto pripade ndm teda staéi jediny kruh so stredom v Tubovolnom z bodov (krtincov) Ky, Ko.

Co ak |K1K5| > r? Potom sa pre kazdy krtinec A pozrieme na trojicu A, K1, K». V tejto trojici je podla zadania
nejakd dvojica krtincov od seba vzdialend najviac r, a kedze Ky, K> to nie je, musi to byt K, A alebo K>, A.
Inymi slovami, kazdy krtinec je aspon od jedného z krtincov K7, Ko vzdialeny nanajvys r. A ¢o to znamena pre
nas priklad? Zvolime kruhy so stredmi v K7, K5 a sme v cieli.

Uloha é&. 4: Lindu v noci vystrasil trojuholnik ABC' so 60 stupiiovym uhlom pri vrchole A. Hned, ako sa spamiitala,
oznacdila si M priesecnik priamky AC a osi strany AB. Potom si oznadila N priese¢nik priamky AB a osi strany
AC. Lindu trojuholnik prestane strasit, az ked dokaze, ze |BC| = |M N|. Pomdzte jej s tym.

M

Riesenie: (opravoval JeFo)

Len pre pripad si zopakujeme, ¢o je os usecky. Je to mnozina bo-
dov, ktoré maji rovnaku vzdialenost od oboch koncovych bodov
usecky. Po vyzbrojeni sa tymto poznatkom, je tiloha hned o ¢osi
lahs$ia, lebo teraz vieme, Ze bod M mé rovnaki vzdialenost od
bodov A a B.

Je teda jasné, ze trojuholnik ABM je rovnoramenny, a ¢o viac,
je aj rovnostranny. (Rovnoramenny trojuholnik so 60-stupiiovym
uhlom je vZdy rovnostranny.) Potom mé aj uhol pri vrchole M
velkost 60 stupiiov. A uz to skoro mame. Staéi si len uvedomit,
Ze to isté plati aj pre trojuholnik ACN.

Uz ostava iba skon§tatovat o¢ividné. Vzdialenosti |[BC| a |MN]|
musia byt rovnaké, lebo ked sa pozrieme na ttvar BMCN je
jasné, Ze je to rovnoramenny lichobeznik (Ak ti to ndhodou nie je
jasné, tak sa nad tym poriadne zamysli.) a jeho uhlopriecky maja
rovnaki dizku. A N B

Uloha é&. 5: KruZnica je rozdelens na Styri obliiky. Dokézte, Ze ked spojime kazdi dvojicu stredov danych oblitkov
tiseckou, urcite vznikne aspon jedna dvojica navzajom kolmych tseciek.

Riesenie: (opravovali Mata a Peto)

Oznac¢me postupne A, B, C' a D body, ktoré delia kruznicu na $tyri obluky a stredy tychto oblikov ako Sag, Spc,
Scp a Spa. Tymto mame kruznicu rozdelentt na osem oblukov, pricom st tam Styri dvojice rovnakych oblukov.
Sucet stredovych uhlov k tymto oblikom je 360°, teda stéet obvodovych uhlov je 180°. Preto ked vyberieme z
kazdej dvojice rovnakych oblikov jeden, sticet ich obvodovych uhlov bude 90°.

Pozrime sa teraz na trojuholnik SpcScpT, kde T je priese¢nik uhlopriecok stvoruholnika S4gSpcScpSpa. Velkost
uhla SpcScpT je vlastne stétom obvodovych uhlov k oblikom SsgpB a BSgc, rovnako velkost uhla ScpSpcT
je su¢tom obvodovych uhlov k oblikom ScpD a DSp 4. Dané obluky st kazdy z inej dvojice rovnakych oblukov,
na ktoré je rozdelend kruznica. Stéet velkosti tychto uhlov je teda 90°, ¢o znamend, ze treti uhol v trojuholniku
SecScpT musi byt pravy. Tym sme ukézali, Ze uhlopriecky Stvoruholnika SspSpcScpSpa budi na seba vzdy
kolmé.

Uloha é&. 6: Vniitri konvexného mnohouholnika® je bod P, z ktorého vedieme kolmicu na kazdii priamku uréenti
nejakou jeho stranou. Dokazte, ze aspon jedna z piat tychto kolmic lezi na obvode daného mnohouholnika.

Riesenie: (opravoval Marek K.)

Nakreslime si konvexny n-uholnik a bod P v iom. Oznaéme si vrcholy Ay, ..., A,. Dokreslime spojnice vSetkych
vrcholov mnohouholnika s bodom P, ¢ize tsecky A;P. Tym sme né$ n-uholnik rozdelili na n trojuholnikov. V
kazdom trojuholniku uvazujme vysku z bodu P. Chceme dokézat, Ze aspon v jednom trojuholniku bude péta tejto
vysky lezat na strane daného trojuholnika. Podme to dokazat sporom: Nech vSetky pity lezia mimo.

Vsimnime si, ze v trojuholniku XY P nelezi pita vysky z bodu P na strane XY prave vtedy, ked ma dany
trojuholnik tupy uhol bud pri vrchole X alebo Y.

Tak nech mé trojuholnik A;AsP tupy uhol pri vrchole As. Z konvexnosti mnohouholnika potom vieme, Ze v
trojuholniku A; A3 P nemdze byt tupy uhol pri vrchole As (uhol A;A3As by nebol konvexny), takze trojuholnik
Ao A3z P musi mat tupy uhol pri vrchole As.

Vieme, ze lubovolny tupouhly trojuholnik mé najdlhsiu stranu oproti tupému uhlu. Preto |A; P| > |A2P| > |A3P)|.

3Konvexny mnohouholnik je taky mnohouholnik, ktorého velkosti vetkych vnatornych uhlov sit mensie ako 180°.
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Predoslé tivahy fungujt rovnako pre fubovolnt dvojicu susednych trojuholnikov, preto mame |A; P| > |A3P| >
‘A3P| > > |A,LP‘ > |A1P|, Cize |A1P| > |A1P|, ¢o je spor.

Iné rieSenie: P X
Ukézeme si elegantné rieSenie vyuzivajuce extremalny princip: Zo vsetkych

. v . . . evve v . . .. N
piat uvazujme tt najblizsiu k bodu P, oznac¢me ju M. Nech je to péta na .

stranu XY a nech N je pita na susednii stranu Y Z. Co sa stane, ak M nelezi
na usecke XY? Nech lezi napr. na polpriamke opacnej k polpriamke Y X. Z
konvexnosti mnohouholnika a z toho, Ze P lezi v jeho vnutri vieme, ze priamka
Y Z pretina vnutro tsecky PM, ozna¢me si tento prieseénik K. Takze mame
|PK| < |PM)|. Zrejme ale |PN| < |PK|. Odtial mame |PN| < |PM]|, ¢o je ale

[ N ———Y
’

spor s nasim predpokladom, ze M je najblizsia péta. :K

, . v . , , . ;. v . v !
Poznamka: Toto rieSenie nam dokonca dava informéciu navySe — nielenze o
vieme, %e aspoii jedna péta leZi na obvode mnohouholnika, vieme dokonca, Ze X Y M

vzdy ta najblizsia.

Komentar: Mnohi riesili tlohu nasledovne:

Pre kazdt stranu mnohouholnika spravme kolmice na tito stranu v jej koncovych bodoch. Takto ndm vznikne nad
kazdou stranou nekoneény péas. Ak sa bod P nachidza v nejakom pése, tak kolmica z neho na prislichajicu stranu
lezi na danej strane, ¢ize sme vyhrali. Zjednotenie vSetkych takychto pasov zjavne pokryje cely mnohouholnik,
takze bod P nemd kde lezat tak, aby tvrdenie zo zadania neplatilo.

Toto riesenie by bolo spravne, ak by sme dokézali, Ze tie pasy ho naozaj cely pokryja. Ono to totiz zjavné nie je.
KedZe dokaz tohto je dlhy a nie prili§ zaujimavy, ani ho tu neuvedieme.

Uloha é&. 7: Zostrojte stvorec ABCD, ked mate dany jeho vrchol A a vzdialenosti jeho vrcholov B a D od daného
bodu E.

Riesenie: (opravovali Kubo K. a Mojo)

Bod B uréite lezi na kruznici b so stredom v bode E a polomerom |BE|. Obdobne D lezi na kruznici d so stredom
E a polomerom |DE|. Predstavme si, Ze sme nasli §tvorec ABC'D. Co sa stane ked rovinu zrotujeme okolo bodu A
0 90 stupiiov v kladnom alebo zapornom smere*? Bud sa bod B zobrazi na bod D alebo sa bod D zobrazi na bod
B. Ked teda zrotujeme kruZnicu b o 90 stuptiov v kladnom a zdpornom smere tak mi vznikna kruznice o’ a b”, o
ktorych viem, ze bod D lezi na aspon jednej z nich. V tom pripade vSak vieme, ze D € dN b alebo D € dNb".
Takto sme objavili vetky mozné polohy bodu D, a ked uz méme body A a D, tak stvorec ABC'D lahko dokonéime.
(Premyslite si ako.)

Diskusia o poéte rieSeni: Jediné miesto v postupe, kde ndm modZe vzniknat viacero rieSeni je velkost prieniku kruznic
dat (resp. d ab”). Kedze kruznica b’ je obrazom kruznice b’ v osovej simernosti podla osi AE a kruZnica d je
stmerna podla tejto osi, tak velkost prieniku b’ a d je rovnaké ako velkost prieniku b’ a d. Preto ndm staci vysetrit
len vzajomnia polohu kruznic b a d. Dve kruznice mozu mat spolo¢nych 0, 1, 2 alebo nekoneéno (vSetky) bodov.
Uz ndm teda staci len zistif podmienky, za ktorych tieto situdcie nastéavaji. VicéSina z vés, ktori ste napisali aj
tieto podmienky, ste v8ak zabudli na to, Ze sa mozu nepretnit aj kvoli tomu, Ze menSia zrotovana kruznica je stéle
vnitri viacSej. Na urdenie podmienky kedy sa teda kruznice pretinaju postac¢i nakreslif si obrazok a Pytagorova
veta. Dostaneme, Ze ak | |BE| — |DE| | < v/2|AE| < |BE| + |DE)|, kruznice sa pretinaji v dvoch bodoch, a teda
dostaneme 4 riesenia. Ak plati | |BE| — |DE| | = v/2|AE| alebo v2|AE| = |BE| + |DE)|, kruznice sa dotykajt a
teda mame 2 rieSenia. V pripade A = E a |BE| = |DE]| su kruznice d a I/ totozné a tloha ma nekonecne vela
rieSeni. Ak ani jeden z tychto pripadov nenastava, kruZznice sa nepretinaju a tloha nema4 rieSenie.

Komentar: Stfhali sme 2 body, ked ste zabudli otac¢at kruznicu do oboch stran. Stfhali sme dalsie 2 body v pripade,
ze ste sa nijak nezamyslali nad tym, ¢i sa kruznice vobec musia pretinat. Nevyzadovali sme to poriadne, pretoze v
zadani nebolo priamo napisané, ze méte z veci, ktoré poznéte zo zadania vyjadrit pocet rieseni. Tymto spdsobom
chceme verejne pochvalit Filipa Hanzelyho a Kldru Fickovi, ktori to jedini vyjadrili spravne. Na stustredeni vas
cakd malé prekvapenie.

Uloha é&. 8: Kruznice k a [ leZia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku p, ktorej sa navyse dotykaji v bodoch
A a B. Kruznica m sa dotyka zvonka kruznic k a |l v bodoch X a Y. Dokazte, ze body A, B, X a Y lezia na
spoloc¢nej kruznici.

RieSenie: (opravovali Palo G. a Kubo S.)

V priklade sa velmi ¢asto spominaj slova ako kruznica a dotyénica. Casto to znamend (ako mnohi uz uréite viete),
Ze sa pri rieSeni mozno vyuzije vlastnost tsekového uhla. Bude to tak aj v tomto priklade a tak si v krétkosti
pripomenme o ¢o ide.

Velkost tsekového uhla je rovna velkosti prislusného obvodového uhla. Teda ak mame body A, B, C' na kruznici
k a bodom A vedieme dotyénicu p ku kruznici k, tak plati [ ACB| = |[<XAB]|, kde X patri priamke p a nelezi

4Kladny smer je proti smeru hodinovych ruci¢iek, ziporny v smere.
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v polrovine danej priamkou AB a bodom C. Obdobne ak bodom B vedieme doty¢nicu ¢ ku kruznici k, tak
|SACB| = |[SABY|, kde Y patri ¢ a Y nelezi v polrovine danej priamkou AB a bodom C. V naSom rieSeni
budeme potrebovat rovnost |< X AB| = |[<ABY|, ktora o¢ividne plati.

Teraz je uz rieSenie velmi jednoduché. Mame kruznice k, [ a m. KedZe sa dvojica kruznic k a m navzdjom zvonka
dotyka v jednom bode X, vieme tymto bodom viest priamku ¢, ktord bude spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic k a m.
Obdobne pre kruznice | a m existuje priamka r, ktorad bude ich spolo¢nou doty¢nicou v bode Y. Ked sa teraz
pozrieme na vnatorné uhly $tvoruholnika ABY X, tak si moZeme vSimnut, Ze je to sucet nejakych uhlov, ktoré
zvieraju priamky p, ¢, r s tetivami AX, XY, Y B. Uvazujme teraz v polrovine danej priamkou XY a bodom A
body M a N také, ze M lezi na priamke q a N lezi na priamke r. Potom z vlastnosti tisekovych uhlov vieme
povedat, Ze platia nasledujice rovnosti:

|SMXA| = |$BAX| = a,
|[SMXY| = |gNY X|=p,
[¥NYB| = |$ABY| = .

Ak chceme dokézat, Ze je nejaky Stvoruholnik tetivovy, tak sa vic¢Sinou poktiSame pracovat s jeho uhlami, kedZe te-
tivovy Stvoruholnik m4 stdet protilahlych uhlov rovnaky (tzn. 180°). Pozrime sa teda na stéty velkosti protilahlych
uhlov Stvoruholnika ABY X:

[JAXY |+ |[JABY| = [JAXM| + |SMXY |+ |JABY| = a + 8+,
|¥BAX| + |¥BY X| = |[¥BAX| + [SNYX| + |SNYB| = a+ f + 7.

Teda |[JAXY |+ |[SABY| = |$BAX| + |[<BY X|, ¢im sme dokazali, ze Stvoruholnik ABY X je tetivovy. Vyhrali
sme. :)

Uloha é&. 9: Majme Stvoruholnik vpisany do kruznice, ktorého osi dvoch réznych vnttornych uhlov st rovnobezné.
Dokazte, ze potom sucet Stvorcov dlzok niektorych jeho dvoch stran je rovny suctu Stvorcov dlzok jeho zvysnych
dvoch stran.

RieSenie: (opravovali Cédécko a Natali)

O stvoruholniku méame dve informéacie. Vieme, Ze je vpisany do kruznice, a ze osi nejakych dvoch jeho vnutornych
uhlov su rovnobezné.

Ako prvé treba zistif, ktoré dva vrcholy by to mohli byt. Jedna zo zékladnych vlastnosti §tvoruholnika vpisaného
do kruznice je té, ze vSetky jeho vnitorné uhly st mensie ako 180°. V takomto pripade nemozu byt rovnobezné
osi dvoch susednych uhlov (Vieme to jednoducho dokazat napriklad sporom, premyslite si.) takZe ndm je jasné,
Ze sa jedna o protilahlé vrcholy. Povedzme, Ze ide o vrcholy A a C. Zvysné dva vrcholy a vsetky uhly oznacime
zvyCajnym spdsobom.

St dve moznosti — os uhla a prechadza vrcholom C, alebo pretina jednu zo stran BC, C'D. Podme sa teraz pozriet
na obe z nich.

e Os uhla a prechadza cez C, inak povedané, tsecka AC' je osou
uhla a.

Aby bola os uhla v rovnobeznéd s AC, musi byt totozna s AC.
Potom vieme, Ze |[SCAB| = 1|4DAB| = & a |[{BCA| =
3l9BCD| =3

V tomto momente si uvedomime, %e sme zatial nijako nevy-
uzili to, Ze Stvoruholnik ABCD je tetivovy (vpisany do kruz-
nice). Tetivové §tvoruholniky maji sicty protilahlych uhlov
180° (Skuste si to dokazat. Pokial ste to nikdy nerobili, po-
moze Vam pri tom veta o stredovom a obvodovom uhle.) a
teda v nasom pripade o + v = 180°, a z toho vieme, ze
|SCAB| + |gBCA| = § + 3 = 90°. V trojuholniku ABC
potom plati |[FABC| = 180° — (|[SBCA| + |[SCAB|) = 90°. -~

Inymi slovami, trojuholnik ABC' je pravouhly s preponou AC.

Analogickou uvahou, alebo vyuzitim 5+ § = 180° zistime, ze
aj trojuholnik AC'D je pravouhly s preponou AC' a na dokoncenie dokazu nam staci uz len Pytagorova veta:

|AC|? = |AB|? + |BC|* = |CD* + |DA|*.
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e Os uhla «a pretina jednu zo stran BC alebo CD.

Bez ujmy na vSeobecnosti povedzme ze ide o stranu
BC'. Potom os uhla y musi pretinat stranu AD. (Pre-
myslite si.) Ozna¢me X prieseénik osi uhla « so stra-
nou BC' a Y priesecnik osi uhla = so stranou AD a
znovu uréime velkosti niektorych uhlov: | X AB| =
3[XDAB| =% a [¥BCY| = 3|4 BCD| = %. Kedze
AX || CY, uhly BCY a BXA st sthlasné, preto
[ABXA| = |¥BCY| = 7. Spomenieme si, Ze aj
teraz musi platit, ze o + vy = 180° a zistime, ze
vieme velkost uhla ABC: |JABC| = |[JABX| =
180° — (|4 BX A+ |4 X AB|) = 180° — (5 +5) = 90°

Tato moznost sa teda od prvej nelisi, trojuholniky
ABC a ACD st pravouhlé a preto |AB|? +|BC|? =
|CDJ? + |DAJ?.

Uloha &.10: Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k a uhlami a, 3,y postupne pri vrcholoch A, B a C.
Ozna¢me bod D leziaci v opacnej polrovine od bodu C' vzhladom na priamku AB, pre ktory |[<DAB| = a/2 a
|<DBA| = /2. Rovnakym spésobom ozna¢ime body E a F pre strany BC' a C A. Ukézte, ze ak bodom C hybeme
po obliku AB kruznice k (obsahujiicom bod C), tak sa velkost uhla EDF nemeni.

RieSenie: (opravoval Hago)

V zadani mame uhly, ktoré st polovi¢né oproti vnitornym uhlom trojuholnika. Takéto uhly vytvaraja aj osi uhlov,
tak si ich moZzeme skusit dokreslit do obrazku. Spolo¢ne s nimi ndm vznikne aj ich prieseénik, ktory si oznacime 1.
Bod I je stredom vpisanej kruznice, no tento fakt nebudeme potrebovat. Postaéi ndm skutoc¢nost, Ze osi uhlov sa
pretinaju v jednom bode.

Preklopenim trojuholnika ABI cez os AB dostaneme trojuholnik ABD (vdaka tym rovnakym uhlom). Rovnako
sa trojuholnik ACT preklopi cez os AC na trojuholnik ACF. Nutne teda musi platit |AD| = |AI| = |AF|, z ¢oho
vyplyva, Ze trojuholnik ADF je rovnoramenny. Jeden z jeho vnttornych uhlov mé velkost 2a a zvysné dva maju
byt rovnaké, takze ich velkost bude 90° — o. Tym sme ukézali, Ze [ ADF| = 90° — a.. Obdobnym postupom vieme
ukdzat, ze | BDE| = 90° — .

Z trojuholnika ADB dopo¢itame velkost uhla ADB, ktora ¢ini 180° — /2 — /2. Teraz uz lahko vyjadrime, Ze
o+ f

|SEDF|=|<ADB| - |9ADF| —|XBDE| = 180° — % —=—(90° —a) — (90° — B) = 5

Tento uhol sa nemé menif pri hybani bodom C po oblikku AB kruznice k. Toto hybanie uréite nemeni uhol v, pretoze
je obvodovym uhlom nad tise¢kou AB, s ktorou sa ni¢ nedeje. KedZze o+ 8+~ = 180°, ani sucet o+ 8 = 180° — v
sa nemeni, a teda ani jeho polovica, ¢o je presne velkost uhla EDF.
To vSak nie je vSetko. Tak skryto sme predpokladali, Ze ani jeden z uhlov «, 8 nie je tupy. Podme sa teraz pozriet
na situdciu, ze a > 90° (pre 8 by sa to spravilo rovnako). Skoro vSetko funguje rovnako, az na to, Ze uhol DAF
sa trochu preklopil a jeho velkost je 360° — 2a.. Trojuholnik ADF je stale rovnoramenny, no |[JADF| = a — 90°.
Napokon

a B

|SEDF|=|dADB|+ |<ADF|—|4BDE| = 180° — 5 " 3 + (@ —90°) — (90° — 5) =

a+p
5

Takze aj za tychto okolnosti zostéava uhol EDF zachovany.

Iné riesSenie:

Ak sa vam nepéaci rozoberanie pripadov, ide to aj bez neho.

Mbzeme si v§imnit, ze body D, E, F st obrazmi stredu vpisanej kruznice (bod I) v osovej simernosti podla AB,
BC, CA. Vzdialenost bodu I od jednotlivych stran je rovnakd — polomer vpisanej kruznice. Potom musi platit,
ze |ID| = |IE| = |IF|, a to je rovné dvojnasobku polomeru vpisanej kruznice. Bod I je teda stredom kruznice
opisanej trojuholniku DEF'.

Uhol EDF je obvodovy uhol a k nemu prislachajici stredovy je uhol EIF. Ked si uvedomime, ze tsecka EI je
kolmé na BC a usecka F'I kolméa na C' A, vieme velkost uhla ETF vyjadrit ako 180° —+. Potom | EDF| = 90°—~/2,
a teda zavisi len od uhla v, ktory sa (ako sme si uz povedali) nemeni.

Uloha é&.11: Ortocentrum® ostrouhlého trojuholnika ABC' si ozna¢me H. Dotyc¢nice ku kruznici nad priemerom
BC' prechadzajiice bodom A sa dotykaju danej kruznice v bodoch P a Q). Dokazte, ze body P, QQ a H lezia na
jednej priamke.

50rtocentrom nazyvame prieseénik vysok trojuholnika.
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Riesenie: (opravoval Edo)
Oznacme si k kruznicu nad priemerom BC' a S jej stred. Body P a @ st dotykové body doty¢nic vedenych z bodu
A ku kruZnici k, preto |[SAPS| = |[SAQS| = 90° a teda body A, P, @Q a S lezia na kruZnici s priemerom AS,
oznacme si ju [.

A

Vsimnime si teraz, ze priamka PQ je chordalou kruznic k£ a [. Ako vieme, chordéala kruznic k a [ je priamka, na
ktorej leZia prave tie body, ktoré maju rovnaka mocnost k obom kruzniciam. Body P, Q a H teda lezia na priamke
prave vtedy, ak H m4 rovnaka mocnost ku kruznici [ ako ku kruznici k.

Oznaéme si postupne pity vySok v trojuholniku ABC na strany BC a AB ako D a E. Lahko vidno, Ze mocnost
bodu H ku kruznici & si vieme vyjadrit ako |HE|-|HC|. Pretoze |4 ADS| = 90° (popripade D = S), lezi bod D na
kruznici [ a teda mocnost bodu H ku kruznici [ si mézeme vyjadrit ako |HA| - |[HD|. Teda bod H lezi na chordéle
kruznic k a [ prave vtedy, ked |HE| - |HC| = |HA| - |HD|. No kedze H lezi vnutri tise¢ky AD aj C'E, spominand
rovnost nastane prave vtedy, ked body A, C, D, E lezia na kruznici. Body D a F lezia na Télesovej kruznici nad
priemerom AC, a teda naozaj |HE|- |HC|= |HA|-|HD| a body P, Q, H lezia na jednej priamke.

kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola ko | kg |56 7[8[9(10(11|p | s |,
1. Vodicka Martin 3. GAlej KE 8 9 919191919 45 | 90
2. Lukacek Viktor 4. GsvM PO 5 2 819191919 44 | 89
3. Hanzely Filip 3. GAP SB 8 4 91881919 43 | 87
4. Horvath Samuel 2. GPar NR 4 0 19(/9(8[6[]9]9 44 | 86
4. Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 915(91919 41 | 86
6. Batmendijn Eduard 1. CGsvM SL 3 0 917151919 39 | 84
6. Simsa Stépan 3. Litoméiice CR | 6 6 71619199 40 | 84
8. Le Anh Dung 2. Tachov CR 3 1 71619619 37 | 82
9. Liu Zhen Ning David 2. Gamca BA 3 1 919 |7|171]9 41 | 81
10. | Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 5 4 91619619 39 | 80
11. | Krajciova Katarina 1. GAlej KE 2 01919 5/18|6 37| 78
12. | Téth Michal 4. GJH BA 11 | 7 81891019 34 | 76
13. | Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 0 915619819 41 | 72
13. | Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 718191919 42 | 72
13. | Puza Marko 2. GPos KE 3 0 1]9|/3|5|6|8|6 34 | 72
13. | Simkova Ludmila 2. GPar NR 5 1 915191919 41 | 72
17. | Kopf Michal 4. Opava CR 11| 6 41671619 32| 71
18. | Hlavacik Matus 3. GAlej KE 2 71919199 43 | 70
19. | Hornadk Marian 4. GPar NR 10| 9 7181919 33 | 69
19. | Kossaczka Marta 3. Gamca BA 8 5 7181919 33 | 69
19. | Smolik Milan 3. GJH BA 5 0|19 6|85 29 | 69
22. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 8159146 32 | 67
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6 7[8[9]10]11 s [ )
22. | Svoboda Josef 3. | Frydlant CR | 5 | 2 2169809 34| 67 |
24. | Cibulka Samuel 3. GJH BA 6 0 3 6|7 25 | 66
24. Marecakova Barbora 4. GKuk PP 11 5 718191619 39 | 66
26. | Daniel Mark 2. GPar NR 4 0 319|883 37 | 65
26. | Matejovi¢ova Tatiana 3. Gamca BA 1 3191619 27 | 65
28. | Zidek Augustin 4. Frydlant CR | 11 | 5 916|849 36 | 64
29. | Galovi¢ova Sona 4. GJH BA 11 | 8 91919199 45 | 63
29. | Pokryvka Filip 2. G Béanovce 5 1 312181910 22 | 63
29. | Psota Miroslav 2. GHlin ZA 5 1 9186|699 41 | 63
29. | Sucik Samuel 1. GJH BA 2 1 3|7|16]8]|6 30 | 63
33. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 71919 25 | 61
33. | Gressék Jergus 3. SPMNDG BA | 4 0 9171619 40 | 61
35. | Bacinska Irena 2. G Lipany 2 0 3 7186 24 | 59
35. | Ivan Lukés 2. GJH BA 3 0 3171218 21 | 59
35. | Koprda Pavol 4. GAM TT 10 | 4 718196 30 | 59
35. Korbela Michal 2. G Banovce 1 917581 30 | 59
35. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 0 9171916 40 | 59
40. Jasenc¢akova Katarina 4. GVO ZA 11 5 68|76 27 | 58
40. | Jurina Simon 2. Gamca BA 4 1 4 817197 35 | 58
40. | Semanisinova Denisa 3. GAlej KE 0 7181719 40 | 58
43. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 10 | 4 56|76 24 | 57
43. | Rapavy Martin 2. GAlej KE 4 0 25|58 29 | 57
45. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 5 1 819|167 |69 39 | 56
46. | Kovacova Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 3|5 8 25 | 54
47. | Gafurov Askar 3. Gamca BA 5 1 71918 24 | 53
47. | Kobék Michal 2. Gamca BA 2 0 719167 38 | 53
47. | Trembecky Richard 3. GAlej KE 3 0 71/6|7|6 35| 53
50. | Privoznik Matej 2. GJH BA 5 1 9 6|9 24 | 52
51. | Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 0 119137 29 | 51
52. | Krakovski Hana 2. Gamca BA 5 1 91071192 27 | 48
52. | Mojzisova Karolina 2. Gamca BA 5 1 311|776 24 | 48
54. | Surovéik Juraj 3. GPOH DK 7 2 3 714 14 | 46
55. | Je¢menova Andrea 2. GVO ZA 5 1 5 21916 22 | 41
55. | Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDG BA | 4 | 0 2 518 15 | 41
57. | Belanovd Michaela 4. SPMNDG BA | 10 | 4 71618 21 | 40
58. | Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 0 3 12 | 39
59. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 5 1 7 8 15 | 37
59. | Rabatin Branislav 4. GJH BA 7 1 513141010 12 | 37
61. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0 919 18 | 36
61. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 0 115 15 | 36
63. Nociarova Jela 3. GBST LC 6 1 9 9 18 | 35
63. | Sromekova Karolina 2. GDT PP 5 | 0 719 16 | 35
65. | Ivanov Maridn 3. GJH BA 3 0 4 T 14 | 34
66. | Lipovsky Mario 2. GJH BA 4 0 9 9 | 30
66. | Oravec Matej 1. GVar ZA 1 0 3 7 130
68. Benesova Katarina 3. SPMNDG BA | 7 2 9 9 | 27
69. | Sandalova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 0 7 12 | 25
70. | Fagulova Kristina 4. GPos KE 10 | 4 71216 15 | 24
70. | Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 0|24
72. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 0 |23
73. | Pellerova Daniela 3. Gamdca BA 8 3 6|7 13 | 22
74. | Kavicky Dusan 3. GJH BA 5 2 0|21
74. | Kmefova Katarina 4. Kilmallock IR | 8 1 0|21
76. | Izdinsk&d Dominika 2. GJH BA 4 0 0 | 18
76. | Santer Martin 3. GMH Trstend | 6 0 0 | 18
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks[5 [6][7][8]9]10[11 s>
76. | Vicek Andre] 1. EvSS LM 7| 2 0] 18 |
79. | Kociséadk Samuel 1. GPos KE 2 0 3 8 | 17
80. Klimkovi¢ Anna-Méria 2. SPMNDG BA | 3 0 0| 16
81. | Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 0 01| 15
82. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 0] 9
82. | Hragka Peter 3. Gamca BA 4 0 0] 9
82. | Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 8 3 0] 9
85. | Miku$ Peter 2. GJAR PO 3 0 0] 8
86. | Pesta Milan 3. GK2 PO 4 0 0] 0

kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola k., 2|13|4 6|7 >
1. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 91519 3 79
2. Ralbovsky Peter 0. SPMNDG BA | 0 6 5 3 63
3. Rostar Marek 3. 1SG BA 3 019 1|5 57
4. Lam Tuén Ding 1. GJH BA 2 9 9 56
5. Murin Martin 1. GJH BA 2 91| 2 3 55
6. Krakovska Ema 1. Gamca BA 1 915 51
6. Kralik Matej 1. GJH BA 2 917 4 51
8. Palko Maximilidn 2. 1SG BA 3 019 315 48
9. Rebro Marcel 2. SPMNDG BA | 2 91719 43
10. | Kobak Michal 2. Gamda BA 2 719 40
11. | Longa Marian 1. SPMNDG BA | 2 39
12. | Ivan Lukas 2. GJH BA 3 317 38
13. | Vesela Simona 1. GJH BA 1 33
14. | Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 915 32
15. | Liu Zhen Ning Déavid 2. Gamda BA 3 919 31
15. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 2 9 1 31
17. | Svitkova Patricia 2. GLN BA 3 5 5 29
18. | Suéik Samuel 1. GJH BA 2 317 28
19. | Martinkova Sandra 1. GJH BA 1 9 21
20. | Hives Zdenko 2. 1SG BA 2 6|17 5 19
21. | Stetiova Julia 1. GJH BA 2 17
22. | Klimkovi¢ Anna-Maria 2. SPMNDG BA | 3 15
23. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 4 14
24. | Zilkova Alexandra 2. SPMNDG BA | 3 419 13
25. | Pilnan Branislav 1. GJH BA 1 9 9
kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola k, |12 (3|4 6|7 |p|>

1. Bafrnec Matus 1. GPar NR 1 198|129 310 67

2. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 1919|513 3 65

2. Presinska Kristina, 1. GPar NR 2 91219 2 65

4. Kovacova Maéria 1. GsvCMNR | 1 [ 9]9 |5 3 63

5. Marcekova Katarina 1. GPar NR 1 19191 3 60

6. Bielikova Michaela 2. GVMS 3 819 3 58

7. Madaj Pavel 1. GVBN PD 1 45

7. Meciar Adam 1. GVBN PD 1 45

9. Strakova Valentina 2. GVMS 3 2 4 41

10. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 2 31319 3 38

11. Hladka Barbora 1. GPar NR 1 26

12. | Téth Andrej 2. GPar NR 3 19
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kategodria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola k,, 2|3|4|5|6 >
1. Santrova Michaela 1. GMH Trstena 2 9151943 68
2. Hosték Viliam 2. GVar ZA 2 91419194 62
3. Nepsinska Silvia 1. GJCh BR 2 91619 3 60
4. Knaze Adam 1. GJCh BR 2 91716 6 57
5. Oravec Matej 1. GVar ZA 1 81911413 49
6. Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 2191911 47
6. Mores Martin 2. GVar ZA 3 9 413 47
8. Halamova Maria 1. GVO ZA 2 9|1 2 44
9. Tomagec Samuel 2. GVar ZA 3 918 2 43
10. | Labjakova Gabriela 1. GMH Trstena 1 6101 42
11. | Barbora David 1. GFS Nova Bana | 1 9|1 37
12. | Dracek Frantisek 1. GSkol PB 2 35
13. | Rizman Daniel 2. GVar ZA 3 0 2 33
14. | Seligova Kristina 1. GsvFA ZA 1 9 2 21
15. | Dendis Tomas 1. BiG Sucany 1 5
16. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé¢ Skola k, 234 6 3
1. Kurimska Maria 2. GsvM PO 2 91119 2 60
1. Ténai Alexander 1. GPos KE 1 91512 1 60
3. Puza Marko 2. GPos KE 3 9 3 59
4. Krajc¢iova Katarina 1. GAlej KE | 2 9 41
5. Zencuchova Andrea 1. GJAR PO | 1 910 39
6. Trembecky Richard 3. GAlej KE | 3 34
7. Batmendijn Eduard 1. CGsvM SL | 3 9 25
8. Bacinska Irena 2. G Lipany 2 3 24
9. Fléridnova Lucia 2. GPos KE 2 15
10. | Dudi¢ Jan 3. GPos KE 3 14
11. | Kodis¢dk Samuel 1. GPos KE 2 3 12
12. | Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 10
13. | Mikus Peter 2. GJAR PO | 3 7
14. | Galajda Marek 3. GsvTAKE | 3 0
kategéria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Ro¢ Skola k, 234 6 3
1. Stépanek Martin 1 Piibor CR 2 416 3 51
2. Zarsky Jan Koptivnice CR | 2 915 30
3 Le Anh Dung Tachov CR 3 16




