Vzorové riesenia 3. série letnej éasti KMS 2011/2012

Uloha é&. 1: Mojovi sa pod postelou vala 6 simpanzov. Kazdy simpanz ma Styri farbicky. Vieme, Ze dokopy maijii

] J
6 Cervenych, 6 modrych, 6 zelenych a 6 fialovych farbi¢iek. Najmenej kolko Simpanzov musi Mojo vytiahnut spod
postele, aby mal istotu®, Ze budi mat spolu aspoii jednu farbicku z kazdej farby?

RieSenie: (opravovala Katka J.)

Ked Mojo vytiahne spod postele prvého Simpanza, mozu sa stat dve veci. Ak mé Stastie, hned prvy Simpanz je
zésobeny vSetkymi Styrmi farbami. Ako vSak vSetci vieme, Mojo je zndmy smoliar, a tak musime uvazovat ta
najhor§iu moznost. Budeme postupovat nasledovne: najprv ndjdeme moznost, ktord sa nadm zda najhor$ia a potom
ukézeme, Ze horsia neexistuje.

Predstavme si, Ze hned prvy Simpanz mé vSetky farbicky rovnakej farby, napriklad zelené. Mojovi potom nezostava
ni¢ iné, iba vytahovat spod postele dalsie opice. Po chvili premyslania ndm lahko méZe napadnit situécia, pri ktorej
treba vytiahnut az pif simpanzov, aby Mojo dostal vSetky farby. Opice mdézu mat farby rozdelené napriklad takto:
prva opica — Styri zelené, druhé opica — dve zelené a dve modré, tretia opica — Styri modré, Stvrta opica —
Styri fialové, piata opica — dve fialové a dve Cervené. Z tohto prikladu vidno, Ze existuje také nevyhodné rozdelenie
farbiciek, pri ktorom Mojo musi vytiahnut pit opic, aby mal vSetky farby.

Este ndm zostalo dokazat, ze Mojovi vZdy staci vytiahnut péf opic, a Ze teda viéSiu smolu uz mat nemoéze. Pit
opic m4 spolu dvadsat farbiciek. KedZe z kazdej farby mame Sest farbiciek, v dvadsiatich kusoch musia byt urcite
zastpené vsetky farby. Hotovo! Podarilo sa nam ukazat, ze pit Simpanzov je akurat dost.

Uloha &. 2: Jezibaba Algebrinda si hundre prirodzené ¢isla. Prvé si vidy zahundre ¢islo N, a dalej si vidy pomysli
jedného delitela posledného zahundraného ¢isla, odéita alebo pri¢ita ho k nemu a vysledok zahundre. Zistite, pre
ktoré N si méze zahundrat aj jej obliibené ¢islo 647, ak ¢islo 1 nikdy nepricita ani neodcita.

Riesenie: (opravovali Betka a Kozzy)

V prvom rade treba spravne pochopit, ¢o je vlastne nasou tlohou. Chceme najst vSetky také N, s ktorymi ked
jezibaba za¢ne, moze v niektorom, nie ale nutne hned v druhom kroku zahundraft ¢éislo 647.

Ak mé v niektorom kroku zahundrané &islo a - b, v dalSom kroku si moze zvolif za delitela ¢islo b a zahundrat
(a+1)-b,alebo aj (a — 1) - b, ak a nebolo 1. Potom méze znova za delitela zvolit b a po nejakom pocte krokov sa
takto moZze prehundrat k ITubovolnému ndsobku ¢isla b.

Na zaciatku m4 ¢islo 1- N. Podla predoslého si urcite dokaze zahundrat ¢islo 647 N. Toto ¢islo sa d4 zapisat aj ako
N - 647 a jezibaba sa z neho chce dohundraf k ¢islu 1- 647, ¢o sa jej uréite podari. Problém nastane len v pripade,
ze prvé zahundrané ¢islo bolo 1, vtedy nemoze pri splneni podmienky v zadani zahundrat uz ziadne iné &islo.
Podari sa jej to teda pre vSetky prirodzené c¢isla N okrem jednotky.

Uloha &.3: N skriatkov s podbradnikmi oéislovanymi ¢islami 1,..., N si sadlo okolo okrihleho stola. Kazdy
skriatok si chce sadniit’ tak, aby Skriatkovia vedla neho mali bud obaja vyssie ¢islo na podbradniku, alebo obaja
nizsie, inak by totiz nedostal obed. Zistite, pre ktoré N sa moézu Skriatkovia usadit tak, Ze sa vsetci najedia.

Riesenie: (opravoval JeFo)

Po troche sktsania na mensich hodnotach nadobudneme dojem, Ze pre parne ¢isla to ide a pre neparne to nejde.
Teraz nam uZ ostéva len podporit nase ocakévanie poriadnym dokazom.

Povedzme si, Zze skriatka medzi dvoma skriatkami s mensim ¢islom ofarbime na modro a Skriatka medzi medzi
dvoma gkriatkami s vd¢sim éislom ofarbime na Zlto. Teraz je jasné, Zze ak sa maja najest vSetci skriatkovia, tak
kazdy skriatok musi byt ofarbeny jednou farbou. Naviac musi sedief zlty skriatok medzi dvoma modrymi a modry
medzi dvoma zltymi. Teda modry a zlty skriatkovia sa musia pri stole striedat. Teraz je jasné, ze Skriatkov musi
byt parny pocet (premyslite si to).

Ostéva eSte ukazat, ze to vieme spravif pre parny pocet trpaslikov. Staci, ked si trpaslikov rozdelime na polovice
tak, aby v prvej skupine boli ti, ¢o maju &islo vidsie ako je polovica N a v druhej ostatni (mensie alebo rovné

1Mojo nevidi, aké maja Simpanzy farbicky.
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ako polovica N). Teraz budeme trpaslikov ukladat okolo stola postupne, najskor jedného z prvej skupiny, potom
jedného z druhej skupiny a opét jedného z prvej skupiny atd. Teraz naozaj pre lubovolného trpaslika plati, Ze jeho
susedia maju bud vicsie, alebo mensie ¢islo, lebo obaja st z ,,druhej polovice ¢isel®.

Uloha é&. 4: Grécky boh vysokych déchodkov si v ¢ase niidze krati ¢as ¢méranim cisel po tabuli. Na zaciatku ma
na tabuli napisané redlne ¢isla 1, x, y. Na tabulu vie eSte pripisat stcet alebo rozdiel Iubovolnych dvoch disel z
tabule alebo prevratenti hodnotu nenulového &isla z tabule.? Zistite, &i méze takymto spésobom na tabulu napisat
¢islo:

a) z2,
b) xy.

RieSenie: (opravovali Linda a Mary)
Isteze moéze. Pozrime sa na to, ako:

a) Zafneme tym, Ze napiSeme ¢isla x + 1 a  — 1, prevratime ich a od¢itame:

1 12
x—1 z4+1 a2-1"

Teraz tento zlomok dvakrat prevratime a obe vzniknuté cisla sc¢itame:

$2—1+x2—1
2 2

Vidime, Ze uz staci iba pric¢itat jednotku a sme v cieli.

b) V dasti a) sme z x nejakou postupnostou krokov dostali 2. Inymi slovami, podarilo sa ndm z povolenjch
operéacii vytvorit umoctiovanie. Ni¢ ndm ale nebrani v tom, aby sme tento postup aplikovali na iné ¢islo a nadm
sa hodi =+ (ktoré na tabulu vieme napisat). Ziskame tak (z +y)?, ¢o je 2%+ 22y +y?. Chceme osamostatnit
stredny ¢len, takze od tohto vyrazu odéitame 22 aj y? (ktoré po a)-¢ku uz vieme napisat). Mame 2zy, ale my
by sme boli stastnejsi, keby tam t4 dvojka nebola. Neostédva ndm teda ni¢ iné ako dvakrat napisat prevratent

hodnotu a séitat:
1 1 2 1

2ay 2oy 2ay  ay

Ajhla, to vyzera, ze vysledok sta¢i prevratit a dostaneme zy. (A t{ mudrejsi z nas vedia, Ze to tak nielen
vyzerd, ale naozaj to tak je.)

Uz sme hotovi? Nie celkom, nas postup robi nepekné veci pre niektoré hodnoty x a y, konkrétne delime nulou pre
x, y rovné 1, —1 alebo 0. KedZe my matematici neradi delime nulou, tieto pripady treba osetrit zvl4st. To uz vsak
nechame na dobri volu c¢itatela a vyhldsime rieSenie za kompletné.

Uloha ¢&. 5: Pala hryzie svedomie, lebo nevyriesil doméacu tilohu:
a) Najdite vSetky prirodzené &isla n také, Ze n® + n + 14 je druhd mocnina prirodzeného ¢isla.

b) Pre ktoré prirodzené ¢&isla k existuje aspoii jedno prirodzené &islo n také, e n® 4+ n + k je druhd mocnina
prirodzeného ¢isla?

Pomézte mu, nech ho svedomie nezje.

RieSenie: (opravovala Katka :P)
Uloha sa dala riesif viacerymi spésobmi. Prvy a asi najpriamociarejsi je pozeraf sa na tlohu ako na rieSenie
obycajnej kvadratickej rovnice.

a) Médme najst vietky prirodzené &isla n, pre ktoré je n? +n+ 14 druhou mocninou nejakého prirodzeného éisla.
Toto ¢islo si ozna¢ime z. Potom m4 platit, Ze

n? 4+ n+ 14 = 22, (1)
Trochu si to upravime a dostaneme klasicka kvadraticki rovnicu s nulovou pravou stranou

n?+n+ (14 —2%) =0,

2Mobze sa stat, Ze na tabuli bude viackrat rovnaké &islo.
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ktorti vieme vyriesit pomocou diskriminantu. Ten bude rovny 12 — 4 - 1 - (14 — 22). KedZe riesenie n, ktoré
hladdame, musi byt prirodzené ¢islo, musi aj odmocnina z diskriminantu byt prirodzené ¢islo. Z toho vyplyva,
ze samotny diskriminant mé byt druhou mocninou prirodzeného éisla. Oznaéme toto ¢islo y. Dostaneme vztah

1—4-(14 —2%) =92,
ktory si trochu upravime:

1-56+42>—y> = 0
4% —y? = 55
2z —y)(2z +y) 55.

Dostali sme stéin dvoch celych éisel (2z — y) a (2z + y), ktory je rovny 55. Vieme, Ze obe su celé ¢isla (lebo
x a y st prirodzené) a (2x +y) je uréite kladné. Navyse plati, ze (22 —y) < (2x +y). Cislo 55 mozno rozlozit
na stéin dvoch celych &isel tak, aby (aspoil) jedno z nich bolo kladné, len dvoma sposobmi: ako 5 - 11 alebo
1-55. Tieto dve situacie si rozoberieme.

1. moZnost:

20—y = 5
2r+y = 1L

Ak vyriesime tato ststavu rovnic, dostaneme, ze (z,y) = (4,3). Dosadenim = = 4 do vztahu (1) dosta-
neme rovnicu

n?+n—2=0,
ktord mé rieSenia n; = 1 a ny = —2. KedZe hladdme prirodzené riesenie, vyhovuje iba n = 1.
2. moZnost:
2r—y =1
2v+y = b5.

RieSenie tejto ststavy rovnic je (x,y) = (14,27). Dosadenim do (1) dostaneme
n?+n—182=0,
ktord mé rieSenia n; = 13 a ny = —14. Opét nés zaujima len kladné rieSenie n = 13.

V tlohach ako je tato nestac¢i len néjst nejaké rieSenia, treba aj dokédzat, Ze uz ziadne iné neexistuju. Tento
postup mé obrovski vyhodu, pretoze dokaz toho, Ze iné rieSenia (vyhovujace n) uz nie s, vyplyva priamo
zo spdsobu, ako sme ich nasli.

b) V tejto Casti si treba dat pozor na zadanie. Pytame sa, pre ktoré k existuje aspoii jedno n, ktoré spliia
podmienku. RieSenim bude preto mnozina takychto ¢isel k. Netreba hladat vsetky n pre dané k, staéi najst
tie k, pre ktoré existuje aspon jedno.

Velkd vii¢Sina z vés si vSimla, Ze vyraz zo zadania si vieme napisat ako n - (n 4+ 1) + k. Otdzkou teda je, aké
moze byt k, aby sa tento vyraz dal upravit na druht mocninu prirodzeného ¢isla.

Ako prvd moznost ndm udrie do o¢f mozné k = n + 1. Po dosadeni dostaneme n - (n + 1) + (n + 1) =
(n+1)-(n+1) = (n+1)2 Zistili sme, Ze k danému k vieme dopoéitat vhodné n v tvare n = k — 1. KedZe
najmensie prirodzené &islo je 1, najmensie k, pre ktoré moZzeme pouzit tato metédu, je rovné 2. Pre k > 2
teda uré¢ite existuje také prirodzené ¢islo n, Ze vyraz n? +n + k je druhou mocninou prirodzeného éisla a toto
n ziskame ako k — 1.

Tu mnohi z vas skonéili a stratili preto bod. Podarilo sa vam sice najst spdsob, ako vypocitat vyhovujice n
pre k > 2, no to, ze pre k = 1 to takto nejde, neznamend, ze to nejde vobec. Uz tusime, Ze to nepdjde, no
musime to dokdzat. Toto nie je tazké a preto to nechdm na vas. NaSepkdm vam tolko, Ze sa stac¢i pozriet na
rozdiel dvoch po sebe idtcich druhych mocnin prirodzenych éisel: (n + 1)2 — n? = 2n + 1.

Iné riesenie:

Ned4 mi neukdzaf aj iné, velmi elegantné rieSenie prvej Casti tlohy. Spoéiva v tom, Ze si ohrani¢ime mnoZinu
moznych z, pre ktoré moéze byt n? + n + 14 §tvorcom &isla z. Na prvy pohlad je jasné, Zze n? +n + 14 > n?,
pretoze na lavej strane mame navyse kladny ¢len n + 14. Teda dolné ohranicenie je x > n. Lahko dokéZzeme, Ze
n?+n+ 14 < (n + 4)%, z ¢oho dostaneme, ze < n + 4. Kedze sa pohybujeme v prirodzenych ¢islach, mozné
hodnoty « st teda n+ 1, n+ 2 a n 4+ 3. Ak si tieto dosadime do (1), dostaneme dve vyhovujice n, a to 1 a 13.

Uloha &. 6: Najvicsi neparny delitel prirodzeného é&isla k nazyvame chvostik ¢isla k. Dokéazte, e stucet chvostikov
prirodzenych &isel n + 1, n+ 2, ..., 2n je rovny n2.
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Riesenie: (opravovali Kubo a Mojo)

Tento priklad nie je vynimkou. Pozrime sa na nejaké malé pripady.

Pre n = 1: Cislo 2 m4 chvostik 1. A to je naozaj 12.

Pre n = 2: Cislo 3 mé chvostik 3, &slo 4 mé chvostik 1. Spolu to je 4, ¢o je naozaj 22.

Tu si uz moézeme vSimnut, Ze kazdé neparne ¢islo je svojim vlastnym chvostikom, pretoZze ziadny vicési delitel éisla
ako ono samo neexistuje. Zaujimavé je, Ze pri nasom postupe nepotrebujeme celkom vedief, ako to bude s parnymi
¢islami. Stadi si len v8imnut, Ze ¢isla n, a 2n maji rovnaké chvostiky. Ich prvociselné rozklady st totiz rovnaké, az
na jednu dvojku navySe. Teda kazdy neparny delitel jednoho ¢isla je zaroveri aj delitelom druhého ¢&isla.
Vyzbrojeni touto vedomostou sa moézeme pustit do druhého indukéného kroku. Oznacme si S(k) stcet chvostikov
¢isel k+1, k+2, ..., 2k. Dalej nech ch(k) je chvostik &isla k.

Predpokladajme, 7e tvrdenie plati pre n, ¢ize S(n) = n?. DokdZme, Ze tvrdenie plati aj pre n + 1. Z ¢&isel, ktorych
chvostiky spoéitavame, ubudne n + 1, a pribudne 2n + 1 a 2n + 2. Cize mame rovnost

S(n+1)=S5(n) —ch(n+1) + ch(2n+ 1) + ch(2n + 2).

Cisla n + 1 a 2n + 2 maja rovnaky chvostik, a teda nijako celkovy sti¢et nezmenia. Zmeni ho ale ¢islo 2n + 1. Toto

.....

S(n+1)=n?+2n+1=(n+1)? ¢ sme mali dokazat.

Uloha é&. 7: Pre realne ¢isla a, b, c mé rovnica ax?+bx+c = 0 dva rézne realne korene py, pp a rovnica cx?+bx+a = 0
dva rézne reslne korene qi, q». Cisla p1, q1, p2, g2 tvoria v takomto poradi aritmetickii postupnost. Dokazte, ze
a+c=0.
RieSenie: (opravoval Hago)
Niektori riesitelia dospeli v priebehu rieSenia k zéveru, Ze taka trojica a, b, c nemdze existovat a po prvom precitani
zadania som bol aj ja ohladom tohto faktu skepticky. Preto som sa rozhodol, Ze hned takto zozaciatku uvediem
trojicu

a=3, b =23, c=-3.
Tato trojica spliia podmienky zadania a plati aj to, o mame dokézaf, Zze a + ¢ = 0.
Teraz sa uz bez strachu moézeme pustit do dokazovania. Za¢neme niekolkymi jednoduchymi pozorovaniami:

e KedZe korene tvoria aritmeticki postupnost, vieme niefo o vzdialenostiach medzi nimi (o ich rozdieloch).
Napriklad aj to, Zze vzdialenost medzi p; a ps je rovnakd ako vzdialenost medzi q; a g2, a obe s rovné
dvojnasobku diferencie tej aritmetickej postupnosti.

e Na druhej strane o vzdialenosti medzi korenmi jednej kvadratickej rovnice vieme nie¢o aj zo vzorca na ich
vypocet, ktory snad pozna kazdy z vas. Pre kvadraticki rovnicu s diskriminantom D a vedtcim koeficientom
v vyjde tato vzdialenost
VD

v

e Obe kvadratické rovnice majt rovnaky diskriminant, ozna¢me ho D. KedZe maji obe rovnice dve rozne
rieSenia, tak D > 0. (Vdaka tomuto poznatku vieme, Ze v budicich Gpravich mozeme delit vyrazom v D.)

Spojenim pozorovani dostaneme

|p1 —p2| = |Q1 —Q2\
vb|  |vD
a B c
|al lc|
a = e

Takze bud naozaj a + ¢ = 0, alebo a = c.

Ak by nastal druhy pripad, tak si obe kvadratické rovnice rovnaké, ¢ize maji aj rovnaké korene. Mame rovnaké
éleny v aritmetickej postupnosti, ¢o znamend, ze tadto postupnost je konstantnd. Tu sa dostdvame do sporu so
zadanim v tom, Ze jednotlivé kvadratické rovnice maju mat dva roézne korene.

Druhy pripad teda nemoze nastat, ¢éim sme dokézali, ¢o sme dokazat mali.

z vz

Uloha é&. 8: Najdite vietky celé ¢isla m a prirodzené ¢isla a, b také, Ze plati
(a+b*)(b+a®) =2™.

3Tym, ktori nevedia, ¢o to je matematické indukcia, odpori¢ame preéitaf si vzorak tlohy ¢.8, prvej zimnej série 2009/2010. Najst
ho moézete na http://www.kms.sk/docs/vzoraky/20092010/zim/serial.pdf.
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RieSenie: (opravovali Palo a Mario)

V nasej tlohe treba néjst rieSenia rovnice. KedZe vSak vidime, Ze nezndme v rovnici st az tri, zatial ¢o rovnica
len jedna, mali by sme porozmyslat aj nad inymi informéciami, uvedenymi v zadani. Zadanie lohy je vSak celkom
struéné, vsimneme si iba skuto¢nosti, ze a, b maju byt prirodzené ¢isla a m celé. Teraz uz mame zadanie poriadne
precitané a mozeme sa pustif do rieSenia.

Predpokladajme, %e naozaj nejaka taka trojica ¢isel a, b, m existuje. Co by pre fiu muselo platit?

Obe zo zéatvoriek nalavo st uréite rovné aspon 2, ¢ize ich sudin, teda aj pravéa strana je minimélne Styri. Z toho
vyplyva Zze m je miniméalne 2. Teda 2™ je urcite parne ¢islo.

Preto mozeme smelo napisat:

a®+b=2°,
W +a=2",

pre prirodzené p,r € {1,2,...,m}.
BUNYV, nech je p > r. Oznacéme s = p — r. Teda plati:

a?+b=20t),
b +a=2"

Teraz od¢itame druhti rovnicu od prvej a upravime na sacin:

a>—b?+b—a=20") _or
(a+0b)(a—b)—(a—0b)=2"(2°-1),
(a+b—1)(a—0b)=2"(2°-1).

Vidime , Ze 2" je urcite parne ¢islo, ¢ize aj nalavo je tiez parne ¢islo. Preto musi byt aspoii jedna zdtvorka na lavej
strane delitelnd dvomi. Ak by platilo 2|(a + b — 1) , znamenalo by to, Ze prave jedno z a,b je neparne. Potom by
bol aj povodny vyraz (a? + b)(b? + a) neparny, ¢o by bol spor s tym, ze 2™ je parne.

Teda musi platit, Ze (a — b) je parne, potom je (a + b — 1) nutne nepdrne.

Dalej nech s # 0, $pecialny pripad rovnosti vyriesime nakoniec. Z toho vyplyva Ze vyraz na pravej strane je urcite
kladny, teda prirodzené &islo. Z rovnosti pravej a lavej strany to bude rovnako platif aj pre lava stranu, z ¢oho
vyplyva a # b. Teraz si uvedomme, Ze v prvociselnom rozklade pravej strany mam r dvojek. Teda tychto r dvojek
musi byt aj v prvociselnom rozklade lavej strany. KedZe je vSak (a + b — 1) ¢islo neparne, jeho prvoéiselny rozklad
nemdze obsahovat ziadnu dvojku. Preto musi vSetky obsahovat vyraz (a —b), z ¢oho dostavame 2" |(a — b).

Z toho vyplyva, ze 2" < (a — b). Roz8irenim o trividlne nerovnosti dostaneme:

a<b®+a=2"<(a—b)<a.

Z toho by malo platit a < a , ¢o je spor, preto pre tento pripad rieSenie neexistuje.

Zostava uz iba vyriesif pripad s = 0. Potom by o¢ividne platilo (a +b— 1)(a —b) =27(2° — 1) = 0.

Potom by platilo (a + b — 1) = 0 alebo (a — b) = 0. Z prvej podmienky by vyplyvalo a + b = 1, ¢o nastat nemoze,
kedZe a,b st prirodzené. Teda plati a — b = 0, z éoho vyplyva a = b. Dosadenim do povodnej rovnice a naslednym
upravenim dostavame:

ala+1)a(a+1) =2™.

Teraz si uz len vSimnime dolezit vec: 2™ mé delitele len ¢isla 1, 2,4, ...,2™. Po sebe idtce ¢isla a,a+ 1 st o¢ividne
delitelmi tohoto vyrazu, jediné rieSenie moze byt len a = 1 lebo 1,2 st jediné po sebe iduce delitele ¢isla 2.
Zostéva uz len overit, ¢i existuje celé ¢islo m také, ze pre jediné mozné hodnoty a = b = 1 nastéva uvedené rovnost.
Po dosadeni s nadSenim zistujeme, ze m = 2 vyhovuje nasej rovnici. Jedinym rieSenim rovnice je teda trojica
a=b=1,m=2.

Uloha é&.9: Marek nasiel doma gramofénovi platiiu, na ktorej je napisand dvojica prirodzenych ¢isel (a, k). Ked
sa tato platiia dostane do blizkosti vietkych prirodzenych ¢isel, tak im zacne skdkat po hlavach. Najprv skoci na
¢islo a. Nésledne, ked sa nachadza na nejakom prirodzenom disle n,* tak sa sprava podla pravidiel:

i) Ak je n delitelné piatimi, presko¢i na n/5.

ii) Ak n nie je delitelné piatimi, presko¢i na n + k.

Takto sa to opakuje a platna si skace. Gramofénovi platiiu nazveme pokazenou, ak po istom case zacne dokola
skékat po tej istej sekvencii ¢isel. Pre aké dvojice prirodzenych ¢isel (a, k) je Marekova platiia pokazend?

4Najprv sa n rovna a.
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Riesenie: (opravoval Skrecok)

Pozrime sa, ¢o sa stane s platiiou na zaciatku. Najprv sko¢i na ¢islo a. Ak je toto ¢islo delitelné pétkou alebo
nejakou jej vySSou mocninou, niekolkokrat sa pouzije pravidlo i), az kym neskoéi na ¢islo, ktoré nie je delitelné
piatimi. Nésledne sa pouzije pravidlo ii). Formalnejsie, nech a = 5°c (kde b je nezaporné celé a c je prirodzené &islo)
a 5 nedeli ¢ (¢ moze byt aj jedna). Platiia po b vydeleniach piatimi skoéi na ¢islo ¢ a potom na ¢+ k (vdaka 51 ¢).
Ako si skoro vSetci z vas vsimli, ak je k delitelné piatimi, po tychto ivodnych krokoch, po ktorjch platiia skoci
z a na ¢ (51 ¢) bude dalej skdkat len po ¢islach, ktoré ddvaji rovnaky (nenulovy) zvySok po deleni piatimi ako c,
a teda uZ nikdy sa nepouzije pravidlo i). Skisme opét tieto myslienky povedat formélnejsie: ak si k zapiSseme ako
k = 50 (kde  je prirodzené ¢islo), platiia sa po s skokoch dostane z c na c+ k-s = c+ 50 - s, a kedze 5 nedeli ¢,
nebude delif ani ¢ 4 51 - s. Z toho vyplyva, Ze pre lubovolné a a k delitelné piatimi sa platiia nikdy nepokazi, bude
az do nekonec¢na skakat po ¢islach v tvare ¢+ k - s.

To by sme mali, podme sa pozriet na opa¢ny pripad, kedy k& nebude delitelné piatimi. Predpokladajme, Ze platia
sko¢i na prirodzené ¢islo n. Ako si mnoho z vés vSimlo, ale menej z vas poriadne objasnilo, najneskér po 4 pouzitiach
pravidla ii) dostaneme ¢islo delitelné piatimi. Totiz ¢isla n, n + k, n + 2k, n + 3k a n + 4k musia vSetky navzajom
dévat rézne zvysky po deleni piatimi, a teda jedno z ¢isel musi dat zvysok nula po deleni piatimi. D4 sa to lahko
ukazaf sporom, ak by nejaké z nich davali rovnaky zvySok po deleni piatimi, napriklad n+ik a n+ jk (kde ¢ a j st
dve rozne prirodzené ¢isla, 0 < 4, j < 4), ich rozdiel (i — j)k by bol delitelny piatimi, a teda muselo by platit bud
5|i — j alebo 5|k. To je spor, pretoze pre takéto i,j nemdzZe platit 5| — j (premyslite si) a z predpokladu v vode
odstavca nemoze platit ani 5|k. Ukazali sme teda, ze ak k nie je delitelné piatimi a platiia sko¢i na prirodzené
¢islo n, najneskor po 4 pouZitiach pravidla ii) dostaneme ¢islo delitelné piatimi, a pri dalSom skoku sa teda bude
pouzivat pravidlo i).

Rozlisime teraz (samozrejme stale skimame k, ktoré nie je delitelné piatimi) dva pripady podla ¢isla a, na ktorom
sa platna nachadza na zaciatku.

Najprv nech a < k, ukdzeme, Ze v tomto pripade bude platna urcite pokazend. K ¢islu a najmenej nulakrat
a nanajvys Styrikrat pri¢itame k a nasledne pouzijeme pravidlo i), teda vzniknuté ¢islo vydelime piatimi. Najvicsie
¢islo, na ktoré moze platiia skocit po tomto vydeleni piatimi je

a+ 4k
5 )

lebo pre ostatné mozné platia nerovnosti

g<a+k <a+2k - a+ 3k - a+ 4k
5 5 5 5 5

Avsak aj toto najviicsie mozné ¢islo (a 4 4k)/5 urcite nepresiahne k, lebo nerovnost a < k (ide vlastne o ivodny
predpoklad) sa déa ekvivalentne upravit nasledovne:

a < k
a+4k < 5k
a+ 4k < &

5

Opakovanim tohto procesu najviac $tvornasobného pouzitia pravidla ii) a nasledného pouzitia pravidla i) budeme
vzdy dostavat prirodzené ¢isla neprevysujtce k. Bez toho, aby sa ndm nejaké z nich zopakovalo, sa toto moze stat
najviac k-krat. To ale znamenad, Ze najneskor po k+1 opakovaniach musi platiia sko¢if na nejaké ¢islo, na ktorom uz
predtym bola. No a kedZe nasledujuci skok platne je iplne uréeny iba ¢islom, na ktorom sa momentéalne nachédza,
toto celé ¢o sme zistili nAm zarucuje, Ze sa platnia v prvom pripade a < k urcite pokazi.

Teraz sa pozrime na druhy (a posledny) pripad, ktory moze nastat, a to Ze a je viicSie ako k. UkdZeme, Ze platiia
sa v tomto pripade musi niekedy dostat na éislo a’, pre ktoré bude platit a’ < k, ¢im tilohu prevedieme na predosly
pripad. Tym vlastne ukézeme, Ze platiia je pokazené aj pre a > k. Nerovnost a > k ekvivalentne upravime:

a > k

5a > a+4k
a+ 4k

a >

5

V preklade do lIudskej reci: dostali sme, Ze po kazdom najviac $tvornasobnom pouziti pravidla ii) a néslednom
pouziti pravidla i) sa ¢islo, na ktorom sa platiia nachadza, uréite (ostro) zmensi. To sa vSak nemoZe stat nekoneéne
vela krat, raz sa platila preto musi dostat na éislo @’ neprevysujtce k. Kedze dalsi skok platne je uréeny iba ¢islom,
na ktorom momentélne je, toto a’ sta¢i polozit ako a do predchidzajiceho pripadu.

Aby sme celé tieto riadky zhrnuli, platiia bude pokazena pre vSetky dvojice prirodzengch ¢isel (a, k), kde k nie je
delitelné piatimi (¢ moze byt Tubovolné, od tohto chidatka aj tak ni¢ nezévisi).



KMS 2011/2012 3. séria letnej casti 7

Komentér: Hoci priklad hlavne sktisenejsim rieSitelom nerobil velké fazkosti, mnoZstvo rieseni bolo skor o intuicii
typu ,nieco nebude nikdy privelké“ ako o poriadnom dékaze. Treba si na to dat pozor, v tomto priklade bolo o dost
lahsie nadobudnit len tusenie ako toto tuSenie exaktne overit.

Uloha ¢&.10: Kubo a Matii§ zakopli o prirodzené éislo n, a tak sa rozhodli, Ze si zahraji hru. V tejto hre budu
striedavo pisat jednu z ¢islic 0 alebo 1 na rolku toaletdka. Kazdy napiSe svoju &islicu hned za poslednti siiperovu.
Prehrava hraé, ktory napiSe éislicu, po ktorej sa na toaletaku objavia dve rovnaké n-tice za sebou idicich &islic.®
Ukazte, ze:

a) Hra vzdy skondi.

b) Ak za¢ina Kubo an je neparne, tak Matis dokaze vyhrat, aj keby Kubo hral najlepsie ako dokaze.

RieSenie: (opravoval Matus)

a) Hra urcite skonéi, lebo vSetkych n-tic zlozenych len z nil a jednotiek je len koneéne vela (2™) a poénic napisanim
n-tého &isla na toaletak sa v kazdom dalsom tahu vytvori nova n-tica. CiZe najneskdr po 2" +n fahoch hra skondi,
lebo tam bude o jednu n-ticu viac ako pocet vSetkych (CiZe aspon jedna sa musela zopakovat).

b) Matas§ vyhré ak bude vzdy dévat opacéné ¢islo ako napisal Kubo pred nim (opa¢né ¢islo k 0 je 1 a opacéné k
1 je 0). Este pred tym ako si za¢neme nie¢o dokazovat, zavedme si nejaké oznaéenie. Hru budeme zapisovat ako
postupnost ¢isel

kil7 maq, k/’2, ma, k‘3, ms,..., k‘r, my,

kde jednotlivé ¢leny znézortiuju ¢isla zapisané na toaletaku (k; oznacuje Kubov i-ty tah a m; oznacuje Matusov
j-ty tah). Dalej nech I je také celé é&islo, ze n = 21 + 1 (lebo sa hrame len s neparnymi n).

Uz vieme, ze hra skonéi teda niekto z nich musi prehrat. Dokdzeme, ze Matis nemdze prehrat ak sa drzi svojej
stratégie, teda musi vyhrat. Pre spor predpokladajme, ze Mati§ prehral. To znamend, Ze napisal posledny znak
n-tice, ktord sa zopakovala, nech je tento znak m,,;. Rovnakd n-tica tam musela byt uz skor a mohol ju ukoncit
Matas alebo Kubo (t.j. mé posledny znak na parnej alebo nepérnej pozicii).

o Ak prvy vyskyt dokonéil Mats, tak oba vyskyty zopakovanej n-tice Mat1s zacal aj skonéil (lebo n je nepérne).
LenZe na to, aby Mats dal rovnaké prvé znaky prehravajucich n-tic — nech st to m, a m,., musel Kubo dat
rovnaké tie im predchadzajice éisla (k, a k), lebo Mats dava vzdy opa¢ny znak od posledného Kubovho.
Takze ak st rovnaké n-tice

My, Kpi1, Mpi1,..., Mpy,
my, kT+17 M1y My,

tak sa musia rovnaf aj tie, ktoré zac¢inaju o znak skér. Cize Matts nemohol takto prehrat, lebo Kubo by
prehral uz v predoslom tahu.

o Ak prvy vyskyt dokonéil Kubo, tak ta n-ticu aj zacal (nech je ten prvy znak k,). TakZe rovnaké st n-tice
kp7 mp , kp+17 SERE) kp+l7

My, krg1, Meg1,..., Mgy,

lenze vieme, Ze ¢leny s rovnakym indexom st opa¢né ¢isla. Preto kedZe m, = k,41 tak sa rovnaju aj k nim
opacné &isla k, = m,y1, lenze z rovnosti postupnosti m, 1 = kp41, takze k, = kp1. Podobne dostaneme
cely rad rovnosti

kp = kpi1 = kpra = -+ = kpyr.
Bez ujmy na v8eobecnosti nech je k, = 1 (inak zmenime vSetky éisla na opa¢né). Postupnost, ktora sa
zopakovala musela byt 1,0,1,0,...,1. LenZe potom sa musela zopakovat postupnost 0,1,0,1,...,0 uz o tah
skor, konkrétne n-tice

mp—1, kp y Mp 5eeey kp-‘rl—h

kri1, meg1, keg2,ooo, Meqiga,
st obe 0,1,0,1,...,0 (Overte si, Ze je to tak!). Preto ani v tomto pripade Mati§ nemohol prehrat.

Uloha &.11: Na Sachovnici 8 x 8 nazyvame dve policka dotykajice sa, ak spolu susedia stranou alebo rohom.
Urcte, ¢i dokaze sachovy kral prejst celt Sachovnicu tak, Ze zac¢ina na nejakom policku, a po¢nic od druhého tahu
sa vzdy pohne na policko dotykajiice sa s parnym poc¢tom uz navstivenych policok.

5Tieto n-tice sa mozu prekryvat, avsak nie v celej svojej dlzke.
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RieSenie: (opravoval Cédécko)

V zadani tohto prikladu nebolo jednozna¢ne napisané, ¢i kral mé ist na kazdé policko ,prave raz“ alebo ,aspon
raz“. V povodnom zadani malo byt ,prave raz“, priklad s variantou ,aspoii raz* ide vyriesit rovnako, je vSak
komplikovanejsi, pretoze je viac moznosti.

Tento priklad ste riesili dvoma spésobmi, ale len jeden z nich viedol k rieSeniu. Prvy sp6sob spocival v rozoberani
vSetkych moZnosti, aké mohli byt posledné tahy krala. Tento sposob je zly uZ len preto, Ze na presné rozobratie
moznosti treba aspon 20 A4-riek, kde urobite vela chyb a nepresnosti. Malo by vas vtedy napadnif, Ze vedici mali
asi na mysli iny dokaz. :)

Druhy sposob si ukdzeme inSpirovany Adelou Abaffyovou.

Kazdé policko sachovnice si predstavime ako komnatu. Medzi kazdymi dvoma dotykajicimi sa komnatami si vyro-
bime dvere. Na zacdiatku st vSetky dvere zatvorené. Povieme si, Ze vzdy ked vojde kral do komnaty, otvori vSetky
dvere do tych komnéat, v ktorych uz bol. Klicova myslienka je nasledovna: Potom ¢o kral prejde cely svoj palac,
budi vSetky dvere otvorené (rozmyslite si :)). Zo zadania vieme, Ze v prvom fahu kral otvori jedny dvere a v
kazdom dalsom fahu parny podet dveri. Z toho dostédvame, Ze po kazdom tahu je otvorenych neparny podcet dveri.
A teda Specidlne, po kralovej prechddzke po celom palaci bude tiez neparny pocet otvorenych dveri. Teraz nam uz
len staci spocitat, kolko je v palci dveri. Pouzitim stredovej alebo osovej siimernosti, alebo jednoduchych poctov
mozeme zistit, ze dveri je parny pocet. To je ale spor, a teda kral nemohol prejst celtt Sachovnicu.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |5|6|7[8|9(10(11|p | s | >
1. Vodicka Martin 3. GAlej KE 8 9 919191919 45 | 135
2. Lukacek Viktor 4. GsvM PO 5 2 919191912 38 | 127
3. Simsa Stépan 3. Litométice CR | 6 6 9191919 36 | 120
4. Horvath Samuel 2. GPar NR 4 019(9|7|1]|6 32| 118
5. | Le Anh Dung 2. Tachov CR 3 |1 91918 9 35 | 117
5. Liu Zhen Ning David 2. Gamca BA 3 1 919|882 36 | 117
7. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 0 917191619 40 | 112
7. Té6th Michal 4. GJH BA 11 | 7 9191919 36 | 112
9. Hanzely Filip 3. GAP SB 8 4 415|812 19 | 106
10. Kossaczka Marta 3. Gamca BA 8 5 9191919 36 | 105
11. | Hlavacik Matas 3. GAlej KE 6 2 919|719 34| 104
12. | Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 5 4 7 719 23 | 103
13. | Psota Miroslav 2. GHlin ZA 5 1 91719762 38 | 101
14. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 9191919 36 | 97
15. | Gressak Jergus 3. SPMNDG BA | 4 019197 812 35| 96
15. | Koprda Pavol 4. GAM TT 10 | 4 7718|619 37| 96
15. | Puza Marko 2. GPos KE 3 08|97 24 | 96
18. Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 71914121 23 | 95
18. | Sucik Samuel 1. GJH BA 2 1 819|942 32| 95
20. | Kopf Michal 4. Opava CR 11| 6 915|9 23 | 94
20. | Pokryvka Filip 2. G Béanovce 5 1 919|382 31| 94
20. | Privoznik Matej 2. GJH BA 5 1 917181919 42 | 94
23. | Korbela Michal 2. G Bénovce 5 1 6|4 6199 34| 93
23. | Smolik Milan 3. GJH BA 5 017195 1] 2 24 | 93
23. | Trembecky Richard 3. GAlej KE 3 0 [8[]9(7]9]|7 40 | 93
26. | Semanisinova Denisa 3. GAlej KE 5 0 (81]9]|7 8|2 34| 92
27. | Galovi¢ova Sona 4. GJH BA 11 | 8 719183 27 | 90
28. Jurina Simon 2. Gamca BA 4 1 9191922 31| 89
29. | Cibulka Samuel 3. GJH BA 6 0 |718]|7 22 | 88
29. | Matejovicova Tatiana 3. Gamca BA 5 1 915|514 23 | 88
29. | Zidek Augustin 4. Frydlant CR 11 | 5 4191912 24 | 88
32. | Gafurov Askar 3. Gamca BA 5 1 91519731 33| 86
32. | Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 0| 86
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6/ 7[8[]9]10]11 s [ >
32. Simkova Ludmila 2. GPar NR 5 1 9 01312 14 | 86 |
35. Daniel Mark 2. GPar NR 4 0 916 20 | 85
36. | Batmendijn Eduard 1. CGsvM SL 3 0 0 |84
37. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 5 1 9171326 27 | 83
37. | Kovacova Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 819 2|2 29 | 83
37. | Svoboda Josef 3. Frydlant CR 5 2 917 16 | 83
40. Ivan Lukéas 2. GJH BA 3 0 81 4 4 22 | 81
40. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 0 8|7 22 | 81
42. Marec¢ékova Barbora 4. GKuk PP 11 5 911 |4 14 | 80
43. | Bacinska Irena 2. G Lipany 2 0 417 19 | 78
43. | Krajéiovd Katarina 1. GAlej KE 2 0 0 | 78
45. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 4 5 9 | 76
46. | Kobak Michal 2. Gamca BA 2 0 814 2 22 | 75
47. | Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 0 619 23 | 74
48. | Mojzisova Karolina 2. Gamda BA 5 1 919 |1 |1]2]|1 22 | 70
49. | Hornak Maridn 4. GPar NR 10 | 9 0 | 69
49. | Jasencakova Katarina 4. GVO ZA 11 | 5 9|11 11 | 69
51. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 10 | 4 6|13 10 | 67
52. | Surovc¢ik Juraj 3. GPOH DK 7 2 9141232 20 | 66
53. | Krakovska Hana 2. Gamdca BA 5 1 914 |1(0|2]|1 17 | 65
54. | Je¢menova Andrea 2. GVO ZA 5 1 919 312 23 | 64
55. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 0 915 3 22 | 60
55. | Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDG BA | 4 0 6 4 1 19 | 60
57. | Belanova Michaela 4. SPMNDG BA | 10 | 4 51914 18 | 58
58. | Rapavy Martin 2. GAlej KE 4 0 0 | 57
59. | Abaffyova Adela 2. G Tvrdosin 2 0 919 18 | 54
59. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 5 1 91711 17 | 54
61. | Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 0 814 13 | 52
62. | Oravec Matej 1. GVar ZA 1 0 911 18 | 48
63. | BeneSova Katarina 3. SPMNDG BA | 7 2 919 18 | 45
64. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 0 012 2 | 38
65. | Rabatin Branislav 4. GJH BA 7 1 0 | 37
66. | Nociarova Jela 3. GBST LC 6 1 0 | 35
66. Sromekova Karolina 2. GDT PP 5 0 0 | 35
68. | Sandalovd Michaela 2. SPMNDGBA | 4 | 0 7 132
69. | Lipovsky Mario 2. GJH BA 4 0 0 | 30
70. | Izdinskd Dominika 2. GJH BA 4 0 1 21212 11 | 29
71. | Klimkovi¢ Anna-Méria 2. SPMNDG BA | 3 0 9 1] 2 12 | 28
72. | Fagulova Kristina 4. GPos KE 10 | 4 0|24
72. | Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 0 |24
74. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 0 | 23
75. Pellerova Daniela 3. Gamda BA 8 3 0|22
76. | Kavicky DuSan 3. GJH BA 5 2 0|21
76. Kmetova Katarina 4. Kilmallock IR | 8 1 0|21
78. Santer Martin 3. GMH Trstena | 6 0 0 | 18
78. | Vlcek Andrej 4. EvSS LM 7 2 0 |18
80. | Kociscak Samuel 1. GPos KE 2 0 0 | 17
81. | Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 0 0|15
82. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 019
82. | Hraska Peter 3. Gamdca BA 4 0 0 9
82. | Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 8 3 0 9
85. | Mikus Peter 2. GJAR PO 3 0 0 8
86. | Pesta Milan 3. GK2 PO 4 0 0 0
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kategéria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola k., 23 516 |7 >
1. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 2 419 11814 105
2. Krakovska Ema 1. Gamca BA 1 319 8 7 87
2. Lam Tuan Ding 1. GJH BA 2 9 819 |4 87
4. Ralbovsky Peter 0. SPMNDG BA | 0 219 85
5. Longa Marian 1. SPMNDG BA | 2 919 919 75
6. Murin Martin 1. GJH BA 2 415 5 5 74
7. Kralik Matej 1. GJH BA 2 419 5 69
8. Rostar Marek 3. 1SG BA 3 2 0102 61
9. Kobak Michal 2. Gamca BA 2 8|84 60
10. | Ivan Lukas 2. GJH BA 3 6|8 |4 56
10. | Rebro Marcel 2. SPMNDG BA | 2 419 56
12. | Palko Maximilian 2. 1SG BA 3 6 54
13. | Svitkova Patricia 2. GLN BA 3 9 8 52
14. | Liu Zhen Ning Déavid 2. Gamca BA 3 919 49
15. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 2 917 48
16. Sucik Samuel 1. GJH BA 2 819 45
17. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 2 114 213 41
18. | Ivanov Marian 3. GJH BA 3 519|5 37
19. | Vesela Simona 1. GJH BA 1 33
20. Pilian Branislav 1. GJH BA 1 4 7 29
21. | Durajkova Hana 1. GJH BA 1 914 7 28
22. | Zilkova Alexandra 2. SPMNDG BA | 3 4 51| 4 26
23. | Martinkova Sandra 1. GJH BA 1 4 25
24. | Klimkovi¢ Anna-Méria 2. SPMNDG BA | 3 9 24
25. | Hives Zdenko 2. 1SG BA 2 19
26. | Stenova Julia 1. GJH BA 2 17
27. | Pazdera Tomas 2. SZS BA 2 3 9

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2[3[4]5]6 3
1. Bafrnec Matus 1. GPar NR 1 919|6|1]8]|4 103
2. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 19[9|5]|1]8 97
3. Presinska Kristina 1. GPar NR 2 9191|181 93
4. Bielikova Michaela 2. GVMS 3 912|019 85
4. Marcekova Katarina 1. GPar NR 1 | 71915 4 85
6. Kovacova Maria 1. GsvCMNR | 1 |93 6 82
7. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 2 315|518 59
8. Strakova Valentina 2. GVMS 3 62|17 57
9. Madaj Pavel 1. GVBN PD 1 45
9. Medciar Adam 1. GVBN PD 1 45
11. Hladka Barbora 1. GPar NR 1 26
12. | Téth Andrej 2. GPar NR 3 19
kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola k., [1]2[3[4]5]6 3
1. Nepsinska Silvia 1. GJCh BR 2 91913192 92
2. Santrova Michaela 1. GMH Trstena | 2 916 6 89
3. Kiiaze Adam 1. GJCh BR 2 91512713 85
4. Bahyl Jakub 3. GVar ZA 3 518|816 83
4. Oravec Matej 1. GVar ZA 1 719111819 83
6. Hostak Viliam 2. GVar ZA 2 319 8 82
7. Mores Martin 2. GVar ZA 3 9 7 68
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Por. | Meno Roé Skola k, 2345 7ip| >
8. | Dracek Frantisek 1. GSkol PB 2 99 4 1 67 |
9. Tomasec Samuel 2. GVar ZA 3 9 7 4 63
10. | Barbora David 1. GFS Nova Bana | 1 319 0 60
10. | Labjakova Gabriela 1. GMH Trstena 1 3 4 1 60
12. | Halamova Maria 1. GVO ZA 2 319 56
13. | Rizman Daniel 2. GVar ZA 3 33
14. | Seligova Kristina 1. GsvFA ZA 1 21
15. | Sucikova Katarina -1. ZS Celovce -1 2 4 17
16. | Dendis Tomas 1. BiG Sucany 1 5
17. | Abaffyova Adela 2 G Tvrdo$in 2 0

kategoria ALFA, vychod

Por. | Meno Roé Skola k,, 2|13(4|5|6|7 >
1. Puza Marko 2. GPos KE 3 9181897 100
2. Ténai Alexander 1. GPos KE 1 91815 9 93
3. Zencuchova Andrea 1. GJAR PO 1 319 8 65
4. Kurimska Maéria 2. GsvM PO 2 60
5. Trembecky Richard 3. GAlej KE | 3 81917 58
6. Bacinska Irena 2. G Lipany 2 81417 43
7. Krajciova Katarina 1. GAlej KE | 2 41
8. Batmendijn Eduard 1. CGsvM SL | 3 25
9. Flérianova Lucia 2. GPos KE 2 15
10. | Dudié¢ Jan 3. GPos KE 3 14
10. | Jursa Jan 2. GPos KE 2 6|8 14
12. | Ko¢is¢ak Samuel 1. GPos KE 2 12
13. | Kolvekova Veronika 3. GPos KE 3 10
14. | Mikus$ Peter 2. GJAR PO | 3 7
15. | Galajda Marek 3. GsvTA KE | 3 0

kategéria ALFA, zahranicie

Por. | Meno Roé. Skola k, 2[3[4]5 7 3
1. Stépanek Martin 1. Piibor CR 2 3161 65
2. Zarsky Jan 1 Koptivnice CR | 2 919 48
3 Le Anh Dung Tachov CR 3 9 25




