Vzorové riesenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2012/2013

Uloha &.1: V trojuholniku ABC' je |XACB| = 20°. Na stranach BC, CA sii body D, E umiestnené tak, e
|SADB| =50° a |[JAEB| = 60°. Usecky AD a BE sa pretinaji v bode S. Zistite velkost uhla ASB.

Riesenie: (opravovala Betka) ¢
Zacneme tym, Ze si nac¢rtneme obrazok podla zadania. Teraz postupne doplnime tie uhly, ktoré ‘ 20°
vieme vypocitat.

Vieme, Ze uhly ADB a ADC st susedné, a teda ich sucet je 180°. Kedze |[<ADB| = 50°,

|[<ADC| = 180° — 50° = 130°.
Rovnako aj uhly AEB a BEC st susedné, preto
|<BEC|=180° — |[<AEB| = 180° — 60° = 120°. D

V stvoruholniku ESDC pozname tri uhly, a kedZe stcet uhlov v Stvoruholniku je 360°, uhol g
ESD dopoéitame Tahko:

>
I$ESD| = 360° — |[SSEC| — |3 ECD| — [3SDC| = 360° — 120° — 20° — 130° = 90°. ?A

Uhly ASB a ESD st vrcholové, a teda plati |SASB| = |SESD| = 90°. A B

Uloha é&. 2: Kolko najmenej zépaliek by vam stacilo k zostrojeniu predmetu, ktory vyzera spredu (nérysu), zboku
(bokorysu) aj zhora (pédorysu) tak, ako je nakreslené na obrazku? Zapalky sa nesmu lamat. Nezabudnite zdovodnit,
preco to s menej zapalkami nejde.

Riesenie: (opravoval Filip Kubina)

Co tak si to najskér vysktsat? Najprv ndm napadaji rieSenia s ¢oraz menej zapalkami, no ¢oskoro nasa produk-
tivita upadne. Ale naozaj sme nagli idedlne rieSenie? Okrem jeho néjdenia musime dokazat, Ze je naozaj idedlne
a neexistuje rieSenie s menej zapalkami.

Uz z pohladu na jednu stranu nasho predmetu je jasné, ze treba aspon 5 zapaliek. Keby sme nasli riesenie s 5
zépalkami, tak moZzeme isf rovno na pos$tu s rieSenim. No také rieSenie nepozndme. Asi neexistuje. Dokazujme
silnejsie tvrdenie: treba ich aspor 6.

Vsimnime si, ze okrem diagonalnych zapaliek mame na kazdom obrazku 2 vertikdlne a 2 horizontalne zapalky
leziace na strane $tvorca. Dokopy vidime 3 - 4 = 12 hran $tvorcov. Pozor, nemusia to byt hrany kocky (ktoru tie
Stvorce tvoria pri roznych pohladoch) ani sa nemusia navzajom lisit — jednu zdpalku mozeme vidief viackrét.
Zépalky mozeme déavat na hrany a uhlopriecky kocky. Inde ich daf nemdzeme, lebo by sme ich videli tam, kde
nesmu byt. Uvazujme, ako sa prejavia jednotlivé moznosti pri roznych pohladoch. Zépalka na telesovej uhlopriecke
kocky sa na hrane Stvorcov neobjavi pri ziadnom pohlade. Zépalka, ktora lezi na hrane kocky, sa objavi na hrane
Stvorcov maximdlne na dvoch pohladoch, na trefom ju (ne)vidime ako bod. Zépalka na stenovej uhlopriecke kocky
sa objavi na hrane Stvorcov tieZ maximélne na dvoch pohladoch, na trefom ju uvidime ako uhlopriecku. Slovo
,maximalne“ spominame preto, lebo danii zapalku moéze zakrjvat ina a preto to moze byt menej. Cize na videnie
12 hrén budeme potrebovat miniméalne 6 zapaliek. Tvrdenie je dokézané. Ale da sa to? A ¢o tie uhlopriecky?
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Najdime rieSenie a méme pokoj: pre kazdy pohlad poloZime zdpalku na prednii a na zadni stranu kocky po
uhlopriecke zodpovedajlcej danému pohladu. Dokopy 6 zapaliek. Zaroven sa buda tieto zapalky pri zvySnych
pohladoch tvarif ako hrany a uvidime to, ¢o treba. Premyslite si. RieSenie je iplné. A bonus: vyuzivame iba
stenové uhlopriecky, ¢ize stac¢ia ndm rovnako dlhé zapalky.

Uloha é&. 3: Majme $tvorec ABCD. Nad stranou C'D zostrojme rovnostranny trojuholnik DCE (bod E lezi mimo
stvorca ABCD). Nad jeho stranou CE zostrojme dal$i rovnostranny trojuholnik EC'F. Teraz zostrojme rovno-
ramenny trojuholnik CGF s pravym uhlom pri vrchole F (tak, aby sa posledné dva trojuholniky neprekryvali).
Pokracujeme rovnoramennym trojuholnikom CGH s pravym uhlom pri vrchole G. Lezia A, B a H na jednej
priamke? Svoju odpoved poriadne zdévodnite.

RieSenie: (opravoval Lindus a Kata)

(Podla Maté&ja Zideka.)

To, ze body A, B, H lezia na jednej priamke, znamend, ze uhol ABH mé velkost 180°. Plati |YABH| = |<CBH|+
|<ABC| a uhol ABC mé velkost 90°, takZe na to, aby body A, B, H lezali na jednej priamke sta¢i, aby mal uhol
CBH velkost 90°.

Oznacime si |CD| pismenom a. Trojuholniky DCE a CFE su rovnostranné, takze musi platift a = |CE| = |CF|
a vSetky ich vnitorné uhly maja velkost 60°. Trojuholnik CGF je rovnoramenny a pravouhly, zhodné strany teda
musia byt CF a F'G, pretoze v pravouhlom trojuholniku mézu byt zhodné len odvesny, nie odvesna s preponou.
Takze plati |FG| = |CF| = a. Pomocou Pytagorovej vety dopoéitame velkost tretej strany |CG| = va2 + a2 = v2a
Rovnako v rovnoramennom pravouhlom trojuholniku CHG plati |CG| = |GH| = v/2a a pomocou Pytagorovej vety
vypoéitame |CH| = v/2a? + 242 = 2a.

Uhly FCG, FGC, GCH a CGH maju vsetky velkost 45°, pretoZe st v rovnoramennych trojuholnikoch, kde
uhol oproti zékladni ma 90°, takze uhly pri zédkladni musia byt (180° — 90°)/2 = 45°. Dopo¢itame |[JBCH| =
360° — 90° — 60° — 60° — 45° — 45° = 60°. (Rozmyslite si preco.)

Zostrojime bod I leziaci v strede usecky CH, takze |CI| = |HI| = |CH|/2 = a. Trojuholnik BIC méa dve
strany (BC' a CI) dlzky a, musi byt teda aspoii rovnoramenny. Uhol, ktory tieto jeho ramena zvierajt je 60°, oba
ostatné uhly st teda (180° — 60°)/2 = 60°. Takze vSetky uhly v trojuholniku BCT st 60°, je teda rovnostranny.
To znamena, Ze vietky jeho strany st zhodné — dlzky a. Z toho vyplyva, Ze trojuholnik BHI je rovnoramenny,
pretoze jeho strany BI a HI majt obe dlzku a. Uhol BIH musi mat velkost 180° — |[{BIC| = 120°, takze
[SIBH| = (180° — 120°)/2 = 30°. Plati teda |[SCBH| = [3CBI| + |3 IBH| = 60° + 30° = 90°.

TakZe sme dokazali, Ze uhol CBH je pravy, teda body A, B, H lezia na jednej priamke.

Uloha ¢&.4: V priestore je dand rovina o a bod A, ktory v nej nelezi. Zostrojte rovinu 3 rovnobezni s rovinou o
tak, aby v nej lezal bod A. Pouzit mézete:

e kruzidlo — ak mu zadate rovinu, bod v nej a polomer, tak zostroji kruznicu v danej rovine, so stredom
v danom bode a s danym polomerom,

e gulidlo — ak mu zadéte bod a polomer, tak zostroji gulu so stredom v danom bode a s danym polomerom,
e pravitko — ak mu zadate dva body, tak zostroji priamku, ktora prechadza oboma danymi bodmi,

e rovnitko — ak mu zadate tri body, ktoré nelezia na jednej priamke, tak zostroji rovinu v ktorej lezia vsetky
tri dané body.

Postup musi mat koneény podcet krokov.

Riegenie: (opravoval Juro a Mary)

Premyslime si najprv plan ttoku. Ak chceme zostrojit rovinu s danymi vlastnostami, nie je na zahodenie vediet
skonstruovat taka priamku p cez bod A, Ze je rovnobeznéa s nejakou priamkou leziacou v a. Takato priamka p totiz
lezi v hladanej rovine S. (Teraz si ddme prestavku a poriadne si toto tvrdenie premyslime.) Ak ndjdeme névod na
konstrukciu takej priamky p, obdobne vieme zostrojit priamku ¢ s rovnakymi vlastnostami, ale roznu od p. Potom
nam stacéi zobrat body P a () leziace postupne na priamkach p a ¢, ktoré st rozne od A, a zostrojit rovinu cez P,
Q@ a A. Najdime p a skondili sme.

Zacneme tym, Ze zvolime Iubovolny bod S z roviny a a v tomto bode zostrojime kruZznicu [ v rovine « s polomerom
|AS|. Na tejto kruznici zvolime bod X, pomocou pravitka zostrojime priamku X S a ndjdeme bod Y taky, ze tsecka
XY tvori priemer kruznice . Zostrojme este rovinu v cez body A, X a Y, potom aj S lezi v rovine . V§imnime si,
Ze sme body zvolili tak mudro, Ze ked teraz narysujeme kruznicu k v rovine 7 so stredom v S a polomerom |AS]|,
tak A, X aj Y na nej budu lezat. Ak Ti, mily ¢itatel, az doteraz unikala pointa, vedz, Ze ¢ochvila zazries to povestné
svetlo na konci tunela v podobe spasonosného bodu Z. Dostaneme ho ako priesecnik k a kruznice v rovine - so
stredom v X a polomerom |AY|. Takéto priese¢niky st dva a my si vyberieme ten, ktory je v rovnakej polrovine
vzhladom na priamku XY ako A. Vidime, Ze body A, X, Y a Z lezia na kruZnici a zaroven plati | XZ| = |Y A|.
Lahko nahliadneme, ze XY AZ, prip. XY ZA je lichobeznik, teda priamka AZ je rovnobeznd s priamkou XY a je
nasou hladanou p.
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Uz sme vyhrali? Este nas mozu zradif skeptické hlasy kriciace, Ze ¢o ak Z a A su ten isty bod. To je prave vtedy,
ked |AX| = |AY|. Pan Téles vravi, Ze trojuholnik AXY je pravouhly, a preto |AY| = /| XY|? — |AX|2. Vidime, Ze
hodnota tohto vyrazu sa meni v opa¢nom smere ako hodnota |AX]|, ¢ize ak zvolime novy bod X taky, Ze vzdialenost
|AX| sa zmeni, tak rovnost |[AX| = |AY| prestane platif a A a Z budi dva rozne body. Uplne najhorsia vec, ¢o sa
nam moze prihodit, je, ze takéto X zvolit nevieme. Cize pre vietky X leziace na [ by vzdialenost |AX| musela byt
rovnakd, ale v takomto pripade vieme posuntt celt kruznicu [ a mame pokoj.

Uloha é&. 5: Dokazte, 7e v kazdom mnohostene existuji dve steny s rovnakym poc¢tom hran.

RieSenie: (opravoval Mojo)

Nech nas mnohosten mé N stien. Stena v takomto mnohostene musi maf najmenej 3 hrany — pretoze ziadny
dvojuholnik ani jednouholnik neexistuje. A taktieZ musi mat najviac N — 1 hrdn — inak by t4to stena susedila
s aspoit N stenami. Mame teda N — 3 roznych moznjch poc¢tov hran na stene. Cize mozeme maf najviac N — 3
stien, z ktorych ziadne dve nemaj rovnaky pocet hran. Kedze vSak nds mnohosten ma N stien, tak v fiom musia
existovat dve steny s rovnakym poc¢tom hran.

Pozndmka: Za domaécu tlohu dokdzte, ze dve steny mozu mat najviac jednu spoloént hranu. Zistite, kde v rieSeni
sme toto tvrdenie vyuzili.

Uloha é&. 6: Kolko najviac stien méze mat teleso, ktoré vznikne spojenim dvoch §tvorstenov (Stvorsteny moézu cez
seba prechddzat)? Preco ich nemdze byt viac?

Riesenie: (opravoval Palo a Vero)

Spojenim dvoch $tvorstenov (podla zadania) vznikne nejaky n-sten (n > 4). Chceme néjst najviicsie mozné n.

Po chvilke hrania sa asi prideme na to, ze 24-sten sa takto dé zostrojif. Staci zobraf pravidelny $tvorsten a jeho
obraz v stredovej simernosti podla jeho stredu.! Viac ako 24-sten sa ndm nedari zostrojit, tak podme dokazat, ze
n < 24.

Kazd4 stena nasho n-stena je cast niektorej steny jedného zo Stvorstenov. Preto sa oplati vybraf si jednu konkrétnu
stenu jedného zo Stvorstenov (oznaéme ju S) a porozmyslat, kolko najviac stien n-stena v nej moze lezat. Ukdzeme,
Ze je to najviac 3.

Podme najprv zistit, kolko najviac hran n-stena moze lezat v stene S. Tieto hrany moézeme rozdelit do dvoch
skupin:

1. Hrany, ktoré st Casfou nejakej strany steny S — ukdZeme, Ze tych je najviac 6: Stena S m4 3 strany (stena
Stvorstena je vzdy trojuholnik), takze staci ukazat, Ze na kazdej strane mozu byt najviac 2 hrany. Ak by boli
na niektorej strane 3 hrany, konce strednej hrany by museli lezat v druhom $tvorstene, ale vnitro tej hrany
nie. To vSak nie je mozné, ked7e kazdy Stvorsten je konvexnj?.

2. Hrany, ktoré st prienikom steny S a niektorej steny druhého Stvorstena — tie sii najviac 4, kedZe Stvorsten
ma 4 steny.

To je dokopy 6 + 4 = 10 hran. Kazda z tychto hran patri prave jednej stene n-stena leziacej v .S — ak by patrila
dvom, nebola by to hrana, kedZe tieto steny lezia v jednej rovine. Kazd4 stena musi mat aspoii 3 strany. Z toho
vSetkého vyplyva, Ze pocet stien nasho n-stena leziacich v S je maximalne 10/3, ¢ize 3.

Mame teda 2 stvorsteny, kazdy mé 4 steny, a v kazdej stene si1 najviac 3 steny nasho n-stena, preton < 2-4.3 = 24.

Uloha &.7: Usecky AB a CD majii dizku 1 a pretinajii sa v bode O. Uhol AOC ma velkost 60°. Dokazte, Ze
|AC|+ |BD| > 1.

Riegenie: (opravoval JeFo)
Tak, zoberme si nase dve tsecky AB a C'D a nech sa pretni v bode O.
Samozrejme, uvazujeme tplne najvSeobecnejsi pripad (o rovnostrannosti ani D B C

chyru ani slychu). Zoberme tise¢ku AB a posuiime ju na tsecku AB tak, aby
opit prechadzala povodnym bodom O a dlzka tsecky AO bola rovnaka ako
dlzka tisecky C'O. Rovnako musi platit, Ze aj dlzka tisecky BO je rovnaka ako 0)

dlzka tsecky DO. Teraz je jasné, ze trojuholniky AOC a DOB st (Prichadza ‘

test. Spravne odpovede hladaj na konci riesenia.) 1.).... Preco je tomu tak?

To nie je vobec tazka otazka, tak ak neviem, tak porozmyslam. Dve rovnaké A

strany a uhol spravnej velkosti, nemylite sa.

Rozmyslajme, aky je stcet dizok tseciek |[AC| + |BD|. Kedze trojuholniky

AOC a DOB st 1.)... a AB a CD majua dizku 1, tak stcet dlzok tseciek i C
|AC| + |BD| musi byt 2.)....

IPekny obrazok je napriklad tu: http://en.wikipedia.org/wiki/Stellated_octahedron.
2 Konvezny mnohosten je taky, ze pre lubovolné body A, B leziace v fiom aj cela tsecka AB lezi v iom. (Rovnako je definovany aj
konvexny mnohouholnik, hoci ten sa zvykne definovat ako taky, ktory ma vSetky vnatorné uhly mensie ako 180°.)
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A teraz sa pozrime na sucet dizok tseciek | AC|+|BD|. Ked hovorime o stéte, bolo by super, keby tie dve tisecky 3li
za sebou, potom by sme t1 ich dizku aj videli. (Plati pravidlo: lepsie raz vidiet, ako dvakrat spoéitat nieco, o ¢om
nemam ani predstavu.) Tak sa pokusame nejak ,prisunat“ tsecku AC k usecke BD, pripadne moZeme aj naopak.
Trogku skti$ania a nazerania z roznych uhlov, a vidime, Ze ak posunieme trojuholnik AC A tak, aby splynuli body
A a B abody A a B. Mozeme sa spytaft, ¢ uréite vzdy splynt, ale odpoved je dopredu jasna, rozmyslame, a ano
povodne sme ich posunuli o rovnakt dlzku, ktori sme uz nemenili, teda |AA| = |BB|.

Posunutim celého trojuholnika AC' A sme vytvorili novy trojuholnik BCB (C je obraz bodu C) a (zneju fanfary)
body D, B a C lezia na 3.).... Opit je na mieste otazka: Pre¢o? Jasne, tise¢ky DB a AC boli rovnobezné a preto
|SAAC| + |4 DBB| = |4 BBC| + |4 DBB| = 180° (rovnobeiky prefaté priamkou). A o viac, dizka tsecky DC' je
2.)...,lebo |[AC|+|BD| = |BC|+|BD| = 1. Ako vieme, najkratsia spojnica dvoch bodov je tsecka, a t4 medzi D
a C ma dlzku 2.).... Kazda ind lomena ¢iara medzi D a C musi mat visiu dlzku, a teda aj lomené Giara DBC',
ktorej dfzka je rovnaké ako stcet dlzok useciek AC a BD. Teda plati |AC|+|BD| = |BC|+|BD| > |DB|+|BC| = 1.
RieSenia testu:

1.) rovnostranné

2.) tiez 1

3.) jednej priamke

Uloha é&.8: Mame konvexny stvoruholnik z papiera. Kedy sa da zlozit pekne? Pekne znamend, Ze existuje bod
vnttri Stvoruholnika, do ktorého ked zlozime vrcholy, dostaneme novy Stvoruholnik tvoreny prdve dvoma vrstvami
papiera a to po celej jeho ploche.

RieSenie: (opravoval Matis)

Zoberme si nejaky konvexny $tvoruholnik, ktory sa da pekne zlozit, nech sa volda ABCD. Ozna¢me si X bod, kam
zlozime vrcholy ABCD. Vrcholy zlozeného $tvoruholnika ozna¢me K, L, M, N, tak, ako na obrazku. Tieto body
lezia na strandch povodného Stvoruholnika, inak by sme museli mat trojity prekryv. Skisime o ABCD zistit nieco
viac.

C

A

Pri skladani $tvoruholnika sa trojuholnik NK A zlozi na trojuholnik NK X, takze musia byt zhodné. Podobne to
plati aj pre ostatné ,rohy“ Stvoruholnika, ktoré zohneme dnu, preto

ANKA= ANKX; AKLB=AKLX; ALMC=ALMX; AMND=AMNX.

Z tychto zhodnosti vyplyvaji aj zhodnosti zodpovedajicich si uhlov. Napriklad |[SAKN| = |[<XKN| a |[BKL| =
|< X KL|, vyuzitim tychto rovnosti méme

1
INKL| = |§NEX|+[JXKL| = S [JAKB| = 90°.

Analogicky sa ukéze, Ze vSetky vnutorné uhly Stvoruholnika K LM N st pravé.

Usecky KA a KB sa obe zobrazia na tsecku K X. Preto musia mat vietky tri rovnakt dizku. Navyse K lezi na
AB, teda musi byt jej stredom. Analogicky to plati aj pre ostatné vrcholy poskladaného Stvoruholnika. Takze sme
zistili, Ze body K, L, M, N st postupne stredy stran AB, BC, CD, DA.

V trojuholniku ABC je KL stredna priecka, rovnobezna s AC. V trojuholniku ABD je NK strednd priecka rov-
nobezna s BD. Uz vieme, ze KL | NK, takze aj AC' L BD. Inak povedané uhlopriecky pévodného $tvoruholnika
st na seba kolmé. Toto je uréite nutnd podmienka na to, aby sa dal Stvoruholnik pekne zlozif — plati v kazdom
stvoruholniku, ktory sa da pekne zlozit.
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Teraz ukézeme, ze kazdy Stvoruholnik s navzajom kolmymi uhloprieckami sa da pekne zlozit — ukazeme, Ze je to aj
postacujica podmienka. Vezmime si Stvoruholnik ABC D, ktory mé kolmé uhlopriecky, ozna¢me X ich priesec¢nik.
Stredy stran ozna¢me K, L, M, N, tak, ako v predoslej ¢asti. Ak budeme vrcholy A, B, C, D skladaf do bodu X.
Aby sa dal pekne poskladaf staci ukézaf, ze trojuholnik NK A sa pozdlz strany NK zohne na trojuholnik NK X.
Uplne analogicky to potom vieme ukézaf aj pre ostatné 3 zohnuté trojuholniky.

Dost uZ reéi, podme to dokézat. Trojuholnik AX B je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole X. Bod K je stred
AB. Podla Télesovej vety potom |AK| = |KX]|. Podobne z Talesovej vety pre AADX méme |AN| = |[NX].
Trojuholniky NK A a NK X maju vSetky strany rovnako dlhé, ¢ize si zhodné. Strany si zodpovedaju v spravnom
poradi, ¢ize st osovo stmerné podla spolo¢nej strany NK. Preto ak zohneme $tvoruholnik pozdiz NK, tak sa A
dostane do X a tieto dva trojuholniky sa budi tplne kryf. Uplne analogicky to vieme ukazat aj pre ohjybanie
pozdlz KL, LM a MN. Tym sme ukazali, Ze objavend podmienka je aj postacujica.

TakZe stvoruholnik sa d4 pekne zlozit prave vtedy, ked s jeho uhlopriecky na seba kolmé.

Uloha &.9: V trojuholniku ABC plati |[CA| = |CB|. Bod P lezi na opa¢nom obliku kruznice opisanej tomuto
trojuholniku ako bod C. Bod D je pétou kolmice z bodu C na priamku PB. Ukézte, ze |PA|+ |PB| =2-|PD|.

RieSenie: (opravoval Lietadlo a Petrzlen)

Prvé, ¢o by ndm mohlo napadnit, je, Ze si potrebujeme vyjadrit nejaké uhly, na ¢o by ndm mohlo dobre posluzit to,
Ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny. Taktiez by sme mohli hladat nejaké obvodové uhly. Nakoniec sa cez nejaké
podobné trojuholniky dostat ku vztahu, ktory mame dokézat. Pri dokazovani pouzijeme eSte prieseénik tseciek AB
a PC, ktory oznaéime U a pétu vysky z bodu C na stranu AB ozna¢ime V. Uz mame ideu ako chceme postupovat,
tak podme na to.

Trojuholnik ABC' je rovnoramenny a preto |SCAB| = |SABC| = a. Uhly APC' a ABC' st obvodové nad tetivou
AC' a preto maju rovnaka velkost. Teda |4 APC| = |4 ABC| = a. Podobne uhly CPB a CAB su obvodové nad
tetivou AC a preto maja rovnakt velkost. Teda |CPB| = |SCAB| = «. Spojenim tychto rovnosti dostaneme
|<CPB| = |9CAB| = |[9APC| = |9ABC| = a. Uz mdme na obrazku celkom dost uhlov s rovnakou velkostou,
takZe uz je nacase zacat hladat podobné trojuholniky.

Trojuholniky APC a UAC st podobné podla vety uu, kedze uhly CAU a APC st rovnaké a pri vrchole C' maji

P P PC||A
spolo¢ny uhol. Z podobnosti potom :AU: ||Ag|| teda |AP| = |C;|10|U| Podobne trojuholniky PBC' a BUC
BP| |P PC||B
st podobné (rozmyslite si preco) a preto |BU: |Bg|| teda |BP|= |C;|C|U| Taktiez trojuholniky AVC a PDC
C| |PD
st podobné (rozmyslite si preco) a teda plati ||AC’||:|AV|
Predtym, nez prideme ku vztahu, ktory chceme dokézat, si este ukdzme tri zjavné rovnosti. Prva, |[AC| = |BC/,

mame z rovnoramennosti trojuholnika ABC'. Druht, |AU| + |BU| = |AB|, lahko vidime z obrazku. A tretia,
|AV| = % |AB|, plati, lebo vyska v rovnoramennom trojuholniku deli zdkladiiu na polovicu.

Séitanim rovnosti pre |AP| a |BP| a pouzitim vzfahu |AC| = | BC| dostaneme
4P|+ |BP| = 0L (14U] + | BU).
Pouzitim vztahov |AU| + |BU| = |AB] a %:Eﬂ dostavame
ap|+ 18P = L2l ap).

1Av]
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1 ,
A nakoniec dosadenim [AV| = 3 |AB| a upravenim dostédvame to, ¢o sme cheeli dokdzat:

PA|+|PB| =2-|PD|.

Komentéar: Vela rieSeni vyuzivalo rdzne obrazy bodu D, najéastejsie cez priamku C P. Pri niektorych typoch riesenia
si bolo treba davat pozor na pripad, ked bod D nelezal na tisecke PB, pretoZe niektoré myslienky, ktoré ste pouzili,
pre tento pripad neplatili.

Uloha é&.10: Na stranach BC, CA, AB trojuholnika ABC st zvolené postupne body D, E, F tak, aby polomery
kruznic vpisanych trojuholnikom AEF, BFD, CDE boli rovné ri. Polomery kruznic vpisanych trojuholnikom
DEF a ABC' su postupne ro a r. Dokazte, ze r1 + ro = r.

RieSenie: (opravoval CD a Viktor)

Stredy kruZnic vpisanych trojuholnikom AEF, BFD, CDE postupne ozna¢me P,Q, R a dotykové body tychto
kruznic so stranami trojuholnika DEF postupne X,Y, Z. Dalej si ozna¢me body dotyku strany AB s vpisanymi
kruZnicami trojuholnikom AFE a BDF postupne Py a Q.

B

V dlohe si bolo uzitoéné v&imnuf trojuholnik PQR a vzorec pre polomer R vpisanej kruznice daného trojuhol-
nika, R = 25/0, kde S je obsah a O obvod daného trojuholnika. Najprv ukdZeme, Ze polomer vpisanej kruznice
trojuholnika PQR je r — r1, ¢o chceme aby bolo rovné ro. Potom staci ukazat, Ze polomery vpisanych kruznic
trojuholnikom PQR a DEF st rovnaké. Dokazeme, Ze trojuholniky PQR a DEF maju rovnaky obvod aj obsah.
Uvedomenim si vztahu R = 25/0 potom dostaneme, Ze naozaj aj polomery ich vpisanych kruznic st rovnaké.
KedZe trojuholniky PQR a ABC maj rovnobezné strany, st podobné. Vzdialenost tseciek AB a PQ je zjavne 11
a podobne pre vzdialenosti BC' s QR a CA s RP. Z toho plynie, Ze polomer vpisanej kruznice trojuholnika PQR
je r —ry. Z toho dalej vyplyva, Ze koeficient podobnosti je ¢ = (r —r1)/r.

Z vlastnosti vpisanej kruznice vieme, ze |FPy| = |[FX|, |FQo| = |FY | a podobne pre body D a E. Pomocou tohto
mozeme Tahko dokazat, Ze trojuholniky PQR a DEF maju rovnaky obvod:

|PQ| = |PoQo| = |[FPo| + |[FQo| = |[FX|+ |FY].
Podobne si mozeme vyjadrit |QR| a |RP|. Dostaneme
[PQ|+|QR|+ |RP| = |[FX| + |FY|+[DY| +[DZ| + |[EZ| + |[EX| = |[EF| + |[FD| + |DE|.

Ich obvody sa teda naozaj rovnaju. Ostéva ukazat, ze aj ich obsahy st rovnaké.
Obvod, resp. obsah vSeobecného trojuholnika XY Z budeme oznacovat Oxyz, resp. Sxyz-
Vieme, ze Opgor = Opgr a koeficient podobnosti trojuholnikov PQR s ABC' je (r —r1)/r, ¢ize

Oper _Opgr _T—T1

Oapc Oapc T

Vyuzitim tohto a vztahu pre polomer vpisanej kruznice (R = 25/0, resp. S = R - O/2) dostaneme:

T"O r O r O r O
Sper = Sapc — (Sare + Sppr + Scep) = ADC —( L ARE | LT UBDE LT CED) =

2 2 2 2
r-Oapc  11(0are+Oppr+Ocsp) _ 7-Oasc  11(OaBc +Oper) _
2 2 2 2

rTr—"Tr1

7“1'OABC<1+ ) )

_r~OABC_ r _T-OABC 1_7°1-r_r1-r—r1 _
2 2 2

r-Oapc 1% —2rry +13
2 72

Tr—"Tr

2
= Sapc - ( ) = SpQR-
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Posledné rovnost plati lebo koeficient podobnosti trojuholnika PQR s ABC je (r — r1)/r. Pomer ich obsahov je
teda ((r —r1)/r)2. Z ¢oho dostdvame, Ze ich obsahy st skuto¢ne rovnaké.

Uloha é&.11: KruZnica vpisana trojuholniku ABC' sa dotyka stran BC, CA, AB postupne v bodoch Ay, Bi, C4.
Usecka K C je priemerom tejto kruznice a bod D je priese¢nikom priamok B,C; a Ay K. Dokézte, e |CD| = |CBy|.
Riesenie: (opravoval Edo a Miki)

Oznacme |4 B1C1 K| =a a |[FA1C1 K| = 5.

Uhol CB; K je usekovy k uhlu B1C K, takze |[SCB1 K| = |9 B1C1 K| = a. Obdobne uhol CA; K je tsekovy k uhlu
AlClK, takze ‘ﬁCA1K| = |%:A101K| = ﬁ

Spoéitajme velkost uhla C1 D A;. Pretoze AK je priemer kruznice vpisanej, tak podla Talesovej vety je uhol C; A1 K
pravy. Takze |<101DA1‘ = 180° — |§B101K| - |<IA101K| - ‘§01A1D| =90° —a — ﬁ

Uhly B1A; K a B1C1 K st oba obvodové nad tetivou By K, takze |<B1 A1 K| = a . Obdobne |4 A41B1 K| = 5.
Teraz si uz vieme vyjadrit uhol B;CA;: |4 B1CA;| = 180° —2a— 2. VSimnime si, ze | B1CA;| = 2| B1DA,|. To
nam hovori, ze bod C je stredom opisanej kruznice trojuholnika By A1 D (4 B1DA; je obvodovy uhol a 4 B;C Ay
je stredovy, pretoZze |CB;| = |C'A1|). Takze aj |CB;| = |CD]|, ¢o sme chceli ukazat.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé& Skola ko, [ kg [5]6][7[8]9[10[11] p | s [ >
1. Krajc¢iova Katarina 2. GAlej KE 4 1 91919191919 45 | 90
1. Vodicka Martin 4. GAlej KE 10 | 12 919191919 45 | 90
3. Kossaczkd Marta 4. Gamca BA 10 | 8 918191919 44 | 88
3. Safin Jakub 4. GPH MI 8 6 919191819 44 | 88
5. Puza Marko 3. GPos KE 5 1 91919198 44 | 87
6. Bui Truc Lam Michal 2. Gamca BA 4 3 919191919 45 | 86
6. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 7 2 619(919]6|9 42 | 86
8. Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 7 7 919191919 45 | 81
8. Simkova Ludmila 3. GPar NR 7 2 6 9171919 40 | 81
10. | Liu Zhen Ning David 3. Gamca BA 5 3 917191719 41 | 79
11. | Hanzely Filip 4. GAP SB 10 | 7 9196 9 33 | 77
11. | Lipovsky Mério 3. GJH BA 5 1 9171919 34 | 77
13. | Pokryvka Filip 3. G Banovce 7 2 6191919 ) 38 | 75
14. | Horvath Samuel 3. GPar NR 6 1 619797 38 | 74
15. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 5 1 619|719 8 39 | 72
16. | Hrivova Ivona 3. GVO ZA 7 2 31976 9 34| 71
16. | Kovacova Barbora 3. SPMNDG BA | 5 01913919 30 | 71
18. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 4 0 |19]6[1]|7]9 32 | 70
19. | Simsa Stépan 4. Litoméfice CR | 8 9 91917 3 28 | 69
20. | Jurina Simon 3. Gamca BA 6 2 0191519 9 32 | 68
20. | Lam Tuan Ding 2. GJH BA 4 019 9 9 8 35 | 68
22. | Meciar Adam 2. GVBN PD 3 0 {95949 36 | 66
22. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 019 917|811 34 | 66
22. | Sucik Samuel 2. GJH BA 4 2 7111919 26 | 66
25. | Korbela Michal 3. G Banovce 7 2 91319 9 30 | 65
26. | Buran Michal 4. G JAK CR 4 01959719 39 | 64
27. | Matejovicova Tatiana 4. Gamca BA 7 3 91919 8 35 | 62
28. | Hlavacik Matus 4. GAlej KE 8 3 91919 36 | 60
28. | Kobéak Michal 3. Gamca BA 4 1 4191719 1 30 | 60
28. | Svoboda Josef 4. Frydlant CR 7 5 9171910 25 | 60
31. | Dracek Frantisek 2. GSkol PB 4 0196 219 26 | 56
32. | Santrova Michaela 2. GMH Trstena | 4 0 |97]19|7 32 | 55
32. | TomasSec Samuel 3. GVar ZA 5 0 |96 5 20 | 55
34. | Benesova Katarina 4. SPMNDG BA | 8 2 3121719 21 | 53
35. | Murin Martin 2. GJH BA 4 0 19(0|3]3 5 20 | 52
36. | Bafrnec Mats 2. GPar NR 3 0 |95 310 17 | 50
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Por. | Meno Roé& Skola ko, [ ks [5]6 8 1011 s [ >
36. | Hanzely Slavomir 1. GAP SB 11096 24 | 50 |
36. | Nepsinska Silvia 2. GJCh BR 4 0196 7 23 | 50
39. Daniel Mark 3. GPar NR 6 1 5 23 | 49
39. | Je¢menova Andrea 3. GVO ZA 6 1 3 7 9 26 | 49
39. | Rapavy Martin 3. GAlej KE 5 019 9 | 49
42. | Nociarova Jela 4. GBST LC 7 1 5 8 20 | 47
42. | Privoznik Matej 3. GJH BA 7 2 6 6 | 47
44. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 019 18 | 45
44. Presinska Kristina 2. GPar NR 4 0 4 4 10 | 45
46. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 019 9 | 44
47. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 9 | 43
48. | Mikulec Jaromir 2. GsvJ NM 4 0194 4 26 | 41
49. Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 0 3 5 8 | 40
49. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 6 1 6 7 1 23 | 40
49. | Mores Martin 3. GVar ZA 5 0 193 5 17 | 40
52. | Knaze Adam 2. GJCh BR 4 0 19|6 5 1 22 | 37
53. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0 919 18 | 36
53. Bacinska Irena 3. SPMNDG BA 4 1 9 18 | 36
53. | Ivan Lukas 3. GJH BA 4 0 5 3 17 | 36
53. | Le Anh Dung 3. Tachov CR 5 4 0 | 36
57. | Kovacova Maéria 2. GsvCM NR 3 0 0 6 7 135
57. | Krakovska Hana 3. Gamca BA 6 1 3 7 10 | 35
57. | Kralik Matej 2. GJH BA 4 0193 12 | 35
60. | Gafurov Askar 4. Gamca BA 7 3 0 | 34
60. | Krakovskd Ema 2. Gamca BA 3 0 9 | 34
60. | Petrucha Jaroslav 4. GMet BA 9 3 0 | 34
60. Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova 2 1 0 | 34
64. | Kos¢o Marek 3. GVar ZA 3 0193 2 16 | 33
64. Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 0]13]0 4 0 8 | 33
66. | Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 0 0 | 32
67. | Zarsky Jan 2. Koptivnice CR 4 0 7 7 |30
68. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE 3 0 |46 7 24 | 28
69. | Macko Vladimir 4. GLS ZV 8 6 0 |25
70. | Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 0 0 | 24
71. | Stépanek Martin 2. Piibor CR 410 4 5 1 10 | 23
72. | Dendis Tomas 2. BiG Sucany 2 0 6 1 8 | 22
72. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstena 3 0 0 |22
74. | Barbora Déavid 2. GFS Nova Bamna | 3 0 5 1 6 | 19
75. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 0 |18
76. | Halamova Maria 2. GVO ZA 3 0 4 1 1 6 | 17
76. Polovka Maros 3. GKuk PP 4 0 0 |17
78. | Rizman Daniel 3. GVar ZA 4 0 0 | 16
78. Santer Martin 4. GMH Trstena 7 0 0 |16
80. | Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0 0 |15
81. | Bielikova Michaela 3. GVM SE 5 0 0 |13
81. Strakova Valentina 3. GVM SE 5 0 0 |13
83. | Kassa Ladislav 1. G Samorin 1 0 7 8 | 12
83. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 0 0 |12
85. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 0 1]9]0 9 | 11
86. | Ivanov Marian 4. GJH BA 5 0 2 2 |10
86. | Rostar Marek 4. 1SG BA 5 0 0 | 10
86. | Veseld Simona 2. GJH BA 2 0 0 | 10
89. | Blisakova Katarina 3. SSS NR 3 0 019
89. | Kocidnovéa Barbora 4. GZlin 4 0 0 9
91. | Sromekova Karolina 3. SPMNDG BA 6 0 0 7
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks[5 [6][7][8]9]10[11 s>
92. | Klimkovic Anna-Maria | 3. | SPMNDG BA | 4 | 0 0] 6 |
93. Palko Maximilian 3. 1SG BA 4 0012 2 41 4
94. | Velich Tomés 1. GJH BA 1 0 00 0] 2
95. | Mikel Jan 4. G Roznov 4 1 0] 0
95. | Ondras Jan 3. Gamca BA 4 0 0] 0

kategdria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola ko 1123456 |7|p]|>
1. Frankovské Zuzana 1. Gamdca BA 1 19715 915 73
2. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 1 1971919 0 72
3. Choma Matej 1. Gamca BA 1 19151919 5 71
4. Petras Peter Pavel Arthur 1. SPMNDGBA | 1 [9]6[5|9]9]6 70
5. Duratna Petra 2. SPMNDG BA | 3 519191419 67
5. Kojda Jakub 1. SPMNDGBA | 0 [9]5]9 511 67
7. Fabsikova Nina 1. 1SG BA 1 19|3|5]8 3 62
7. Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 3 81919 |7 62
9. Halabrin Juraj 1. GJH BA 1 1911|5]0]3|6]|1 58
10. | Bodik Juro 1. Gamca BA 1 |82 |5(1 3 55
11. | Pie$ Adrian 3. SPMNDG BA | 3 5(6[]9]4 52
12. Trencanska Tereza, 1. Gamca BA 1 191615 1 51
13. Murin Marek 1. GJH BA 119 0] 4 011 47
14. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 9 9 43
14. | Velich Tomas 1. GJH BA 119|516 43
16. | Pilnian Branislav 2. GJH BA 2 119 41
17. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 219 40
18. | Zeman Matus 1. 1SG BA 11915 0|1 37
19. | Sura Tomas 1. 1SG BA 119410 0 35
20. | Lihotsky Samuel 1. 1SG BA 1 32
20. | Strakacova Natalia 1. Gamda BA 1 32
22. | Gazdikovd Ema Maria 1. SPMNDG BA | 1 31
23. | Palenik Michal 1. SPMNDG BA | 1 29
24. | Krakovskid Ema 2. Gamda BA 3 9 25
25. | Téthova Andrea 1. SPMNDG BA | 1 24
26. | Camara Anna 2. GMet BA 2 23
27. | Veseld Simona 2. GJH BA 2 21
28. | Martinkové Sandra 2. GJH BA 2 20
29. | Hrdina Jakub 3. GJH BA 3 16
30. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 31913 91010 12
31. | Hives Zdenko 3. 1SG BA 3 6
kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola ko [1]12(3|4|5|6|7|p]|>

1. Tédova Lucia 1. GPar NR 1 19|15 9 9 78

2. Kondek Maridn 2. Gl.méaj MA | 2 917191613 74

3. Bafrnec Mats 2. GPar NR 3 9141915 67

4. Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 9123|011 52

5. Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 9 3 51

6. Medciar Adam 2. GVBN PD 3 91519 43

7. Kassa Ladislav 1. G Samorin 1 (91710 1 42

8. Stefkovi¢ Jan 3. G Bénovce 3 913|]0(3|1 40

9. Gerberova Michaela 1. G Bénovce 1 37

10. | Zachara Samuel 1. PiarG TN 1 32

11. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 9 29
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Por. | Meno Ro¢ Skola ko, [1[2[3[4][5][6[7[p]|>
12. | Hladka Barbora 2. | GDar NR | 2 28 |
13. | Kovacova Maria 2. GsvCM NR | 3 0|1 25
13. | Lenhart 1. G Banovce 119615 4|1 25
15. | Escherova Eva 1. G Banovce 1 21
16. | Blisakova Katarina 3. SSS NR 3 20

kategdria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola ko, [112(3[4|5|6|7|p]|>
1. Branisova Eva 1. GVO ZA 1 19(6|19|0|6]|4]2 74
2. Tesai Emanuel 1. GBST LC 1 1914|5 019 71
3. Kulla Filip 1. BiG Sucany 1 191655 1 66
4. Kosco Marek 3. GVar ZA 3 8 9132 45
5. Gasparek Miroslav 3. SG ZA 3 0 915 |1 44
6. Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 519 9 43
6. Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 43
8. Pavéik Richard 1. GJGT BB 1191210 38
9. Kudel¢ikova Martina 1. GVO ZA 119 5 37
10. | Hradnanska Petra 2. GVar ZA 2 19135 11012 36
11. | Seligova Kristina 2. GsvFA ZA 2 8 2 35
12. | Roch Oliver 2. G Bytca 2 5|1 11271 30
13. | Janiga Martin 2. GPOH DK 2 25
13. | Vcelkova Veronika 2. GPOH DK 2 25
15. | Bencova Katarina 2. GMH Trstena 2 20
16. | Dendis Tomas 2. BiG Sucany 2 6|1 19
16. | Jancar Jan 2. GVar ZA 2 19
16. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstena 3 19
19. | Chmola Martin 1. GFSNovaBana | 1 |9 0|5 113 18
20. | Franko Maridn 2. GPOH DK 2 17
20. | Kormanak Michal 1. GMRS ZH 119 5 3 17
22. | Halamova Maria 2. GVO ZA 3 4 14
23. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 110 11
24. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 5 10
25. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 9
25. | PaiSovd Dominika 2. G Bytca 2 9
27. | Bardnek Martin 2. GVar ZA 2 6
28. | Michéalek Tomas 2. G Bytca 2 0 1 2
29. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
29. | Sokolova Nikola 2. GHlin ZA 2 0
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola ko [112(3][4|5(6|7|p]|>
1. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 11919191996 87
2. Michelova Henrieta 1. GAlgj KE | 1 |9(8]|5[9]9 2 83
2. Semanisiova Zaneta 1. GAlg KE | 1 [919]9]9 2 83
4. Mislanova Kristina 1. GAlggKE | 1 91919 72
5. Kurimsky Jan 1. GsvMo 1 191315 9 61
6. Feciskaninova Sona 1. GAlgjKE | 1 |93 |5 47
7. Bily Ondrej 1. GLS HE 119 0|6 35
7. Lenart Patrik 1. GPM KE 1 35
9. Lukac Jakub 3. GKuk PP | 3 28
10. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 4161 15
11. | Zencuchova Andrea 2. GJAR PO | 3 3 3
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kategoria ALFA, zahranicie

Por. | Meno Roé Skola k, 123 5 >
1. Zidek Matéj 1. Frydlant CR 1191919 9 87
2. Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 19|45 9 7
3. Krchnak Vaclav 1. Brno CR 1 19618 53
4. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 41
5. Gajdusek Pavel 1. G Ost - Por 1 19|16]|5 9 38
6. Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 33
7. Kopfova Lenka -2. G Slez CR -2 31
8. Svarc Radovan 2. Ceskéa Tiebova | 2 11




