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Vzorové riesenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2012/2013

Uloha &.1: Na obréazku je znazornena cestna siet Hanoja. KedZe ulice st prili§ tizke, starosta sa rozhodol, ze
7z kazdej ulice urobi jednosmerku. Chce vsak, aby sa z kazdej krizovatky (Cierne bodky) dalo dostat do kazdej inej.
Kolkymi spésobmi sa dé vyplnit starostovo rozhodnutie?

Riesenie: (opravovala BaSa a Mary)

Na tvod si krizovatky oznaéme. Krizovatku vlavo hore nazvime A, t vpravo hore B, ti1 v strede C a tie zvy$né zlava
doprava D a E. (V skutocnosti sa krizovatky v Hanoji volaju ina¢, ale obetujme autenticitu pre blaho citatela.)
Teraz si vé§imnime cesty AD a C'D. Jedna z nich musi do bodu D vchadzat a t4 druhd z neho vychadzat. Ak by to
tak totiz nebolo, nevedeli by sme sa dostat do D alebo z D a starosta by bol smutny. Ako vidime, trasa ADC sa
sprava ako jedna cesta. Preto ak nahradime trasu ADC cestou spédjajicou krizovatky A a C, nas hladany podet
moznosti sa nezmeni. Podobne vybabreme s bodom FE. Sta¢i ndm teda uvazovaf cestna siet s krizovatkami A, B,
C, pricom medzi A, C vedi dve cesty a medzi B, C tiez.

Spocitajme teraz také moznosti uréenia jednosmeriek, Ze cesta AB mé smer A — B. Cesty medzi A, C mdzu byt
organizované 4 spésobmi: obe maja smer A — C', obe maja smer C' — A, prva A - C adruha C — A, prva C — A
a druhd A — C. Hned vidime, Ze prva moznost by zablokovala krizovatku A a viedla by k nespokojnosti starostu,
zostavaji nam teda 3 moznosti. Obdobnou tvahou pre bod B dospejeme k zaveru, ze pre cesty spajajuce B, C
mame tiez 3 moznosti. Celkovo teda 3 - 3 = 9 moznosti. Otazne ale je, ¢i vSetky takto uréené moznosti vyhovuju
nasim narokom. Ukazme, Ze ano.

Smery ciest medzi A, C' sme vybrali tak, Zze vzdy aspon jedna ma smer C — A, podobne aspon jedna z ciest
medzi B, C mé4 smer B — C. Citatel Iahko nahliadne, ze medzi krizovatkami A, B, C sa vieme vdaka cyklu
A — B — C — A pohybovat Tubovolne. Vratiac sa k povodnej tlohe lahko overime, Ze potom sa aj D a F daju
uspesne zapojif do naSej siete jednosmeriek.

Ukézali sme, Ze schodnych moznosti takych, ze A — B je 9. Moznosti takych, ze B — A bude zo symetrie tiez 9
a iné moznosti byt uz nemozu, dokopy mame teda 18 moznosti.

Uloha é&. 2: Marek ma novii zabavku. Hodi hracou kockou, na ktorej st ¢isla 1 az 6, potom hodi hracim osemstenom,
na ktorom su ¢isla 1 az 8. Scita disla, ktoré mu prave padli, a sucet si zapiSe. Toto opakuje uz celé dni. Aké ¢islo
mé pravdepodobne zapisané najcastejSie? Svoje tvrdenie nezabudnite poriadne zdévodnit.

RieSenie: (opravovala Betka a Murko)

Pozrime sa najprv na to, ako vypoéitame pravdepodobnost, Ze na kocke padne ¢islo 1. Vypocitame ju ako podiel
poc¢tu priaznivych moznosti (v nasom pripade padnutie ¢isla 1) a poétu vSetkych moznosti (mohli padnuf ¢&isla 1
a7 6). Z toho dostavame, ze pravdepodobnost je 1/6. Aj pre ostatné ¢isla dostaneme 1/6. Na osemstene bude této
pravdepodobnost 1/8, pretoze pre kazdé ¢islo je jedna priaznivd moZznost a pocet vSetkych moznosti je osem.
Ked hadzeme kockou a osemstenom naraz, musime si uvedomit, Ze to, ¢o padne na kocke, vobec nezévisi od toho,
¢o padne na osemstene. Preto moze nastat 48 roznych situdcii (ku kazdému zo Siestich ¢isel na kocke moze padnuat
osem ¢isel na osemstene, takZe 6 - 8), kazd4a s rovnakou pravdepodobnostou 1/48.

Nés ale zaujimaju sacéty. Napriklad stcet 9 vieme dostat ako 1 +8,2+4+7,3+6,4+5,5+4, 6+ 3 (prvé ¢islo
ur¢uje to, ¢o padlo na kocke, druhé na osemstene), ¢o je 6 moznosti. Ked potom vypocitame pravdepodobnost, ze
sucet bol 9, bude to 6/48 = 1/8. Teraz by sme si mohli vypodéitat pravdepodobnosti jednotlivych st¢tov a z toho
uz potom lahko vyéitame, ktoréd je najvicsia.
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Skusime to spravit inak. Pomocou kocky a osemstenu vieme dostat 13 roznych stctov (2 az 14). Lubovolny stcet
dostaneme najviac Siestimi moznostami, pretoze na kocke je len Sest ¢isel.

Este musime zistit, kolko stétov vieme dostat Siestimi sposobmi. St to stcty 7, 8 a 9, pretoze v suc¢toch mensich
ako 7 nevieme pouzif vSetky ¢isla z kocky (vSetky od 1 do 6). Ak chceme dostat stéet 6 (alebo menej), uz sa
medzi padnutymi ¢islami nesmie vyskytovat ¢islo 6. Podobne, ak chceme dostat stcet 10 (alebo viac), nemdze ndm
padnut éislo 1.

Preto st pravdepodobne najcastejsie zapisané ¢isla 7, 8 a 9.

Uloha é&. 3: Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n > 2 je mozné z mnoziny {1, 2, ..., n — 1} vybrat niekolko
navzdjom roznych parnych Cisel tak, aby ich stdet bol delitelny ¢islom n.

Riesenie: (opravoval JeFo)

Z mnoziny {1, 2, ..., n— 1} vieme vybrat rozne parne prirodzené ¢isla tak, aby ich sicet bol delitelny ¢islom n,
pre kazdé n z mnoziny N\ {1, 2, 3, 4, 5, 7}:

e Ak je n parne, tak mozeme z mnoziny {1, 2, ..., n— 1} vybrat ¢isla n — 2 a 2 (ktoré si uréite parne), ak st
obe rozne, ¢o uréite nastéva v pripade n > 6 (rozmyslite si preco). Potom ich stcet je (n —2) +2 = n, a teda
Cislo delitelné n.

e Pre n neparne mozeme z danej mnoziny vybrat &isla n — 1, n — 3 a 4 (ktoré st urcite parne), ak st vSetky
rozne, ¢o urdite nastdva v pripade n > 9 (rozmyslite si preco). Potom ich stdet je (n —1) + (n —3) +4 = 2n,
a ten je opét delitelny n.

Este ndm ostéva ukéazat, ¢o s ¢islami 2, 3, 4, 5 a 7.

V pripade n = 2 dand mnozina obsahuje iba ¢islo 1 a ziadne parne ¢islo. V pripadoch n = 3 a n = 4 dand mnozina
obsahuje iba jedno parne ¢islo 2. Vo vSetkych doterajsich pripadoch je stcet vSetkych parnych ¢isel mensi ako n,
a teda nemoze byt delitelny n. V pripadoch n =5 a n = 7 je stcet vSetkych parnych ¢isel v danej mnoZine mensi
ako 2n, ¢o je najmensi mozny nasobok ¢isla n, ktory je parny. Teda na§ parny stcet (sucet parnych ¢isel je vzdy
parny) nemoze byt delitelny n.

Komentér: Vela z vas napisalo svoje rieSenie spdsobom: ,,Skisim par malych konkrétnych ¢isel. Po par pokusoch si
vSimnem ako to funguje a z toho sa poktisim odvodit vSeobecnejsie pravidla.“ Takyto postup pri pisani rieSenia je
spravny, ale ,elegantnejsie”, tym sa mysli, Ze vo velkom svete sa to robi trochu inak, je uviest rieSenie a dokazaf,
Ze je spravne, nie popisat cely rieSenie objavujici proces. V tomto vzordku som sa vam pokusil ukézat, ako by také
yelegantnejsie“ rieSenie mohlo vyzeraf. Odporacam preéitat si vzordk aj Tudom, ¢o dostali za priklad devif bodov
a nabudtice sa mozu pokusit svoje rieSenie napisat ,elegantnejsie®.

Uloha é&. 4: Mame bali¢ek 52 kariet a vieme s nimi robit len tieto dve operacie:
e sekniit balicek, t.j. rozdelit bali¢ek na dve stivislé ¢asti a vymenit ich poradie,
e vymenit poradie vrchnych dvoch kariet.

Mozeme ,,zamiesat™ karty do Iubovolného poradia?

RieSenie: (opravoval Beren)

Tak sa na to pozrime a zamyslime sa. Ozna¢me si momentélne vrchnt kartu ako 1, druht ako 2, ..., pitdesiatu
druht ako 52. Musime néjst sposob, ako ich zamiesat do lubovolného poradia, ¢iZe niekto ndm povie, ako ich mame
zamieSat a my mu musime povedat postup, ako budeme postupovat pri miesani. KedZe operacie sa daju robit aj
opaénym spdsobom, znamené to, ze ¢o vieme zamieSat, vieme aj vratit naspit do povodnej pozicie zopakovanim
operéacii odzadu. To ale znamend, Ze tlohu si mozeme zjednodusit tak, Ze nam stac¢i ukdzaf, Zze z Tubovolného
zamieSania kariet vieme dostat naspit zamieSanie 1, 2, 3, ..., 52. Je to iba 52! moznosti, podme si ich teda vSetky
vypisat. Alebo nie, predsa len bude asi jednoduchsie najst nejaké vieobecné riesenie.! N4§ dokaz bude pozostévat
z dvoch krokov.

1. Vieme vymenit Iubovolhé dve susedné karty
No nebudeme zbyto¢ne skromni, jasné, Ze vieme. Dajme tomu, Ze chceme vymenit kartu na k-tom a (k + 1)-
vom mieste. Tak sekneme balidek nad k-tou kartou, éim ju dostaneme na vrch balicka a moézeme ju vymenit
s povodne (k 4 1)-vou kartou. Néasledne opiit sekneme bali¢ek tak, aby sa pdvodne prva karta vrétila naspit
na prvé miesto. Sami moZete vidiet, Ze sa nestalo ni¢ viac a ni¢ menej ako to, ze k-ta a (k + 1)-v4 karta si
vymenili miesta. Super.

2. Ak vieme vymenit [ubovolné dve susedné karty, vieme képku lubovolne zamiesat
Opit to nie je nic¢ zlozité, zoberieme si kartu s ¢islom 1 a postupne ju vzajomnymi vymenami , prebubleme®
az uplne hore. Teraz zoberieme kartu s ¢islom 2 a ,prebubleme® ju na druht poziciu. S kartou 1 sme pritom
ni¢ nespravili. Dolezité je, ze vieme kartu k dat na k-tu poziciu bez toho, aby sme ovplyvnili karty nad tiou.
No a viac ani nepotrebujeme, mozeme sa radovat.

IPstdesiatdva faktorial je fakt velké ¢islo. Akoze fakt.
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Karty vieme zamiesat do Iubovolného poradia. Juch.

Uloha &. 5: Aritmetickd postupnost? ay, as, as, as, ... obsahuje ¢isla a2, a2 a a%. Dokézte, Ze kazdy ¢len tejto
postupnosti je celé cislo.

Riesenie: (opravoval Mojo a Marek)

V aritmetickej postupnosti sa dva susedné Cleny lisia o konstantu. Oznacéme si tato konstantu d. Prvy ¢len postup-
nosti je ay, druhy je ag = a1 + d, n-ty ¢len je a, = a; + (n — 1)d. Aby sme dokézali tvrdenie zo zadania, staci
ukdzaft, Ze a1 a d st celé ¢isla (premyslite si preco).

Musia existovat celé ¢isla p, g a r také, ze a3 = a; + pd, a3 = a1 + qd, a% = a; + rd.

Ked vyjadrime a3 dvoma sposobmi, dostaneme

a1 +qd = a2 = (a1 +d)? = a? + 2a1d + d*® = (a; + pd) + 2a1d + d*® = a; + (p + 2a1 + d)d,
qd pr— (p+2a1 +d)d.

Bud teda ¢ = p+2aj +d, alebo d = 0. Ak d = 0, tak a; = a?, a teda a; = 1, alebo a; = 0, a tym je tiloha vyriesen.
Ak q = p+2a1 +d, tak kedze q — p je celé ¢&islo, tak aj 2a; +d je celé ¢islo. Analogicky zo vztahu pre a3 dostédvame,
7e 4ay + 4d je celé ¢islo (za domécu tlohu overte).

Ak 2a; + d je celé ¢islo, tak aj 2(2a; + d) = 4ay + 2d je celé ¢islo. A kedZze aj rozdiel dvoch celych éisel je celé
Cislo, tak aj (4a; + 4d) — (4a1 + 2d) = 2d je celé ¢islo. Podobne aj 4(2a1 + d) = 8a; + 4d je celé &islo, a teda aj
(8a1 +4d) — (4a1 + 4d) = 4ay je celé Eislo. Preto musia existovat celé ¢isla b a [, pre ktoré plati b/4 = ay a l/2 = d.
Z toho vyplyva, ze pre kazdé n je 4a,, celé ¢islo (premyslite si preco).

Ak b déva zvySok 1 alebo 3 po deleni 4, tak b* d4va po deleni 4 zvySok 1 (overte). A teda b?/4 nie je celé &slo.
Avsak 4a? musi byt celé ¢islo a 4a? = 4(b/4)? = 4b?/16 = b /4, ¢o je spor. Preto b dava zvysok 2 alebo 0 po
deleni 4, takZe ¢ = b/2 je celé &islo. Zjavne ¢ = 2a;. VySSie sme dokézali, Ze 2a; + d je celé ¢islo. Preto aj
(2a; +d) — ¢ = (2a1 + d) — 2a1 = d je celé éislo.

Cize pre kazdé n je 2a,, celé &islo (to je posledna doméca tloha). Teda aj 2a? je celé ¢islo. Ak c je nepéarne, tak aj
c? je neparne a teda c?/2 nie je celé &islo. Aviak 2a? = 2(c/2)? = 2¢2/4 = ¢?/2, ¢o je spor. Preto ¢ musi byt parne
¢islo. Potom je aj ¢/2 = ay celé &islo.

Ukézali sme, Ze a; aj d su celé ¢isla, a preto aritmetickd postupnost ay, as, asz, a4, ... obsahuje len celé éisla.

Uloha é&. 6: Dvaja hraci hrajii nasledovnii hru. Na zaciatku je tabulka 3 x 3, ako na obrazku vlavo. Kazdy hrac vo
svojom tahu ozna¢i jeden riadok alebo stlpec svojou znackou a vymeni medzi sebou dva stlpce alebo dva riadky,
pri¢om oznadenia ostavajii na poévodnom mieste. Hrac¢i sa medzi sebou striedaji, dokial nie sii oznacené vsetky
riadky aj stlpce. Potom si kazdy hrac zrata sucet cisel vo svojich riadkoch a sticet &isel vo svojich stlpcoch. Tieto
dva stucty scita a dostane svoje vysledné skore. Vyhrava hrac¢ s vyssim skore, v pripade rovnosti skore nevyhrava
nikto. N4jdite neprehrdvajicu stratégiu® pre niektorého z hracov. Na obrazku vpravo je jedna z moznych situdcif
pocas hry.

X
1123 8|79 | e
5|6
=T819 2 (1|3
5 6 | X

RieSenie: (opravoval Jakub S.)

Nagou ulohou je najst neprehravajicu stratégiu pre niektorého z hracov. Asi by bolo uzitoéné zistit, kedy niektory
z hradov prehrava, resp. neprehrava. Podme sa na to pozriet.

Hra kondi, ked st oznacené vietky riadky aj stipce niektorym z hracov. Vieme, Ze vyhrava hra¢ s vyssim celkovym
stiétom ¢Eisel vo svojich riadkoch a stipcoch. Stcet bodov obidvoch hracov je 90, kedze stcet ¢isel od 1 do 9 je 45
a kazdé z nich bude zapoéitané dvakrat (raz ako sti¢ast nejakého stipca a raz ako sucast riadku). Z toho vyplyva,
7e neprehrava hra¢, ktory ma na konci aspoti 45 bodov. Podme sa teda skisit hrat! Verim, Ze kazdy z vas si zahral
asponi par tahov tejto hry. Ak ste tak ndhodou neurobili, tak mate na to priestor prave teraz.

~~~~~~~~~~~~ (pokracujte v &itand vzorového rieSenia aZ po splnend predchddzajicej dlohy) -« -« -+

Uz po par tahoch si mézeme vSimnuf, Ze vymena riadkov, resp. stipcov zachovava stéty riadkov aj stipcov, len
meni ich poradie. A je to naozaj tak. Ked vymenime nejaké dva stipce, tak stéty stipcov nezmenime, zmenime len
ich poradie. Sucty riadkov to taktiez nezmeni, pretoze v nich ostanu tie isté ¢isla, len sa nejako popremiestiuja.
Analogicky to plati aj pre vymietianie riadkov. To ale znamend, Ze pocas celej hry (aj na jej konci) buda v tabulke
riadky so sti¢tami 6, 15, 24 a stlpce so st¢tami 12, 15, 18.

Vyborne! Zamyslime sa teraz nad tym, ktoré kombinacie ¢isel neprehravaji. Uréite si rychlo vSimnete, Ze vela
kombindcii so 6-tkou prehrava, napr.: (6, 12, 15), (6, 12, 18), (6, 15, 15), ... A naopak, takmer vetky kombindcie
s ¢islom 24 st neprehravajice (vSetky okrem (6, 12, 24)). Teda hracovi, ktory chce neprehrat sta¢i, aby mal na
konci riadok s ¢islom 24 a nemal riadok s ¢islom 6 (sktste sa zamyslief, preco to tak je). No a vie niektory hrac¢

2 Aritmetickd postupnost je postupnost &isel, kde je rozdiel po sebe idtcich ¢isel konstantny. Napriklad 5, 8, 11, 14, 17.
3Tym myslime navod ako hratf, ktory hracovi zaruéi, e neprehra, nech by jeho protihraé hral akokolvek.
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hrat tak, aby sa mu podarilo mat ¢islo 24 a nemat 6? Odpoved je 4no. Druhy hrd¢ méa zjavnu vyhodu poslednej
vimeny, t.j. po jeho poslednom fahu v hre moéze vymenit dva riadky alebo stipce. Takze ak mé nejaky riadok, tak
si vymenli riadky tak, aby mohol mat 24. Zaroven dokaze hrat tak, aby nemal oznacené vSetky tri riadky.
Neprehravajuca stratégia druhého hraca je:

e Tah ¢ 1: oznaéi Tubovolny riadok (st aspoii dva volné) a vymeni lubovolné dva riadky /stipce.

e Tah ¢ 2: oznaéi Tubovolny stipec (este je aspoii jeden volny) a vymeni lubovolné dva riadky /stlpce.

e Tah ¢. 3: oznadi posledny volny riadok, resp. stipec a vimenu urobi podla toho, kolko mé oznacenych riadkov.
Ak ma oznacené:

— 1 riadok: vymeni dva riadky tak, aby na jeho riadku bol riadok so st¢tom 24. Dva stipce davaja dokopy
najmenej 12 + 15 = 27 bodov, a teda uréite vyhral (24 + 27 = 51).

— 2 riadky: ak je na jeho riadku 6-tka, tak ju vymeni s riadkom stpera, inak vymeni dva svoje. Urcite
teda vyhral, lebo ma najmenej 15 + 24 4+ 12 = 51 bodov.

Nasli sme teda vyherna (a tym padom aj neprehravajicu) stratégiu pre druhého hraca. Hurda!

Uloha &.7: Mame realne ¢isla a, b, ¢, pre ktoré plati abc = 1. Dokazte, Ze nanajvys dve z Cisel

2a—1, Qbfl, 26—1
b c a

st vdcsie ako 1.
RieSenie: (opravoval Ondro a Viktor)

Méme dokézat, ze vzdy je aspoii jeden vyraz zo zadania mensi alebo rovny 1. KedZe abc = 1, mdzu nastat dve
moznosti:

1. Préve jedna nezndma je kladna. BUNV* nech je to a. Potom 1/a > 0 a ¢ < 0, z ¢oho vyplyva 2c—1/a < 0 < 1.
2. Vsetky tri nezndme st kladné. Znova rozoberieme dva pripady:

(a) Ak aspori dve nezndme st mensie alebo rovné 1, BUNV a a b, potom 2a < 2a1/b > 1, odkial 2a—1/b < 1.

(b) Najviac jedna nezndma je mensia alebo rovna 1, teda aspon dve nezname st vicsie ako 1, BUNV nech
st to a ab. Potom 0 < ¢ = 1/ab < 1 a zarovenn 2 — b < 1, z ¢oho vyplyva 2¢ — 1/a = 2¢ — abe/a =
2c—bc=1c(2-0) <1.

Rozobranim vsetkych moznosti sme ukazali, ze vzdy je asponl jedno z ¢isel mensie alebo rovné 1.

Uloha ¢&. 8: Hago ma 10 stvorcov celych ¢isel. Za akyjch podmienok k nim existuje 10 celych ¢isel takych, Ze stéty
deviatich z nich tvoria postupne Hagove ¢isla?

RieSenie: (opravoval Hago)

Uvodom by sme sa mali dohodniif na oznadeni ¢isel vystupujticich v zadani. Moje $tvorce (dalej len &cka) si
oznacime ay, as, ..., ajp. V zadani sa eSte spominaji nejaké celé ¢isla (dalej len décka), ktoré sa maji naséitat do
tych stvorcov. Tie si oznacime dy, do, ..., dig. ESte si oznacime ich celkovy sucet

S=dy+dy+--+dio.

Ked s¢itame devif cisel z desiatich, tak prave jedno vynechdme. To znamend, Ze vysledok bude rovnaky, ako ked
od ich celkového stcétu odéitame to vynechané.
Chceme, aby sa kazdé acko rovnalo suctu deviatich décok, ¢o po predoslej ivahe znamend

(les—dh
a,2:57d2,

aip = S — d10.
Ked tieto rovnice s¢itame, dostaneme

ai+ag+---+ayp =105 —dy —ds — - — dyo,
a1 +az+---+ap=9S.

4bez ujmy na vseobecnosti
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Bavime sa tu o celych ¢islach a pravéa strana je delitelnd deviatimi, ¢iZe aj lav4 strana musi byt. Tym sme dostali
nutni podmienku. Aby k 4¢kam mohli existovat décka musi byt stucet a¢ok (mojich §tvorcov) delitelny deviatimi.
Je v8ak tato podmienka aj postacujuca? Otdzka teda znie, ¢ delitelnost stiétu 4¢ok deviatimi zarucuje existenciu
décok.

Este pred tym, ako si ju zodpovieme, musime zmenif predstavu o tom, ¢o znamend S. Odteraz si ho budeme
predstavovat ako deviitinu saétu acok, o ktorych existencii, narozdiel od décok, neméme pochyb. Uz sme predsa
zistili, Ze

a1 +ag+ -+ aqg
9 .

Teraz uz s kludom mozeme povedat, Ze odpoved na nasu otazku znie ano. Lahko si mozete overit, Ze vyhovujtce
décka st

S:

dlzs_alv
dngfag,

d10 =5 - aio-

Nutné a postacujica podmienka na existenciu décok (desiatich celjch éisel) je, aby bol sicet 4¢ok (mojich §tvorcov)
delitelny deviatimi.

Uloha é&. 9: Na matematickii konferenciu prislo n Iudi, ktori sa vzajomne nepoznali. Kazdy si doniesol prave jednu
svoju vizitku. Ak sa dvaja ludia nepoznaji, mézu sa zoznamit jedine vymenou vizitiek, ktoré maji préve pri sebe.
Podobne, jediny sposob, ako si mézu dvaja Iudia vymenit vizitku, je, Ze sa zozndmia. Po par hodindch zoznamovania
dorazili dvaja oneskorenci. Dokédzte, Ze s pomocou novoprichodzich méze tychto n+2 Iudi pokracovat v zoznamovani
tak, 7e kazdy dostane naspét svoju vizitku®.

RieSenie: (opravoval Miki a Kozzy)

Predstavme si, ze v momente, ked pridu dvaja oneskorenci (ozna¢me ich A a B), sa v8etci pochytaji za ruky
nasledovne: Kazdy ¢lovek sa Tavou rukou chyti toho, kto mé jeho vizitku, a pravou toho, koho vizitku prave ma.
Takto sa nam vytvoria nejaké kruznice. Ziaden ¢lovek nemédze byt v dvoch kruzniciach naraz, lebo by musel jednou
rukou drzat dvoch Tudi.

Teraz ukdzeme, ze v kazdej kruznici vieme Tudi z tejto kruznice zozndmif s oneskorencami A a B tak, aby kazdy
z Tudi v kruZnici mal na konci svoju vizitku. Ozna¢me Iudi v kruznici x1, x2, ..., x, kde x; vlastni vizitku éloveka
xit1 (resp. x1, ak i = k). A si vymeni vizitku s z1. Potom si B vymen{ vizitku s z2, potom s x3, potom s x4 a tak
dalej, az kym si nevymeni vizitku s x1. Teraz si uz len A vymeni vizitku s z a koneéne méa kazdy z kruznice svoju
vizitku.

Pozorny citatel si v§imne, Ze na konci tychto vymen sa vizitka od A dostala k B, bez toho, aby sa zozndmili. To ale
nevadi, pretoze postup s nasou kruznicou opakujeme na vsetky dalSie kruznice. TakZe na konci bude kazdy ¢lovek
v kruZnici mat svoju vizitku.

Mozu nastat dve moznosti:

1. A aj B budt mat svoje vyzitky. V tomto pripade sme tlohu vyriesili.

2. A bude mat vizitku B a B vizitku A. Tak sa eSte A s B zoznamia.
Tym sme tlohu vyriesili. Zaradujme sa.
Uloha é&. 10: Na papieri mame nakreslenti &iselnti os. Vyznacime si na nej vietky racionalne ¢isla. Dva body $as
buditi na diselnej osi tvorit priemer kruznice prave vtedy, ked plati ad — bc = &1. Do obrézka dokreslime kruznice
nad kazdym takymto priemerom. Najdite vsetky body, ktoré lezia na aspon dvoch kruzniciach a nelezia na ciselnej
0si.
Riesenie: (opravoval Lietadlo a Mats)
(Podla Adely Abaffyoves.)
Prvé, ¢o by nas mohlo napadntf pri takomto priklade, je skusit si ndjst nejaky bod, ktory lezi na aspon dvoch
kruzniciach a zaroveri nelezi na ¢iselnej osi. Chvilu hladdme, skiSame a kreslime a ziadny taky bod nie a nie najst.
Vsimneme si vSak jednu zaujimavi vec. Aj ked sa ndm nedari najst dve kruznice, ktoré sa pretinaji, nachddzame
vela dvojic kruznic, ktoré sa navzajom dotykaji. Podme sa teda pokusit dokdzat, Ze taky bod neexistuje. Budeme
postupovat sporom. Nech teda existuji dve kruznice, ktoré spliiaji podmienku zo zadania a zaroveii sa pretinajt

mimo ¢iselnej osi. PouZijeme oznacenie ako na obrazku. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme zvolit kladné menovatele
(rozmyslite si preco).

5na konci sa nemusi nutne poznaf kazdy s kazdym



KMS 2012/2013 3. séria zimnej Casti 6

R

<3
o

.
3|3

Teraz si vyjadrime priemery kruznic z obrazka.

r p_ rqg—ps 1
s q sq sq

V poslednej tprave vyuzijeme, rovnost zo zadania a fakt, Ze polomer R musi byt kladny. Totiz s aj ¢ st kladné, preto
aj Citatel rq¢ — ps = £1 musi byt kladny a rovny 1. Analogicky vyjadrime aj priemer druhej kruznice M = 1/nl.
Body sme si oznadili tak, ze k/I lezi medzi p/q a /s, preto

Po uprave dostavame 0 < (kg — Ip)/lg < 1/sq a kedZe menovatel lq je kladny a cely zlomok (kg — Ip)/lq je kladny,
tak aj ¢itatel kg — Ip musi byt kladny. Lenze k,q,[ a p st celé ¢isla, takze kq — Ip je celé &islo. Vieme, ze kq — Ip je
kladné celé ¢islo, ¢ize kq — lp > 1. Z vysSie uvedenej nerovnosti potom dostavame

1 kq—lp 1

R=—
lq lq < sq’

odkial 1/lg < 1/sq, ¢ize s < .

Ak analogicky zopakujeme tento postup pre kruznicu s priemerom M, tak dostaneme vztah s > [. Ze je to naozaj
tak, nechdvame ako cvifenie neddéverc¢ivému ¢itatelovi (taky by mal byt kazdy).

Méame teda dve podmienky s < [ a s > [, ktoré sa navzidjom vylucuji, a tak prichddzame k sporu s naSim
predpokladom, Ze nejaké dve kruznice sa pretinaji mimo c¢iselnej osi. Takze mnozina vsetkych bodov, ktoré lezia
na aspon dvoch kruzniciach a zaroven nelezia na ciselnej osi, je prazdna.

Uloha &.11: V KMS je n vediicich. Kazdy z nich oblubuje iny druh ovocia a iny druh zeleniny. Iniciativny redaktor
Casopisu Slniecko zistil, kto veducuje v KMS a aké druhy zeleniny a ovocia st v oblube. Chcel urobit prehladnti
tabulku, v ktorej by bolo napisané, ktoré ovocie a zelenina patri ktorému vediicemu. Zacal sa pytat veducich, ¢i
v tabulke k sebe patria dvojice poloziekS. Na kazdu otdzku dostal odpoved ,nie“. Kolko najmenej otdzok musel
redaktor polozit, aby mohol jednoznac¢ne vyplnit tabulku?

RieSenie: (opravoval CD a Miso)

RieSenie jedenastej ilohy malo dve ¢asti: najst rieSenie a ukazaf, ze to lepsie nejde. Ulohu si vieme zjednodusit,
ak si ju pekne interpretujeme. Cela situdciu si vieme predstavit ako kocku n x n x n poskladant z malych kociek
so stranou 1. Na z-ovej osi st rozni veduci, na y-ovej ovocie a na z-ovej zelenina, kazda mala kocka predstavuje
nejaka trojicu veduci-ovocie-zelenina. Otazkou sa pytame na jednu dvojicu vedici-ovocie, veduci-zelenina alebo
ovocie-zelenina. Dostaneme odpoved nie, preto celi jednu dvojicu médzeme vylucit. Jednou otédzkou tak gkrtneme
cely jeden rad malych kociek leziaci na priamke rovnobeznej s jednou z osi z, y, z.

Najskor by sme chceli zistit, kolko najmenej otdzok potrebujeme. Zoberme si dve sprdvne (t.j. patria k sebe) trojice
veduci-ovocie-zelenina. V kocke n X n X n s to 2 rézne malé kocky. Maju informéacie o dvoch veducich, ovociach
a zeleninach. Teraz zoberme vsetky malé kocky, ktoré tiez maju informaciu vzdy o jednom z tejto dvojice veducich,
ovoci aj zelenin, len inak nakombinovant. Spolu s prvymi dvoma vytvaraji pomyselni kocku 2 x 2 x 2.

Z nej chceme vylacit nespréavne trojice. Na to potrebujeme aspon 2 otdzky. (Premyslite si aké.) Zaroven otazky,
ktoré kladieme, maja jedno spolocné. Vzdy sa pytame na 2 veci, z ktorych jedna patri do prvej spravnej trojice
a druhd do druhej. Keby sme totiz zobrali obe veci z jednej trojice, vyskrtli by sme tym spravnu trojicu. Ak by
jedna vec nebola z nasich trojic, kocku by to neovplyvnilo.

Z toho vyplyva, ze dvojice spravnych trojic sa navzajom neovplyviuji. Kazdy skrt musi obsahovat jednu informéciu
z oboch trojic, takZe nezasahuje do inej dvojice trojic. (NemoZzu mat dve rozne dvojice 2 rovnaké prvky, lebo kazdy
z veducich, ovoci aj zelenin je len v jednej kocke.) Na kazda dvojicu spravnych trojic preto potrebujeme 2 otazky.
Tychto dvojic je n(n — 1)/2, takZe otézok je aspoii n(n — 1).

Teraz uz vieme, Ze aspoil n(n—1) otdzok budeme potrebovat. Ak ndjdeme sposob pytania sa, ktorym urc¢ime vSetky
trojice na n(n—1) otdzok, méame dokaz hotovy. Jeden zo spdsobov pytania sa je taky, Ze budeme postupne zistovat,

Snapriklad: Oblubuje Edo mrkvu? alebo: Patri ananas k zeleru?
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¢o maju veduci radi. Uré¢ime si jedného vedtceho a budeme sa pytat, aké ovocie mé rdd, az kym to nezistime. Ak
mame n veducich, potrebujeme vylacit n — 1 ovoci, takze sa musime opytat n — 1 otédzok. Potom si zoberieme
druhého vediceho. O jednom ovoci uz vieme, kto ho ma rad, takze uz ndm ostava iba n — 1 ovoci a stac¢i n — 2
otézok. Tretieho vediiceho sa staci spytat n — 3 otdzok, Stvrtého n — 4, atd. Predposledného sa spytame len raz
a posledny m4 rad to, ¢o ostalo. Dokopy sme polozili (n — 1)+ (n —2)+ (n —3) 4+ ...+ 2+ 1 =n(n — 1)/2 otézok.
Zeleninu uréime rovnakym spésobom. Spolu s ovocim ndm to dd 2 - n(n — 1)/2 = n(n — 1) otazok.

Ukézali sme, Ze potrebujeme asporni n(n — 1) otézok, a aj, ze ndm tolko staci. Dokaz je teda hotovy.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ke | kg |56 |7|8|9](10|11 s | >
1. Vodic¢ka Martin 4. GAlej KE 10 | 12 919191919 45 | 135
2. Safin Jakub 4. GPH MI 8 6 9191997 43 | 131
3. Kraj¢iova Katarina 2. GAlej KE 4 1 9191919 3 39 | 129
4. Kossaczka Marta 4. Gamca BA 10 | 8 91919 5 32 | 121
5. Puza Marko 3. GPos KE 5 1 8171919 33 | 120
6. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 7 2 4191719 29 | 115
7. Pokryvka Filip 3. G Banovce 7 2 8191919 3 38 | 113
8. Bui Truc Lam Michal 2. Gamca BA 4 3 71719 3 26 | 112
9. Horvath Samuel 3. GPar NR 6 1 8191916 2 34 | 108
10. | Jurina Simon 3. Gamca BA 6 2 9181983 37 | 105
11. | Kovécova Barbora 3. SPMNDG BA | 5 011419 6|9 5 33 | 104
11. Simkova Ludmila 3. GPar NR 7 2 91519 23 | 104
13. | Hanzely Filip 4. GAP SB 10 | 7 6199 24 | 101
14. | Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 7 7 919 18 | 99
15. | Lipovsky Mario 3. GJH BA 5 1 319 9 21 | 98
16. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 4 0 [4|7|7]6]2 26 | 96
16. | Simsa Stépan 4. Litoméiice CR | 8 9 91919 27 | 96
18. Hrivova Ivona 3. GVO ZA 7 2 219|512 3 21 | 92
19. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 0 |819)|7 24 | 90
20. | Hlavacik Matus 4. GAlej KE 8 3 91919 27 | 87
21. | Hanzely Slavomir 1. GAP SB 1 0 |7(6|7|6]9 35| 8
21. | Privoznik Matej 3. GJH BA 7 2 918|919 3 38 | 85
23. | Benesova Katarina 4. SPMNDG BA | 8 2 9141919 31| 84
23. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 5 1 319 12 | 84
25. | Kobak Michal 3. Gamda BA 4 1 9(8]|5 22 | 82
26. | Lam Tuan Diing 2. GJH BA 4 0|4 7 2 13 | 81
27. | Liu Zhen Ning Dévid 3. Gamca BA 5 3 0 79
28. | Buran Michal 4. G JAK CR 4 0194 13| 77
29. Korbela Michal 3. G Béanovce 7 2 315 2 10 | 75
30. | Je¢menova Andrea 3. GVO ZA 6 1 9|8 5 2 24 | 73
30. | Matejovicova Tatiana 3. GJH BA 6 3 910 2 11| 73
32. | Nociarova Jela 4. GBST LC 7 1 718 8 23 | 70
33. | Santrova Michaela 2. GMH Trstend | 4 01147 2 13 | 68
33. | TomaSec Samuel 3. GVar ZA 5 011227 2 13 | 68
35. Dracek Frantisek 2. GSkol PB 4 0 [4]2]2 3 11 | 67
36. | Daniel Mark 3. GPar NR 6 1 5171510 17 | 66
36. | Meciar Adam 2. GVBN PD 3 0 0 66
36. | Sucik Samuel 2. GJH BA 4 2 0 66
36. | Svoboda Josef 4. Frydlant CR 7 5 6 6 | 66
40. | Nepsinska Silvia 2. GJCh BR 4 0 7 511 2 15 | 65
41. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 01919 18 | 63
41. | Krakovska Hana 3. Gamca BA 6 1 919|515 28 | 63
43. Murin Martin 2. GJH BA 4 0 [4]2]2 2 10 | 62
43. | PreSinska Kristina 2. GPar NR 4 0[6|8[0[3]0 17 | 62
45. | Bafrnec Matus 2. GPar NR 3 0 |4(2]|1|13]0 10 | 60
45. Mores Martin 3. GVar ZA 5 014|197 20 | 60
47. | Krakovskd Ema 2. Gamca BA 3 0198]|7 24 | 58
48. | Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 0|4 |7 4 15 | 55
49. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 310 919 18 | 54
50. | Gafurov Askar 4. Gamca BA 7 3 919 18 | 52
51. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 6 1 21811 11 | 51
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5][6]7 1011 s [ >
51. | Tesar Emanuel 1. GBST LC 110 7]2]09 24 | 51 |
53. | Knaze Adam 2. GJCh BR 4 0 |3|13]2 2 13 | 50
54. | Rapavy Martin 3. GAlej KE 5 0 0 | 49
55. | Kos¢o Marek 3. GVar ZA 3 0 4|38 0 15 | 48
56. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 0 0 |44
57. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 0 | 43
58. Kralik Matej 2. GJH BA 4 0 4 2 6 | 41
58. | Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 0 1 2 8 | 41
58. Mikulec Jaromir 2. GsvJ NM 4 0 0 | 41
61. | Kovacova Maria 2. GsvCM NR 3 0 312 5 |40
61. | Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 0 |53 8 | 40
63. | Bacinska Irena 3. SPMNDG BA 4 1 0 | 36
63. | Batmendijn Eduard 2. CGsvM SL 5 3 9 9 36 | 36
63. | Ivan Lukés 3. GJH BA 4 0 0 | 36
63. | Le Anh Dung 3. Tachov CR 5 4 0 | 36
67. | Petrucha Jaroslav 4. GMet BA 9 3 0 | 34
67. Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova 2 1 0| 34
69. | Zarsky Jan 2. Koptivnice CR 4 0 0 | 30
70. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE 3 0 0 |28
71. | Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 0 2|1 3 |27
72. Macko Vladimir 4. GLS ZV 8 6 0|25
73. | Dendis Tomas 2. BiG Sucany 2 0 1 1] 23
73. | Stépanek Martin 2. Piibor CR 4 0 0 | 23
75. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstend 3 0 0 |22
76. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0 2 2 |21
77. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 0 | 18
78. | Halamova Maéria 2. GVO ZA 3 0 0 | 17
78. | Polovka Maro$ 3. GKuk PP 4 0 0 | 17
80. | Kagsa Ladislav 1. G Samorin 1 0 |4 4 |16
80. Rizman Daniel 3. GVar ZA 4 0 0 |16
80. | Santer Martin 4. GMH Trstena 7 0 0 | 16
83. Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0 0 |15
84. Bielikova Michaela 3. GVM SE 5 0 0 |13
84. Strakova Valentina 3. GVM SE 5 0 0 |13
86. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 0 0 | 12
87. Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 0 0 |11
88. | Ivanov Marian 4. GJH BA 5 0 0 |10
88. | Rostar Marek 4. 1SG BA 5 0 0 |10
88. | Veseld Simona 2. GJH BA 2 0 0 |10
91. | Blisdkova Katarina 3. SSS NR 3 0 019
91. Kocianova Barbora 4. GZlin 4 0 0 9
93. | Sromekova Karolina 3. SPMNDG BA 6 | 0 017
94. | Klimkovi¢ Anna-Méria 3. SPMNDG BA 4 0 0| 6
95. | Palko Maximilidn 3. 1SG BA 4 0 0| 4
96. | Velich Tomas 1. GJH BA 1 010 0 2
97. Mikel Jan 4. G Roznov 4 1 0 0
97. | Ondréas Jan 3. Gamda BA 4 0 0 0
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kategéria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko, |1|2[3|4|5]|6 pl| >
1. Frankovskéa Zuzana 1. Gamca BA 1 19[19(9]9]4 113
2. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 1 19(8[9]|6 3 107
3. Petras Peter Pavel Arthur 1. SPMNDGBA | 1 |99 ]4 419 105
4. Choma Matej 1. Gamca BA 1199|284 103
5. Duratné Petra 2. SPMNDG BA | 3 9191916 100
6. Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 3 919|216 96
7. Bodik Juro 1. Gamca BA 119191974 93
7. Kojda Jakub 1. SPMNDGBA | 0 [7[8[4[3]4]3 93
9. Fabsikova Nina 1. 1SG BA 1 19(8|4|5 1 89
10. | Pies Adrian 3. SPMNDG BA | 3 9191319 82
10. | Trencdanskd Tereza 1. Gamca BA 1 19848 82
12. | Murin Marek 1. GJH BA 1 19]19]9]4 2 80
13. | Halabrin Juraj 1. GJH BA 1 12[019]|6 0 75
14. | Piltian Branislav 2. GJH BA 2 919|8|4 71
15. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 819 67
16. | Velich Tomas 1. GJH BA 1 127121210 56
17. | Krakovska Ema 2. Gamca BA 3 9|8 49
17. | Zeman Matus 1. 1SG BA 1 14|71 49
19. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 40
20. | Stra Tomés 1. 1SG BA 1 35
21. Camara Anna 2. GMet BA 2 7 2 32
21. | Lihotsky Samuel 1. 1SG BA 1 32
21. Strakéacova Natalia 1. Gamda BA 1 32
24. Gazdikovd Ema Maéria 1. SPMNDG BA | 1 31
25. | Pélenik Michal 1. SPMNDG BA | 1 29
26. | Téthova Andrea 1. SPMNDG BA | 1 24
27. | Veseld Simona 2. GJH BA 2 21
28. | Hrdina Jakub 3. GJH BA 3 2|1 20
28. | Martinkové Sandra 2. GJH BA 2 20
30. CatloSova Katarina 3. GFGL BA 3 12
31. | Hives Zdenko 3. 1SG BA 3 6

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, |1]12(|3|4|5|6|7 >
1. Tédova Lucia 1. GPar NR 1191919 918 122
2. Koncek Marian 2. Gl.maj MA | 2 91971417 110
3. Bafrnec Matus 2. GPar NR 3 918|421 91
4. Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 91414 |7 75
5. Stefkovié Jan 3. G Bénovce 3 915|141 2|8 68
6. Kassa Ladislav 1. G Samorin 1 819|014 63
7. Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 4|1 1 58
8. Meciar Adam 2. GVBN PD 3 43
9. Kovacova Maria 2. GsvCM NR | 3 8 312 38
10. Gerberova Michaela 1. G Béanovce 1 37
11. Zachara Samuel 1. PiarG TN 1 32
12. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 29
13. Hladka Barbora 2. GPar NR 2 28
14. Escherova Eva 1. G Banovce 1 21
15. | Blisédkova Katarina 3. SSS NR 3 20
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kategodria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola ko |1]12(3|4|5|6|7|p]| >
1. Branisova Eva 1. GVO ZA 1 1919|9714 ]2]|1 112
2. Tesai Emanuel 1. GBST LC 1 141819 71219 108
3. Kulla Filip 1. BiG Sucany 1191919194 106
4. Kosc¢o Marek 3. GVar ZA 3 4 413|8 64
5. Gasparek Miroslav 3. SG ZA 3 414141016 62
6. Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 419 3 59
7. Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 31372 58
8. Kudelc¢ikova Martina 1. GVO ZA 1128 47
9. Hradnanské Petra 2. GVar ZA 2 121411010 41
10. | Roch Oliver 2. G Bytca 2 7131010 40
11. | Pavéik Richard 1. GJGT BB 1 38
12. | Seligova Kristina 2. GsvFA ZA 2 35
13. | Vcelkova Veronika 2. GPOH DK 2 411 0]0 30
14. | Janiga Martin 2. GPOH DK 2 25
15. | Kormanak Michal 1. GMRS ZH 1 0|4 21
16. | Bencova Katarina 2. GMH Trstena 2 20
16. Chmola Martin 1. GFS Nova Bana | 1 1117010 0 20
18. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 9 19
18. | Dendis Tomé&s 2. BiG Sucany 2 19
18. | Jancar Jan 2. GVar ZA 2 19
18. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstena 3 19
22. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 6 17
22. | Franko Marian 2. GPOH DK 2 17
24. | Halamova Maria 2. GVO ZA 3 14
25. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 9
25. | Paisova Dominika 2. G Bytca 2 9
27. | Baranek Martin 2. GVar ZA 2 6
28. | Michalek Tomas 2. G Bytca 2 0 0 2
29. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
29. | Sokolova Nikola 2. GHlin ZA 2 0
kategéoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola ko [112(3]4|5(6|7|p| >
1. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 11919199767 130
2. SemaniSiova Zaneta 1. GAlgKE | 1 [9]91]9 919 128
3. Mislanova Kristina 1. GAlgjKE | 1 9|8 | 7 913 108
4. Michelové Henrieta 1. GAlgjKE | 1 | 8]9 |4 111 106
5. Feciskaninova Sona 1. GAIgjKE | 1 | 989 8 9 90
6. Kurimsky Jan 1. GsvMo 1 919 4 83
7. Lenart Patrik 1. GPMKE | 1 |7 3 1 71
8. Bily Ondrej 1. GLS HE 1 35
9. Lukaé Jakub 3. GKuk PP | 3 28
10. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 15
11. | Zencuchova Andrea 2. GJAR PO | 3 3
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Ro¢ Skola ko, 2|13|4|5|6 >
1. Zidek Matgj 1. Frydlant CR | 1 91919139 132
2. Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 81916199 118
3. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 81419 2 68
4. | Krchnak Vaclav 1. Brno CR 1 62
5. Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 919|513 59
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Por. | Meno Ro¢ Skola k, >
6. Gajdusek Pavel 1. G Ost - Por 1 38 |
7. Kopfova Lenka -2. G Slez CR -2 31
8. Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova | 2 11




