Vzorové riesenia 1. série letnej éasti KMS 2012/2013

Uloha é&. 1: N4jdite vietky moznosti pre 21 po sebe idicich ¢isel, z ktorych je asporni 8 prvoéisel.

RieSenie: (opravoval Mojo)

Pozrime sa na pripady, ked medzi nasimi 21 ¢&islami nie st éisla 2, 3 ani 5.

KedZe kazdé druhé ¢islo je parne, tak medzi 21 po sebe idiicimi ¢islami je aspoit [21/2] = 10 parnych é&isel.!
Medzi tymito 10 ¢islami urcite nie je prvocislo. Takisto medzi nasimi 21 éislami je asponi [21/3] = 7 ¢isel delitelnych
¢islom tri. Z nich st aspon |7/2] = 3 neparne ¢isla (rozmyslite si preco). To st dalsie zlozené ¢isla rozne od desiatich,
ktoré sme uz nasli.

Nakoniec v nasej 21-tici st aspoii |21/5]| = 4 ¢isla delitelné piatimi. Z nich st prave dve neparne. Rozdiel medzi ty-
mito dvomi é&slami je 10, ¢ize najviac jedno z nich je delitelné tromi (rozmyslite si preco). Cize op#f sme nagli
dalsie zlozené ¢islo (to, ktoré je delitelné 5, no nie je delitelné 2 a 3). Dokopy sme ich uz nasli 10 + 3 + 1 = 14.
Prvodisel je teda najviac 21 — 14 = 7, ¢o nespliia zadanie.

Kazdy uz polahky overi, ze 21-tice obsahujtce ¢isla

e 1az 21,2 az 22, 3 az 23 zadanie spliaji,

e 4 a7 24, 5 az 25 nesplhajt zadanie.

Komentér: V zadani sme omylom zabudli napisat, Ze sa jednd o 21 prirodzenych ¢isel, a preto niektori riesitelia
overovali celé ¢isla a nasli dalSie rieSenia. Konkrétne 0 az 20 a —1 az 19. Riesitelom, ktori nezabudli overit tieto
moznosti udelujeme pochvalu.

Uloha é&. 2: Nijdite prvoéislo p, pre ktoré plati, ze 2013p + 1 je druhou mocninou nejakého prirodzeného éisla.

RieSenie: (opravovala Katka J.)
Prva vec, ktorti si mdZeme vSimnuat v zadani je, Ze netreba najst vSetky rieSenia — staci jedno. V takomto pripade
niekedy staci byt dost trpezlivy a skusat zaradom prvoéisla, az kym nenédjdeme jedno, ktoré vyhovuje. Kedze je to
jednak zaznavand praktika a jednak to moze trvat dost dlho, uZitocnejsie bude sa najprv zamyslief nad nejakym
zjednodusenim hladania rieSenia.
Zo zadania plati, ze 2013p + 1 = n?, kde n je prirodzené ¢islo (n € N). Mozeme si véimnit, Ze po tprave sa tato
rovnica d4 zapisat ako

2013p = n? — 1,

2013p = (n+1)(n —1). (1)

Tu prichddza na rad ono zjednoduSenie rieSenia. Na lavej strane aj na pravej strane rovnice s dva ¢initele. Nemohli
by si ndhodou zodpovedat? Po tom, ako vysktSame 2013 = (n + 1), zistime, Ze zadaniu vyhovuje ako prvoéislo
2011, zatial ¢o pre 2013 = (n —1) je p = 2015, ¢o nie je prvocislo. Kazdopadne, nasli sme jedno riesenie (p = 2011),
ktoré ako odpoved staci.

V pripade, ze sa neuspokojime s najdenim jedného riesenia alebo by v nasom zadani nevystupovalo také pekné
¢islo, ako je 2013, musime presktimat aj dalsie moznosti. Znovu sa vratime k rovnici (1). Ak tato rovnica plati,
potom vyrazy (n+1) aj (n—1) musia delit vyraz 2013 - p. Kolko je delitelov tohto vyrazu? Plati, ze 2013 = 3-11-61
a p je prvocislo, takze

3-11-61-p=(n+1)-(n—1).

Cislo 2013 m4 8 roznych delitelov — &isla 1, 3, 11, 61, 3-11, 3-61, 11-61 a 3- 11 - 61. Staéi, ak budeme pre kazdy
z tychto delitelov uvazovat, ze je rovny (n + 1) alebo (n — 1), priom dopoéitame p. Tento postup si ukdZzeme na
priklade delitela 3 - 61.

1| z] oznaguje dolni celti Cast ¢isla = (najvicsie celé &islo neprevysujice ).
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Ak 3-61 = (n+ 1), potom (n — 1) = 181. Musi platit, Ze 181 je stifinom zvysnych delitelov vyrazu 2013p, takze
181 = 11 - p. V tomto pripade ale p nie je prvocislo. Ak 3-61 = (n — 1), potom podobne 185 = 11 - p a p tu znova
nie je prvocislo.

Ak by sme takyto postup vysktsali pre vSetkych osem delitelov, prigli by sme na obidve riesenia tejto tilohy: p = 223
a p = 2011. Na zaver si sktste premyslief, ¢i sme pri nasom postupe naozaj preskiimali vSetky rieSenia.

Uloha é&. 3: Redlne éisla a, b spliiajii vztah a — b > 2. Dokazte, ze a* + b* > 2.

Riesenie: (opravovala Betka)

Prepidme si vzfah zo zadania, ktory a, b spliiaja, do tvaru a > b+ 2.

Vimnime si, 7ze ak b < —2, tak b* > (—2)%. Navyse vzdy plati a* > 0 a teda uréite a* + b* > 2, dokonca by sme
tam namiesto dvojky mohli daf Sestnatku.

Zostava nam zistit, ¢o sa deje ak b > —2. Vtedy st na oboch stranach nerovnosti a > 2 + b kladné ¢isla, modzeme
ju teda umocnit, pri¢om dostaneme a* > (b + 2)%. Ak sa ndm podari ukazat, ze (b + 2)* + b* > 2, tak sme hotovi.
Méme umoctiovat na $tvrta dva vyrazy, ktorych rozdiel je 2, takze si ich urdite vieme prepisat ako z +1 a = — 1.
Ale pomoéze nam to? Tak skisme a uvidime:

(z+D*+ (z—1)* = (2* +42® + 622 + 4o + 1) + (2* — 4% + 627 — 4z + 1) = 22* + 1227 + 2.

Tento tvar je super v tom, Ze sa v nom nenachadzaji Ziadne neparne mocniny a o parnych vieme, Ze nikdy nie st
zéporné. S kludom teda mozeme prehlésit, ze a* + b* > (b + 2)* +b* = 20% + 1222 +2 > 2.

Tym sme dokézali, ze a* 4+ b* > 2 pre vSetky a, b, pre ktoré plati a — b > 2.

Iné riesenie:

Na oboch strandch nerovnosti a — b > 2 st kladné ¢isla, po umocneni dostaneme (a — b)? > 4. Uréite plati, Ze
(a + b)% > 0. Po séitani tychto dvoch nerovnosti dostaneme

(a—b)%+ (a+b)* >4,

(a® — 2ab + b%) + (a® + 2ab + b*) > 4,
242 + 2% > 4,

a?+v% > 2.

Tito nerovnost mézeme zasa umocnit a séitat s (a2 — b?)? > 0 a po par tpravach dospejeme k Zelanej nerovnosti.

Poznamka: Obe riesenia st zalozené na dvoch faktoch:

1. Vyrazy (X +Y)™ a (X —Y)™ maja po rozndsobeni rovnaké ¢leny, aZ na to, Ze druhy strieda znamienka. Po
ich s¢itani (resp. od¢itani) sa teda kazdy druhy ¢len vynuluje.

2. Parne mocniny st nezaporné.

Uloha ¢&.4: Z kazdého vrcholu konvexného mnohostena vychadzaji presne tri hrany, z ktorych aspoii dve st
rovnako dlhé. Dokazte, ze dany mnohosten ma tri hrany rovnakej dlzky.

RieSenie: (opravovala Linda a Sopo)

Skisme priklad vyriesit pomocou dékazu sporom. Dajme si za tilohu néajst tak§ mnohosten, ktory spliia podmienky
zo zadania a zaroven nema tri rovnako dlhé hrany.

Najskor sa pozrime, kolko hran mé taky mnohosten. Ak mé n vrcholov, tak bude mat 3n/2 hran. (Z kazdého vrcholu
id tri hrany, éim ziskame 3n, nesmieme vSak zabudnit na velmi dolezitt vec, Ze sme kazda hranu zapo¢itali dvakrat,
v oboch vrcholoch, ktoré tato hrana spaja.)

Teraz zamerajme na$u pozornost na to, kolko réznych hran potrebujeme, aby sme nemali tri a viac hrdn rovnakych.
Vezmime si jeden vrchol. Z neho ved dva typy hran. Dve rovnaké, tretia rozna. Ako si moZeme vSimnut, ku kazdému
vrcholu by sme mohli pripisaf ¢islo, ktoré uréuje dizku jeho dvoch rovnako dlhjch hran. (Napriklad ak z vrcholu A
vychadzaju hrany dizok 4, 4, 2, tak si zapiSeme ¢islo 4.) Cize ak mame n vrcholov, mali by sme dostaf n ¢isiel.
Teraz je otdzne, ¢i sa niektoré z nich moézu rovnat. To v8ak nie je mozné, lebo potom z dvoch vrcholov vychadzaju
2 rovnako dlhé hrany, ¢o znamend Ze si asponi 3 hrany rovnako dlhé (dva vrcholy maji nanajvys jednu spolo¢ni
hranu). Cize vSetkych n &siel musi byt roznych. Potrebujeme preto 2n hran (n réznych dvojic hrén).

Narazili sme na spor. N4§ mnohosten méa 3n/2 hrén, my ich ale potrebujeme 2n, takZe nie sme schopni vytvorit
taky mnohosten, ktory nema tri rovnako dlhé hrany.

Uloha é&. 5: Kubo s Mojom si zvyknt kratit ¢as nasledovnou hrou. Kubo hodi dvomi hracimi kockami, s¢ita body,
ktoré mu na nich padli a tento sucet oznaci a. Ak je a vicsie ako devit, tak znovu hodi dvomi kockami a stdcet
bodov, ktoré mu padli oznaci b. Ak a je mensie ako desat, tak hodi dvandststenom a pocet bodov, ktoré mu padli
oznaci b. Svoje vysledné skdre vypocita ako sucet a + b. Mojo na zaciatku hodi dvandststenom (mé dvanast stien,
na ktorych st ¢isla od jeden do dvandst) a podet bodov, ktoré mu padli oznaci a. Zvysok jeho hry je rovnaky ako



KMS 2012/2013 1. séria letnej Casti 3

Kubov. Vyhrava ten, koho vysledné skore je vicsie?. Rozhodnite, kto z nich vyhrava cGastejsie. Svoje rozhodnutie
zdovodnite.

Riesenie: (opravoval Lietadlo a Ondro)
Pravdepodobnost, ze padne viac ako 9 je 36 6 pre dve kocky a 12 = i pre 12-sten.
Pri hre mozu nastat Styri pripady:

1. Kubo hadze dvakrat dvomi kockami, Mojo raz 12-stenom a raz kockami.

2. Kubo hadze dvakrat dvomi kockami, Mojo dvakrat 12-stenom.

3. Kubo hadze dvomi kockami a 12-stenom, Mojo dvakrat 12-stenom.

4. Kubo hadze dvomi kockami a 12-stenom, Mojo raz 12-stenom a raz kockami.

Oznaéme P (s) pravdepodobnost, Ze na dvoch kockach padne stéet s. Cislo Pk (s) je nulové pre vietky &isla okrem
celych éisel z intervalu (2,12).

s 213|456 | 7|89 |10]11]12

Pe(s) | |2 |2 | 4|3 |8 |5 |a|3]2|1
K 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Zéroven ozna¢me Pp(s) pravdepodobnost, Ze na 12-stene padne ¢islo s. Cislo Pp(s) je rovné 1/12, ak s je celé é&islo
z intervalu (1,12), inak Pp(s) je rovné nule.

Rozoberme teraz jednotlivé moznosti. V kazdej spoc¢itame pravdepodobnost Kubovej vyhry tak, Ze pre kazdy Kubov
stcet spocéitame pravdepodobnost, Ze Mojo hodil mene;j.

1. Obaja hraci maju a > 9. Pravdepodobnost, Ze Kubo hodil sticet s je Ziw Px (i) Pi (s — ). Pre Moja je tato
pravdepodobnost Z Z10 Pp(i) Pk (s — i). Potom pravdepodobnost, ze Kubo vyhré je

24 k—1 12
3 ZPK )Prc(k =) > > Po(i)Pr(j— i)
k=12 |i=10 j=12:=10

2. Kubomida>9a MQ]O mé a < 10. Pre Kuba je pravdepodobnost stétu s stéle El 10 P (i) Pi (s — 1). Pre
Moja je teraz rovna Z¢:1 Pp(i)Pp(s — i). Pravdepodobnost Kubovej vyhry je

24 12 -1 9
Z ZPK PK —Z ZZPD PD]—Z)
k=12 [i=10 j=2i=1

3. Kubo aj Mojo maju a < 10. Kubo hodi sicet s s pravdepodobnostou S>°_, P (i)Pp(s — i). Mojo ho hodi
s pravdepodobnostou 2?21 Pp(i)Pp(s — i). Pravdepodobnost Kubovej vyhry je

21 [ 9 k=1 9
ST Pr(i)Polk > Pp(i)Pp(j — i)
k=3 | i=2 7j=21i=1

4. Kubo mé a < 10 a Mojo mé a > 9. Potom Kubo hodi stcet s s pravdepodobnostou 2?22 Pk (i)Pp(s — ).
A Mojo hodi sucet s s pravdepodobnostou Zﬁm Pp (i) P (s —4). Kubo vyhré s pravdepodobnostou

21 9 k—1 12
S o Pe@)Po(k—i)- > > Pp(i)Px(j — i)
k=3 | i=2 Jj=121i=10

Teraz nam staci s¢itat jednotlivé pravdepodobnosti, kedZe jednotlivé pripady st disjunktné. Celkova pravdepodob-
nost Kubovej vyhry je priblizne 49,38%. Pravdepodobnost remizy spocitame tak, ze pre kazdy stcet (od 2 po 24)
spoditame pravdepodobnost, ze padol su¢asne Kubovi aj Mojovi, a potom ich s¢itame. Pravdepodobnost remizy je
priblizne 5,98%. Potom pravdepodobnost Mojovej vyhry je priblizne 44,64%. Teda Kubo vyhrava castejsie.

Iné riesenie:

Zistime najprv, ¢i st lepsie kocky alebo dvanéaststen. Ukazeme si fintu, ako spocitat pravdepodobnost, Zze na kockéch
padne viac ako na dvanaststene, bez toho, aby sme vela pocitali.

Predstavme si, Ze sme hodili kocky a dvanéasfsten, na kockach padol sticet k a na dvanaststene padlo d. Ked teraz
oto¢ime obe kocky aj dvandsfsten na opacnt stranu, tak (za predpokladu, Ze st sprdvne oéislované) sucet na

2Ak maju rovnaké vysledné skére, tak je remiza a nevyhrava ani jeden.
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kockach bude 14 — k (premyslite si) a na dvandststene bude 13 — d. Keby sme ich znovu oto¢ili na opa¢nt stranu,
dostaneme povodny hod. Mozeme teda vSetky mozné hody rozdelit do dvojic ,,(hod, opa¢ény hod)“. A na ¢o je to
dobré? Kedze k,d st celé ¢isla, plati

k<d & k<d+1 & 14-k>13—-d.

To znamend, Ze z kazdej takejto dvojice hodov v jednom vyhraja kocky (a v druhom je bud remiza, alebo vyhra
dvanaststen). Pravdepodobnost, Ze na kockdch padne viac, je preto presne 50%. Z toho uz hned vieme, Ze kocky
vyhrévaji Gastejsie ako dvandststen (pravdepodobnost remizy je nenulova), takZe zistili sme, ze kocky st lepSie.
Teraz si uz len sta¢i uvedomit, ze nech sa deje ¢o sa deje, Kubo hidZe raz kockami a raz dvandststenom v najhorsom
pripade (v lepSom hadze 2-krét kockami), zatial ¢o Mojo v najlepSsom (v horSom hédZe 2-krat dvandststenom).
Kubo teda vyhrava cCastejsie.

Uloha &. 6: Dominik ZIty mal vypocitat priklad X -Y/Z, kde X je dvojciferné é&islo, Y je trojciferné ¢islo a Z troj-
ciferné ¢islo s ¢islicou 2 na mieste jednotiek. Vysledkom prikladu malo byt prirodzené ¢islo. Dominik ale prehliadol

mal Dominik pocitat?
Riesenie: (opravoval Miki)
Najprv si uvedomime, ¢o nam vravi zadanie. Zostrojime rovnicu, ktora popisuje to, ¢o chceme:

7-X-Y X-1000+Y

z Z ’

kde X -1000+Y je ¢islo, ktoré vznikne zapisanim dvojciferného ¢isla X a trojciferného ¢isla Y za seba, ako 5-ciferné
¢islo.
Teraz vieme rovnicu upravovat. Vynésobime Z:

7-X-Y =X -1000+Y.

Po predeleni X - Y dostaneme:
L1000 1
Y X
Vsimnime si, Zze ked zoberieme najvicsie X, tak rovnica bude splnenéd pre nejaké Y. Ked postupne X budeme
zmenSovat, tak aby stdle platila rovnost, bude sa Y zvic¢sovat. Dosadme najmensie a najvicsie X a pozrime sa aké
moze byt Y.
Najmensie X je 10. Dopocitame

1
Y = 0001 = 144,9275... < 145.
7
10
Najvicsie X je 99. Dopocitame
1000
Y = T = 143,06 ... > 143.
7
99
Vieme, ze Y musi byt mensie nez 145 a viiésie nez 143 a zaroven musi byt celé. Takze Y = 144. Tentoraz dopoéitame
1
=——— =18
1000
144

Teraz nam staci najst vyhovujice Z. Vieme, ze X - Y/Z je celé éislo. Preto Z deli 18 - 144 = 2592. Zéroveri vieme,
Ze Z je trojciferné a konc¢i dvojkou. PretoZe sa pozerame na delitelov 2592, napiSme si jeho rozklad na prvodéisla:
2592 = 2° . 3%,

Keby Z nebolo delitelné 9, tak Z je maximélne 2° - 3 < 100, ¢ze by nebolo trojciferné. Takze Z je delitelné 9.
Taktiez vieme, Ze Z je delitelné 2, lebo konéi na cifru 2. Preto Z je delitelné 18. Teda Z = 18- k, kde k je delitelom
24 . 32, Vieme, Ze posledna cifra Z je 2, preto 18 - k musi kondit na 2. Ked sa pozrieme aka cifra je na konci, ked
18 nasobime nejakym ¢islom, zistime, Zze k& musi kondéif na 4 alebo 9. Rozoberme teda dva pripady:

1. Posledna cifra k je 4: Vyhovuja moznosti k = 24, Z = 432, alebo k = 4, Z = 72, ¢o nie je trojciferné cislo,
alebo k = 144, Z = 2592, ¢o opit nie je trojciferné.
2. Posledni cifra k je 9: Vyhovuje jedind moznost k = 9, Z = 162.
Vyhovuju teda dve trojice: X7 = 18, Y7 = 144, 71 =432 a X5 =18, Yo = 144, 75 = 162.

Uloha &.7: Dokézte, 7e pre kazdé iracionédlne ¢islo a existuju iracionalne ¢&isla b, ¢ také, Ze ¢isla a + b a ac st
racionalne, a zaroven cisla a 4+ ¢ a ab su iracionalne.



KMS 2012/2013 1. séria letnej Casti 5

Riesenie: (opravoval JeFo a Murko)

Méme dokazat, ze nejaké ¢isla existuju, tak ich skiisme najst. UkdZeme najprv, ze pre k € Z st éisla k —a a k/a
(a # 0, kedze uvazujeme iracionalne a) iracionalne.? Urobime to sporom, pricom vyuzijeme fakt, Ze kazdé racionalne
¢islo vieme zapisat ako p/q, kdep € Z aqge N:

k— . .
o k—a= b = a= 4 p, ¢o je racionalne — spor.
q
k_p gk . ...
e — == =— g = —, ¢o je tiez raciondlne — spor.
a q p

Este sa oplati vediet nasledovné: Ak je rozdiel dvoch ¢&isel iracionédlny, tak aspoli jedno z tych dvoch &isel je
iraciondlne. Dokaz opét sporom: Keby boli obe tie ¢isla racionalne, tak ich rozdiel

p1 P2 _ P192 — P241
@ 92 4192

je tiez raciondalny.

Vezmime si ¢isla —a a 1 — a. Obe st podla predoslého iraciondlne. Po pripoc¢itani a dévaji zjavne racionalne éislo.
Po vynasobeni a davaji —a? a a — a?. Rozdiel tychto ¢isel je a, teda iracionalny, takZe aspoii jedno z nich je
iracionalne. Preto aspoii jedno z ¢isel —a a 1 — a spliia podmienky zo zadania pre b.

Teraz si vezmime iracionédlne ¢éisla 1/a a 2/a. Po vyndsobeni a ddvaju zjavne raciondlne ¢&islo. Po pripoéitani a
dévaji a4+ 1/a a a + 2/a. Rozdiel tychto éisel je 1/a, o ¢om sme uz povedali, Ze je iraciondlne, takze aspon jedno
z tychto ¢isel je iraciondlne. Aspon jedno z dvojice 1/a, 2/a teda vyhovuje podmienkam pre éislo ¢ zo zadania.
Tym sme dokézali, Ze ¢isla b a ¢ existuju pre kazdé iracionalne a.

Uloha ¢&. 8: Vieme ulozit ¢isla 1 az 100 do $tvoréekovej siete 10 x 10 tak, aby v Iubovolnom T-c¢ku, zloZenom zo
Styroch policok, bol stcet ¢isel parny? T-¢ko moze byt aj otocené.

Riesenie: (opravoval Hagito a Berenito)
Podla zadania mame zistif, ¢i vieme nejako Specidlne ulozit ¢éisla do $tvordekovej siete. Zatial netusime, ¢i to ide
alebo nie, a tak sa mozeme skusit pozriet, ako by takito Stvordekova siet mala vyzerat. Bud sa ndm ju podari
vytvorit, alebo prideme k nejakému sporu, ktory bude znamenat, 7e sa to neda.*

Jediné, ¢o ma pre tie ¢isla platit je, Ze sucet nejakych Stvoric bude parny. Parita stuctu zavisi len od parity séitancov,
takze si tie ¢isla nemusime predstavovat ako ¢isla od 1 do 100, ale bude nam stacit vedief, Ze je medzi nimi 50
parnych a 50 neparnych.

Teraz sa zamerajme na lubovolny Stvorec 3 x 3 nachédzajuci sa v nasej Stvoréekovej sieti. Tri policka oznadené ¢
sa daju doplnit do T-¢ka dvoma sposobmi. Polickom A a polickom B. Obe tieto T-¢ka maju mat parny sucet a tri
poli¢ka maju spolo¢né. To znamena, Ze policka A a B musia mat rovnaki paritu.

¢

Al 4 ¢

B

Ked tuto fintu este parkrat zopakujeme (ale trochu otodent), tak zistime, Ze vSetky policka oznacené M musia mat
rovnaku paritu. Lubovolna trojica policok M spolocne s polickom O tvoria T-¢ko, ¢ize ich stcet ma byt péarny.
Z toho vyplyva, ze aj policko [J ma mat rovnaku paritu ako policka M. Plati totiz, ze ak m4 byt stcet ¢isel parny,
tak musi byt medzi s¢itancami parny pocet neparnych éisel (rozmyslite si prec¢o) — ¢ize bud 0, 2 alebo 4.

]
" 0O n
]

Prave sme zistili, Ze lubovolné dve nerohové hranou susediace poli¢ka maji rovnaka paritu (ak zvolime spréavny
Stvorec 3 x 3, tak jedno z nich bude na pozicii O a druhé na jednej z pozicii B). To vSak znamend, Ze vSetky policka
okrem rohovych musia mat rovnakd paritu a my neméme 96 ¢isel s rovnakou paritou, mame iba 50 takych a 50
onakych. Dospeli sme k tomu sporu. Odpoved teda znie, Ze to nevieme spravit.

Uloha é&.9: Mame kladné celé é&isla a,b. Posledna cifra vyrazu a? 4+ ab + b? je 0. Ukdzte, %e aj predposledna cifra
musi byt 0.

3Toto plati aj pre k € Q, ale nam teraz bude stacit tato slabsia verzia.
4Este je tu aj moznost, Ze na ni¢ neprideme, ale to sa snad nestane.



KMS 2012/2013 1. séria letnej Casti 6

RieSenie: (opravovali Kubo a Miso T.)

(Podla Michala Bui Truc Lam.)

Ak a? + ab + b? je delitelné 10, potom je aj (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b>. Sktimajme teraz zvysky ¢isel tvaru
(10k +1)3 po deleni 10.

3

(10k+0)°" =0 (mod 10) (10k +1)° =1 (mod 10)
(10k +2)> =8 (mod 10) (10k +3)* =7 (mod 10)
(10k +4)° =4 (mod 10) (10k +5)> =5 (mod 10)
(10k +6)> =6 (mod 10) (10k +7)°> =3 (mod 10)
(10k +8)°> =2 (mod 10) (10k+9)° =9 (mod 10)

Z toho vidime, Ze aby a® — b bolo delitelné 10, musi platit a =b (mod 10). Potom
=a® 4 ab+b*> = 3a*> (mod 10).

Takze mame 10 | 3a2, a kedZe 3 a 10 st nestidelitelné, plati aj 10 | a?. Kedze 10 neméa v prvociselnom rozklade ziadne
prvoéislo 2-krét, plati aj 10 | a. A rovnako 10 | b. Potom uz 100 | a2, 100 | b* a 100 | ab. Odtial 100 | (a® + ab + b?),
teda aj predposlend cifra je 0.

Iné riesenie:

Bez prvého kroku v prvom rieSeni sa nepohneme, tak sa pozrime ako sa to dé dokdzat priamo z povodnej formulécie.
10 | a®+ab+b* = (2] a® +ab+b*)A(5 | a® + ab + b?). Ak by sme ukézali, ze (2 | a)A(2 | b) (resp. (5| a)A(5 | b)),
platilo by aj 22 | a® 4+ ab + b? (resp. 52 | a? + ab + b?), ¢o spolu vravi, ze cely vyraz je delitelny 100.

Zac¢nime dvojkou. Ak by boli aj a aj b neparne, cely vyraz by bol neparny, a teda by nemal na konci 0. Ak by bolo
jedno z a alebo b parne, takisto by bol cely vyraz neparny. Teda aj a aj b musia byt parne.

Ak by bolo jedno z ¢isel, povedzme a, delitelné 5, musi byt aj b, lebo (5 | a® + ab + b2) A (5 | a® + ab). Ak by
a=b (mod 10), tak 5 | 3a?, ¢o plati jedine ak 5 | a. Ostalo nam 6 moznosti, aké by mohli byt zvysky po deleni 5:
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4) a (3, 4), ktoré uz lahko overime, Ze zadaniu nevyhovuji. Jedind moznost teda je
aby a aj b boli delitelné 5, ¢o sme chceli ukazat.

Uloha ¢. 10: Kuna, ako iste viete, je svetoznama sportovkymna, ktora sa preslavila hlavne poskakovanim po cislach.
Najnovsie trénuje svoje zostavy poskakovania na spartakiadu. Sprdvna zostava musi splniat:

e kuna na zaciatku zostavy sedi na racionalnom cisle,

o ak sa nachadza na &isle a, tak nabudiice skoéi na é&islo 2a% — 1,

e aspor raz sa objavi na cisle, na ktorom uz pocas zostavy bola.

Aké zostavy ma kuna v repertoari?

Riesenie: (opravoval CD)
Na zaciatku takéhoto prikladu je najlepsSie odskusat si, ako kuna skade pre nejaké zaciatocné hodnoty:

e 0,—1,1,1, ...

© 2, 7,97, ...

e 1/2, —1/2, -1/2, ...

e 1/3 -7/9,17/81, —5983/6561, ...
e 1/4,—-7/8,17/32, —223/512, ...

..........

Prvé, ¢o sme si mohli v§imnif je, Ze pre 2 zacala kuna skdkat po stéle viicsich a vicsich éislach. Radi by sme teda
zistili, pre ktoré a plati: 2a® — 1 > a. Po kréatkych tpravach zistime, Ze pre |a| > 1 bude kuna skékaf na vicsie &islo.
Teda sa uz nikdy nevrati naspét.

Ostéva nam teda preverit interval [—1, 1]. Co sme si pre tieto ¢fsla v&imli pri skiiani? Pre ¢isla 0, 1/2 sa ndm kuna
ustélila na niektorom ¢&isle. Cisla 1/3 a 1/4 naopak vyzeraju, Ze sa nikdy nevritia naspit, pretoZe ich menovatel sa
stale zvicsuje. Ak by sme vedeli ukdzat, Ze menovatel sa v zékladnom tvare pre takéto ¢isla bude stale zvicSovat,
tak tieto ¢isla kuna vo svojom repertoéri urcite nebude mat. Skisme to teda dokézaft.

Na zadiatku mame racionalne ¢islo, ozna¢ime si ho p/q, kde p € Z a q € N a p, ¢ st nestidelitelné. Dalsie ¢islo, na

ktoré kuna skoci bude
2 292 _ o2
P _2p?—q
2 () 1
q q

lo¢ny delitel ¢itatela a menovatela? S pouzitim Euklidovho algoritmu vieme, ze NSD(q?, 2p? — ¢%) = NSD(¢?, 2p?).

.....
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Z predpokladu NSD(p, q) = 1 vyplyva NSD(q?, 2p?) = NSD(¢?,2). Aby ndm nesttipal menovatel, najvicsi spoloény
delitel ¢itatela a menovatela musi byt viac ako jedna, alebo menovatel musi byt rovny jednej. Ak by NSD(¢?,2) > 1,
tak ¢ = 2%, k € N. Pre takéto ¢ sa menovatel zvi¢si na 22% a vykrati sa 2 s ¢itatelom. Dostaneme teda 22~1. Aby
sa menovatel nezvidsil, potrebujeme aby 225~1 < 2F &o plati len pre k = 1. Menovatel je teda bud 2! = 2 alebo 1.
Ostéva ndm teda preskisat ¢isla takéhoto tvaru v intervale [—1,1]. To st ¢éisla —1, —1/2, 0, 1/2 a 1, ktoré po
preskisani spliajt vietko, o od nich kuna Ziada, pretoze sa zacyklia na jednom ¢isle (&itatel si zo zvedavosti méze
vyskusat :)).

Zostavy, ktoré ma kuna v repertoari, sa za¢inaju ¢islami —1, —1/2, 0, 1/2 a 1.

Uloha &.11: Edo si vyznacil na tabuli k réznych bodov. O k vieme, Ze je to prirodzené ¢islo, ktoré je rovné
nanajvys 2013. Edo si z geometrie pamita, Ze lubovolné dva rozne body urcuji priamku. Kolko réznych priamok
moze uréovat Edova mnoZina bodov?

RieSenie: (opravoval Mato Bachraty)

Ulohou bolo zistit, aké rozne pocty priamok vieme dosiahnut, ak méame k dispozicii & bodov, pricom 1 < k < 2013.
Najskor sktsime zistit, ktoré ¢éisla urcite nevieme dosiahnut. Mame k dispozicii najviac 2013 bodov, takze vieme
ur¢it najviac (20213) priamok. Uréite nevieme uréit 2 priamky. Bud mame vSetky body na jednej priamke, a teda iba
jednu priamku, alebo mame aspon tri body neleziace na jednej priamke, potom vSak mame najmenej tri priamky.

Taktiez nevieme dosiahnut (20213) — 1 priamok. Nastane jeden z nasledujtcich pripadov:

e ziadna trojica bodov nie je kolinedrna (takéto rozlozenie bodov budeme nazyvat nekolinedrne), potom vsak

mame az (20213) priamok,

e nejaké tri body lezia na jednej priamke. Oproti nekolinedrnemu rozloZeniu tymto stratime aspon dve priamky
(v nasom rozlozeni tieto tri body uréujt iba jednu priamku, zatial ¢o v nekolinedrnom rozlozeni uréuja az tri

priamky), teda mame najviac (20213) — 2 priamok, a to je mélo.

Podobnymi tivahami vieme vyradit aj ¢islo (20213) — 3 (skuste si premysliet ako).
UkéZzeme, Ze vSetky ostatné hodnoty vieme dosiahnut. Najskor sa postarajme o malé ¢isla. Nula priamok dostaneme
tak, Ze si vezmeme iba jeden bod. Jednotku dostaneme napriklad tak, Ze ddme do roviny dva body. Pre fubovolné

m € 3,4,...,2013 dostaneme m priamok tak, ze m — 1 bodov umiestnime na jednu priamku a zvysny bod niekde
mimo nej.
Teraz najdeme spdsob, akym dostat m priamok, kde (g) <m< (";1), pomocou n + 2 bodov. Sta¢i ndm uvazovat

63 < n, pretoze (623) < 2013 a pripady m < 2013 sme uz rozobrali. Polozme t = ( — m. Vieme, Ze t lezi

medzi (";2) _ (n;rl> a (n;ﬂ) _ (g), tedan+1<t<2n+1. Ali;ozloiime vsetkych n + 2 bodov nekolinearne,
n

tak dostaneme (";2) priamok, my ich v8ak chceme dostat m = ( 5

priamku. Ak ddme na jednu priamku 7 bodov, tak ndm ubudne (;) — 1 = 20 priamok. Podobne, ak ddme na jednu
priamku 6, 5, 4 respektive 3 body, tak nam ubudnu 14, 9, 5 respektive 2 priamky.

Kazdé t vieme napisat v tvare ¢t = 20] + z, kde 0 < z < 20. Ak sa ndm podari z napisat ako stucet ¢isel z mnoziny
{14,9,5, 2}, tak uz dokdzeme uloZit n + 2 bodov do roviny tak, aby urc¢ovali m priamok. Napriklad pre z = 12
mame t = 20l + 5 + 5 4+ 2. Chceme, aby nam ubudlo 20! 4+ 5 4+ 5 + 2 priamok. Preto ddme na jednu priamku
jednu trojicu bodov (ubudnd nam tak dve priamky), dve §tvorice bodov (ubudne ndm tak dva krat pit priamok)
a | sedmic bodov (ubudne ndm tak [ krat 20 priamok). Ak navySe umiestnime body tak, Ze Ziadna ind trojica
vrcholov nelezi na priamke, tak to budu vSetky priamky, ¢o ndAm ubudnt oproti nekolinedrnemu rozlozeniu n + 2
vrcholov. Dostaneme tak (";2) —t = m priamok. Otézka je, ¢ nepotrebujeme niekedy vyuzit viac vrcholov nez
mame k dispozicii a ¢i vieme kazdé ¢éislo z napisat ako sucet ¢isel z mnoziny {14,9,5,2}. Pozrime sa najskor na
druht otazku:

n;rZ)

) —t. Na to treba niektoré body dat na jednu

200 4 0 = 201 200 +10=20l+5+5

200 +1=20(1—1)+14+5+2 200 + 11 =200 + 9 + 2

20 + 2 = 200 + 2 20l +12=20+5+5+2
200 +3=20(1—1)+14+9 200 +13 =200+ 9+2+2
200 +4 =200 + 2 + 2 200 + 14 = 201 + 14

200 +5 =200 +5 200 +15=20l+5+5+5
200 +6 =200 + 2+ 2 + 2 200 + 16 = 201 + 14 + 2

200 + 7 =200 + 5+ 2 200 +17 =200 +5+5+5+2
200 +8 =200 +2+2+2+2 200 +18 =201+ 9+ 9

200 +9 = 200 + 9 200 +19 =200 + 14 +5

Vidime, Ze pri z € {1,3} si musime ,pozi¢at* jednu dvadsiatku, to ndm v8ak nevadi, lebo ¢t > n+ 1 > 63, a teda
I > 2. Vdaka tomu nie je (I — 1) zdporné. Otézka je, ¢i mame dostatok bodov na nasu konstrukciu. Najviac bodov
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potrebujeme ak z = 17 (vieme si to ru¢ne overit) a to 7] 4+ 15. Vieme, ze
200 <200 +2=1t<2n+1,

Gize | < 22—31. 7 toho dostévame

2 1 14
n + L15— n—|—307.

15<7-
T+15< 20

Chceme, aby platilo
14n + 307

20

Lahko overime, Ze to je ekvivalentné s nerovnostou n > 44,5, ktord pre n > 63 zjavne plati.

Tymto sme vybavili po¢ty priamok od (623) do (20212). Pre pocty od (20212) po (20213) vyuzijeme podobny postup,

teraz vSak pouzivame len n + 1 = 2013 bodov, teda 0 < ¢t < n 4+ 1 = 2013. Dékaz zlyhé iba pre m = (20213) -1

am= (20213) — 3, in4¢ bude fungovat (premyslite si preco).

<n+2.

Ukézali sme teda, Ze pocty priamok, ktoré vieme dostat, st vietky celé ¢isla od nula po (*%)%) okrem ¢isel 2, (*%°)—3
2013
a ( 5 ) —1.

Vvsledkovi listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé Skola ke | kg |5 6| 7[8|9(10(11| p | s | >
1. Horvath Samuel 3. GPar NR 7 2 91919199 45 | 45
1. Kossaczka Marta 4. Gamca BA 1] 9 919191919 45 | 45
1. Vodicka Martin 4. GAlej KE 11 | 13 919191919 45 | 45
4. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 8 3 91919198 44 | 44
4. Safin Jakub 4. GPH MI 9 7 919181919 44 | 44
6. Bui Truc Lam Michal 2. Gamca BA 5 4 81919198 43 | 43
7. Puza Marko 3. GPos KE 6 2 6199199 42 | 42
8. Krajéiovad Katarina 2. GAlej KE 5 2 915191919 41 | 41
8. Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 4 0 /5(9/9/9]9 41 | 41
10. | Liu Zhen Ning Déavid 3. Gamdca BA 6 4 91919 4 40 | 40
11. | Hanzely Filip 4. GAP SB 11 | 8 91919 3 38 | 38
11. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 |519]9|8|7 38 | 38
13. | Buran Michal 4. G JAK CR 5 3 919(19]9]1 37 | 37
14. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 0 9 91919 36 | 36
14. | Jeémenova Andrea 3. GVO ZA 7 2 9 91919 36 | 36
14. Korbela Michal 3. G Béanovce 8 3 619191919 36 | 36
14. | Medciar Adam 2. GVBN PD 4 1 9198|713 36 | 36
14. | Pokryvka Filip 3. G Béanovce 8 3 919191919 36 | 36
14. | Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 8 8 9191919 36 | 36
20. | Kovacova Barbora 3. SPMNDG BA | 6 1 919198 35| 35
21. | Kos¢o Marek 3. GVar ZA 4 0 [5|9|6|7]|7 1 34 | 34
21. | Pie$ Adridn 3. SPMNDG BA | 4 0519 9192 34 | 34
23. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 919|619 33 | 33
24. | Krakovskd Ema 2. Gamca BA 3 0519 919 32 | 32
24. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 0 91919141 32 | 32
26. | Lipovsky Mario 3. GJH BA 6 2 5181919 31|31
27. | Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 0 9141962 30 | 30
27. | Hrivova Ivona 3. GVO ZA 8 3 91919 30 | 30
27. | Marcekova Katarina 2. GPar NR 4 01219 919|011 30 | 30
30. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 5 1 912|963 29 | 29
30. | Lam Tuén Ding 2. GJH BA 5 1 915|619 29 | 29
30. | Presinské Kristina 2. GPar NR 5 1 912|198 1 29 | 29
30. | Privoznik Matej 3. GJH BA 8 3 916|9]|2 29 | 29
34. | Michelova Henrieta, 1. GAlej KE 2 0 |8(6[2|1(9]2|3 28 | 28
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Por. | Meno Roé& Skola k, | kg 6/ 7[8]910]11 s [ >
34. | Murin Martin 2. GJH BA 5 0 9121|519 3 28 | 28 |
34. | Simkova Ludmila 3. GPar NR 8 3 418193 |4 28 | 28
37. | Batmendijn Eduard 2. CGsvM SL 6 4 919 9 27 | 27
37. | Krakovska Hana 3. Gamca BA 6 1 9121917 27 | 27
37. | Macko Vladimir 4. GLS ZV 9 7 91919 27 | 27
37. | Santrova Michaela 2. GMH Trstena 5 1 916|913 27 | 27
37. Simsa Stépan 4. Litométice CR 9 | 10 91919 27 | 27
42. Dracek Frantisek 2. GSkol PB 5 1 912 |7]101]8 26 | 26
42. | Duratné Petra 2. SPMNDG BA 4 0 0 91913 26 | 26
42. | Knaze Adam 2. GJCh BR 5 1 612|19]7]2]|2 26 | 26
42. | Magurova Lucia 4. GPos KE 7 1 9 819 26 | 26
46. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 7 2 6 8192 25 | 25
46. | Mores Martin 3. GVar ZA 6 1 912915 25 | 25
46. | NepSinska Silvia 2. GJCh BR 5 1 412181192 25 | 25
46. | Tomasec Samuel 3. GVar ZA 6 1 9 719 25 | 25
46. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 6 2 91917 25 | 25
51. | Kojda Jakub 1. SPMNDG BA 2 0 9 4 |7 24 | 24
51. Santer Martin 4. GMH Trstena 7 0 919 1 24 | 24
53. | Jurina Simon 3. Gamda BA 7 3 41919 22 | 22
54. | Benesova Katarina 4. SPMNDG BA 9 3 919 3 21 | 21
54. Daniel Mark 3. GPar NR 7 2 4 918 21 | 21
54. | Hlavacik Matus 4. GAlej KE 9 4 9|8 1|4 21 | 21
54. Hronkovicova Nina 2. GKom PE 3 0 9|2 1 21 | 21
54. | Mikulec Jaromir 2. GsvJ NM 4 0 9 7 21 | 21
59. | IZzdinskd Dominika 3. GJH BA 5 0 9|82 19 | 19
59. | Kobéak Michal 3. Gamca BA 5 2 61219 2 19 | 19
59. | Matejovicova Tatiana 3. GJH BA 7 4 28|72 19 | 19
62. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0 919 18 | 18
62. | Bacinskéa Irena 3. SPMNDG BA 5 2 9 9 18 | 18
62. | Kralik Matej 2. GJH BA 5 0 2 8 3 18 | 18
62. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 0 216190 18 | 18
62. | Sucik Samuel 2. GJH BA 5 3 919 18 | 18
67. | Bielikova Michaela 3. GVM SE 5 0 1|8 213 16 | 16
68. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE 3 0 119 2 15 | 15
68. | Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 0 8|7 15| 15
70. | Hladka Barbora 2. GPar NR 2 0 9 01211 13 | 13
70. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 2 0 8 13 | 13
72. | Svitkova Patricia 3. GLN BA 5 0 8 1 11 | 11
73. | Kluvanec Roman 2. GPar NR 4 0 9 0 1 10 | 10
74. | Gafurov Askar 4. Gamca BA 7 3 9 9 9
74. | LampaSova Denisa 3. GSkol PB 4 |1 6 3 919
74. Lelicova Lucia 2. GPos KE 2 0 9 9 9
74. | Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0 9 9 9
78. Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0 310 3 3
78. Catlogova Katarina 3. GFGL BA 3 0 0 0 3 3
80. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 0 1 1 1
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé. Skola ko, 2|13|4|5|6 |7 >

1. Bodik Juro 1. Gamca BA 2 916471919 40

2. Petras Peter Pavel Arthur 1. SPMNDG BA | 2 919 |71|5]9]|2 39

3. Kojda Jakub 1. SPMNDG BA | 2 915191419 36

4. Halabrin Juraj 1. GJH BA 2 911195 ]9]|2 34

5. Choma Matej 1. Gamca BA 2 9181141219 32

6. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 2 91411919 31
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Por. | Meno Roé Skola k, 23 5]6 3
7. Gazdikova Ema Méria 1. SPMNDG BA | 1 919 510 30 |
8. Murin Marek 1. GJH BA 2 919 314 27
9. Sucikova Katarina 1. GJH BA 1 9 26
10. | Holly Dominik 2. SPMNDG BA | 2 714 5| 4 21
11. Trencanska Tereza, 1. Gamca BA 2 6 9 19
12. Fabgsikova Nina 1. 1SG BA 2 9 4 18
13. | Skrlec Adam 1. GJH BA 1 911 2 15
14. Krakovskia Ema 2. Gamca BA 3 519 14
14. Stowasserova Kristina 3. 1SG BA 3 6 1 14
14. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 4 119 14
14. | Téthova Andrea 1. SPMNDG BA | 1 5 9 14
18. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 9
19. | Pilnan Branislav 2. GJH BA 3 8 8
20. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 3 3
20. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 1 3

kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola k,, 2134|567 >

1. Tédova Lucia 1. GPar NR 2 916 5192 31

2. Hronkovic¢ova Nina 2. GKom PE 3 1181992 29

3. Koncek Marian 2. Gl.miaj MA | 3 5 9191 24

4. Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 51919 23

9. Krajmerova Barbora 1. G Surany 1 5131412 17

6. Kassa Ladislav 1. G Samorin 2 712 5 14

7. Hladka Barbora 2. GPar NR 2 019 9
kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola k, 2|3(4|5/|6 p|>
1. Sladec¢ek Michal 1. GVar ZA 1 919 519 41
2. Kulla Filip 1. BiG Sucany 2 917 519 39
3. Stikenik Peter 1. GVar ZA 1 9|7 5|5 35
4. Tesai Emanuel 1. GBST LC 2 916 6|3 24
5. Vcelkova Veronika 2. GPOH DK 2 915 0 18
6. Chabanové Barbora 1. GJGT BB 1 9|1 511 16
7. Kudelc¢ikova Martina 1. GVO ZA 2 712 3 12
8. Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 4 5 9
9. Pecko Marcel 1. GBST LC 2 710 1 8
10. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 6|1 7
11. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 0 110 1
12. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
12. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0 0
12. Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 0

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola | k, 234567 3
1. SemaniSinova Zaneta 1. GAlej KE | 2 91919519 41
2. Michelova Henrieta 1. GAlej KE | 2 918|19|8|6|2 40
2. Mislanova Kristina 1. GAlej KE | 2 917191619 40
2. Mol¢an Samuel 1. GJARPO | 1 91917 9 40
5. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 91419 914 35
6. Ondus$ Daniel 1. GAlej KE | 1 718 219 32
7. Lenart Patrik 1. GPM KE | 2 8|6 9 23
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Por. | Meno Roé. | Skola [k, 2 5 3
8. Kurimsky Jan 1. GsvMo 2 9 9
9. Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 3 3
10. | Lelicova Lucia 2. GPos KE | 2 0
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé. Skola k., 2 5 >
1. Zidek Maté&; Frydlant CR | 2 9 5 39
Kopf Daniel G Slez CR 2 9 5 14




