Vzorové riesenia 2. série letnej dasti KMS 2012/2013

Uloha &. 1: Marek nakreslil n-uholnik, ktory sa da jednou priamkou rozdelit na osem mensich ttvarov. Aké naj-
mensie mohlo byt n? Nezabudnite zdovodnit, Ze pre mensie n sa to neda rozdelit.

Riesenie: (opravovala Betka)

Predstavme si tortu v tvare ndsho n-uholnika, ktort rezeme nozom po priamke. Noz za¢ina niekde daleko mimo torty
a postupuje po priamke. Raz za ¢as n6z narazi na okraj torty a bud do nej vojde, alebo z nej vylezie (pripadne sa
eSte moze pohybovat po okraji). Raz za ¢as sa dokoca stane, ze rezanim vznikne novy kusok torty. To sa stane vzdy,
ked ndz z torty vylezie. Ak chceme tortu rozdelit na osem kuskov, tak sa to musi stat sedemkrat. To vSak znamen4,
Ze do nej aj sedemkréit musel vojst. Vchadzanie a vyliezanie sa deje pri pretinani noZovej priamky s nerovnobeznou
stranou tortového n-uholnika. So ziadnou nerovnobeznou stranou sa nemoze pretat dvakrat, a teda n-uholnik musi
mat asponl 14 stran (7-krét vojde a 7-krat vylezie).

Zistili sme, Ze pre n < 14 to nepdjde. Ak sa nam podari ndjst 14-uholnik, pre ktory to ide, tak mame hotovo.
Vdaka predoslej ivahe vieme, Ze hladdme 14-uholnik, ktorému nejaké priamka pretina vSetky strany a po chvilke
sktisania dospejeme k titvaru ako na obrazku. (Ciarkovana priamka je ta deliaca.)

Uloha é&. 2: Trojuholnik ABC m4 strany s dlzkami a,b, c. Ozna¢me polovicu obvodu tohto trojuholnika ako s.
Dokéazte nerovnost
2¢/(s=b)(s—¢) < a.

Riesenie: (opravovala Basa)
KedZe sa vo vyraze vyskytuje odmocnina, treba sa najskor zamyslief nad tym, ¢i vobec mé dokazovand nerovnost
zmysel. Pod odmocninou je stié¢in dvoch zatvoriek. Pozrime sa na to, ¢ mézu byt zaporné. V kazdej od¢itavame dlzku
jednej strany trojuholnika od polovice obvodu. Vieme, Ze plati trojuholnikova nerovnost a + ¢ > b. Pripoc¢itanim
b a vydelenim dvomi dostaneme s > b, ¢o hovori o kladnosti prvej zatvorky nerovnosti. Analogicky pre druht
zatvorku. Takze to zmysel ma.
Maéame dokazat nerovnost

2y/(s —=b)(s —¢) < a,

kde s = (a + b+ ¢)/2. Dosadime s a upravime na spolo¢ného menovatela:

2\/a—b+c'a+b—c<a.
2 2

Vykratime dvojky a mame nerovnost

Vie—b+c)-(a+b—c)<a.
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Umocnime ju a v prvej zatvorke vyjmeme (—1) z vyrazu (—b+ c¢). Umocnit ju mozeme, lebo aj pravé aj lava strana
je kladna.
(@a=(—c)-(a+(b—c) <a?

Lavi stranu nerovnosti vieme upravit na
a®> — (b—c)* < a®.

Odéitame a?, prendsobime (—1) a vznikne
(b—c)*>0.

Druh4 mocnina akéhokolvek redlneho ¢isla je vzidy nezaporné, teda tato nerovnost uréite plati. Vsetky tpravy, ktoré
sme spravili boli ekvivalentné, takze ich vieme spravit aj spitne a z pravdivej nerovnosti dospiet k tej dokazovanej
(tak ako sme to spravili pri dokazovani s > b). TakZe sa ndm podarilo dokazat nasu nerovnost. Ak by sa vSak
niektora z Giprav nedala spravit aj opaénym smerom, tak by sme v podstate ni¢ nedokazali.

Uloha &.3: Body P a Q lezia na najdlhSej strane AB trojuholnika ABC' tak, ze |AQ| = |AC| a |BP| = |BC)|.
Dokazte, ze stred kruznice opisanej trojuholniku C PQ je stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC'.

RieSenie: (opravovala Kata a JeFo)

Trojuholniky AQC a PBC st rovnoramenné so zékladiiami CQ a CP. To znamend, ze os uhla CAQ, faznica
z vrchola A a vyska na zdkladiiu C'Q) v trojuholniku AQC lezZia na tej istej priamke, ozna¢me ju p. Takisto os uhla
CBP, vyska na stranu CP a taznica z vrchola B v trojuholniku PBC leZia na tej istej priamke, ozna¢me ju q.
Uvedomme si, ze priamky p a ¢ su tiez osi tseciek CQ a C'P.

Stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC' je prieseénikom osi vnitornych uhlov v trojuholniku ABC'. Body P a )
lezia na usecke AB, takze os uhla CAB je zhodna s osou uhla CAQ a os uhla CBA je zhodna s osou uhla CBP.
Takze stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC' je priesecnik priamok p a q.

Stred kruznice opisanej trojuholniku C'PQ) je priesecnik osi stran trojuholnika C'PQ, dve z tychto osi st prave
priamky p a ¢. Tretiu os hladat nemusime, lebo vSetky tri osi sa pretinaji v jednom bode.

Zistili sme, Ze stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC' a takisto aj stred kruZnice opisanej trojuholniku C'PQ
st priese¢nikmi priamok p a g. KedZe dve roznobezné priamky sa pretinaju préave v jednom bode, stredy danych
kruznic musia byt totozné.

Uloha é&. 4: Betka napiekla kola¢ v tvare rovnostranného kriza (ako na obrazku). Andrej jej povedal, Ze ho dokaze
rozrezat dvomi rovnymi rezmi a rozrezané kisky presunit tak, Ze kola¢ dostane tvar Stvorca. Betka nevie ako to
spravit. Poradte jej.

Riesenie: (opravoval Berenito a Sopo)

V prvom rade si treba uvedomif, aky obsah mé tento kola¢. Povedzme, Ze kazdé rovna ¢iara na obrazku ma dizku
a. Kolag sa sklada z 5 asti s obsahom a?, a teda obsah kolaca je 5a2. To znamen4, Ze ked kola¢ poskladdme do
Stvorca, tak aj jeho obsah bude 5a? a jeho strana tym padom v/5a. Uvedomme si, ze v/5a je prepona v pravouhlom
trojuholniku s odvesnami a a 2a (vid Pytagorova veta). Zhodou okolnosti presne takito dizku ma aj nasledovny
rez. Pripadne hocijaky symetricky k tomuto.

Nasli sme stranu $tvorca, teda druhy rez musi ist kolmo na prvy rez (inak by to nebol $tvorec) a zdrovenn musi
prechadzat koncovim bodom pévodného (pretoze strana $tvorca musi byt v/5a).
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A teraz odrezané kusky preusporiadame do tvaru Stvorca nasledovne.

O tom, ze dané kusky do seba naozaj takto pekne zapadni, sa vieme Tahko presved¢it, napriklad cez podobnost

trojuholnikov. Vieme vypodcitat vietky potrebné dizky a uhly.

Uloha é&. 5: Do ,,dvojrozmernej studne s vodorovnym dnom a zvislymi stenami vzdialenymi od seba 3 metre sme
hodili dve rovné palice dlzok 4 a 5 metrov, ktoré sa ustalili v pozicii zaznacenej na obrazku. Ako vysoko od dna

lezi bod, v ktorom sa tieto palice , pretinaja“?

RieSenie: (opravoval Peto)

Oznacéme si bod, v ktorom sa stretdva dno studne s jej lavou resp. pravou stenou ako A resp. B. Miesto, v ktorom
sa dotyka dlhsia resp. krat$ia palica steny studne oznac¢me C resp. D. Dalej oznaéme X priese¢nik palic a pitu

kolmice na dno studne prechddzajicu bodom X oznac¢me Y.

C

A Y B
Pouzitim Pytagorovej vety vieme vypocitat diiky BC a AD:
IBC| = \/]AC|Z — |[AB2 = /25— 9 = 4,
|AD| = /|BDP? —|AB]? = V16 — 9 = V7.

Vidime, Ze trojuholniky ABC a AY X maju rovnaké uhly, teda st podobné a plati

|AY| | XY

|AB|  |BC|’
|AY| - |BC|

XY|=——"—

Rovnako aj trojuholniky ABD a Y BX st podobné a plati

|BY| |XY]|

|AB|  |BD/’
|BY |- |AD]

XY|=———

Porovnanim pravych strdn (1) a (2) dostaneme

|BC| - |AY| B |AD| - |BY|
|AB| o |AB|

Vyuzitim rovnosti |BY | = |AB| — |AY| ziskame vztah pre |AY|, ktory ked dosadime do (1), budeme vediet v akej

vyske (dlzka tise¢ky XY') sa palice pretinaji:

|AB| - |AD|

|BC| + |AD| _ |BC|-|AD| 4.7
|AB| |BC| + |AD| — 4+ 7

-|BC|
(XY=
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Uloha é&. 6: Je mozné niekolkymi priamkami rozdelit konvexny sedemnéstuholnik na $trnést trojuholnikov?

Palice sa teda pretinaja vo vyske (¢o je priblizne 1,59) metrov nad dnom studne.

RieSenie: (opravoval Matus)

Stcet vnutornych uhlov 17-uholnika je 2700°. (D4 sa na to prist napriklad tak, Ze si ho rozdelime na 15 trojuholnikov,
ktorych vrcholy st len vo vrcholoch 17-uholnika a spocitame stcet uhlov v tychto trojuholnikoch.) Ak by sme
chceli tento 17-uholnik rozdelit na 14 trojuholnikov, kazdy jeho vnttorny uhol by bol vnitornym uhlom niektorého
z trojuholnikov, pripadne by bol rozdeleny medzi viacero trojuholnikov. Preto by stcet vnutornych uhlov tychto
14 trojuholnikov musel byt aspon 2700°. To vSak nemoZe byt, lebo 14 trojuholnikov mé stdéet vnttornych uhlov
presne 14 - 180° = 2520°, ¢o je menej ako potrebujeme.

Iné riesenie:

Pomocou matematickej indukcie dokadZeme vSeobecnejsie tvrdenie: Ziadny konvexny mnohouhlolnik s aspoit n
vrcholmi (n > 3) nevieme priamkami rozdelif na menej ako n — 2 trojuholnikov.

1° Pre n = 3 tvrdenie plati trividlne.

2° Nech n > 3 a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky mensie n. Ak by sme chceli nejako delit nas
mnohouholnik, ktory ma aspon n vrcholov, tak nejak(i priamku musime pouzif. T4 ho rozdeli na 2 casti:
k-uholnik a [-uholnik, kde k+1 > n+2 a k,l > 3 (rozmyslite si preco). Teraz budeme chciet pouZit indukény
predpoklad, najprv vSak treba rozobraf Specidlne pripady.

e V pripade, Ze je k > n, je uréite k > n — 1 a podla indukéného predpokladu sa k-uholnik nedé rozdelit
na menej ako n — 3 trojuholnikov. Vieme aj, ze [-uholnik sa nedé rozdelit na menej ako jeden, takze
né$ mnohouholnik sa nedé rozdelit na menej ako n — 3 + 1 = n — 2 trojuholnikov. Obdobne by sme
postupovali aj v pripade, ze [ > n.

e Uz zostava len pripad, Ze k,l < n. Na oba Utvary pouzijeme indu¢ny predpoklad a dozvieme sa, Ze ich
nevieme rozdelif na menej ako k — 2 a [ — 2 trojuholnikov. TakZe na§ mnohouholnik nevieme rozdelif na
menej ako k —2+1—2=k+1—4>n — 2 trojuholnikov.

Zadané tvrdenie je potom len $pecidlnym pripadom pre n = 17.

Komentar: Vela riesitelom sa podarilo prist na aspoii jedno z tjchto rieseni. Nebolo velmi tispesné hladat nejaky
efektivny sposob ako to spravit na ¢o najmenej trojuholnikov, lebo je velmi fazké ukdzaf, Ze prave ten nejaky
sposob musi byt najlepsi. A prave tam stroskotalo vela rieSeni.

Uloha &.7: Mame dany trojuholnik ABC. Body M a N leZia postupne na osiach uhlov pri vrcholoch C' a B,
pri¢om plati |[SBMC| = |<BNC| = 90°. Dokdzte, ze priamka M N pretina strany AB a AC v bodoch dotyku
vpisanej kruznice trojuhonika ABC'.

RieSenie: (opravoval Miso)

Najprv si dooznac¢me veci, ktoré v zadani neboli. Uhly pri ABC si tradi¢ne ozna¢me ako «, 3,7 a nech D a E sa
body dotyku vpisanej kruznice so stranami AB a AC a bod I je jej stredom. Ulohu budeme dokazovaf tak, Ze
ukdzeme, ze body M, N lezia na priamke DFE. Ak na nej leZia, body M, N, D, E lezia na jednej priamke, teda aj
body D, E lezia na priamke M N. Uloha je navySe symetricka vzhladom na M, N, takze nam to staci ukazaf pre
jeden bod a pre druhy to vyplyva analogicky.

Podme ukézat, ze M lezi na DE. Aby to nebolo také jednoduché, moze tu nastat viacero pripadov (ktoré vicsina
riesitelov ,zabudla“ rozobrat). Bod M moze lezat vo vnutri trojuholnika ABC, na strane AB aj mimo neho.

e Ak M lezi na AB, tak tise¢ka M1 je kolmd na AB (I lezi na BM). M je potom totozné s bodom D a tym
padom lezi na DFE.

e Nech teraz M lezi mimo trojuhlnika ABC. Chceme ukazat, ze |[XM DE| = 180°. Stvoruholnik BIDM je
tetivovy, lebo |[SBMI| = |[<BDI| = 90° st dva zhodné obvodové uhly. M DI a MBI st protilahlé uhly,
takze ich stcet je 180°. Dalej |4 M BI| vieme vyjadrit ako |4 M BC| — |JIBC| a dopoéitanim v trojuhoniku
MBC' dostaneme, ze |[SMBC| = 90° — |[<BCM]|. Ked to vSetko ddme dokopy:

| MDI| = 180°—|3 MBI| = 180°— (|3 MBC|~ |3 I BC|) = 180°—(90°— |4 BCM|~|S IBC|) = 90°++y/2+ /2.

Do uhla M DE nam esSte chyba dopocitat uhol IDE. Ten je pri zdkladni rovnoramenného trojuholnika IDE
(ID a IE st polomery vpisanej kruznice) a preto |SIDE| = 90° — |4 EID|/2. Uhol EID zase vieme spocitat
zo §tvoruholnika ADIFE a dostaneme, 7e |[<<IDFE| = /2. Kedze o+ 8 + v = 180°, ich polovice budi dokopy
90°. Uz mame teda vSetko, aby sme dopo¢itali |[<MDE|:

|[SMDE|=|dMDI|+|XIDE|=90°+~/2+ /2 + /2 = 180°.
Bod M lezi na DE.
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e Ked M lezi vnutri trojuholnika ABC), situécia je velmi podobnd. Dokaz je rovnaky ako v predoslom pripade,
len s tym rozdielom, ze bod M lezi medzi bodmi D, E, takze uhol M DFE bude nulovy, a vo $tvoruholniku
BIMD st body D a B vedla seba a nie oproti, takze | MDI| = | M BI|. Preto

|SMDI| = | MBI| = | MBC| — |$IBC| = 90° — [ MCB| — [$IBC| = 90° — B/2 — /2.

Kedze bod M lezi medzi bodmi D, E, uZ neplati, ze |SMDE| = |[SMDI|+|JIDE|, ale plati nie¢o podobné:
|[SMDE| = |dMDI|—|4IDE|. Dostavame, Ze

|[SMDE|=|I<MDI|—|<IDE|=90° - /2 —~v/2 —a/2 =0°.
Aj v tomto pripade M lezi na priamke DFE.
Tymto je dokaz hotovy.

Uloha é&.8: Bod O je stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Kruznica k opisana trojuholniku
BCO pretina priamky AB, AC postupne v bodoch D, E (réznych od B,C). Use¢ka OG je priemerom kruznice k.
Dokazte, ze ADGE je rovnobeznik.

RieSenie: (opravovala Lindtka)

Narysujme si na zaciatok vSetko, ¢o je potrebné. Oznacéme si | BAC| = «. Z pravidla o obvodovom a stredovom
uhle vieme, Ze | BOC| = 2a. Usetka OG spéja stredy oboch kruznic a je kolmé na tisecku BC, ktora je tetivou
oboch kruznic. Preto |4 BOG| = |[<GOC| = « (trojuholnik OC' je rovnoramenny a preto mu tsecka SG rozdeluje
uhol |4 BOG| na polovicu).

Z pravidla o obvodovych uhloch vieme, ze |[<BOG| = | BEG| = « a tiez |[GOC| = |[4GDC| = a.
Stvoruholniky BOCD a BOCE st tetivové pre kruznicu k, preto sucet protilahlych uhlov je 180° (rozoberame
pripad Ze vrcholy D a E lezia na tseckach trojuholnika ABC).

¥ BOC| + |4 BDC| = 180°
|XBDC| = 180° — | ¥ BOC| = 180° — 2av

Rovnakym sposobom vieme zistit, ze |[<BEC| = 180° — 2a.
Ako vieme,
|[<ADG| = |9 ADC| + |94CDG| = (180° — 2a) + o = 180° — «

a takisto
|[SAEG| = |SAEB| + |<BEG| = (180° — 2a) + a = 180° — «.

Mame $tvoruholnik ADGE a vieme ze |[SAEG| = |[<ADG| = 180° — a a |SDGE| = |<DAE| = «a, ¢o uz je
dostatok informécii na to, aby sme mohli kone¢ne prehlasit, Ze stvoruholnik ADGE je rovnobeznik.

Treba si vSak uvedomit, ze vrcholy D a E mézu lezat na tseckéch trojuholnika ABC'. Postup dokazu je rovnaky,
ale nesmieme zabudat aj na takéto pripady (dokaz prenechavame éitatelovi).

Uloha é&.9: Kruznice k; a ko sa pretinajii v bodoch X,Y . Kruznica k sa zvniitra dotyka kruznic ki, ko postupne
v bodoch P, Q. Usecka XY pretina k v bodoch M, N. Polpriamky PM a PN pretinajii k; postupne v bodoch A
a D, polpriamky QM a QN pretinaji ko postupne v bodoch B a C. Dokdzte, ze |AB| = |CD).

Riesenie: (opravoval CD)

Chceme dokazat, ze | AB| = |C'D|. V&iéSina z vas ukdzala Cosi viac, ze ABC'D je rovnoramenny lichobeznik. Sposobov
dokazu bolo vela, uvedieme najsympatickejsi z nich.

Rovnolahlost zobrazujtica kruznicu k na k; ma stred v P. Zobrazuje teda tsecku M N na AD, z ¢oho vyplyva, Ze
AD || MN || XY. Analogicky pouZijeme rovnolahlost zobrazujicu kruznicu k na ko a dostaneme BC || MN || XY
Dokopy dostavame AD || BC a teda ABCD je lichobeznik. Chyba ndm este rovnoramennost.

Oznacme si 57 stred kruznice k; a So stred kruznice ko. Priamka, ktora ide cez body Si, S2, je osou useciek AD,
XY a BC (ak vam tento krok nie je jasny, poriadne si ho premyslite). Lichobeznik ABCD je symetricky cez ttto
os, teda |[AB| = |CD|.

Uloha &.10: Méame dané styri body A, B,C,D. Lubovolné dve kruznice také, ze jedna prechadza bodmi A, B
a druha prechadza bodmi C, D, sa pretinaju. Ak sa tieto kruznice pretinaju prave v dvoch bodoch, oznacime tieto
body E a F. Dokazte, ze existuje bod G taky, aby pre vSetky mozné dvojice bodov E a F lezia body E, F,G na
priamke.

Riesenie: (opravoval Viktor a Murko)

(Podla Stépdna Simsu.)

Najprv si povieme nie¢o o mocnosti bodu ku kruznici. Ak mame dant kruznicu k a bod X, tak hodnota | X O|? —r?
(kde O je stred kruznice k a r jej polomer) sa nazyva mocnost bodu X ku kruznici k. Vyuzitie spo¢iva v tom,
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7e ked vedieme Tubovolni priamku cez bod X, ktor4d mé neprazdny prienik s kruznicou, tak plati, Ze mocnost je
rovnd |XA|-|XB|, kde A a B st priese¢niky priamky s touto kruznicou (v pripade, Ze je to doty¢nica, A = B
je dotykovy bod). Tieto velkosti tseéiek berieme ako orientované, t.j. pre vntitorny bod je tdto hodnota zéporna.
Chorddla dvoch kruznic je mnozina bodov, pre ktoré plati, Ze maji rovnak mocnost k obom kruzniciam. Vieme
o nej, ze je to priamka kolmé na spojnicu stredov tychto dvoch kruznic a v pripade, Ze sa tieto kruznice pretinaji
v dvoch bodoch, chordéla tymito bodmi prechadza.

A teraz spét k rieSeniu: Najprv uvazujme, ze priamky AB a CD st roznobezné. Ozna¢me ich prienik G.

Ak neplati |GA| - |GB| = |GC| - |GD|, pri¢om tsecky berieme ako orientované, tak dokdzeme, ze body A, B,C, D
nevyhovuji zadaniu. Ozna¢me O prieseénik osi stran AB a C'D (ten existuje). Zostrojme kruznice k1(O,|OA|)
a ko(O,|0C|). Zjavne k; prechddza bodmi A, B a ks bodmi C,D. Ozna¢me m; resp. mo mocnost bodu G ku
kruznici ki resp. ko. KedZe |GA| - |GB| # |GC| - |GD| (body A, B,G resp. C,D,G lezia na jednej primake),
z mocnosti mdme my # ma, ¢ize |GO|* — |OA*> # |GOJ]? — |OC|?. To znamend, Ze tieto dve kruznice maju
rozdielny polomer, priCom maji rovnaky stred, ¢ize sa nepretinaji. To znamenad, ze tieto Styri body nevyhovuja
zadaniu.

Ak plati |GA| - |GB| = |GC| - |GD|, tak si sta¢i uvedomif vlastnosti chorddly. Ak mame lubovolné kruznice
prechadajuce bodmi A, B resp. C, D, ktoré sa pretinaju v dvoch bodoch E, F, tak chordéla tychto kruznic je
priamka EF. A kedze |GA| - |GB| = |GC|-|GD], tak bod G mé rovnaki mocnost k obom kruzniciam, ¢ize lezi na
chordale, ¢ize na priamke EF.

Ak priamky AB a C'D st rovnobezné a netotozné, lTahko mozno nahliadnut, Ze existuji také dve kruznice, ktoré
sa nepretinaji, ¢ize nevyhovuju zadaniu (rozmyslite si). Ak si totozné, tak tG priamku oznac¢me p. Zostrojme
dve lubovolné kruznice ki a ko prechadzajtuce cez body A, B resp. C, D. Zo zadania maju prienik, body E a F.
Oznaéme G prienik priamok EF a p. Kedze G lezi na chordale kruznic k; a ko, priamke EF, bod G mé rovnakt
mocnost k obom kruzniciam, ¢ize |GA| - |GB| = |GC| - |GD| (body A, B,C, D, G lezia na p). Zaver je analogicky
ako v pripade ked boli roznobezné.

Uloha é&.11: Mame daniti priamku p a na nej tri body T, U, V. Najdite mnozinu vSetkych moznych stredov vpisanej
kruznice trojuholnika ABC' takého, ze body A, B lezia na priamke p a body T, U,V st postupne priese¢niky priamky
p s taznicou, vyskou a osou uhla trojuholnika ABC.

RieSenie: (opravoval Miki)

Po chvilke kreslenia si uvedomime, Ze mnozina stredov vpisanych kruznic trojuholnika ABC musi byt kolmica na
priamku p. Trividlne vieme, ze bod V musi lezaf na tsecke TU (inak trojuholnik ABC neexistuje). Dal$im zndmym
faktom je, Ze os uhla, os protilahlej strany a kruznica opisana sa pretinajt v jednom bode (Svrékov bod), ozna¢me
ho S. NavySe body A a stred kruznice vpisanej ABC' (dalej uz len I) lezia na kruznici so stredom S.

Dalej nech BUNV BC < AC.

Vsimnime si podobné trojuholniky:

1. Aspe = Asvp, pretoze |[LSBV| = |[4SBA| = |4SCA| = |4 SCB| a uhol pri vrchole S je spoloény.
2. Agrv =~ Acuvy, pretoze |[SCVU| = |[4SVT| a [FVUC| = |[LVTS| = 90°.

Z 1. vieme, ze

|SB|  |SC]

[SV] ~ [SBI
7 2. vieme, Ze

|SV| |TV|

[sc| oy

Ked to spolu vyndsobime, dostaneme
|SB| _|SC| [TV|
|sc|  |SB| |TU|’

odkial po tprave
|SB| _ [|TV|
\sc|  \ |TU|
Odstial vidno, Ze |SB|/|SC| je pevné, pretoze bodmi T, U a V nehybeme (mame ich pevne dané). Kedze |SB| = |SI|
(kvoli tvrdeniu nazaciatku), je aj |SI|/|SC| pevné.
Ozna¢me X kolmy priemet bodu I na priamku p. Potom vieme, Ze

|SI|  |TX]
|sc|  |TU|’

Preto je aj |TX|/|TU| pevné, ¢ize existuje iba jeden taky bod X. Takze mnozina vSetkych bodov I lezi na kolmici
k p v bode X. Bod X nepatri do tejto mnoziny, lebo potom ABC nie je trojuholnik.
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Este sa musime presvedcit, Ze vieme pre kazdy bod I zostrojit vyhovujuci trojuholnik ABC'. Pre Iubovolny bod
I vieme najst bod C ako priese¢nik kolmice k p v bode U a priamky VI. Bod S zostrojime ako prieseénik CV
a kolmice k priamke p v bode T. Teraz vieme najst stred O kruznice opisanej trojuholniku ABC' ako priese¢nik osi
usecky C'S a kolmice k p v bode T'. Napokon zostrojime kruznicu k so stredom v O prechadzajicu cez bod C' a jej

priesecniky s p budi body A a B.

kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé¢ Skola ko | kg |56 |7[8|9(10(11|p | s | >
1. Vodic¢ka Martin 4. GAlej KE 11 | 13 919191919 45 | 90
2. Kossaczka Marta, 4. Gamca BA 111 9 9191989 44 | 89
3. Krajc¢iova Katarina 2. GAlej KE 5 2 9181919 9 44 | 85
3. Safin Jakub 4. GPH MI 9 7 916998 41 | 85
5. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 8 3 9171911619 40 | 84
6. Puza Marko 3. GPos KE 6 2 9/6|6|]9|8]8 40 | 82
7. Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 8 8 619998 41 | 77
8. Hanzely Filip 4. GAP SB 11 | 8 616|9]71]9 37| 75
9. Liu Zhen Ning Dévid 3. Gamca BA 6 4 719197 32| 72
10. | Pokryvka Filip 3. G Béanovce 8 3 919|918 35| 71
11. Krakovska Ema 2. Gamda BA 3 0199|5718 38 | 70
12. Bui Truc Lam Michal 2. Gamda BA 5 4 619 9 25 | 68
12. | Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 0 {9866 9 38 | 68
14. | Horvath Samuel 3. GPar NR 7 2 916 |6 21 | 66
15. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 0 |8|19|6]|6 29 | 65
16. | Buran Michal 4. G JAK CR 5 3 66|96 27 | 64
17. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 7 2 9191919 36 | 61
17. | Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 4 0 |83 9 20 | 61
17. | Simsa Stépan 4. Litoméfice CR | 9 | 10 9191917 34| 61
20. | Je¢menova Andrea 3. GVO ZA 7 2 216719 24 | 60
21. | Simkova Ludmila 3. GPar NR 8 3 516|982 30 | 58
22. Jurina Simon 3. Gamca BA 7 3 4169|719 35 | b7
23. | Meciar Adam 2. GVBN PD 4 1 8|6 |6 20 | 56
24. | Duratné Petra 2. SPMNDG BA | 4 0 1]91]9 9 27 | 53
25. | Hrivova Ivona 3. GVO ZA 8 3 91914 22 | 52
25. | Pies Adrian 3. SPMNDG BA | 4 01919 18 | 52
27. | Hlavacik Matas 4. GAlej KE 9 4 6|6 9 30 | 51
27. | Kosco Marek 3. GVar ZA 4 0 192 411 16 | 51
29. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 01919 18 | 50
30. | Daniel Mark 3. GPar NR 7 2 6|9 4 28 | 49
30. | Murin Martin 2. GJH BA 5 0 19]9 1 2 21 | 49
32. | Magurova Lucia 4. GPos KE 7 1 9(16|6 21 | 47
32. | Marcekova Katarina 2. GPar NR 4 0 |92 6 17 | 47
32. | Michelova Henrieta 1. GAlej KE 2 01917 3 19 | 47
32. | Sucik Samuel 2. GJH BA 5 3 66|98 29 | 47
36. | Dracek Frantisek 2. GSkol PB 5 1 314|16]7]|0 20 | 46
36. | Kobak Michal 3. Gamca BA 5 2 9 919 27 | 46
36. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 6 2 916 |6 21 | 46
39. | Batmendijn Eduard 2. CGsvM SL 6 4 919 18 | 45
40. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 5 1 9 6 15 | 44
40. | Macko Vladimir 4. GLS ZV 9 7 619 2 17 | 44
40. | Nepsinska Silvia 2. GJCh BR 5 1 9(14|6 19 | 44
40. | Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova | 2 | 1 9(5[8[9[9]9 44 | 44
44. | Krélik Matej 2. GJH BA 5 01919 6 24 | 42
45. | Lam Tuan Ding 2. GJH BA 5 1 6|6 12 | 41
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Por. | Meno Roé& Skola k, | kg 6[7[8]9f10[11] p[ s [
46. | Krakovska Hana 3. Gamca BA 6 | 1 9140 13 | 40 |
47. | Hronkovic¢ova Nina 2. GKom PE 3 0 9 18 | 39
48. | Kojda Jakub 1. SPMNDG BA 210 31012 14 | 38
48. | Lipovsky Mario 3. GJH BA 6 2 6 1 7 |38
48. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 0 | 38
51. | Knaze Adam 2. GJCh BR 5 1 3 6 11 | 37
51. | Presinské Kristina 2. GPar NR 5 1 31015 8 | 37
53. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdo$in 3 0 919 18 | 36
53. | Korbela Michal 3. G Banovce 8 3 0 | 36
53. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 0 9 18 | 36
53. | Privoznik Matej 3. GJH BA 8 3 7 7 | 36
53. | Santrova Michaela 2. GMH Trstena 5 1 3 6 9 | 36
53. | Svoboda Jakub 3. G Hav CR 3 0 91819 1 36 | 36
59. | Kovadova Barbora 3. SPMNDG BA 6 1 0 |35
59. | Tomasec Samuel 3. GVar ZA 6 1 3 2 10 | 35
61. Benesova Katarina 4. SPMNDG BA 9 3 6|6 1 13 | 34
61. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE 3 0 31413 19 | 34
63. Mikulec Jaromir 2. Gsv]J NM 4 0 3 12 | 33
63. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 0 |33
65. | Svoboda Josef 4. Frydlant CR 8 6 619 8 32 | 32
66. | Izdinska Dominika 3. GJH BA 5 0 3 12 | 31
66. | Matejovicova Tatiana 3. GJH BA 7 4 6|6 12 | 31
68. | Bacinska Irena 3. SPMNDG BA 5 2 416 10 | 28
68. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 2 0 916 15 | 28
68. | Mores Martin 3. GVar ZA 6 1 3 3 | 28
71. | Svitkova Patricia 3. GLN BA 5 0 7 16 | 27
72. | Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 0 8|6 |6 25 | 25
73. | Santer Martin 4. GMH Trstena 7 0 0 | 24
73. | Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 0 9 | 24
75. | Polovka Maros 3. GKuk PP 4 0 9 18 | 18
76. | Bielikova Michaela 3. GVM SE 5 0 0 | 16
77. | Hladka Barbora 2. GPar NR 2 0 0 | 13
78. | Lampasova Denisa 3. GSkol PB 4 |1 2 0 2 |11
79. | Kluvanec Roman 2. GPar NR 4 0 0 | 10
80. | Gafurov Askar 4. Gamca BA 7 3 019
80. | Lelicova Lucia 2. GPos KE 2 0 0 9
80. | Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0 0 9
83. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0 0 3
83. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 310 0| 3
85. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 0 0 1
kategéoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro¢ Skola k, 2[3[4]5[6[7][p][>

1. Bodik Juro 1. Gamca BA 2 819171919 82

2. Kojda Jakub 1. SPMNDG BA | 2 9191919(13]0 75

3. Choma Matej 1. Gamca BA 2 819171919 74

3. Petras Peter Pavel Arthur 1. SPMNDG BA | 2 911171919 74

5. Murin Marek 1. GJH BA 2 819191919 71

6. Halabrin Juraj 1. GJH BA 2 81917192 69

6. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 2 81913919 69

8. Suéikova Katarina 1. GJH BA 1 91719 60

9. Holly Dominik 2. SPMNDG BA | 2 8 41919 51

9. Skrlec Adam 1. GJH BA 1 8 3 9 51

11. | Gazdikovd Ema Maria 1. SPMNDG BA | 1 6 7 3 50

12. | Krakovskd Ema 2. Gamda BA 3 919 |5 37




KMS 2012/2013

2. séria letnej casti

Por. | Meno Roé Skola k, 2[3[4[5]6 3
13. | Fabsikova Nina 1. 1SG BA 2 719 2 36 |
14. Pilnan Branislav 2. GJH BA 3 91219 28
15. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 919 27
16. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 919 21
17. Trencanska Tereza, 1. Gamca BA 2 19
18. | Stowasserova Kristina 3. 1SG BA 3 14
18. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 14
20. | Téthova Andrea 1. SPMNDG BA | 1 10
21. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 3
22. | Huckové Valentina, 1. SPMNDG BA | 1 0

kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola k., 2|/3|4|5|6 |7 >

1. Tédova Lucia 1. GPar NR 2 8|18 |71]19]2 65

2. Hronkovic¢ova Nina 2. GKom PE 3 9181919 64

3. Krajmerova Barbora 1. G Surany 1 81913199 61

4. Kondek Maridn 2. Gl.miaj MA | 3 9171919 58

5. Kassa Ladislav 1. G Samorin 2 8 6812 38

6. Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 23

7. Szabo Michal 1. GAM TT 1 712131312 22

8. Hladké Barbora 2. GPar NR 2 9
kategoria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola k,, 213(4|5]|6 p|>
1. Kulla Filip 1. BiG Sucany 2 81919198 82
2. Stkenik Peter 1. GVar ZA 1 9 21919 73
3. Sladec¢ek Michal 1. GVar ZA 1 9 319 71
4. Tesai Emanuel 1. GBST LC 2 819111919 60
5. Chabanové Barbora 1. GJGT BB 1 8191519 56
6. Pavlus Matus 1. GBST LC 1 219151919 41
7. Pecko Marcel 1. GBST LC 2 8 11916 32
8. Kudel¢ikova Martina 1. GVO ZA 2 4 7 23
9. Vcelkova Veronika 2. GPOH DK 2 18
10. | Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 9
10. | Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 9 9
12. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 7
13. | Roch Oliver 2. G Bytca 2 2111 4
14. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 171 3
15. | Michalek Tomas 2. G Bytca 2 0 1
16. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
16. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola | k, 234567 3
1. SemaniSinova Zaneta 1. GAlej KE | 2 919191919 86
2. Mislanova Kristina 1. GAlej KE | 2 819191919 84
3. Michelova Henrieta 1. GAlej KE | 2 81919197 82
4. Mol¢an Samuel 1. GJARPO | 1 81919 3 78
5. Ondus$ Daniel 1. GAlej KE | 1 9191919109 7
6. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 819|719 ]8]6 76
7. Kurimsky Jéan 1. GsvMo 2 919171991 52
8. Jankovic¢ova Natalia 2. GKon SP 2 8191218 0 27
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Por. | Meno Roé¢ Skola [k, |1 3[4]5 7ip| >
9. | Lenart Datrik 1. | GPMKE | 2 23 |
10. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 9 4 19
11. | Leli¢ové Lucia 2. GPos KE | 2 0
kategoria ALFA, zahranicie

Por. | Meno Roé Skola k,, 234 6|7 |p|>
1. Zidek Matg; 1. Frydlant CR 2 91919 919 84
2. Kopf Daniel 1. G Slez CR 2 8193 916 49
3. Krchnak Vaclav 1. Brno CR 1 81919 43
4. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 81911 19
5. Svoboda Jakub 3. G Hav CR 3 9|8 17
6. Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 8|6 14
6. Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova | 2 915 14




