Vzorové riesenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2013/2014

Uloha é&. 1: Drzohubych je na divokom zapade kopa a nie vietci sa poznajii. Preto na identifikiciu pouZivajui tajny
symbol. Montymu sa z réznych zdrojov podarilo ziskat titrzkové tidaje o tomto symbole. Dozvedel sa, Ze symbolom
je trojuholnik ABC, ktory m4 vrcholy oznadené v tomto poradi proti smeru hodinovych ruéiciek. Dalej zistil, Ze
velkost uhla pri vrchole B je 20°, a ze strana BC meria 5 centimetrov. Ako posledné zistil, ze kruznica opisand
tomuto trojuholniku ma polomer 3 centimetre. Pomézte Montymu a skonstruujte tento trojuholnik. Zaroven tito
konstrukciu aj popiste. Nezabudnite najst vSetky rieSenia a zdévodnit, Ze iné neexistujii.

RieSenie: (opravovala Foxie a KatkaJ)

Spravnych rieSeni tejto tlohy je viacero, my si ukdzeme jedno. Postup konstrukcie trojuholnika Drzohubych je mozny
napriklad v presne opa¢nom poradi, nez udava zadanie. Najprv si narysujeme opisanit kruznicu k£ s polomerom
3 cm. Potom na tiito kruznicu nanesieme fubovolnt tetivu dizky 5 cm, a to tak, Ze si na kruznici zvolime jeden jej
koncovy bod a druhy najdeme pomocou kruzidla vo vzdialenosti 5 cm od prvého. Koncové body tetivy si nazveme
B a C. (Vsetky vrcholy trojuholnika ABC musia lezat na opisanej kruznici.) Z vrcholu B narysujeme polpriamku
p, zvierajucu s tsec¢kou BC uhol 20°. Prienik p a k oznac¢ime ako A. Skontrolujeme, ¢i ma trojuholnik sprévne
oznacené vrcholy proti smeru hodinovych rudiciek.

Prejdime si tuto konStrukciu z hladiska poctu rieSeni. Dve moZnosti vzniknd pri naniSani tetivy BC, pretoze
vrcholy moZeme oznacit dvoma sposobmi. Podet rieseni sa znasobi dvoma aj pri rysovani polpriamky p, pretoze
uhol 20° vieme najst pri bode B dvoma spdsobmi. Nakoniec vSak vylic¢ime polovicu rieSeni, pretoZe nemaji vrcholy
oznacené proti smeru hodinovych ruciciek. Vysledny pocet je teda 2.

Uloha é&. 2: S tajnym symbolom vo vrecku sa Monty vybral priamo k taborisku Krivozubého Tonyho a niekolkych
dalsich Drzohubych. Ukézal im papier so symbolom a ihned ho vzali medzi seba. Sedeli okolo $vajciarskej ¢okolady,
ktorti nedavno ultipili a rozmyslali, ako si ju rozdelit. Cokolada mala tvar $tvorca a tvorilo ju 6 x 6 mensich tabliciek.
Chceli ju rozdelit na deviit kiiskov tak, aby delili len pozdlz tabliciek a aby im ni¢ neostalo. Navyse ma mat kazdy
z tychto kiiskov tvar obdlznika (aj tvorec je obdlznik). Banditi sa snaZili rozdelit ¢okoladu podla tychto pravidiel
tak, aby bol kazdy kiisok iného tvaru.! Monty sa na chvilku zamyslel, a potom prehlasil, Ze to nie je mozné. Vedeli
by ste aj vy dokdzat, Ze sa vzdy najdu aspori dva rovnaké kisky?

RieSenie: (opravoval Kajak a mojo)

Zo zadania vieme, Ze jednotlivé ktsky maju byt rozne a v ziadnom rozmere uréite nie viiésie ako celd ¢okolada,
¢ize 6 x 6 kociek. MoZeme si ich jednotlivo vypisat (je ich iba 21 roznych):

1x1, 2x1, 3x1, 4x1, 5x1, 6x1,
2x2, 3x2, 4x2 5x2 6x2
Ix3, 4x3, 5Hx3, 6x3,

4x4, 5H5x4, 6x4,

5xb, 6x5,

6 x 6.

Na to, aby sa dala ¢okolada rozdelif na devit roznych obdlZnikov, budeme potrebovat aby stéet poctu ich kociek
bol poctom kociek celej ¢okolady, teda 36. Je velmi pracné zistovat vSetky kombinécie sti¢tov deviatich roznych
kociek a preto je fajn zistif, aky najmensi a najvicési sucet mozeme dostat, lebo ked ich budeme poznat, budeme
vediet, ktory je blizsi k 36 a kolko kociek méme esSte pridat, ¢i ubrat.

Ked si zratame najmensi sucet 1-14+2-1+3-14+44-142-245-1+6-1+2-3+ 24 dostaneme 39 (stcet
deviatich najmensich roznych obdlznikov podla poctu kociek). St to urcite najmensie obdizniky, pretoze obdlzniky
so stranou 1 sme pozili vietky, nepouzité obdlzniky so stranou 2 st uz iba 2 x 5 a 2 x 6 s obsahmi 10 a 12, podobne

..........

Ikusky, ktoré sa lisia iba otogenim, povaZujeme za rovnaké
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ako 2-4=8,s015x1a 6 x 1, ktoré sme uz pouzili. Teda na stcet kociek 36 by sme potrebovali ubrat este 3 kocky,
¢o sa ale uz neda, ak maju byt obdlzniky rézne. Takze Monty mal pravdu a skutocne sa to neda.

Uloha é&. 3: Monty si svojou Sikovnostou rychlo ziskal priazeti Drzohubych aj samotného Tonyho. O niekolko dni
sa banditi rozhodli prepadniit jeden z troch dostavnikov, ktoré putovali z Longcreeku do Smallvillu. Cast bandy
sa vydala na vyzvedy a vratili sa s tymito informaciami. V prvom dostavniku bolo p vriec dolarov, v druhom bolo
p? 4 2 vriec doldrov a v tretom bolo p® 4 2 vriec dolarov. Navyse zvedi zistili, Ze v prvom aj druhom dostavniku
je prvociselny pocet vriec. Banditi nechcii okradnut dostavnik s prvodiselnym poc¢tom vriec, problémy s ndslednym
delenim lupu by im za to urcite nestdli. Pomézte Montymu dokdzat, Ze pocet vriec v tretom dostavniku je tieZ
urcite prvocislo a zabrante tak prepadu.

RieSenie: (opravovala Bar¢a a Linda)

Nasou tlohou je ukéazat, Ze ak p aj p? + 2 st prvodisla, tak aj p* + 2 je prvoéislo.

Jeden z moznych a Sikovnych sposobov je vyjadrit si prvocislo p postupne ako 3k + 1, 3k + 2 a 3k.

Ak p =3k + 1, potom p? +2 = (3k + 1)2 + 2 = 9k% + 6k + 3 = 3(3k% + 2k + 1). Potom 3 | p? + 2, ale ked%e p* + 2
je prvoéislo, dostavame, Ze p? + 2 = 3, ¢o znamen4, Ze p = 1, a to nie je prvoéislo. V tvare 3k + 1 hladané p teda
byt nemoze.

Obdobne, ak p = 3k +2, potom p? +2 = (3k+2)%2+2 = 9k2 + 12k +6 = 3(3k2 + 2k +2), odkial vidime, Ze 3 | p? +2.
7 toho ndm ako v prvom pripade vychadza, ze p = 1, ¢o zas znamenad, ze neexistuje prvocislo tvaru p = 3k + 2
také, aby aj p? + 2 bolo prvoéislo.

Ostéva nam uz len vysetrif pripad p = 3k, ¢o znamené, e p = 3. V tom pripade je aj p> +2 = 32 +2 = 11
prvoéislo. V prvych dvoch dostavnikoch je teda prvoéiselny pocet vriec a v tretom je ich p® +2 = 33 +2 = 29, &ize
tiez prvodiselny podet, ako sme chceli dokazat.

Ukézali sme, zZe ak je prvoéiselny poéet vriec v prvych dvoch dostavnikoch, je uréite aj v trefom.

Uloha é&. 4: Po nevydarenej ltipezi sa Krivozuby Tony nejakii dobu rozéuloval, no ¢asom z neho hnev vyprchal.
Rozhodol sa, ze si zlepsi naladu tym, Ze potrapi Waltyho hlavu. Dal mu nasledovnt tlohu. Na svojom tele ma n
jaziev. Toto ¢islo n je dvojciferné a navyse ¢islo n® —n je delitelné ¢islom 100. Montyho tiloha je zistit, kolko jaziev
moéZe mat Tony. Zistite aj vy, ktoré &isla n vyhovuji zadaniu. Nezabudnite prist na vsetky rieSenia.

Riesenie: (opravovala Betka a Murko)

Ked si na§ vyraz trochu upravime na n® —n = n(n? — 1) = (n — 1)n(n + 1), vidime, Ze je to vlastne stéin troch
po sebe idtcich ¢isel. Nasou tlohou je teda najst také tri po sebe idice éisla, ktorych sucin je delitelny ¢islom
100 = 22 - 52,

Pokial mame tri po sebe iduce ¢isla, tak maximéalne jedno z nich je delitelné piatimi. Potom ak ich stéin mé byt
delitelny 52, tak prave jedno z tychto troch &sel musi byt delitelné &islom 25. Kedze n je dvojciferné, tak trojice
¢isel vyberame z rozsahu 9 az 100. V tomto rozsahu mame iba $tyri ¢isla delitelné ¢islom 25, a to: 25, 50, 75 a 100.
Za podmienky, aby sa medzi ¢islami n — 1, n, n+ 1 nachddzalo jedno z tych Styroch &isel, vieme vyrobif 10 réznych
stcinov tvaru (n—1)n(n+1). (Pre kazdé zo $tyroch ¢isel vyrobime tri s¢iny, ale pre 100 vyhovuje len jeden z nich,
kedZe n ma byt dvojciferné.) Zostdva nam uz len zistit, ktoré z tychto siucinov st delitelné éislom 100.

To spliiaji len tieto: 23 - 24 - 25, 24 - 25 - 26, 48 - 49 - 50, 50 - 51 - 52, 74 - 75- 76, 75 - 76 - 77 a 98 - 99 - 100. Potom n
moze byt 24, 25, 49, 51, 75, 76 alebo 99.

Uloha é&.5: Jedného vecera Drzohubi vybrali vrece plné najvzacnejsich lupov. Chvilu sa v fiom prehrabovali,
a potom vytiahli vzacnost, ktort uz ddvno ulupili Divokozdpadskej matematickej spolocnosti. Bol to vSeobecny
rovnobeznik. NavysSe bol nad kazdou zo Styroch stran rovnobeznika vztyceny Stvorec (smerom von z rovnobeznika).
Banditi si uz ddvno vsimli, ze stredy tychto Stvorcov tvorili opét Stvorec, nech bol rovnobeznik vSeobecny ako len
chcel. Zaujimalo by ich vSak, preco to tak je. Pomozte Montymu zapdsobit na Drzohubych a dokazte, ze stredy
Styroch Stvorcov vzdy tvoria Stvorec.

RieSenie: (opravovala Kata a Marek)

Vrcholy rovnobeznika si proti smeru hodinovych ruci¢iek oznacme A, B, C, D a stredy $tvorcov nad stranami AB,
BC, CD, DA postupne E, F, G, H. Dalej si ozna¢me a = |JDAB|. Nejaky z vnttornych uhlov rovnobeznika
bude uréite mensi alebo rovny 90°. MoézZeme si teda k ndSmu oznaceniu pridat podmienku, ze a < 90°.

Chceme dokézat, ze EFGH je Stvorec, t.]j. Ze mé rovnako dlhé strany a vSetky uhly pravé.

Stred $tvorca rozpoluje jeho uhlopriecky a tie st rovnako dlhé (premyslite si preco). Takze tsecky BF a FC sa
polovicou uhlopriecky Stvorca a preto |BF| = |CF|.

Stvoruholnik ABCD je rovnobeznik, takze |AB| = |C'D|, ¢o znamena, 7e Stvorce so stredmi v bodoch E a G st
zhodné. Teda aj ich uhlopriecky maji rovnaki velkost. Usecky BE a CG st polovicami tjchto uhlopriecok, preto
|BE| = |CG].

Pozrime sa teraz na velkosti uhlov EBF a GCF. Pri poéitani uhlov vyuzivame, Ze v rovnobezniku sa protilahlé
uhly rovnaju a stéet prilahlych uhlov je 180° a vo $tvorci zviera lubovolna strana s lubovolnou uhlopriec¢kou uhol



KMS 2013/2014 2. séria zimnej Casti 3

B/

Obr. 1

45° (premyslite si preco).

|[SEBF| =360° — | EBA| — |[SABC| — |[SCBF| = 360° — 45° — (180° — a) — 45° = 90° + «,
|[SGCF| = |[4GCD| + |94 DCB| + |4BCF| = 45° + a + 45° = 90° + a..

Teda |[YEBF| = |9GCF|, ¢o ndm spolo¢ne s poznatkami |BF| = |CF| a |BE| = |CG| déva, zZe trojuholniky
EBF a GCF st zhodné podla vety sus. Takze |EF| = |FG|. Analogicky ukdzeme, ze |[FG| = |GH|, |GH| = |HE|
a |HE|=|EF|. Z toho |EF|=|FG|=|GH|=|HE|.

Ostéva este ukdzat, ze vnitorné uhly Stvoruholnika EFGH st pravé. Zistili sme, Ze trojuholniky EBF a GCF st
zhodné. To vSak znamend, ze |4 BFE| = |[<CFG|. Pozrime sa na velkost uhla GFE.

|YGFE| = |$CFB| - |$CFG| + |4 BFE| = |4CFB| — |4CFG| + |3CFG| = |3CFB| = 90°.

Platnost poslednej rovnosti si premyslite. Analogicky ukdzeme, Ze aj ostatné vnutorné uhly Stvoruholnika EFGH
st pravé. Alebo si uvedomime, Ze z toho, ¢o o tomto $tvoruholniku vieme, dokdZzeme doratat ostatné uhly. Ukazali
sme, ze EFGH ma vsetky strany rovnako dlhé a vsetky uhly pravé, teda EFGH je Stvorec.

Iné riesenie:

(Podla Niny Hronkovicovej.) Ozna¢me si body ako na obrazku Obr. 1.

Pri rotécii okolo bodu H o 90° sa rovnobeznik ABCD zobrazi na rovnobeznik A’B’C'D’ (premyslite si). Potom
vak aj bod F sa zobrazi na bod G. Odtial vyplyva |EH| = |GH| a | EHG| = 90°. Analogicky to plati pre zvy$né
strany Stvoruholnika EFGH, takze je to Stvorec.

Uloha é&. 6: Netrvalo dlho a Montymu zacali vietci v bande doverovat. A tak mu povedali ich velky plan. Chystali
sa vylipit obrovskiti galériu v New Orleans. T4to galéria mé tvar konvexného n-uholnika. V galérii st velmi vzdcne
obrazy, pricom kazdy mé velkost jediného bodu. Obrazy do galérie umiestiiovali nasledovne. Zobrali si jeden
z vrcholov n-uholnika a postupne vztycili kolmice na vsetky priamky urcené stranami n-uholnika nesusednymi
s vybranym vrcholom. Ak niektora z piat tychto kolmic padla priamo na stranu n-uhonika, tak na to miesto dali
obraz (mohol to byt aj krajny bod strany). Tito procediiru postupne aplikovali na vSetky vrcholy galérie. Moze sa
teoreticky stat, Ze v tejto galérii nie su ziadne obrazy (t.j., Ze vSetky péty kolmic budi mimo strén n-uholnika)?
Riesenie: (opravovala Veronika a Hago)

Pozrime sa na jednu stranu nasho n-uholnika, ozna¢me si ju HV'. Zostrojme dve kolmice na stranu HV tak, aby
jedna prechddzala bodom H a druha bodom V. Vnatorny pas (aj s hranié¢nymi priamkami) medzi tymito kolmicami
nazvime Pdsavec. Sirka Pasavca je dlzka strany HV, ak teda nejaka strana n-uholnika ide z jednej strany Pasavca
na druht, tak nemoze byt kratsia ako strana HV, pricom rovnakd moze byt iba, ak oba jej koncové vrcholy leZia
na hrani¢nych priamkach Pésavca.

Ako vyzera situdcia, ked na HV nie je ani jeden obraz?

Piity kolmic na priamku HV z ostatngch vrcholov n-uholnika sa nachadzajt mimo tse¢ky HV. Co vlastne znamena,
Ze ostatné vrcholy n-uholnika sa nachddzaji mimo Pasavca (toto si poriadne premyslite).
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Aby sme teda mohli hovorit o n-uholniku, Pasavca musi pretinat ind strana okrem HV (n-uholnik je totiz uzavrety
Utvar), oznacme si ju M P.
Teraz mozu nastat dva pripady:

1. Strany HV a M P maju prave jeden spolo¢ny vrchol.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech V' = P. Vrchol M sa musi nachddzat mimo Pésavca, ¢ize strana M P ide
z jednej strany Pasavca na druhua a vrchol M urcite nie je na hrani¢nej priamke. Tym padom je strana M P
dlhsia ako strana HV'.

2. Strany HV a M P nemaju spolo¢ny vrchol.
Oba vrcholy M aj P sa musia nachiddzat mimo Pésavca, takze aj v tomto pripade je strana M P nutne dlhsia
nez strana HV.

V oboch pripadoch teda musi byt strana M P dlhsia ako strana HV.

Keby sme si na zaciatku za HV zvolili najdlh§iu stranu nédsho n-uholnika, tak by M P nemohla byt dlhsia ako HV,
¢ize by nenastala situécia, ze na HV nie je ani jeden obraz. Na najdlhSej strane teda urcite bude nejaky obraz.
Nemoze sa stat, ze by v galérii neboli Ziadne obrazy.

Uloha ¢&. 7: Dalsie rano sa Monty potichu vyplizil zo spiaceho taboriska a vybral sa na dlhii cestu do New Orleans.
Mal v pldne tam nastrazit pascu na Drzohubych a dostat ich za mreze. Rozhodol sa, Ze sa cestou zastavi v indidnskej
osade kmeria Geometrov a poprosi tam o pomoc svojho kamarata Sinetua. Spolo¢ne urcite vymyslia ako banditov
dolapit. Len ¢o dorazil do osady, stretol miestneho geometra Rysueta, ktory sa opét pasoval s geometrickym
problémom. Na zemi mal nakreslent kruznicu k so stredom O. Dnu v kruhu vymedzenom kruznicou k lezal bod
A a mimo tohto kruhu lezal bod B. NavySe platilo, ze body A, B a O nelezia na jednej priamke. Rysueto chcel
néjst vSetky priese¢niky priamky urcenej bodmi A a B a kruznice k. Stale mal vSak zapatroSené svoje pravitko,
a tak mal k dispozicii iba kruzidlo. Do neho vie nabrat vzdialenost medzi lubovolnymi dvoma narysovanymi bodmi
a nakreslit kruznicu s nabranym polomerom a Iubovolnym stredom. Pomézte Rysuetovi najst vSetky priesecniky
priamky AB a kruZnice k len za pomoci kruzidla a vasho umu. Nezabudnite, Ze bez pravitka neviete rysovat rovné
ciary.

RieSenie: (opravovala Plutvicka a Kubko)

KedZe vieme kreslit len kruznice, hladané prieseéniky (ozna¢me ich X,Y") potrebujeme néjst ako prieseéniky dvoch
kruznic. Chceme teda pretat kruznicu k nejakou kruznicou k' tak, aby body A, B, X,Y lezali na jednej priamke.
Co by sa stalo, keby sme kruznicu k preklopili okolo osi AB, teda osovo stimerne zobrazili cez priamku AB?
Vznikla by kruznica k&’ so stredom O’. Vieme, Ze pri osovej stiumernosti sa body osi zobrazia sami na seba (voldme
ich samodruzné). Takymito bodmi st aj hladané prieseéniky X, Y, kedZe lezia na priamke AB. Pre lepsiu predstavu:
osové zobrazenie kruznice k si mozeme predstavit tak, Zze zafixujeme body X,Y a preklopime kruznicu k cez os AB.
Predpokladajme, Ze kruznice k a k' sa pretntt v dvoch bodoch (to si dokdZeme neskor). St tieto body hladanymi
bodmi X,Y? S, pretoZe zdroven lezia na priamke AB: kedze plati | XO| = r = |XO’|, |[YO| = r = |YO’|, body
X,Y patria do mnoziny bodov rovnako vzdialenych od stredov O a O’ a tou je prave priamka AB. Preto (za
predpokladu, Ze mame bod O’) sta¢i urobif kruznicu &’ s polomerom r a mame hladané priese¢niky.

Este potrebujeme najst bod O'. Z osovej sumernosti vyplyva |AO| = |AO’|, |BO| = |BO'|. Zostrojme teda kruznice
k1 a ko, kde k1 je kruznica so stredom v bode A a polomerom r; = |AO| a ko je kruznica so stredom v bode B
a polomerom ro = |BO|. Obe kruznice zjavne prechddzajua cez bod O. Tvrdime, Ze tieto kruZnice sa pretni v dvoch
bodoch, O a O’. Vo vS8eobecnosti st teraz tri moZznosti:

1. Bod O je jedinym priesec¢nikom ki a ko. Toto by nastalo len vtedy, keby body A, B, O lezali na jednej priamke,
¢o vsak zo zadania nemozu.

2. Kruznice ki a ks maju spoloénych nekonecne vela bodov, t.j. st totozné. Na to by museli mat rovnaky stred
(a polomer), ¢o je vylucené, kedze A # B.

3. KruZnice k1 a ko maji dva priesecniky, body O a O’.

TakZe hurd, nasli sme bod O'. Uz len staci dokdzaft, ze kruznice k(O,r) a k'(O’,r) sa skutoéne pretnt v dvoch
bodoch ako sme predpokladali vyssie. Aby sa pretli v dvoch bodoch, musi platit |OO’| < 2r, vzdialenost ich stredov
musi{ byt mensia ako stcet ich polomerov. Body O, O’ lezia na kruznici kq (A, |AO|), takZe ich vzdialenost je najviac
2|AO|. Bod A lezi vnutri kruznice k, preto |AO| < r. Z toho méme |0OO’| < 2|AO| < 2r, o sme chceli.

Zhrnieme eSte postup konstrukcie:

1. k1;k1(A,|AO))

2. ko3 ko(B,|BO|)

3. 00" =kiNky, 0 #0
4. K K (O, r)

5. X,V {X,YY=knK
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Uloha é&. 8: Rysueto podakoval Montymu za jeho pomoc a pokracoval vo svojom rysovani. Monty sa vybral po-
hladat’ Sinetua. Nasiel ho ako s dalsimi indidnmi sedi pri okrithlom stole. Sedelo ich tam dokopy 1894. Sinetu mal
v hrsti n minci. Zvysni indidni mali hrste prazdne. Potom sa zac¢ali hrat nasledovnii hru. V kazdom tahu si vybrali
jedného indiana, ktory mal v hrsti asporni dve mince. On potom jednu zo svojich minci posunul indidnovi po svojej
lavici a jednu indidnovi po svojej pravici a zvysSné mince si nechal. Tym jeden tah skoncil. Takto pokracovali az
kym sa medzi nimi nenachadzal ziaden, ktory by mal aspori dve mince. Vtedy hra skoncila a §li si zabafkat na fajke
mieru. Dokazte, ze ak n je rovné 1894, tak ich hra nikdy neskonci. Taktiez dokazte, ze ak n je mensie ako 1894,
tak hra urcite niekedy skondi.

RieSenie: (opravoval Palo a Lietadlo)

Najprv ukazeme, ze pre n = 1894 hra nikdy neskoné¢i. Indidni sedia okolo kruhového stola. Na striedacku si ich
ofarbime — ¢ierny, biely, ¢ierny, biely... KedZe mame 1894 indidnov tak 947 bude bielych a 947 bude &iernych.
Na zaciatku hry st vSetky mince u jedného indidna. Tento indidn je bez ujmy na vSeobecnosti ofarbeny na ¢ierno
a teda vSetky mince st u ¢iernych indianov.

V jednom tahu zoberieme dve mince od jedného indidna a kaZdému susedovi ddme jednu. Susedni indidni st ale
inej farby. To znamend, Ze v kazdom tahu presunieme 2 mince od bielych indidnov ¢iernym, alebo 2 mince od
¢iernych bielym. Teda parita celkového po¢tu minci u Gernych resp. bielych indidnov sa v Ziadnom tahu nemeni.
Na zaciatku mame stav 1894 u ¢iernych a 0 u bielych, a na konci potrebujeme stav 947 u ¢iernych aj bielych. To
by sa ale musela zmenif t4 parita, takze koncovy stav sa neda dosiahnut a preto hra nikdy neskondi.

Teraz pre n < 1894 ukézeme, Ze hra uréite skonci. To neznamend, Ze vieme hrat hru za indidnov tak, aby sme
skondili. Znamen4 to to, Ze nech sa indidni rozhodnt v kazdom fahu akokolvek, hra skondi.

Sinetu posle na zacdiatku jednu mincu dolava a jednu doprava. Tym vytvori dve vetvy. My sa poktsime ukézat, Ze
keby boli vetvy nezavislé od seba, tak hra by skoncila — t.j. ak mame izolovana vetvu, tak hra postupne dospeje
do stavu, Ze ziaden indidn nemoze spravit tah. Potom ukdZeme, Ze tieto dve vetvy sa uréite nespoja. Ked sa ndm
toto podari ukazat, tak to znamené, Ze hra urcite skondi.

Tak podme na to. Chceme ukézat, Ze v jednej vetve hra urcite skonéi. Vetvu si moézeme predstavit ako rad indidnov
— na kraji je Sinetu a za nim koneény pocet indidnov. Hra sa hra rovnako len s tym, ze ked robi tah Sinetu, tak
jednu mincu odhodi a jednu posle susedovi.

Odislujme si indidnov postupne takto (za¢neme Sinetuom): 1,2,4,8... a definujme si S ako stcet hodnot minci,
pricom hodnota mince je rovna ¢islu indidna, u ktorého sa prave nachddza. V§imnime si, Ze hodnota S kazdym
tahom rastie (premyslite si). Tym, Zze S stdle rastie zaruéime, Ze hra sa nikdy nevréti do stavu, v ktorom uz bola.
A kedZe méame konecény pocet minci a indidnov, hra mé aj koneény pocet stavov, v ktorych sa moze nachidzat.
Této hra teda urcite skon¢i. Tym sme ukazali, Ze v jednej izolovanej vetve hra vzdy skonci.

Este potrebujeme ukézaf, Ze tieto vetvy sa nespoja, t.j. ze ak sa napr. Tava vetva dostala k nejakému indidnovi,
tak pravéa vetva sa nemohla dostat dalej ako k lavému susedovi tohto indidna.

Bez ujmy na vSeobecnosti priradme minciam hodnoty od 1 po n a zavedme takéto pravidlo: indidn, ktory je na
tahu, posle vzdy svoju najhodnotnejSiu mincu dolava a svoju najmenej hodnotni mincu doprava.

Definujme vzdialenost ako dlzku cesty od jedného indidna k druhému, pricom ak st z roznych vetiev, tak t4 cesta
ide cez Sinetua. Vzdialenost minci = a y oznacme d(z,y).

Ukazeme, Ze pre Iubovolné dve mince s hodnotami z a y plati d(z,y) < |z — y| + 1. Pdjdeme na to indukciou
vzhladom na pocet tahov. Zaroven dokdZeme, Ze mince si pocas celej hry usporiadané zlava doprava od najvyssej
hodnoty po najnizsiu.

1° Po 0 fahoch (t.]. na zaciatku hry) st vzdialenosti vSetkych minci 0, takZe nerovnost zjavne plati. Zaroveii st
mince usporiadané.

2° Teraz predpokladajme, Ze po k fahoch to plati a podme ukdzat, Ze to bude platit aj po (k + 1)-vom tahu.
Vyberme si nejakého indidna, ktory ma aspon dve mince. Jeho najhodnotnej$iu mincu ozna¢me x a najmenej
hodnotnu y.
Z indukéného predpokladu pre kazdt mincu z plati d(y,z) < |y — z| + 1. Ked teraz posunieme mincu
dolava, pre mince z napravo od z bude platit d(z,z) = d(y,z) + 1. Vdaka tomu, %e mince st usporiadané
podla hodnoty, bude tiez platit |y — z| < | — z|, resp. |y — 2| + 1 < |z — z|. Ked to ddme dokopy, dostaneme

d(z,2) =d(y,2) + 1 <|y—z|+1+1<|z—z|+ 1,

¢o sme chceli ukazat.

Pre mince z nalavo od x sa muselo d(z,z) zmensif (mincu = sme posunuli blizsie k z), takze nerovnost isto
plati. Nakoniec pre mince z u toho istého indidna ako z trividlne plati d(z,2) =0 < |z — z| + 1.

Podobne to bude s posunutim mince y doprava (premyslite si to).

Este treba overit, ¢i sa zachova poradie minci. Sta¢i si uvedomit, Ze pre indidna nalavo bude minca x jeho
najmenej hodnotné (z indukéného predpokladu nemoze mat menej hodnotni mincu), a pre indidna napravo
bude minca y jeho najhodnotnejsia.

Ukézali sme teda, Ze plati d(z,y) < |z —y|+ 1. Hodnota |z — y| je maximélna pre x = n ay = 1 a teda d(z,y) < n.
To znamené, ze vzdialenost dvoch minci je maximélne n a teda lavd a prava vetva sa nestretni.
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Uloha ¢&. 9: Monty presvedcil indianov, aby sa hru hrali iba s 1893 mincami, a tak sa uz po chvili mohol porozpravat
so Sinetuom. Podelil sa s nim o svoje zazitky a vylozil mu, ¢o ma v plane. Sinetu ihned stihlasil, Ze mu pomdze
a odbehol sa zbalit. Monty isiel zatial pozriet miestneho Samana. Ten si Montyho a jeho bystri hlavu uz ddvno
obliibil, a tak mu rovno zadal jeho najnovsiu tilohu. Monty ma dokézat, Ze pre kazdé prirodzené &islo n, viidsie ako
jedna, existuje n réznych prirodzenych ¢isel spliiajiicich nasledovnt podmienku: pre Iubovolné dve ¢isla a, b z tejto
n-tice plati, Zze a — b deli a + b. Nebudte mrchozriti a dokézte to aj vy.

RieSenie: (opravoval Berenito a Mi$o)

Z toho, Ze rozdiel dvoch disel deli ich studet, Tahko zistime, Ze vidsie ¢islo je najviac trojndsobkom mensieho.
(Vyplyva to z toho, Ze n nikdy nem4 delitelov medzi n/2 a n. Premyslite si to.) V rieSeni to sice nevyuzijeme, ale
ziskame predstavu, Ze tie Cisla st relativne blizko seba (najvécsie je najviac trojndsobkom najmensieho). Navyse,
vela kombinéacii delitelnosti ndm napovedad, Ze tie ¢isla buda asi dost velké.

St dva sposoby ako riesit tlohy tohto typu. Bud ndjdeme vSeobecné rieSenie pre n prvkov, alebo budeme pridévat
po jednom ¢isle. My si ukédzeme druht moznost.

Najprv ukdzeme, Ze to ide pre malé n. Mnoziny {1, 2} a {2, 3,4} isto vyhovuju, takze n = 2 an = 3 mame vybavené.
Teraz predpokladajme Ze pre n prvkov to vieme Ked’ie najvaééie je najviac trojnésobkom najmenéieho uréite
spolo¢ny nasobok by tiez postacil). Mame teda n—prvkovu mnozinu {ay,as,...,ay}, ktora spliia podmienku (teda
a; —a; deli a; +a;). Sucin jej prvkov si oznaéme N. Dalsia mnozina bude tvoren tymito prvkami zvicSenymi o N
(t.j. a; + N) a samotnym N. Overme si, ¢ vyhovuje.

e Plati to pre kazdé dva prvky a; + NV, a; + N7
Ich rozdiel (a; + N) — (a; + N) = a; — a; podla predpokladu deli a; + a; a zatial predpokladajme, Ze aj N.
Sucet (a; + N) + (a; + N) = a; + a; + 2N nim bude teda tiez delitelny.

e Plati to pre N s Iubovolnym dal$im prvkom?
Rozdiel (a; + N) — N = q; deli a; aj N, takze deli aj sacet (a; + N) + N.

Este ostéva overit, ¢i a; — a; deli N. Vo vSeobecnosti to neplati. Nase dvoj— a trojprvkové mnoziny to vSak zatial
spliiaji, skisme teda zistit, & sa tato vlastnost prenésa.

Budeme musiet do predpokladov zahrnit, Ze tato vlastnost plati. Mame teda (n + 1)-prvkovi mnozinu s prvkami
a; + N a N, ktora vyhovuje. Stéin vsetkych jej prvkov si oznaéme M. Dalsia mnozina bude obsahovat prvky
a;+N+M, N+ M a M. Predchadzajice Gvahy platia aj tu, ostava uz iba overit, & (a;+ N+ M) — (a; + N + M)
deli M. Tento rozdiel viak ostava stéale rovny a; — a;, ¢o z predpokladu deli N, ¢o je delitelom M, takze to plati.
Ak teraz najdeme také mnoziny, kde jedna vychadza z druhej a rozdiel lubovolnych dvoch prvkov deli suéin
vSetkych, tak sme hotovi. {1,2} a {2,3,4} vyhovujd, takZe mame dokdzant aj tito Cast.

Uloha é&.10: Monty sa rozlicil so Samanom a spolu so Sinetuom sa vydal na dlhii pit do New Orleans. Na cestu
si so sebou chceli vziat vSetky funkcie f, ktoré sii z realnych ¢isel do redlnych a pre vSetky z,y € R plati nasledovny
vztah:

ff(z+y)+ f(z)) =4z + 2yf(z +y).

Pomézte im a najdite vSetky takéto funkcie.

Riegenie: (opravovala Vodka a Viktor)

My vieme, Ze nasa rovnica plati, pre vSetky x,y. Funkcionalky sa cCasto riesia tak, Ze si za ne dosadime nejaké
konkrétnejsie ¢isla a z toho skisime nieco zistit. Tak skisme napriklad y = 0. Dostaneme f(f(x)) = 4z. Z toho
okamzite vidno, Ze naSa funkcia je prosta. Preco? Nuz keby f(z1) = f(z2) tak aj 4x1 = f(f(x1)) = f(f(x2)) = 4,
a teda x1 = x2. Sice eSte nevieme na ¢o nadm to bude, no zisfovat vlastnosti funkcie sa (skoro) vzdy oplati. Tak
dosadzujme dalej. Po dosadeni aj z = 0 mame f(f(0)) = 0. Po dosadeni z = f(0) mame 4f(0) = f(f(f(0))) = f(0).
Z toho f(0) =0

Este mozeme do povodnej rovnice dosadit z = 0. Potom s vyuzitim f(0) = 0 mame f(yf(y)) = 2yf(y). Nuly sme
uz dosadili kde sa len dalo, tak skuisme teraz dosadit y = 1 do posledného vztahu: 2f(1) = f(f(1)) = 4, odkial
f(1) =2. A kedze f(f(1)) = 4, mame f(2) = 4.

Uz mame funként hodnotu v troch bodoch, ¢as uz robit nieco vSeobecnejsie. Dosadme x Tubovolné a y =1 — a:

f(l—2)- 24 f(z)) =4z +2(1 —x)-2 =4 = f(2).

A teraz pride té chvila, ked vyuzijeme, Ze f je prostd, lebo potom (1 — ) -2 + f(z) = 2, z ¢oho dostédvame, Ze
f(z) =2z VzeR.

Toto vSetko boli samozrejme len nutné podmienky, preto treba este urobit skusku spravnosti. A t4 sedi, lebo
2(2y(z +y) +2x) = 4o + 2 - 2y(x + y).

Vyhovuje jedina funkcia a to f(z) = 2z Va € R.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola kK |4|5]|6|7]|8 10 s | >
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 21919 9 9 45 | 90
2. Oravkin Eduard 2. 1SG BA 4 191919914 9 45 | 87
3. Stikenik Peter 2. GVar ZA 31719191719 41 | 82
3. Svarc Radovan 3. Ceska Tiebova | 6 119199 9 37 | 82
5. Mislanova Kristina 2. GAlej KE 419191919 36 | 81
5. Semanisinova Zaneta 2. GAlej KE 419191919 36 | 81
7. Michelova Henrieta 2. GAlej KE 419191919 36 | 78
8. Liu Zhen Ning David 3. GJH BA 9 91919 9 36 | 76
8. Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 319191970 34 | 76
10. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 4191919192 38 | 74
11. | Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 31919191410 31|73
11. | Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 3171819192 35| 73
11. | Tédova Lucia 2. GPar NR 4 | 7181419 31|73
14. | Darmovzal Ondfej 3. Brno CR 319191919 36 | 72
14. | Horvath Samuel 4. GPar NR 9 91913 9 39 | 72
16. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDGBA | 4 [ 8]9[9[7]3 36 | 70
17. | Bodik Juro 2. Gamca BA 4 1915491 28 | 68
18. | Ondu$ Daniel 2. GAlej KE 319(19/19]19]0 36 | 67
19. | Tesar Emanuel 2. GBST LC 4 1918|9710 2 35 | 66
20. | Hanzely Slavomir 2. GJAR PO 4 196|264 27 | 65
20. | Krakovskd Ema 3. Gamca BA 5 919|193 30 | 65
20. | Puza Marko 4. GPos KE 9 91913 3 33 | 65
20. | Sklenka Marek 2. BiG Sucany 2 1915 912 25 | 65
24. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 4 (719191110 0 28 | 64
24. | Chabanovéa Barbora 2. GJGT BB 4 1918|9140 30 | 64
24. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 4 19]19]/9|6 1 34| 64
24. Sladecek Michal 2. GVar ZA 3171924 22 | 64
28. | Stano Roman 3. GPos KE 31919 8 3 29 | 63
29. | Choma Matej 2. Gamca BA 4 1915|3192 28 | 62
29. | Krajc¢iova Katarina 3. GAlej KE 7 91219 20 | 62
31. | Kralik Matej 3. GJH BA 7 519|183 2 27 | 61
31. | Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDGBA | 4 | 8]9]9 26 | 61
31. | Zidek Matégj 2. Frydlant CR 4 1918 9 33 | 61
34. | Nepsinska Silvia 3. GJH BA 6 919|714 1 30 | 60
34. | Psota Miroslav 4. GHlin ZA 10 91913 4 25 | 60
36. | Mojzisova Karolina 4. Gamca BA 7 9151|9 23 | 59
36. | Trencanské Tereza 2. Gamca BA 3188|238 26 | 59
38. | Bacinské Irena 4. SPMNDG BA | 7 8191194 31 | 58
38. | Bui Truc Lam Michal 3. Gamca BA 9 919 26 | 58
38. | Dujava Matej 3. SPSE Presov 3198|4160 27 | 58
38. | Lipovsky Mario 4. GJH BA 8 9193 1 28 | 58
42. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 7 9 9 1 19 | 57
42. | Hronkovic¢ova Nina 3. GKom PE 5 919 3 21 | 57
42. | Kurimsky Jan 2. GsvMo 41919119 28 | 57
42. | Pies Adrian 4. SPMNDG BA | 6 219193 23 | 57
42. | Pistdk Daniel 2. GChD Praha 2 17181919 33 | 57
47. | Szalay Erik 4. SPMNDG BA | 6 4191913 25 | 56
47. | Simkova Ludmila 4. GPar NR 11 913 2 23 | 56
49. | Steinhauser Vaclav 0. G Dacice 019(019|7)|3 28 | 55
50. | Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 7121913 21 | 54
50. | Kojda Jakub 2. SPMNDGBA | 4 [3]9[4]5]2 23 | 54
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Por. | Meno Roé Skola k |4][5]6][7]8 10/p| s[>
50. | Svoboda Jakub 1 G Hav CR_| 6 8 95 2 24 | 54 |
53. | Koncéek Marian 3. Gl.maj MA 5 8131]9 20 | 52
53. | Santrova Michaela 3. GMH Trstend | 7 91392 23 | 52
55. | Holly Dominik 3. SPMNDG BA | 4 9 17 | 51
56. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 10 919 27 | 50
56. | Kral Adam 2. GVar ZA 2 9131410 25 | 50
56. | Steinhauserova Anna 4. G Dacice 5 01993 21 | 50
59. Murin Martin 3. GJH BA 6 71419 0 20 | 48
60. Krasula Dominik 1. Krnov CR 1 212 1 14 | 47
60. | Kudel¢ikova Martina 2. GVO ZA 4 5194 18 | 47
62. | Dracek Frantisek 3. GSkol PB 6 8111410 1 14 | 46
63. | Kopfova Lenka -1. G Slez CR -1 5 14 | 45
64. | Kobak Michal 4. Gamca BA 7 91919 27 | 43
64. | TomasSec Samuel 4. GVar ZA 8 81810 1 17 | 43
66. | Murin Marek 2. GJH BA 4 4121410 12 | 42
66. | Zencuchova Andrea 3. GJAR PO 4 512 3 19 | 42
68. | Kovacova Maria 3. GsvCM NR 4 9 2 18 | 40
68. Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 91513 26 | 40
70. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 3 1194 0 22 | 37
71. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 9 21913 17 | 36
72. Polovka Maros 4. GKuk PP 5 91319 21 | 33
73. | Kos¢o Marek 4. GVar ZA 6 51415 1 15 | 31
74. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 10 41510 2 11 | 30
74. | Pavlus Mats 2. GBST LC 4 0 |30
74. | Pecko Marcel 2. GBST LC 4 1 0 10 | 30
77. Kassa Ladislav 2. G Samorin 4 112910 12 | 28
77. | Krakovska Hana 4. Gamca BA 8 4 4 | 28
77. | Stefkovi¢ Jan 4. G Béanovce 5 913 0 12 | 28
80. | Abaffyova Adela 4. G Tvrdosin 4 9 18 | 27
80. | Kovacova Barbora 4. SPMNDG BA | 7 0 | 27
80. | PreSinské Kristina 3. GPar NR 6 0 | 27
83. | Knaze Adam 3. GJCh BR 6 913 0 12 | 26
84. | Madro Oskar 2. SPMNDG BA | 2 0 | 25
85. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 0|24
86. | Burian Benjamin 4. SPMNDG BA | 4 0 | 23
87. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0 |22
88. Vanco Simon 2. GsvM PO 2 4 13 | 21
89. | Baldzova Michaela 4. G Banovce 5 0 | 20
90. | Matejovicova Tatiana 4. GJH BA 10 0 |19
91. | Fabsikova Nina 2. 1SG BA 4 0 |18
91. | Kuchar Martin 4. G Samorin 4 9 |18
93. | Gasparek Miroslav 4. SG ZA 4 0 |15
94. | Camara Anna 3. GMet BA 3 0 |13
95. | Izdinskd Dominika 4. GJH BA 6 0| 6
96. | Svitkova Patricia 4. GLN BA 6 5 5 5

kategéria ALFA
Por. | Meno Roé¢ Skola k|1]2]3[4]5 pls [
1. Steinhauser Vaclav 0. G Dacice 016[919]9]01]9 43 | 88
2. Kopfova Lenka -1. GSlezCR |-1]8[9(9]9]5 40 | 85
3. Pokryvka Milan 1. GBénovce | 1 | 419191919 40 | 84
4. Hornakova Kristina 1. GParNR |1 /9199|919 45 | 83
5. Ondus$ Daniel 2. GAlej KE | 3 9191919 45 | 82
6. Kubala Milan 2. GJGT BB | 2 919|719 38 | 77
7. Gendi Jakub 1. GPosKE | 1|6 |9|5]|9]|2 31| 74
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Por. | Meno Roé¢ Skola K 2[3[4[5]6]7 s [ Y
8. | Staio Roman 3. GPos KE | 3 9099 8 35 | 69 |
9. Sucikova Katarina 2. BMA, Essex | 3 9191197 34 | 67
10. | Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 3 919|914 31 | 66
11. | Sklenka Marek 2. BiG Sucany | 2 9 915 9 32 | 64
11. Stkenik Peter 2. GVar ZA 3 719197 32 | 64
13. | Bialas Filip 1. GOp Praha 2 919 9 27 | 63
13. | Moléan Samuel 2. GJAR PO 3 7181919 33 | 63
15. | Darmovzal Ondfej 3. Brno CR 3 9191919 36 | 60
16. | Pistak Daniel 2. GChD Praha | 2 917181919 42 | 58
17. | Sladecek Michal 2. GVar ZA 3 719124 22 | 55
18. | Krasula Dominik 1. Krnov CR 1 9193|212 28 | 53
18. | Luptdkovd Séra 1. GsvFA ZA 1 9 919 32| 53
18. | Zeman Matus 2. 1SG BA 2 9 9 18 | 53
21. | Dujava Matej 3. SPSE Presov | 3 918|146 27 | 52
22. | Halamovéa Lucia 1. BiG Sucany 1 63|32 20 | 51
22. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 2 81419 0 21 | 51
22. | Trencanska Tereza 2. Gamca BA 3 88218 26 | 51
25. | Danis Déavid 1. GCSL BA 1 913|701 20 | 47
26. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 3 31811194 25 | 46
27. | Kral Adam 2. GVar ZA 2 9191|314 25 | 44
28. | Kollarova Sara 1. GJGT BB 1 318 1 19 | 43
28. | Sajanek Adridn 1. GCSL BA 1 512|710 14 | 43
30. | Skrlec Adam 2. GJH BA 3 7171314 21 | 40
30. | Vanco Simon 2. GsvM PO 2 913|914 25 | 40
32. | Jankovich Juraj 1. GJGT BB 1 3112 0 12 | 35
33. | Szabo Michal 2. GAM TT 3 91910 0 18 | 34
34. | Escherové Eva 2. G Bénovce 2 9 3 4 16 | 32
34. | Kol Daniel 1. GPos KE 1 9 15 | 32
36. | Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 913 12 | 31
37. | Lihotsky Samuel 2. 1SG BA 2 0 | 30
38. | Terem Tomés 2. GJGT BB 2 91918 26 | 26
39. | Vcelkova Veronika 3. GPOH DK 3 0 |24
40. | Martinka Matej 2. SSsvFA 2 0 | 23
41. | Madro Oskar 2. | SPMNDG BA | 2 0 |22
41. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0 | 22
41. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 2171011 10 | 22
44. | Camara Anna 3. GMet BA 3 0 | 16
44. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0 | 16
46. | Batrna Jozef 3. G Bytca 3 3|2 5 |15
47. | Petrova Simona 2. SPMNDG BA | 2 83|11 13 | 13
47. | Stra Tomas 2. 1SG BA 2 9131 13 | 13
49. Podstavek Daniel 1. 1SG BA 1 6 6 | 11
50. | Péaskova Tina 2. GCSL BA 2 7 7T 7
51. | Michalek Tomas 3. G Bytca 3 0 0 6
52. Kocan Kristian 2. SPSE Presov | 2 0 4
52. | Simova Maria 1. EGMT 1 3 011 4 | 4
54. | Micko Juraj 1. GPos KE 1 0|0




