Vzorové riesenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2013/2014

Uloha é&. 1: Pocas putovania si Monty so Sinetuom vzdy pred spanim vytiahli z plecniaka nekoneénii stvorcekovii
siet' a ceruzku a zahrali sa nasledujiicu hru. Monty najskor vyfarbil jeden zo Stvorcekov. Potom si Sinetu vybral
iny Stvorcek a tiez ho vyfarbil. Takto sa striedali, az kym nebolo vyfarbenych Sest $tvorcekov. Stvorceky, ktoré
pridavali, si vSak nemohli vyberat len tak ledabolo. Stvoréek, ktory pridali, musel spliiat nasledujiice podmienky:

e novy Stvorcek musi susedit hranou s asporti jednym uz vyfarbenym Stvorcekom (toto sa nevztahuje na tplne
prvy Stvorcek, ktory vyfarbil Monty);
e novy Stvorc¢ek nesmie spolu s nejakou trojicou uz vyfarbenych Stvorcekov vytvorit Stvorec 2 X 2 (tymto sa

nemusia trdpit, kym sa vyfarbené menej ako tri Stvorceky).

Nakoniec si ttvar zlozeny z vyfarbenych stvoréekov vystrihli. V pripade, Ze tento utvar tvoril plast kocky,' tak
hru vyhral Sinetu, v opa¢nom pripade vyhral Monty. Dokézte, Ze pre Sinetua existuje vitazna stratégia (t.j., Ze vie
vyhrat, nech hré Monty akokolvek) a aj ju popiste.

Riesenie: (opravovala Betka)

Sinetu vyhrava v pripade, Ze na konci po Siestich fahoch vznikne na planiku sief kocky. Aby sme zistili, ¢ pre neho
existuje vitazna stratégia, a aka je, prejdeme si jednotlivé tahy a aké moznosti mozu nastat. (Za rézne budeme
povazovat iba tie moZnosti, ktoré nevieme dostat z ingch pomocou otocenia a preklopenia.)

Nech uz hraju akokolvek, po prvych troch fahoch médme na pléaniku jednu z tychto dvoch situdcit:
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Nakreslime si aj moznosti po Stvrtom fahu:
- - RSN -
4a, 4b 4c 4d

Stale z kazdej z nich moéze vzniknit siet kocky. Teraz je na rade Monty, ktory sa bude snazit pridat stvorcek tak,
aby z toho uz sief kocky nevznikla.
Pozrime sa na vSetky moznosti v piatom tahu:
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Moézeme si v§imnut, ze jedine z moznosti 5f, 5i a 5j uz nebude mozné vytvorit sief kocky, nech uz by Sinetu urobil
¢okolvek v 6. fahu.

1 Utvar zo $iestich stvoréekov tvori plast kocky, ak sa doftho d4 obalit kocka s velkostou steny jeden stvordek, tak, ze kazdy Stvorcek
z Utvaru pokryva prave jednu stenu kocky.
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Staci teda, ak sa Sinetu vyhne v 4. tahu tym moZnostiam, ktoré Montymu dovolia urobit 5f, 5i alebo 5j. A to s
moznosti 4b a 4c.

Potom, nech uz Monty urobi ¢okolvek, Sinetu to v Siestom fahu vie vzdy dorobif na siet kocky.

Vyherna stratégia pre Sinetua existuje. Staéi, ak vo Stvrtom tahu prid4 stvoréek tak, aby nevznikla moznost 4b
ani 4c¢. To sa mu urdite podari, pretoze z oboch moznosti v trefom tahu vie vytvorif moznost 4a.

Uloha é&. 2: Pocas svojej ptite do New Orleans presli Sinetu s Montym cez mnoho mesteciek. Kazdé mesto malo
pred salénom tabulu, kde sa pysilo nielen svojim menom, ale aj poctom obyvatelov. Potom, ¢o presli nickolko
miest, si Monty vsimol, Ze podet obyvatelov kazdého z miest je nejakd mocnina trojky. Sinetu, ktory sice nebol
az tak zdatnym algebraikom, no o to lepsim pozorovatelom, si naopak vsimol, Ze kazdé z tychto ¢éisel malo na
mieste desiatok parne ¢islo. Nasich kamardtov ihned napadla otdzka, ¢i to neplati aj vo vSeobecnosti. Potvrdte ich
domnienku a dokazte, ze kazdé cislo tvaru 3™, kde n je prirodzené ¢islo vécsie nez dva, ma na mieste desiatok parne
cislo.

RieSenie: (opravovali murko a JeFo)

V nasledujticom texte néjdi matematickt indukciu?:

Maéame dokéazat, Ze kazdé ¢islo tvaru 3", kde n je viicSie ako dva, ma na mieste desiatok parnu cifru.

1° Zaénime s najmensim vyhovujtcim éislom, a to je 33 = 27. Cifra na mieste desiatok je parna.
Vrhnime sa dalej a nase ¢islo si napisme v tvare 3 - 3("=1. Podozrivé, &slo 3("~1) je tiez mocnina trojky.

2° Skiisme na chvilku predpokladat, Ze ¢islo 3("~1) m4 na mieste desiatok parnu cifru. (Vsak to plati pre 27,
preco by to neplatilo aj dalej.) Toto je na$ (indukény) predpoklad.
Pozrime sa blizsie na suéin 3 -3, Je to séin &sla 3 s nejakou mocninou &sla 3. Pri séine cifry Einitelov
na mieste stoviek a cifry na vy$sich miestach neovplyvituji vo vysledku cifru na mieste desiatok (spomeiime
si, ako nas ucili nasobif v tretej triede). Budi nas teda zaujimat len posledné dve cifry &isla 3(*—1).
Z (indukéného) predpokladu vieme, Ze cifra na mieste desiatok bude parna. Super, vSak to uz je. Predsa ked
vynasobim péarne ¢&islo trojkou dostanem péarne &slo. A do kelu, mo#no to este nie je. Co ak sa mi prenesie
déky nepodarok v podobe neparneho ¢isla zo stéinu trojky a cifry na poslednom mieste? (Napriklad ak by
¢islo konéilo cifrou 5, tak by sa mi pri nasobeni tromi preniesla jednotka.) Tak teda preskimajme, ¢o sa ndm
mozZe preniest pri ndsobeni trojkou. Bud ni¢, jednotka alebo dvojka. To nie je také strasné az na t jednotku,
eSte t by sa ndm mohlo podarit dajak zaSantro¢it a mame to.
Nage ¢islo 3(»=1 je mocnina trojky, tak sa skisme pozrief, akou cifrou sa bezne konéia mocniny trojky.
(Prosim, len nech sa nekondia ¢islami 4, 5, 6.) Nasobim ako o Zivot a lala, prva zdrava krava. Hotovo, jasdme
a ideme na obed. A na ¢o sme to vlastne prisli? No predsa na to, Ze mocniny trojky koncia len na ¢isla 3,
9, 7, alebo 1 a v takomto poradi sa aj striedaji. Teda pri ndsobeni tromi sa prenesie bud obrovské ni¢ alebo
dvojka, ¢o je skvelé, lebo ak dvojku povazujeme za péarne ¢islo (obrovské ni¢ je samozrejme péarne ¢islo), tak
sucet dvoch parnych ¢isel je parny a my mame na mieste desiatok parnu cifru.

Uloha é&. 3: Na pol ceste do New Orleans sa Monty so Sinetuom zastavili na cely deti v Brunchville, aby nacerpali
sily na druhti polovicu svojej vypravy. Odviedli svoje kone do stajni a vybrali sa do miestneho salénu. Zvest o ich
puti ich predbehla, a tak na nich v salone cakal obrovsky jablkovy kolac, ktory im upiekla manzelka barmana.
Kedze vedela, ze Monty aj Sinetu oblubujii matematiku, tak sa nedala zahanbit a kola¢ okorenila malou matema-
tickou hadankou. Kola¢ mal tvar rovnobeznika ABCD. Stredy stran BC' a C'D boli postupne ozdobené dvoma
marcipanovymi ruzami E a F. Cokolddovou polevou boli vyznacené tisecky AE, AF a BD. Do prieseéniku tiseGiek
AFE a BD bola zabodnuta sviecka M a do priese¢niku tiseciek AF a BD svie¢ka N. Ulohou Montyho a Sinetua bolo
dokézat, ze sviecky delia tisecku BD na tretiny, t.j., Ze plati |[BM| = |M N| = |ND|. Presvedcte sa, ze dokazete
rozmyslat, aj ked myslite na kolac, a dokazte to tiez.

Riegenie: (opravovali CD a Kajo)

Ak si do pdvodného obrazku zo zadania narysujeme aj druhd uhlopriecku AC, rozdeli nam rovnobeznik na dva
identické trojuholniky: ABC, respektive AC'D. Ozna¢me priese¢nik uhlopriecok ako S. KedZe sa uhlopriecky v rov-
nobezniku pretinajt v polovici, tsecky BS a DS si taznicami dangch trojuholnikov. Usecky AE a AF st rovnako
taznicami, teda priese¢niky s BS a DS, body M a N, st taziskami trojuholnikov a delia taznice BS a D.S v pomere
2:1. Cize IMB| : |SM| = |[ND| : [SN| = 2 : 1. Potom |DN| = |BD|/3, pretoze tisecka DN tvor{ dve tretiny
z polovice uhloprie¢ky BD, podobne |BM| = |BD|/3. Zvy$nou tretinou je tsecka M N:

|BD| |BD|

[MN| = [MS| +|SN| =2 == = =5

Teda |BM| = |MN| = |ND| = |BD|/3.

2T¢m, ktori nevedia, ¢o to je matematicka indukcia, odporiiéame preéitaf si vzorék tilohy &. 8, prvej zimnej série 2009/2010. Najst
ho moézete na http://www.kms.sk/docs/vzoraky/20092010/zim/serial.pdf.
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Uloha é&.4: Po vydatnom jedle a vydatnom spanku si dali Sinetu a Monty skory obed a vyrazili z Brunchvillu
do dialav, za ktorymi lezalo mesto New Orleans. Zanedlho stretli obchodnika, ktory sa zifalo prehrabdval vo
svojom dostavniku. Zistili od neho, ze sa chysta odkupit salén v nedalekom mestecku. Cez telegram sa dohodol,
ze cena bude n kilogramov zlatych tehliciek. Rano vsak zaspal, a tak sa len rychlo obliekol a do dostavnika hodil
n zlatych tehliciek, ktoré mal zrovna po ruke. Kazda jeho tehlicka m4 v kilogramoch celodiselnii hmotnost a vazi
menej ako n kilogramov (t.j. najviac n — 1 kilogramov). Navyse vSetkych n tehli¢iek vazi dokopy menej ako 2n
kilogramov. Obchodnik by chcel spomedzi tychto tehli¢iek vybrat niekolko tak, aby vazili presne n kilogramov.
Boji sa vsak, ze takato hromada tehli¢iek nemusi existovat. Zdvihnite mu nédladu a dokazte, Ze pre prirodzené
¢islo n > 1 vieme spomedzi n tehli¢iek spliiajiicich podmienky v zadani vybrat hromadu, ktora bude dokopy vazit
presne n kilogramov. (Tehlicky samozrejme nemézeme ldmat na mensie.)

RieSenie: (opravoval Berenito)

Monty sa pozrel na svoje tehlicky na bruchu a zamyslel sa. Prva vec, ktort si vSimol, je fakt, ze kedze kazda
tehlicka vazi priemerne menej ako 2 kg, tak drviva vii¢Sina tehli¢iek bude naozaj lahka. Pozrel sa teda blizsie na
tehlicky vaziace 1 kg, pretoZe nimi vie lahko doplnit kopku na pozadovanti hmotnost. Uréite takd bude aspoii jedna,
hraniény pripad je (n — 1) tehli¢iek véziacich 2 kg a jedna vaziaca 1 kg. Ak mame tehlicku, ktord vazi 3 kg, tak
potom musime mat asponl dve tehlicky vaziace 1 kg (3+ (n —3)-2+2-1 = 2n — 1). Podobne sa to da rozsirit
na vSeobecné tvrdenie, ze ak je medzi nasimi tehlickami nejaka, ktora vazi K kg, tak je medzi nasimi tehlickami
asponi (K — 1) vaziacich 1 kg. Tak a teraz podme na kopku hadzat tehlicky od najtazsej (ktord ma T kg), az kym
nedojdeme k situécii, ze pridanim dalsej tehlicky uZ prekroéime n kg. Lahko sa da vidiet, Ze ndm nemoze chybat
viac ako (T — 1) kg. Ale predsa sme si uz ukézali, Ze mame k dispozicii (T — 1) tehli¢iek vaziacich 1 kg, z ktorych
s velkou pompou priddme na kopku tolko, kolko kg ndm chyba do n.

Uloha ¢&. 5: Jedného rana, ked si Monty robil volské oko, napadla Sinetua nasledujtica tiloha. Monty mal panvicu,
ktora mala tvar kruhu s polomerom R = 6 cm. Na nej mal polozené zltko, ktoré malo tvar kruhu s polomerom
r = 3 cm a dotykalo sa okraja panvice. Sinetua zaujima, aky najvicsi kus sunky vie zmestit na panvicu. Sunka
musi mat tvar obdlznika, nemoéze sa prekryvat so ZItkom (no dotykat sa mézu) a nesmie vycnievat z panvice (opét
sa vSak moze dotykat okraja). Zistite aky najvicsi obsah méze mat Sunka spliiajiica vsetky kulindrske podmienky
zo zadania.

Riesenie: (opravoval Palo)

Tak, pohodlne sa usadte, do Tavej ruky si vezmite panvicu so zltkom, do pravej roztahovaciu unku, a pozorne
éitajte tento recept. Sice neslubujem, Ze rafiajky nepripalite, ale vasa Sunka bude mat aspon maximalny obsah.
Na zadiatok si musime nase kulinarske dielo poriadne pooznacovat. Stred panvice oznacime S, stred zitka Z. Dalej
okraj panvice, teda kruznicu, si oznad¢ime k a zltko nam bude reprezentovat kruznica z. A kone¢ne bod dotyku
zltka s okrajom panvice si oznacime O.

chédzajticu cez S a musi sa dotykat dvoma vrcholmi okraja panvice. Vsetky takéto Sunky budeme dalej nazyvat
requldrne. LenZe Sinetu je vitiz a potrebuje riadny dokaz, pre¢o maximéalna Sunka bude uréite regularna. Nasou
ideou bude vziat si lubovoln $unku vyhovujicu zadaniu (teda neprekryvajtcu zltko ani okraj panvice) a dokazat,
Ze pre takito Sunku existuje reguldrna Sunka s vicsim obsahom. Potom bude stacit hladat maximéalnu Sunku na
mnozine regularnych Suniek, ¢im si tlohu znac¢ne zjednodusime.

Prvym népadom moze byt nasledujica tivaha: Majme Tubovolni vhodni $unku na panvici. Oznaéme si ju bodmi
A, B, C, D. Plati teraz, ze naSa Sunka je prienikom dvoch pésov. Jeden pas je dany priamkami AB a CD, druhy
priamkami BC' a AD. Urc¢ite plati, Ze bod S nelezi vo vnutri oboch pasov, inak by to znamenalo, ze Sunka prekryva
stred panvice, a teda nutne aj zltko. Teda existuje bez ujmy na vSeobecnosti pas dany priamkami AB a CD,
v ktorom S nelezi. Nech AB je ta priamka z dvojice AB a CD, ktora lezi blizsie k zltku z.

Teraz si predstavme, ako nasa panvica vlastne vyzera. Sunka lezi v kruhovom odseku danom priamkou AB. Vo zvys-
nej Casti panvice lezi stred panvice. Teraz je zrejmé, ze dokazeme chytit zltko, a oto¢it ho okolo S tak, aby bola
priamka OS kolma na AB. Z toho je zrejmé, Ze rovnaké rozlozenie dostaneme oto¢enim Sunky okolo S o rovnaky
uhol, len opa¢nym smerom. Teda dokazeme otocif Sunku okolo S tak, aby mala dvojicu stran AB a C'D kolmu na
priamku OS, druht dvojicu stran BC' a AD mame zas rovnobezni s OS. Samozrejme, obsah Sunky sa otocenim
nezmenil.

Teraz si uvedomme, %e mozeme Sunku natiahnut v pase danom priamkami AB, C'D aZ po okraje panvice, lebo
v tomto pése sa nenachadza stred a urcite ani zltko, lebo priamka AB deli panvicu na dve ¢asti — v jednej je
$unka, v druhej zltko. Tym sme dostali $unku s vicsim (pripadne rovnakym) obsahom ako povodné Sunka, pricom
tato nova Sunka sa dotyka dvoma vrcholmi okraju panvice.

Dalej plati, ze AB je rovnobezna s doty¢nicou na zltko z cez S. Preto mozeme Sunku roztiahnuf aj v druhom smere
rovnakym) obsahom ako povodna Sunka.

Teraz uz staéi len zistif, aky maximalny obsah moze mat obdlznik ABCD vpisany do polkruhu s polomerom 6 cm
a stredom S tak, Ze vrcholy A, B leZia na priemere a vrcholy C, D na polobliuku. Tato ¢ast sa d& uZ riesit hocakym
sposobom. Bud si vyjadrime |AB| ako 2z, potom zrejme |SB| = x a z Pytagorovej vety |BC| = v/36 — 22, a teda
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hladdme z tak, aby stéin 2xv/36 — 22 bol maximéalny. Na toto moZzeme pouzit napriklad AG nerovnost. Ak by sme
sa chceli vyhnat AG-¢ku, vzdy si mdzeme z pravouhlého trojuholnika SBC pomocou sinusu a kosinusu uhla C'SB
vyjadrit SB a BC a dalej maximalizovat obsah, tu uz AG-¢ko nebude potrebné. Avsak my si ukdzeme, ako sa tato
dast da Tahko vyriesit ¢isto geometricky.

Predstavme si cely kruh, pricom v hornej polovici mame obdlznik ABCD. Je zrejmé, e ked si obdlznik predlzime
na cely kruh, natiahnutim péasu uréeného priamkami BC a AD, dostaneme obdlznik A’B’CD s dvojnisobnym
obsahom, pri¢om je tiez zrejmé, ze |A’D| = 2|AD| a podobne |B'C| = 2|BC|. Teraz si vezmeme pravouhly
trojuholnik A’CD. Usecka A’C' je uhlopriecka obdlznika A’B’CD, teda obdiznik A’B’C'D mé dvojnasobnj obsah
ako trojuholnik A’C'D a teda obsahy trojuholnika A’C'D a obdlznika ABCD st rovnaké. Trojuholnik A'C'D je
pravouhly, so stredom S na strane A’C. Stadi zistit, kde na polobliku A’C lezi bod D tak, aby vyska z bodu D
na stranu A’C' bola maximalna, kedZe dizka strany A’C' je pevna (je to priemer kruhu, teda 12 cm). Teraz uz
je jasné, ze bod D musi byt ¢o najdalej od strany A’C, teda trojuholnik A’C'D bude rovnoramenny. Teda bude
platif |CD| = |A’D| = 2|AD|. Z Pytagorovej vety uz teraz lahko zratame, ze |AD| = 1/18, |CD| = 21/18, a obsah
obdlznika ABCD je 36 cm?.

Uloha é&. 6: Sinetu a Monty po dlhej ptti konec¢ne dorazili do New Orleans a ihned vyhladali miestneho Serifa.
Povedali mu o plane Drzohubych a o tom, Ze by ho za pomoci Serifovych Iudi radi prekazili. Serif nechcel ni¢ nechat
na nahodu, a preto sa rozhodol, Ze najskor zisti, ¢i on sam nie je lepsi na organizaciu celej akcie. Ako je dobre
zname, tak tispech kazdej akcie strazcov zakona zavisi od troch kladnych premennych a, b, c € RY. Kvalita Montyho
planu je ;- + % + 5, zatial ¢o kvalita Serifovho planu je % + % — % Dokazte, ze Montyho plan nikdy nie je horsi,
t.j., Ze pre vsetky a,b,c € Rt plati

a b <o 2 2 2

be ca ab~a b ¢
Taktiez ndjdite vSetky také hodnoty a, b, ¢, pre ktoré nastdva rovnost.

RieSenie: (opravoval Viktor)
Najprv sa zbavime menovatelov prenasobenim kladnym ¢islom abe a dostaneme

a? + b% + 2 > 2bc + 2ca — 2ab.
Potom prehodime vsetko na Tavii stranu:
a? 4+ b + ¢ — 2bc — 2ca + 2ab > 0.
Teraz si sta¢i v8imnut, Ze lava strana sa dé napisat ako Stvorec:
(a+b—c)? >0,

¢o zjavne plati pre vSetky realne ¢isla a, b, c. Tymto sme nerovnicu dokazali, lebo vsetky upravy boli ekvivalentné.
A z toho dalej pekne vidno, Ze rovnost nastéva prave vtedy, ked a +b—c =0, ¢ize ak a + b = c.
Iné riesenie:
Nerovnicu a? + b2 + ¢ + 2ab > 2bc + 2ca modzeme po predeleni ¢islom 2 upravit na
(a+b)2 +c2
2

To je AG nerovnost pre dva (nezaporné) ¢leny (a + b)? a c2.

> c(a+0).

Komentér: Nerovnica sa d4 dokézaf viacerymi spdsobmi, pridom ten vo vzordku je asi najrychlejsi. Mnohi z vés
zabudli dokazaf, pre ktoré a,b, c nastava rovnost. Casto ste nepisali, Ze dpravy, ktoré robite st ekvivalentné. Za
to sme sice nestrhavali body, ale len kvéli tomu, Ze to boli trividlne ekvivalentné tpravy, ako napriklad vynaso-
benie kladnym ¢islom, odéitanie, ..., ale ak nie je zrejmé, Ze je to ekvivalentnd tiprava, treba zdévodnit, preco je
ekvivalentna. V inych prikladoch by sa za to body mohli strhavat.

Uloha é&. 7: Serifovi $pehovia zistili, Ze na liipezi sa podujme tiplne celd banda Drzohubych. Kazdy ¢len bandy ma

jedine¢né identifikac¢né cislo, ktoré je mensie ako 2222 = 216 4 v bindrnom zapise neobsahuje ani trojicu za sebou
idicich nil, ani trojicu za sebou idicich jednotiek. (Cislo 4 = 100y vyhovuje, ale ¢islo 17 = 10001, neméze byt
identifika¢nym ¢islom banditu, lebo v bindrnom zépise obsahuje trojcislie 000.) Navyse vSetky povolené identifikacné
¢isla st pouzité. Monty so Sinetuom by radi vedeli, kolko banditov mézu ocakdvat. Pomoézte im a zistite, kolko
existuje réznych identifikacnych ¢isel medzi 1 a 2'6.

Riesenie: (opravovali Hiphop a Mojo)

Skiisme si najprv vypisat prvych par ¢isel. Jednociferné vyhovuje len jedno, a to 1. Dvojciferné st dve: 105 a 115.
Dalej Tahko prideme na to, Ze trojciferné su tri, tvorcifernych je pit, patcifernych osem, atd. To celkom népadne
pripomina Fibonacciho postupnost?. Sktisme si to teda dokazat.

Ozna¢me pocet vyhovujticich n-cifernych identifikaénych éisel ako p(n). Pozrime sa, ako moZe koncit nejaké iden-
tifika¢né c¢islo. Mame dve mozZnosti:

3To je taka postupnost &isel, ktorej ¢len sa vypocita ako sucet predoslych dvoch &lenov. Prvé dva ¢leny st dve jednotky.
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e Ak nase ¢islo konéi dvoma rovnakymi ¢islicami, tak si v§imnime, Ze ak tie dve (posledné) ¢islice odstranime,
dostaneme vyhovujtce (n —2)-ciferné ¢islo. A naopak, kazdému (n —2)-cifernému ¢islu vieme na koniec pridat
dve rovnaké cislice rozne od poslednej a dostaneme vyhovujice n-ciferné ¢islo konciace dvoma rovnakymi
¢islicami. Teda poéet vyhovujucich éisel konéiacich dvoma rovnakymi éislicami je p(n — 2).

e Podobne, ak nase ¢islo kon¢i dvoma réznymi ¢islicami, tak ak odstranime poslednu ¢islicu, dostaneme vyho-
vujuice (n—1)-ciferné ¢islo. A naopak, kazdému (n— 1)-cifernému ¢islu vieme na koniec pridat ¢islicu réznu od
poslednej a dostaneme vyhovujice n-ciferné ¢islo konciace dvoma roznymi ¢islicami. Teda pocet vyhovujicich
¢isel konédiacich dvoma roznymi ¢islicami je p(n — 1).

Dokopy mame p(n) = p(n — 1) + p(n — 2), a kedze p(1) = 1 a p(2) = 2, je jasné, ze p(n) = F(n+ 1) (kde F(n) je
n-té Fibonacciho &slo). KedZe ¢islo 216 je 17-ciferné (v binarnej stistave), chceme zréatat stcet

p(1) +p(2) +---+p(16) = F(2) + F(3) +--- + F(17).
To sa uz dé zratat priamo alebo sa d4 jednoducho indukciou ukézat (skiste si), ze
F(1)+ F(2) 4+ F(n) = F(n+2) — 1,

a teda staci zratat F'(19) — 1 — F'(1). Monty so Sinetuom teda mozu ocakavat 4179 banditov.

Komentar: Niektori riesitelia po vypocitani prvych par ¢lenov odvazne vyhlésili, Ze sa jedna o Fibonacciho postup-
nost. Aby sme v8ak takéto tvrdenie mohli pouzif v rieSeni, musime ho aj dokdzat. Chybajtci dokaz mal za nasledok
znaénu zrazku bodov.

Uloha é&. 8: Sinetu s Montym nachystali na Drzohubych dokonalii pascu. Dva najvzéacnejsie body galérie dali do
jednej malej miestnosti. Dost malej na to, aby okolo nej zvladli nainstalovat skryté bezpecnostné mreze. Jeden
z bodov (sldvny Whistlerov bod) bol navyse upevneny na Specidlnom zavite, na ktorého odsrébovanie treba presne
tolko Iudi, kolko mé celd banda Krivozubého Tonyho. Vecer pred lipezou sa Monty schoval v miestnosti s dvoma
vzdcnymi bodmi (druhym z bodov bola vzicna Mona Bod s potmehiitskym tsmevom), aby mohol v sprdvny cas
spustit’ mreze. Miestnost mala tvar rovnoramenného pravouhlého trojuholnika s pravym uhlom pri bode A. Oba
vzacne body W a M lezali na strane BC. Navyse si Montyho zrak pravého kovboja vsSimol dve zaujimavosti. Za
prvé to, Ze platilo |WM|?> = |WB|? + |MC|?* a za druhé, Ze |SW AM| = 45°. Dokézte, Ze to nie je ndhoda, t.j., Ze
|[WM|? = |WBJ? + |[MC|? prave vtedy, ked |SW AM| = 45°.

Riesenie: (opravovala Lindtka)

Pozrime sa najprv na pripad, ked |[SW AM| = 45°. Oznacme si bod @, ktory vznikne preklopenim bodu B cez os
W A. Z osovej stmernosti dostdvame [ BAW| = |[SWAQ)|. Ozname si o = [SWAQ)|.

Vieme, ze |[SWAM| = 45°, ¢o znamend, ze |[JQAM| = 45° — a. Vieme, ze |[SBAC| = | BAW| + |[SWAQ| +
[SQAM| + |[IMAC| = a+ o + (45° — o) + |[SMAC|, z oho ndm vyplyva, ze |[SMAC| = 45° — a. Kedze
|BA| = |QA| = |CA]|, tak @ nie je len obraz B po preklopeni cez os WA, ale je aj obraz bodu C po preklopeni
cez os M A (premyslite si). Z tychto osovych simernosti dostavame |[SWQA| = |[SWBA| = 45° a |[SMQA| =
|[AMCA| = 45°. Vsimnime si, ze [JWQM| = |[SWQA| + |[SMQA| = 45° + 45° = 90°. KedZe trojuholnik WQM
je pravouhly, plati preit Pytagorova veta, ¢ize |[WQ|? + |QM|? = [WM|%. Ale |BW| = |[WQ| a |[CM| = |MQ)|, ¢ize
|BW |2 + |CM|? = [WM|?, ¢o sme cheeli dokazat.

/
C ; 0
/
!
M
I
I
/
! .
1 '
I o7
) P
/ -
P
II oW
NP
i 7
! 7
1/ -
.
A B
Obr. 1

Teraz rozoberme pripad, ked neplati | W AM| = 45°.
Ak by |[SWAM| > 45°, tak vonatri tsecky WM existuje bod W’ taky, ze |[SW'AM| = 45°. Z toho, ¢o sme pred
chvilou dokézali, potom plati |[BW'|2 + |CM|? = |W'M|?. Avsak |[BW| < |BW'| a |W'M| < |WM| a ked to ddme
dokopy, dostaneme

|BW|> + |CM|? < |BW'|? + |CM|* = W' M|? < |[WM|?.
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Podobne, ak by [SWAM| < 45°, tak |BW|? 4+ |CM|?> > |[WM|>. Preto ak neplati [{W AM| = 45°, neplati ani
|BW|? +|CM|* = [WM|2.

Cize |[BW|? + |CM|? = |W M |? prave vtedy, ked |[SWAM| = 45°.

Pozndmka: Ako si niektori v§imli, toto nie je vzdy pravda. Body na tsecke BC musia byt v poradi B, W, M, C.
Inak by rovnost |BW|? + |CM|? = |W M|? nemohla nastat (premyslite si preco). Cize aj keby |[JWAM| = 45°,
ale poradie by bolo B, M, W, C, tak nie je pravda, ze |[BW|?> + |CM|?> = [WM|?>. V nasom dokaze sme potichu
predpokladali spravne poradie (skuste najst kde).

Uloha ¢&.9: S tiderom polnoci zac¢ul Monty tlmeny vybuch a ¢asom mnoho tichych krokov rozliehajicich sa po
galérii. Netrvalo dlho a prvy bandita vkrocil aj do miestnosti s dvoma najvzacnejsSimi exponatmi. Monu Bod
hned odmontoval, no s Whistlerovym bodom mal problém. Postupne do miestnosti vchddzalo viac a viac banditov
a spolo¢nymi silami sa snazili odmontovat tento vzdcny bod. Monty potichu podital. Ked dnu vkroéil posledny
z Drzohubych, tak Monty nenapadne vyliezol z ukrytu aj z miestnosti a spustil bezpe¢nostni mrezu. S rachotom
dopadla na zem a do galérie sa zacali valit Serifovi Iudia aj s pripravenymi putami. Drzohubi padli Sinetuovi
s Montym na lep. Zatykanie nechal Monty na Serifa a jeho Iudi a rozhodol sa, Ze si prezrie galériu. V celej galérii
bolo 2n + 1 ¢repnikov, kde n je prirodzené cislo. V kazdom crepniku bolo racionalne mnozstvo hliny. Navyse
Iubovolnych 2n z tychto ¢repnikov sa d4 rozdelit na dve n-tice tak, Ze v oboch bude rovnaké mnozstvo hliny.
Dokazte, ze vo vsetkych ¢repnikoch bolo rovnako vela hliny.

RieSenie: (opravovali MiSo a Vodka)

Najprv sa pozrime do ¢repnikov a zistime, kolko je v nich hliny. Zaporné mnoZstva sa nam nepéacdia, tak do kazdého
¢repnika prisypme tolko, kolko nam chyba do nuly v najprazdnejSom ¢repniku. Ak je vSade nezdporné mnozstvo
hliny, tak tolko odsypeme. Takto si zaistime, Ze ¢repnik, v ktorom je najmenej hliny, je prazdny. Navyse, zo vSetkych
¢repnikov sme odsypali rovnako, takze rovnosti sa ndm nepokazia, lebo sicet n-tic sa predtym rovnal a na obe
strany sme pridali rovnako.

Dosiahli sme, ze v ¢repnikoch je nezdporné mnozstvo hliny. Este by sa nam péacilo, keby to boli celé cisla a nie
raciondlne. Tak si zoberme najmensi spoloény nésobok vSetkych menovatelov (menovatel ¢isla nula je jedna, lebo je
kladna, nenulové a nesidelitelna s nulou). Mnozstvo hliny v kazdom ¢érepniku nim vynasobime. Kazdy menovatel
toto ¢islo deli, takZe v ¢repnikoch dostaneme celoéiselné mnozstva hliny. Rovnosti sa zase zachovaju. Ked platili
predtym, tak budu platit aj po tom, ako obe strany rovnosti vynasobime rovnakjm &islom.

Po tom, ako sme si hlinu pekne urovnali, mozeme s tiou aj nie¢o urobif. Vieme, ze ked si zoberieme Iubovolny
¢repnik, tak zvy$né sa daji rozdelit na dve n-tice, ktoré budi mat rovnaké mnozstvo hliny. Vyberme teda ¢repnik,
ktory je prazdny (hlinu sme urovnévali tak, Ze v érepniku s najmensim mnoZstvom hliny je presne nulové mnozstvo).
Zvysné crepniky vieme rozdelif na dve n-tice. Kazda mn-tica je tvorend celymi ¢éislami, takze stcet n-tic bude tiez
celé ¢islo. KedZze st n-tice dve a érepnik, ktory sme nepouzili je prazdny, dokopy vo vSetkych 2n + 1 érepnikoch je
parne mnozstvo hliny.

V kazdom érepniku musi preto byt parne mnozstvo hliny. Ak by totiz mnozstvo v niektorom z ¢repnikov bolo
neparne, tak po odobrati tohto ¢érepnika by ostalo neparne mnozstvo hliny a zvysok by sa nedal rozdelit na vyho-
vujlce n-tice. Kedze v kazdom ¢repniku je parne mnoZstvo hliny, vyberme odvSadial polovicu. Ako pri nasobeni
menovatelov, ani tu predelenie dvoma neporusi rovnice.

Pozrime sa na hlinu po predeleni: nula zostala nulou a ostatné mnozstva su stale celé ¢isla. Moézeme teda znova
zopakovat tivahu, ktorti sme urobili po urovnani. Znovu vieme vybrat nulu, ukdzat Ze mnozstvo vSetkej hliny je
parne ¢islo, a teda aj mnozstvo v kazdom jednom ¢repniku je parne. Z kazdého érepnika opif vezmeme polovicu
a znovu moézme celtl Gvahu zopakovat. A znovu a znovu.

Ako je mozné, Ze tento proces uberania vieme stdle opakovat? MnoZstvo hliny v kazdom z ¢repnikov je celé éislo.
A jediné také celé ¢islo, ktoré vieme doomrzenia delif dvoma a pritom stéle ostane celé, je ¢islo nula (premyslite
si, ako by ste vedeli toto vcelku jasné tvrdenie poriadne zdovodnit). Preto je nutne kazdy ¢repnik prazdny.

Na zacdiatku sme ale menili mnozstvo hliny v érepnikoch, takZe mnoZstva nemusia byt samé nuly. Lahko si vSak
uvedomime, Ze hore popisanym urovnanim dostaneme samé nuly iba v pripade, Ze vo vSetkych ¢repnikoch bude
na zaciatku rovnaké mnozstvo hliny. Ak by bolo totiz v niektorjch dvoch érepnikoch na zaciatku ré6zne mnozstvo
hliny, tak v nich bude rézne mnozstvo aj po urovnavani, takze nebuda oba prazdne. Vo vSetkych ¢repnikoch teda
muselo byt rovnako vela hliny.

Uloha &.10: Monty bol prave v severnom kridle galérie, ked za nim dobehol zadychany Sinetu. Krivozubému
Tonymu sa podarilo utiect! Prehryzol svoje putd (nenadarmo sa vold Krivozuby), schmatol dva vzdcne body
a utiekol do mesta. Monty, Sinetu a Serif isli po jeho stopach az ku starému chramu boha Intiho. V niom Tonyho
objavili a Serif mu okamzite nasadil putd. Dva neocenitelné expondty vsak pri sebe nemal. IThned povedal, Ze ich
zakopal v chrame, a ze Monty so Sinetuom ich nikdy nendjdu. Ak by totiz v chrame zacali kopat na zlom mieste,
tak sa stari indianski bohovia nahnevaju a cely chram sa zruti. Potrebuju teda néjst presne tie dve miesta, kde
Tony body zahrabal. V chrame bola na zemi nakreslena kruznica k a na nej boli vyznacené dva rézne body A a B.
Saman spravujiici tento chrdm si vsimol, e Tony zahrabal body presne do stredov oboch obliikkov AB kruznice k.
Hned ¢o sa to dozvedeli, vybehol Monty von a o chvilu sa uz vracal s kruzidlom a pravitkom. Spolu so Sinetuom
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sa isli pustit do hladania, no nestihli ani zacat a pravitko vzplanulo. Monty ho rychlo hodil na zem a sledoval
ako pomaly Iahne popolom. Saman im povedal, ze boh Inti neuznava ni¢ rovné, a tak v jeho chrdme nie je mozné
pouzivat pravitko, ani ni¢ iné ¢o by vedelo narysovat rovnii ¢iaru. Pomézte Montymu so Sinetuom zachranit dva
vzécne body a najdite stredy oboch obliikov AB kruznice k len za pomoci kruzidla.*

RieSenie: (opravovali Mato a Hago)

Jediné, ¢o dokdzeme s kruzidlom robit, st kruznice s nejakym stredom a nejakym polomerom. Za stred mozeme
zobraf bod zo zadania, prienik nejakych uz narysovanych kruznic, pripadne len tak ndhodny bod. Ako polomer si
mozeme zvolif vzdialenost dvoch bodov, ktoré pozname, alebo iba takt ndhodna dizku.

Vyzera to tak, Ze budeme rysovat vela kruZnic, tie sa budu pretinaf, a ich prieniky resp. vzdialenosti medzi ich
prienikmi budeme volif za nové stredy resp. polomery novych kruznic. Toto budeme robit, az kym sa nestane zézrak
a nedosiahneme, ¢o sme chceli. Rysovat presne nie je az také Tahké a zdbavné, ako by mohlo na prvé pocutie znieft.
Preto je dobré si poméhat nejakym poéitaGovym programom, vhodné st napriklad Cabri alebo Geogebra. Dost
bolo reéi, pustme sa do rysovania.

Zacnime s lahSou tlohou, ktortt vdm dévame na rozmyslenie: Mame zadané tri rézne body A, B, C, neleziace na
jednej priamke. Najdite bod D tak, aby bol stvoruholnik ABC'D rovnobeznikom. Dalej sa na tito konstrukciu
budeme odvolavat, tak si ju naozaj premyslite.

Vsimnime si, ze podla zadania nepozname stred kruznice k. Ten by sa ndm ale mohol zist, tak teraz si dajme za
tlohu zostrojit ku kruZnici k jej stred S. Ako na to?

Zvolime si na kruznici k nejaky bod a oznac¢ime ho @. Do bodu @ zapichneme kruzidlo a narysujeme kruznicu [
s lubovolnym polomerom (¢asom uvidime, Ze az taky lubovolny byt nemdze). KruZnice k a [ sa pretni v dvoch
bodoch T" a U. N4jdime bod V tak, aby bol stvoruholnik TQUV rovnobeznikom. Zostrojme kruznicu m so stre-
dom v bode V, prechidzajicu bodom Q. Jej dva body prieniku s kruznicou [ si ozna¢me P a R. Doplnenim na
rovnobeznik PQRS ziskame nas hladany stred S.

Dufame, Ze ste nam to len tak nezozrali. To, Ze sme nejaky bod nazvali S, eSte neznamenad, Ze je stredom kruznice.
Budeme to musiet aj dokazaf. Najprv si uvedomme, Ze oba rovnobezniky, ktoré sme dopliiali (TQUV aj PQRS)

su v skutoc¢nosti kosostvorce, a preto CW rozpoluje uhol TQU a Q? rozpoluje uhol PQR.

Obr. 2

Upriamte svoju pozornost na Obr. 2. Oznagcili sme si S; skutoény stred kruZnice k, jej polomer r a polomer kruZznice
[ si ozna¢me a. Bod S; bude urcite lezat na QV, pretoze stred kruZnice lezi na osi obvodového uhla TQU. Skiisme
zistit, aky polomer bude maf kruznica m, ¢o je vlastne dlzka tsecky V Q. Vieme, ze |QT| = |QU| = a a |S,T| =
|S1Q| = r. Stvoruholnik TQUV je rovnobeznik, ¢ize aj [TV | = |QU| = a. Trojuholnik TQV je rovnoramenny a teda
|[XTQV| = |XQVT|. Takisto aj trojuholnik S17'Q je rovnoramenny, z ¢oho vyplyva, ze |XS1TQ| = |[<TQS1|. Prave

4Ak si nie si isty, ¢o to znamena za pomoci kruzidla, tak si pozri zadanie tlohy 4 z prvej série alebo tlohy 7 z druhej série tohto
semestra KMS. Zadania najdes na stranke kms.sk/archiv.
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sme odhalili, Ze trojuholniky TQV a S1T(Q st podobné podla vety uu. Z podobnosti plati

Vel _ |oT
QT — |TS:[’
Vel _a
a T
2
Q=2
.

Teraz sa budeme rozpravat o Obr. 3. Oznadili sme si Sy bod, o ktorom tvrdime, Ze je stredom kruznice k, E(j)a
v poslednom kroku konstrukcie doplnime body P, @, R do rovnobeZnika PQRSs. Bod V bude urcite lezat na QSs,
pretoze stred kruznice lezi na osi obvodového uhla TQV. To ale znamena, ze aj bod S3 lezi na QV. Podobne ako
na Obr. 2 aj tu rychlo objavime dva podobné trojuholniky V PQ a PQS5 a z podobnosti odvodime

|S2Q)| _ QP
|PSs|  [VQI
1920 _ a

a “72’
1S2Q] =1

Obr. 3

Body 51 a S; lezia oba na Q—‘} a v rovnakej vzdialenosti od bodu @, to znamena, ze st totozné. TakZe sme naozaj
nasli stred kruznice k a je nim bod §7 = S = S.

Spomenme si, ze sme tak nejak predpokladali, ze dvojice kruznic k, [ a [, m maja po dva prieniky, to sa vSak nemusi
staf. Ak sa ndm ale podari zvolit ,lubovolny“ polomer a tak, aby r/2 < a < 2r, tak budi mat dva prieniky. (Dolné
ohranicenie je kvoli druhej dvojici a horné kvdli prvej.) Mozeme verit, Ze trafime spravne a, ale d4 sa vymysliet aj
postup, ako z nespravneho ¢asom vyrobit spréavne.

Konecne sa moézeme pustit do tlohy zo zadania. Budeme sa tvéarit, Ze uz mame zadany aj stred S kruznice k,
pretoze si ho tak ¢i tak vieme zostrojit.

Néjdeme si body C a D tak, aby boli §tvoruholniky SBAC a BASD rovnobeznikmi. Zostrojime kruZnice k; resp.
k2 so stredmi v bodoch C resp. D a obe s polomerom |CB| = |DA|. KruZnice k; a k2 sa pretni v bode E. Teraz
si do kruzidla zoberieme polomer |SE| a zostrojime kruznicu I so stredom v bode C. Kruznica Iy pretne kruznicu
k v naSich hladanych stredoch oblikov.

Uz nam zostéva len dokazat, Ze to tak naozaj je. Ak si to neviete predstavit, tak Obr. 4 by mohol poslazit. Ozna¢me
si b dlzku tsecky AB, polomer kruznice k samozrejme r a ozajstné stredy oblikov M a N. Pomocou kosinusovej
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vety v trojuholniku AC'S odvodime kosinus uhla AC'S:

|SA|? = |CS|? + |AC)? —2-|CS| - |AC| - cos |S ACS|,
r? =b? +r? — 2br cos | ACS|,

cos |[FACS| = 23
r

7Z toho, ako funguje kosinus, vieme, Ze

b
cos |[LCSB| = —cos (180° — |[ACSB]|) = —cos | ACS| = ~2

Ked pozname kosinus uhla C'SB, z kosinusovej vety v trojuholniku C'SB vieme, Ze

|CB| = \/b2 + 72 — 2brcos|ACSB| =1/b% + 12 4+ 2br2—br =/ 2b% + r2.

Nésledne z Pytagorovej vety v trojuholniku C'SE odvodime, ze |ES| = v/b? + r2, a takd by podla inej Pytagorovej
vety (trojuholniky C'SM a NSC) mala byt aj vzdialenost medzi C' a stredmi oblikov. Na Pytagorove vety potre-
bujeme pravé uhly, a to konkrétne S CSE, SCSM a SNSC. Ich pravost je zjavna z toho, Ze nas obrazok je krasne
lavo-pravo® symetricky a body C, S, D lezia na jednej priamke.

Obr. 4

5Matematicky presnejsie: podla osi NM, na ktorej lezia aj body S a F.
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Vysledkova listina
kategoria BETA
Por. | Meno Roé Skola kK |4|5|6|7]8|9 |10 s | >
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 21919191919 45 | 135
1. Svarc Radovan 3. Ceska Tiebova | 6 91919191919 45 | 135
3. Oravkin Eduard 2. 1SG BA 4 1516|9916 9 39 | 126
4. Stikenik Peter 2. GVar ZA 3 819191619 41 | 123
5. Liu Zhen Ning David 3. GJH BA 9 919/19]9]4 40 | 116
6. Puza Marko 4. GPos KE 9 918191919 44 | 109
7. Michelova Henrieta 2. GAlej KE 4 15171919 30 | 108
8. Bodik Juro 2. Gamca BA 4 |85 |719 9 38 | 106
8. Kraj¢iova Katarina 3. GAlej KE 7 819(19/919 44 | 106
8. Mislanova Kristina 2. GAlej KE 4 71919 25 | 106
11. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 4 1918|173 4 31 | 105
11. Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 319141946 32 | 105
13. | Kralik Matej 3. GJH BA 7 61919 9|7 40 | 101
13. | Semanisinova Zaneta 2. GAlej KE 4 819 3 20 | 101
15. Horvath Samuel 4. GPar NR 9 71819 4 28 | 100
15. Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 3 31913 9 24 | 100
17. | Sladecek Michal 2. GVar ZA 319181919 35 1 99
18. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 7 7191916 9 40 | 97
18. Frankovské Zuzana 2. Gamda BA 3 317 9|5 24 | 97
18. | Chabanova Barbora 2. GJGT BB 4 619]4 915 33 | 97
18. Psota Miroslav 4. GHlin ZA 10 119191919 37 | 97
22. | Hanzely Slavomir 2. GJAR PO 4 1317191319 31 | 96
23. | Ondu$ Daniel 2. GAlej KE 317131919 28 | 95
23. Tesai Emanuel 2. GBST LC 4 21919 9 29 | 95
25. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 4 191678 30 | 94
25. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDGBA | 4 [9]6[9]0 24 | 94
27. | Svoboda Jakub 4. G Hav CR 6 5191919 5 37 | 91
28. Sklenka Marek 2. BiG Sucany 2191619 24 | 89
29. | Nepsinska Silvia 3. GJH BA 6 61919 014 28 | 88
29. Pistak Daniel 2. GChD Praha 219141919 31 | 88
31. | Pavlus Matas 2. GBST LC 4 5191619 29 | 87
32. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 4 1317191013 22 | 86
32. Krakovska Ema 3. Gamca BA 5 6194 2 21 | 86
32. Stano Roman 3. GPos KE 313 719 4 23 | 86
35. Dracek Frantisek 3. GSkol PB 6 51918 819 39| 8
35. | Holly Dominik 3. SPMNDGBA | 4 [6[5]9[9]5 34 | 85
37. Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDGBA | 4 [9[5]9]0 23 | &4
38. Murin Marek 2. GJH BA 4 191719/ 8(8|0|4 41 | 83
39. | Bacinsk4 Irena 4. SPMNDG BA | 7 6 919 24 | 82
39. Bui Truc Lam Michal 3. Gamca BA 9 7 9|8 24 | 82
39. Tédova Lucia 2. GPar NR 4 9 9 82
42. | Lipovsky Mério 4. GJH BA 8 91914 22 | 80
42. Murin Martin 3. GJH BA 6 6]9|8|5 4 32 | 80
44. Hronkovicova Nina 3. GKom PE 5 719 6 22 1 79
45. | Dujava Matej 3. SPSE Presov 3 13|6 2 019 20 | 78
46. Simkova Ludmila 4. GPar NR 11 716611 21 | 77
47. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 10 919 8 26 | 76
47. | Pie$ Adrian 4. SPMNDG BA | 6 619]4 19 | 76
47. | Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 9191919 36 | 76
47. Steinhauser Vaclav 0. G Dacice 03|67 5 21 | 76
51. | Szalay Erik 4. SPMNDG BA | 6 692 17| 73




KMS 2013/2014

3. séria zimnej Casti

11

Por. | Meno Roé¢ Skola k4|56 7][8[9 [10[p]| s[>
52. | Darmovzal Ondfej 3. Brno CR 3 0 | 72 |
52. Steinhauserové Anna 4. G Dacice 5 71910151 22 | 72
54. | Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 517 3 2 17 | 71
54. | Kudel¢ikova Martina 2. GVO ZA 4 69 0 15 | 71
56. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 3 6199 9 33 | 70
56. | Zidek Matéj 2. Frydlant CR 4 9 9 | 70
58. Krasula Dominik 1. Krnov CR 1 /7151910 1 22 | 69
58. Santrova Michaela 3. GMH Trstend | 7 69 0|2 17 | 69
58. Tomagec Samuel 4. GVar ZA 8 819 9 26 | 69
58. | Zencuchova Andrea 3. GJAR PO 4 219195 27 | 69
62. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 9 9191419 31 | 67
62. | PreSinska Kristina 3. GPar NR 6 6191330 21 | 67
64. Kassa Ladislav 2. G Samorin 4 51719 9|7 37 | 65
65. | Mojzisova Karolina 4. Gamca BA 7 4 4 |63
66. | Choma Matej 2. Gamca BA 4 0 | 62
66. | Kopfova Lenka -1. G Slez CR -1 918 17 | 62
68. | Kral Adam 2. GVar ZA 2 41115 0 10 | 60
69. Trencanska Tereza, 2. Gamda BA 3 0 | 959
70. | Kurimsky Jan 2. GsvMo 4 0 | b7
71. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 10 9|8 7 24 | 54
71. | Kojda Jakub 2. SPMNDG BA | 4 0 | 54
73. | Koncek Marian 3. Gl.maj MA 5 0 | 52
74. | Kosc¢o Marek 4. GVar ZA 6 517 2 4 18 | 49
75. | Kobak Michal 4. Gamca BA 7 0 | 43
76. | Polovka Maros 4. GKuk PP 5 9 9 | 42
77. | Krakovskd Hana 4. Gamca BA 8 9 4 13 | 41
78. | Kovacova Maria 3. GsvCM NR 4 0 | 40
79. | Pecko Marcel 2. GBST LC 4 4 4 | 34
80. | Vanco Simon 2. GsvM PO 2 319 12 | 33
81. | Abaffyova Adela 4. G Tvrdosin 4 0 | 27
81. | Kovacova Barbora 4. SPMNDG BA | 7 0 |27
83. | Knaze Adam 3. GJCh BR 6 0 | 26
83. | Le Anh Dung 4. Tachov CR 7 81919 26 | 26
85. Madro Oskar 2. SPMNDG BA | 2 0 | 25
86. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 0 | 24
87. | Burian Benjamin 4. SPMNDG BA | 4 0 | 23
88. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0 | 22
89. | Balazova Michaela 4. G Banovce 5 0 |20
89. | Stefkovi¢ Jan 4. G Bénovce 5 0 |20
91. | Matejovicova Tatiana 4. GJH BA 10 0 |19
92. | Fabsikova Nina 2. 1SG BA 4 0 | 18
92. | Kuchar Martin 4. G Samorin 4 0 | 18
94. | Gasparek Miroslav 4. SG ZA 4 0 | 15
95. Camara Anna 3. GMet BA 3 0|13
96. | Izdinska Dominika 4. GJH BA 6 0 6
97. Svitkova Patricia 4. GLN BA 6 0 5

kategéria ALFA
Por. | Meno Ro¢ Skola k|1][2]3[4]5]|6]7T|p]| s |
1. Kopfova Lenka -1. GSlezCR |-1|7]9]9 918 42 | 127
2. Steinhauser Vaclav 0. G Dacice 069|193 |6]|7 37 | 125
3. Hornékova Kristina 1. GPar NR 116[9]9 6|9 39 | 122
4. Pokryvka Milan 1. GBénovece | 1 | 719|906 31 | 115
5. Ondus$ Daniel 2. GAlej KE 3 7131919 28 | 110
6. Bialas Filip 1. GOp Praha | 2 919199 36 | 99




KMS 2013/2014

3. séria zimnej Casti

12

Por. | Meno Roé Skola K 2[3[4[5[6][7 s [ Y
7. | Staho Roman 3. GPos KE | 3 93 719 28 | 97 |
8. Kubala Milan 2. GJGT BB 2 9 9 18 | 95
9. Krasula Dominik 1. Krnov CR 1 919|7]15]1910 39 | 92
10. Gencdi Jakub 1. GPos KE 1 9 0 16 | 90
10. | Sladecek Michal 2. GVar ZA 3 9181919 35 | 90
10. Stukenik Peter 2. GVar ZA 3 81919 26 | 90
13. Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 3 9141914 26 | 89
13. | Pistak Daniel 2. GChD Praha | 2 9141919 31 | 89
15. | Sklenka Marek 2. BiG Sucany 2 91619 24 | 88
16. | Sudikova Katarina 2. BMA, Essex | 3 31913 15 | 82
17. Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 3 3|7 10 | 76
18. | Krajmerova Barbora | 2. G Surany 3 6199 24 | 70
18. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 2 9 1 9 19 | 70
18. | Vanco Simon 2. GsvM PO 2 919 319 30 | 70
21. | Halamova Lucia 1. BiG Sucany 1 911 1 18 | 69
21. | Zeman Mats 2. 1SG BA 2 911|313 16 | 69
23. | Dujava Matej 3. SPSE Presov | 3 316 2 11 | 63
24. | Kollarova Sara 1. GJGT BB 1 911 2 19 | 62
25. | Darmovzal Ondiej 3. Brno CR 3 0 | 60
25. | Luptakova Sara 1. GsvFA ZA 1 0 7 | 60
25. | Skrlec Adam 2. GJH BA 3 91012 20 | 60
28. | Sajanek Adrian 1. GCSL BA 1 911111 0 13 | 56
29. Kral Adam 2. GVar ZA 2 0|4 5 10 | 54
30. | Jankovich Juraj 1. GJGT BB 1 7 5 18 | 53
31. Trencanska Tereza 2. Gamca BA 3 0 | 51
32. Szabo Michal 2. GAM TT 3 7 17 15 | 49
33. | Danis Déavid 1. GCSL BA 1 0 | 47
34. Terem Toméas 2. GJGT BB 2 9 9 18 | 44
35. | Kol Daniel 1. GPos KE 1 9 0|2 11 | 43
36. Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 2 2 |33
37. Escherova Eva 2. G Bénovce 2 0 | 32
37. | Petrova Simona 2. SPMNDG BA | 2 4(9]0]6 19 | 32
39. | Martinka Matej 2. SSsvFA 2 6111 8 | 31
39. Petrus Pavol 1. GPos KE 1 0 | 31
41. | Lihotsky Samuel 2. 1SG BA 2 0 | 30
42. | Véelkova Veronika 3. GPOH DK 3 0| 24
43. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 0 1 1|23
44. | Madro Oskar 2. SPMNDG BA | 2 0 | 22
44. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0 | 22
46. | Batrna Jozef 3. G Bytca 3 1 1 2 |17
47. Camara Anna 3. GMet BA 3 0 | 16
47. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0|16
49. | Stra Tomas 2. 1SG BA 2 0 | 13
50. Podstavek Daniel 1. 1SG BA 1 0 |11
51. | Péaskova Tina 2. GCSL BA 2 0 7
51. Simova Méria 1. EGMT 1 11 1 0 3 7
53. | Michalek Tomas 3. G Bytca 3 0 6
54. Kocan Kristian 2. SPSE Presov | 2 0 4
55. | Micko Juraj 1. GPos KE 1 0 0




