Vzorové riesenia 1. série letnej dasti KMS 2013/2014

Uloha é&. 1: Biliardovy stol ¢islo 3 v hoteli Lexington bol pévodne obyé&ajny obdlznikovy stol so Styrmi rovnako
dlhymi nohami. Jedného diia mu z kazdej nohy niekto kiisok odrezal. Péchatel to urobil tak umne, Ze stol sa vobec
nekyve. Na mieste ¢inu sa podarilo zaistit tri odrezky s dlzkami 8, 9 a 10 cm. Stvrty odrezok si vzal pachatel ako
suvenir. Policia zadrzala niekolkych podozrivych s podivnymi odrezkami vo vreckach. Pomézte im usved¢it pravého
pachatela a najdite vSetky rozne dlzky, ktoré moze mat Stvrty odrezok.

RieSenie: (opravovala Foxie)

Zlodej odrezal odrezky tak, aby sa stol nekyval. To znamend, Ze ziadna noha stola sa neocitne vo vzduchu, ked st
ostatné tri na zemi — Styri konce néh tvoria spolu jednu plochu.

Aby sme to dosiahli, uvedomme si, ze ak sa stdl kyve, jedna uhlopriecka ostédva pevnéd a druhé sa kyve z jednej
nohy na druht. Predstavme si, Ze chceme pridat nohu do stredu stola tak, aby bola presne po zem. Ak4 by mala
byt jej dizka? Stred stola je zaroven aj stredom uhlopriecky, a ked chceme, aby boli naraz na zemi nohy z krajov
uhlopriecky aj ta zo stredu, tak noha v strede musi mat polovicu stc¢tu dizok tjch na krajoch. Uhlopriecky st dve,
takze jedind moznost je, Ze sa tie suéty buda v oboch pripadoch rovnat.

Dospeli sme teda k tomu, ze sicet dlzok néh na uhloprieckach musi byt rovnaky. Ked si situaciu predstavime s tou
pomocnou nozickou v strede, tak vidime, ze v takom pripade naozaj nie je priestor na kyvanie z nohy na nohu
a dokonca vsetkych pit noh je naraz na zemi.

Pozrieme sa teraz na jednotlivé moznosti uhlopriecok: 8 a 9 cm, 8 a 10 cm, 9 a 10 cm. V prvom pripade ma tretia
noha dizku 10 cm a plati, ze 8 +9 = 10 + z, z ¢oho mame = = 7 cm. V druhom pripade m4 tretia noha dizku 9 cm
a8+ 10 =9+ y, z ¢oho mame y = 9 cm (v zadani sa nikde nepise, Ze by sa dlzky odrezkov nemohli opakovat).
V poslednom pripade 9 + 10 = 8 + z, a teda z = 11 cm. Teda, mozné dizky posledného odrezku st 7, 9 a 11 cm.

Uloha ¢&.2: Mam tu kvader zloZeny z 3 x 4 x 5 drevenych kociek. Kolko najviac mézem z tjchto kociek odobrat,
aby som dostal stvisli stavbu, ktora bude mat rovnaky povrch ako pévodny kvader? Kocky st k sebe prilepené
tak, Ze ked chcem ktoriikolvek odobrat, tak sa mi to podari, ale nemusim sa bat, ze by sa mi stavba sama od seba
rozpadla.

RieSenie: (opravovali Murko a Betka)

Moznosti, ako riesit ttto lohu bolo viacero. Nadrtneme tu jednu, ktora bola
vcelku jednoduché.

Skiisme ako prvé porozmyslat nad tym, ¢o ndm vlastne zostane z kvadra, ked
odoberieme maximélny pocet kociek. Dostaneme atvar, ktory je suvisly (teda
kazd4 kocka je spojend aspoi jednou stenou s inou kockou) a ma povrch 94.
Taktiez o iom vieme, Ze pokial by sme ubrali ¢o i len jednu kocku, vysledny ttvar by uz nesplnil nase poziadavky.
To je vSak to isté, ako ked si povieme, ze hladdme miniméalny podet kociek potrebnych na postavenie stavby s tymito
vlastnostami. AvSak této tloha je uz o ¢osi jednoduchsia.

Ako teda z minimélneho poctu kociek vybudujeme savisli stavbu s predpisanym povrchom? Budeme sa snazif
z minima kociek vytazif maximalny mozny povrch. Za¢neme s jednou kockou, z nej vieme do povrchu zaratat 6
stien, ak je volne stojaca. Akonahle k nej vSak pripojime dalsiu, od povrchu sa jedna z tychto stien odpocita a prida
sa b stien novej kocky, takze sa v koneénom dosledku pridaju 4 steny. Ked budeme takto postupne prikladat dalsie
a dalsie kocky, tak sa bude diaf nieGo podobné a vlastne kazdou kockou priddme maximéalne 4 steny k povrchu.
Potom stavba z n kociek bude mat povrch maximalne 6 +4 - (n — 1) = 4n + 2 (zacdinali sme so 6 stenami a vzdy
sme pridali maximalne dalsie 4).

V nasom pripade je povrch 94. Takze chceme aby 4n + 2 = 94, z ¢oho dostaneme, ze n = 23. Teda miniméalny
potrebny pocet kociek je 23.

Zostava ndm uz len zistit, ¢ vieme takato stavbu naozaj dostat odoberanim kociek z kvadra. Ked sa s nim trosku
pohrame, zistime, Ze dno. Jedna z moznosti je spojit dve ,U-¢ka* (vid obrézok) jednou kockou.

Samozrejme nesmieme zabudnit na odpoved. Kedze miniméalny pocet kociek je 23, vieme odobrat maximéalne 37
kociek.
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Uloha é&. 3: Néjdite najvicsie prirodzené ¢islo, ktoré deli vyraz (a —b)(b— c)(c—d)(d —a)(a — c)(b— d) pre vSetky
prirodzené cisla a, b, c, d.

RieSenie: (opravovali Veronika a JeFo)

Na zaciatok si skisime dosadit zopdr ¢isel (napr. a =1, b =2, ¢ = 3, d = 4). VSimnime si, Ze po dosadeni je vyraz
V=(a—-0b)(b-c)c—d)(d—a)a—c)(b—d) v kazdom pripade delitelny asporti ¢islom 12. Taktiez si mozeme
vSimnut, Ze pre kazdé Styri po sebe iduce ¢&isla je hodnota vyrazu V = £12. Uvedomime si, Zze hladané najvicsie
Dvanéstka sa tu zacala objavovat dako ¢asto, skiisme dokézat, Ze je nami hladané ¢islo pre lubovolné ¢isla a, b, c,
d. Cislo je delitelné dvanastimi, ked je delitelné tromi a st¢asne styrmi. Ako prvé dokazeme delitelnost tromi.
Ked delime éislo tromi, zvySok méze byt 0, 1 alebo 2. Ak mame teda Styri éisla, tak (z Dirichletovho principu) uréite
existuju aspon dve, ktoré davaju rovnaky zvySok po deleni tromi. Bez ujmy na vSeobecnosti nech st to ¢isla a, b.
Potom rozdiel tychto ¢isel a—b je uréite delitelny tromi (@ = 3k+2z,b =3l+z,a—b = (3k+2)— (3l+2) = 3(k—1)).
Nakolko aspoii jedna zétvorka je delitelnd tromi, aj cely vyraz V je delitelny tromi.

Dalej ukédZeme, ze V je delitelné $tyrmi. Pozrime sa na paritu éisel a, b, ¢, d. Vieme, Ze rozdiel dvoch ¢isel s rovnakou
paritou je parny a rozdiel dvoch ¢isel s réznou paritou je neparny. Rozoberme si vSetky moznosti rozdelenia parity
medzi ¢isla a, b, ¢, d. Mozu nastat tieto pripady:

1. Cisla a, b, ¢, d st vietky parne alebo neparne, t.j. maji rovnaki paritu. Rozdiel kazdej dvojice je parny,
a teda aj cely vyraz V je urcite delitelny aspor 2°.

2. Jedno ¢&islo, napr. a, je inej parity nez ostatné tri ¢isla. Potom rozdiely (a — b), (d — a), (a — ¢) st nepérne.
Ostatné rozdiely (b — ¢), (c — d), (b — d) st parne. Cely vyraz je delitelny aspon 23.

3. Dve disla, napr. a, b, maji jednu paritu, a druhé dve ¢isla maji druhi paritu. Potom rozdiely (a —b), (¢ — d)
st parne. Zvysné rozdiely (b — c), (d — a), (a — ¢), (b — d) st neparne. Vyraz V je urcite delitelny aspon 22.

Ak sa pozrieme na vietky tri pripady, tak vidime, Ze vyraz V je vidy delitelny aspon 22 = 4.

Dokézali sme, Ze vyraz V je delitelny 3 a zarovei 4, teda je delitelny aj 12. Na konci prvého odseku sme si uvedomili,
byt ani mensie (v absolutnej hodnote (vid. komentar)). Jedind moznost, ktord ndm ostéva je, ze nami hladané ¢islo
je prave 12.

Komentar: Ak hovorime o tom, Ze ¢islo nemoze byt mensie, myslime tym ,,mensie v absolitnej hodnote®, lebo ¢islo
—12 je taktiez delitelné 12. Vela z véis uvazovalo, Ze samotny vyraz V nemoze byt zaporny, lebo zaporné ¢isla nie st
delitelné, ale oni st. Rovnako aj nula je delitelnd, dokonca lubovolnym éislo. Ale kedZze tieto Gvahy nemaju velky
vplyv na rieSenie, nestrhavali sme za ne body.

Uloha é&. 4: Dajii sa do mriezky 9 x 9 vpisat ¢isla od 1 do 81, kazdé prave raz, tak, aby sicin ¢isel v prvom riadku
bol rovnaky ako stcin ¢isel v prvom stlpci, suc¢in v druhom riadku bol rovnaky ako stcin v druhom stlpci, a tak
dalej, az aby bol v deviatom riadku rovnaky sucin ako v deviatom stlpci?

RieSenie: (opravovali Berenito a Barca)

Vsetci ste spravne usudili, Ze ¢isla sa nedaji zapisat do mriezky tak, aby bolo zadanie splnené. Preco?

Mnohi si uvedomili, Ze ked vSetky ¢isla od 1 do 81 napiSeme v tvare stéinu prvocisel, tak niektoré prvocisla sa tam
vyskytnt len raz.

St to prvodisla, ktoré sa nachaddzaji medzi 81/2 a 81 a je ich presne 10 (st to 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73 a 79).
Najblizsie ¢islo, ktoré by ich mohlo obsahovat v prvociselnom rozklade, je ich dvojnasobok. AvSak dvojnasobky
vSetkych tychto cisel st vicsie ako 81.

Co by sa stalo, keby sa takéto prvocislo nachadzalo v prvom stipci, ale v prvom riadku by uz nebolo? Vysledny stéin
¢isel v riadku a stipci by sa nemohol rovnat, pretoze rozklad na prvoéisla je az na poradie ¢initelov jednoznaény,
teda dve rovnaké ¢isla nemoézu mat rozny prvociselny rozklad.

Nasa jedind nadej je teda umiestnif spominané prvocisla na diagondlu, na miesto, ktoré je spolo¢né pre k-ty
stipec aj riadok. A opif tu mame problém. V mriezke 9 x 9 mame miesto len pre 9 diagonalnych prvkov a nagich
,problémovych“ prvocisel je az 10.

Mriezku teda danym spésobom vyplnit nevieme.

Uloha &. 5: Docitala sa, Ze zoo ma tvar konvexného mnohouholnika, ktory sa da rozdelit na niekolko rovnoramen-
nych pravouhlych trojuholnikov. Hned ju zaujalo, kolko asi tento mnohouholnik moéze mat vrcholov. Pomoézte jej
néjst vsetky moznosti.

RieSenie: (opravovali Plutvicka a Katka J.)

Najprv sa zamyslime nad velkostami vnitornych uhlov v nasom mnohouholniku. KaZdy vntatorny uhol mnohouhol-
nika je zlozeny z vntutornych uhlov niekolkych (aspoii jedného) trojuholnika. Pravouhlé rovnoramenné trojuholniky
maji vnatorné uhly velkosti 45°, 45° a 90°. Dalej vieme, Ze na$ mnohouholnik je konvexny, teda kazdy jeho vnu-
torny uhol je mensi ako 180° (ak je rovny 180°, nejde o vnitorny uhol). Vnitorné uhly mnohouholnika teda mozu
mat velkosti 45°, 90° a 135°. (Chceme totiz nakombinovat uhly s velkostami 45° a 90°, priCom sme ohraniceni
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zdola 45° kvoli pravouhlym trojuholnikom a zhora 180° kvoli konvexnosti.) Este vyuZijeme znamy fakt, ze stcet
uhlov v konvexnom n-uholniku je n - 180° — 360°. Na vyber st dve rieSenia: jedno také geometrickejsie a jedno
pismenkové.

1. spbsob riesenia:

Hladdme vSetky mozné n-uholniky s velkostami vnatornych uhlov 45°, 90° a 135°. Bolo by fajn, keby sme hladané
n vedeli nejako ohrani¢it a potom overili, Ze sa n-uholniky, ktoré sme teoreticky nasli, daja skutoc¢ne zostrojit (na
to niektori z véas zabudli). Ohranicenie zdola je samozrejme 3.

Uz vieme, ze stucet uhlov n-uholnika je n - 180° — 360°. Ale ten n&s$ n-uholnik méze mat stacéet uhlov najviac n - 135°
(keby v8etky uhly mali 135°). Z toho vieme, Ze 180n — 360 < 135n, odkial po tprave dostaneme n < 8.

Ostéva teda overit, ze vieme zostrojit takéto 3 az 8-uholniky, ¢o uz nechdvame na vés. (Pomocka ku 7-uholniku,
s ktorym mali niektori problémy: nakreslite si pravidelny 8-uholnik. Rozdelte ho na trojuholniky a potom uZ staci
z niektorych dvoch susedngch vrcholov spravit len jeden.)

2. spbsob rieSenia:

Aj tu vyuzijeme vzorec na sucet uhlov v n-uholniku a fakt, Ze nas n-uholnik bude mat vnitorné uhly velkosti 45°,
90° a 135°. Pocet 45-stupniovych uhlov si ozna¢me k, pocet 90-stupniovych [ a pocet 135-stupniovych m. Potom
musi platif rovnica

180n — 360 = 45k + 901 + 135m,

kde k, I, m st prirodzené ¢isla alebo nula a k + [ 4+ m = n. Celd rovnicu predelime 45 a za n dosadime k + [ + m:
4k+1+m)—8=Fk+2l+3m.

Po uprave dostavame rovnicu 3k + 21 + m = 8. Z toho vidime, Ze najvicsi pocet vrcholov, teda sucet k + [ + m,
je 8 atopre k=0,1=0,m =8 (pravidelny 8-uholnik s uhlami velkosti 135°). Opit uZz len zostava zostrojit 3 az
8-uholniky.

Uloha &.6: V zoo majii 8 roznych zvierat' a kvoli prestavbe majii k dispozicii iba 4 klietky. Do kazdej klietky
sa zmestia dve zvieratd. Medzi niektorymi zvieratami panuju nepriatelské vztahy, a to tak, ze kazdé zviera mé
maximé&lne troch nepriatelov a nepriatelstvo je vzajomné. Je mozné ubytovat vSetky zvierata do klietok tak, aby
spolu v klietke neboli znepriatelené zvierata?

Riesenie: (opravovali Kajo a Lindtka)

Zo zadania vieme, Ze kazdé zvieratko ma maximalne 3 nepriatelov. To znamené, Ze kazdé zvieratko mé asponi 4
priatelov. Opismenkujeme si zvieratkd A, B,C, D, E, F, G, H a posnazime sa umiestnif zvieratkd do 4 klietok.
Urcite vieme dat 2 zvieratkd do prvej klietky. Kazdé zvieratko mé aspon 4 priatelov, tak zoberieme zvieratko A
a jedného jeho priatela (oznac¢ime ho pismenom B).

Ostalo nadm 6 zvieratiek C, D, E, F, G, H a kazdé z nich m4 eSte asponl 2 priatelov v tejto Sestici (kazdé zvieratko
malo aspoii 4 priatelov a stratilo najviac 2 priatelov medzi A, B). Ubytujeme do druhej klietky C' s jeho priatelom
(ozna¢ime ho pismenom D).

Méme uz dve zaplnené klietky (AB), (CD) a ostali nam 4 zvieratkd E, F,G, H.

Ak by tu neexistovala dvojica priatelskych zvieratiek, znamenalo by to, Ze zvieratkd E,F,G, H maja vSetkych
priatelov uz ubytovanych. Kazdé zvieratko vSak musi mat aspori 4 kamardtov, ¢o znamené ze kazdé zvieratko
z B, F,G, H sa priateli s kazdym zvieratkom z A, B, C, D. Preubytujeme preto zvieratkd napriklad takto:

(AE)(BF)(CG)(DH)

a skondili sme.

Ak by existovala dvojica priatelskych zvieratiek vo $tvorici E, F, G, H, tak ich ubytujeme do tretej klietky (ozna¢ime
ich pismenkami F, F).

Ostala ndm poslednd dvojica zvieratiek G, H. Ak by boli kamaréati, tak ich jednoducho ubytujeme do $tvrtej klietky
a skondili sme.

Ak by neboli kamaréti, tak vieme ze zvieratko G m4 aspon 4 priatelov v prvych troch klietkach. Cize urcite existuje
klietka, v ktorej mé 2 priatelov, nech je to prva klietka so zvieratkami A, B. Okrem toho musi existovat eSte aspon
jedna klietka, v ktorej m4 aspoii jedného priatela, napr. sa priateli s C' v druhej klietke (premyslite si preco).

Ak by zvieratko H malo priatela v prvej klietke (napr. A), tak preubytujeme zvieratka takto:

(AH)(BG)(CD)(EF).

Ak by vSak H nemalo priatela v prvej klietke, musi sa priatelit so vSetkymi zvieratkami v druhej a tretej klietke
(inak by nemalo aspoii 4 kamaratov). Preto sa priateli aj so zvieratkom D a preubytujeme zvieratka takto:

(HD)(GC)(AB)(EF).

Imedzi inymi aj slona
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Takto sa nam podarilo ubytovat zvieratka do 4 klietok tak, aby kazdy byval so svojim priatelom.

Uloha &.7: V kruhu sedelo 2014 vevericiek. Na zac¢iatku mala kazda parny pocet orieskov. Potom sa zacali hrat
zaujimavt hru. V kazdom tahu posle kazda vevericka polovicu svojich orieskov vevericke po svojej pravici. Ak mé&
potom nejaka vevericka neparny pocet orieskov, tak jej z neba® spadne dalsi. Takéto tahy vevericky opakovali stale
dookola, az kym nemali vSetky rovnako vela orieskov. Dokazte, Ze takdto hra urcite niekedy skonci, bez ohladu na
to, aké bolo zaciato¢né rozmiestnenie orieskov.

RieSenie: (opravoval Jakub S.)

Vieme, ze vevericiek je 2014 a teda konec¢ny pocet. Teda urcite existuje taka vevericka, ktora ma na zaciatku najviac
orieSkov. (Takych veveri¢iek moze byt aj viac.) Oznacme pocet tychto orieskov M.

Vsimnime si teraz vevericku Veroniku, ktord mé O; orieskov. Pocas prvého fahu Veronika zoberie O1/2 orieskov
a posunie ich vevericke vpravo. Zaroven vSak dostane Os/2 orieskov od vevericky po jej Tavici. A jeden oriesok jej
mozno spadne z neba. Takze po prvom fahu bude matf Veronika maximéalne (O; + O3)/2 + 1 orieskov. My vsak
vieme, ze O1,02 < My a teda vevericka Veronika ma po prvom tahu maximélne (Mo + My)/2+1 = My + 1
orieskov. Ale My je parne, ¢ize My + 1 neparne, takze tolko orieskov nemoze mat. M4 ich teda maximalne M.
Toto vsak bude platit aj pre vSetky Vierky, Vandy, Viktdrie, Violy a Vilmy, pretoze kazda mé na zaciatku maximélne
My orieskov. Z toho nam teda vyplyva, Ze maximalny pocet orieskov M7 po prvom tahu je mensi alebo rovny M.
No a zopakovanim tejto tvahy bude maximalny pocet orieskov My po druhom tahu mensi alebo rovny M, atd.
7Z toho vyplyva, Ze ziadna vevericka nemoze mat pocas hry viac ako My orieskov.

Podla rovnakej ivahy ako na zaciatku vieme povedat, Ze existuje taka vevericka, ktor4a mé na zaciatku najmenej
orieskov. Oznac¢me pocet tychto orieskov myg.

Vsimnime si teraz vevericku Vierku, ktord mé O; orieskov, a vevericku Viktdriu, ktord sedi po jej Tavici a ma O-
orieSkov. Po zahrani fahu bude pocet Vierkinych orieskov (O1 + O2)/2 resp. (O1 + O2)/2 + 1. A teda stadi, aby
mala aspoii jedna z nich viac ako mg orieskov a Vierka bude mat po zahrani fahu uréite viac ako myg orieskov.
7Z toho vyplyva, zZe:

1. Ak ma vevericka viac ako mg orieskov, tak aj po zahrani tahu bude mat viac ako mg orieskov.

2. Ak mé vevericka mg orieSkov a vevericka po jej lavici viac ako mg orieskov, tak po zahrani fahu bude mat
viac ako mg orieskov.

Nech teda na zaciatku hry mé prave n veveri¢iek mg orieskov. Ak n = 2014, tak hra skoncila. Ak je n < 2014,
tak urcite existuje v kruhu vevericka s my orieskami, ktord mé po Tavici veveri¢ku s viac ako mg orieskami. Takze
pocet vevericiek s mg orieskami sa zmensi. Po kone¢nom pocte krokov uz nebude ziadna vevericka s mg orieskami
a nové minimum orieskov bude my, pricCom my > mg.

A Gvahu opakujeme. Ak pocet vevericiek s m; orieskami je n = 2014, tak hra kondi, inak po nejakom pocte krokov
bude mat zase kazd4 z vevericiek viac ako mgy > my orieskov, atd.

Musi teda nasa hra niekedy skon¢it? Ano, musi. Ak neskonéi, tak dostavame nekoneéni rastiicu postupnost minim
mo < my < mg < ---. My vSak vieme aj to, ze kazdd z hodnét m; nepresahuje M. No ale ¢isel nepresahujtcich
My je len koneény pocet (konkrétne My), takze sa dostdvame k sporu. A teda nasa hra uréite skonéi po koneénom
pocte tahov.

Uloha ¢&. 8: Nijdite vietky 23-ciferné ¢isla n, ktoré spliiajii nasledujiice vlastnosti:

e Cislo n nie je delitelné jedendstimi.

e Ziadne ¢islo, ktoré vznikne z &isla n zmenou jedinej cifry, nie je delitelné jedendstimi.

RieSenie: (opravoval Miso)

Cislo n je delitelné 11 prave vtedy, ked je delitelny 11 rozdiel stiétu cifier na parnych a na neparnych poziciach.
KedZe n nie je delitelné jedenéstimi, ani tento rozdiel nebude.

Pozrime sa teraz na to, ako mézeme menit cifry. Cislo n ma nejaky zvySok po deleni 11. Ked zmenime Iubovolnt

.....

n po deleni 11. Ak nechceme, aby n bolo delitelné jedendstimi, cifru k ndm to jednoznacne ur¢i.

Tak napriklad ak mé n zvySok 4, k moze byt iba 3 ak je na neparnej pozicii, alebo 6 ak je na parnej. Z toho vyplyva,
ze vSetky cifry na parnych miestach musia byf rovnaké a na neparnych tiez. AvSak prvéa cifra nemoze byt nula,
takze mé iba 9 moznosti ¢im moze byt, nie 10. MoZe byt teda rézna od ostatnych cifier na neparnych miestach. Ak
bude o 1 vidsia, zvysit o viac ako ostatné sa neda a zniZit tiez nie, aby n bolo stale 23-ciferné.

Aké by to mohli byt cifry? Ked prva cifra je a, na parnych miestach je cifra b a na neparnych (okrem prvej) ¢, tak
po deleni 11 dostédvame zvySok a, lebo a — 11b+ 11¢ = 11(¢ — b) + a. Cifra a moéze byt hocico od 1 po 9. Cifry b a ¢
nam zvysok neovplyvnia, kedZe ich je oboch 11, takze staci, ked za ne zvolime také cifry, ktorymi nevieme zvySok
a zmenif na 0.

2tak to aspon vyzeralo
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RieSeni je preto devét a to ked (a,b,¢) = (k,10 —k,k—1) pre k =1,...,09.

Uloha é&. 9: Stol¢ek ma tvar §tvorca so stranou 1 meter a sii na fiom dva kruhové obrusy s rovnakym polomerom.
Tieto obrusy zakryvaju cely stoléek. Zaujimalo by ma, aky najmensi méze byt polomer obrusov.

RieSenie: (opravoval Matus)

Oznacme sto6l (Stvorec) ABCD. Nech S je stred strany AB a T je stred strany C'D. UkaZeme, Ze najmensie mozné
polomery st v/5/4.

Najprv dokaZeme, e také obrusy naozaj vyhovuji. Ak okraje obrusov budu kruznice opisané obdlznikom ASTD
a SBC'T, tak zrejme pokryvaju cely stol. St to zhodné Télesove kruznice nad priemermi AT, BT, takze ich polomery
st rovné |AT|/2. Ich velkost dostaneme pomocou Pytagorovej vety pre trojuholnik ADT:

AT| _ \/JADP + [DTE _ T2+ (127 _ 5

2 2 2 4

Teraz ukdZzeme, ze mensie byt nemozu. Skiisme néjst nejaké mensie. Body A a C nemozu byt pokryté rovnakym
kruhom, lebo ten by mal potom polomer aspoii polovicu ich vzdialenosti, ¢o je z Pytagorovej vety |AC|/2 = V2 /2,
¢o je viac ako v/5/4. Podobne body B a D musia byt pod réznymi obrusmi. Preto musia byt nejaké dva susedné
vrcholy spolu pod jednym obrusom a tie zvySné dva pod druhym. Tak BUNV nech st spolu pod jednym obrusom
A a D apoddruhym B a C.

Aspori jeden obrus musi zakryf bod S. Ak by to bol ten, pod ktorym je bod D, tak jeho polomer je aspoii |DS|/2.
Ak by to bol ten, pod ktorym je bod C, tak jeho polomer je aspoini |C'S|/2. Preto aspoii jeden z kruhov bude mat
polomer aspoii |DS|/2 = |CS|/2 = v/5/4. Tym sme dokézali, Ze mensie uz obrusy byt nemozu.

Uloha ¢&.10: V rovine je danych n bodov. Najvicsiu vzdialenost medzi dvojicou z nich si oznacme d. Ukézte, Ze
pre vSetky n > 1 vieme jeden z bodov odstranit a zvysné rozdelit do dvoch skupin tak, aby najvéicsia vzdialenost
medzi dvojicou bodov v ramci skupiny bola v oboch pripadoch mensia ako d.

Riesenie: (opravovali Miki a Vodka)
Najprv si dokazeme pomocné tvrdenie.

Lema (Myjava). Ak mame 4 rézne body A, B,C, D také, ze |AB| = |CD| = d, pri¢om d je najvicsia vzdialenost
medzi tymi bodmi, tak tGsecky AB a C'D sa pretinaja (a nie v krajnom bode niektorej z tych tseéiek).

Dokaz. Ak by triz bodov A, B, C, D lezali na priamke, BUNV st to A, B, C, tak bod C musi lezat vnitri tsecky AB.
No potom ma jeden z uhlov AC D, BC'D velkost aspoii 90°, nech je to BUNV < AC'D. Potom plati |AD| > |CD| = d,
¢o je spor.

Uz vieme, Ze ziadna trojica z tych bodov nelezi na priamke. Potom st dve moznosti:

1. Jeden bod (BUNV bod () lezi v trojuholniku uréenom zvy$nymi troma bodmi (teda v ABD). No potom je
asponi jeden z uhlov ACD, BCD tupy a opit, ak je to BUNV JACD, tak |AD| > |CD| = d, ¢o je znova
spor.

2. Body A, B,C, D sa vrcholy konvexného Stvoruholnika. Priese¢nik jeho uhloprie¢ok ozna¢me P. Ak AB,CD
s uhlopriecky, tak sa pretinaju. Ak su AB,CD strany, tak sc¢itanim trojuholnikovych nerovnosti pre troju-
holniky ABP a CDP dostaneme |AC| + |BD| > |AB| + |CD| = 2d, ¢o je spor, lebo aspon jedna z tseciek
AC, BD by musela byt dlhsia ako d. Dokézané.

O

Teraz sa uz mozeme pustit do nasej tlohy. Pre 1 bod to plati trividlne, teda nech st aspoii 2. Potom existuju body
A, B také, ze |AB| = d. Teraz rozdelime rovinu na dve polroviny uréené priamkou AB a body v jednej polrovine
budi v prvej skupine a body v druhej polrovine budi v druhej skupine. Zrejme pre ziadne dva body C, D z jednej
polroviny neplati |CD| = d, lebo ak by &no, tak by C'D pretinala AB, lebo Myjava. To vSak pre body z jednej
polroviny nemoze platit.

Potrebujeme uz len zaradit body A, B, pricom jeden z nich mézeme vyhodif. Keby k bodu A neexistoval Ziaden
bod X z jednej polroviny taky, ze |AX| = d, tak proste bod A priddme do skupiny bodov z tej polroviny, B dame
pre¢ a mame rozdelenie.

Predpokladajme, Ze existuji body X,Y z roznych polrovin, ze |AX| = d,|AY| = d. No potom mozeme vyhodit
bod A, a bod B pridat do hociktorej skupiny, napr. do tej, kde je X, lebo keby v tej polrovine existoval bod Z
taky, ze |BZ| = d, tak zjavne sa Usecky AY, BZ nepretinaj, ¢o je spor s Myjavou.

Teda v kazdom pripade sme ich rozdelili. Hurd! Sme spokojni a mozeme ist spat (alebo aj nie).
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola kK |4]5|6|7|8|9 |10 s | >
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 31919 91919 45 | 45
1. Hanzely Slavomir 2. GJAR PO 5 91919161199 45 | 45
1. Liu Zhen Ning David 3. GJH BA 10 919191919 45 | 45
1. Sladec¢ek Michal 2. GVar ZA 4 19]1918(9]91(9 45 | 45
1. Svarc Radovan 3. Ceska Tiebova | 7 91919191919 45 | 45
1. Truc Lam Bui 3. Gamca BA 10 91919199 45 | 45
7. Stuikenik Peter 2. GVar ZA 4 19191581992 44 | 44
8. Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 4191919 91613 42 | 42
9. Oravkin Eduard 2. 1SG BA 5 91818719 41 | 41
10. Hronkovic¢ova Nina 3. GKom PE 6 815181939 39 | 39
10. | Psota Miroslav 4. GHlin ZA 11 919191319 39 | 39
10. | Svoboda Jakub 4. G Hav CR 7 9196619 39 | 39
13. | Bodik Juro 2. Gamca BA 5 9 916|193 36 | 36
13. | SemaniSinova Zaneta 2. GAlej KE 5 9/8|9|6|4 36 | 36
15. | Pistak Daniel 2. GChD Praha 3191719 8| 2 35 | 35
15. Simkova Ludmila 4. GPar NR 12 9 91918 35 | 35
17. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 5 919 719 34 | 34
17. | Lipovsky Mario 4. GJH BA 8 614161919 34 | 34
17. | Moléan Samuel 2. GJAR PO 41919 816 |2 34 | 34
20. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 8 581992 33 | 33
20. | Kraj¢iova Katarina 3. GAlej KE 8 919 61919 33 | 33
22. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 5 915 71912 32 | 32
22. | Mislanova Kristina 2. GAlej KE 5 9|8 |71]16]|2 32 | 32
22. | Ondus Daniel 2. GAlej KE 419196 622 32 | 32
22. Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 5191919 32 | 32
26. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 6171919 31| 31
26. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 5 9| 7|76 |2 31 | 31
26. Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 918 91312 31| 31
26. Pilnan Branislav 3. GJH BA 4 1919 4 9 31| 31
30. | Horvath Samuel 4. GPar NR 10 9191912 30 | 30
30. | Puza Marko 4. GPos KE 10 915 917 30 | 30
32. | Santrova Michaela 3. GMH Trstend | 8 619923 29 | 29
33. | Michelova Henrieta 2. GAlej KE 5 318 6192 28 | 28
34. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 11 919 9 27 | 27
34. | Holly Dominik 3. SPMNDG BA | 5 913 9142 27 | 27
36. Dracek Frantisek 3. GSkol PB 7 7|4 41912 26 | 26
36. | Choma Matej 2. Gamca BA 5 9 692 26 | 26
36. Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 1913|714 13|0 26 | 26
39. | Zidek Matgj 2. Frydlant CR 5 915 912 25 | 25
40. | Nepsinska Silvia 3. GJH BA 7 913 71312 24 | 24
40. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDG BA | 5 714 6|7 24 | 24
40. Tesal Emanuel 2. GBST LC 5 31911633 24 | 24
43. | Krélik Matej 3. GJH BA 8 9 9132 23 | 23
44. | Stano Roman 3. GPos KE 4 191914 22 | 22
45. Kubala Milan 2. GJGT BB 31913 9 21 | 21
45. | Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 419 51314 21 | 21
47. | Kassa Ladislav 2. G Samorin 5 6|5|1|7]1 20 | 20
47. | Murin Marek 2. GJH BA 5 3 119125 20 | 20
47. | Poppr Marian 3. Praha - GJN 3193 216 20 | 20
50. | Bednarik Ivan 2. Gamca BA 2 |8 4151210 19 | 19
50. | Presinskd Kristina 3. GPar NR 7 913 3122 19 | 19
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Por. | Meno Ro¢ Skola Kk |4]5 7189 [10]p] s [
50. | Zencuchova Andrea 3. GJAR PO | 4 9 232 19 | 19 |
53. | Knaze Adam 3. GJCh BR 7 7 41215 18 | 18
54. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 10 5 7132 17 | 17
55. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 11 9 6|1 16 | 16
55. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 915 2 16 | 16
57. | Pavcik Richard 2. GJGT BB 31913]|2 1 15 | 15
57. | Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDG BA | 5 913 0|21 15 | 15
59. Majtan Martin 1. GPdC PN 1 (812|210 1 14 | 14
60. | Kudel¢ikova Martina 2. GVO ZA 5 8 41110 13 | 13
61. | Krajmerovd Barbora 2. G Surany 4 513[1]2]1 12 | 12
62. | Terem Tomé&s 2. GJGT BB 219 110 10 | 10
63. | Vanco Simon 2. GsvM PO 3 4 0121 7|7
64. | Skrlec Adam 2. GJH BA 4 6 6 | 6
65. | Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 311 00 4 | 4

kategéria ALFA
Por. | Meno Ro¢ Skola k|1]2]3[4]5 7ip] s [
1. Kopfova Lenka -1. G Slez CR 0 9191919 41 | 41
2. Hanesz Zoltan 1. GPos KE 11919(9]9]3 39 | 39
3. Péandy Michal 1. GPos KE 1/9/9|8]9 3 38 | 38
4. Hladka Lubica 1. GJGT BB 188|199 3 37 | 37
5. Genci Jakub 1. GPos KE 2 919935 35 | 35
5. Juréik Matej 1. GVPT MT 11915 9193 35 | 35
7. Polackova Adela 1. GJAR PO 2 9129|714 31| 31
8. Drotéar Pavol 1. GPos KE 113[9|3[9(4]5 30 | 30
8. Kral Adam 2. GVar ZA 3 719195 30 | 30
8. Pokryvka Milan 1. G Baénovce 2 3197|1813 30 | 30
11. | Bialas Filip 1. GOp Praha 3 919 9 27 | 27
12. Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 619 (3|71 26 | 26
13. | Eller Peter 1. GJH BA 2 8196 210 25 | 25
13. | Pistak Daniel 2. GChD Praha | 3 91719 25 | 25
15. Kubala Milan 2. GJGT BB 3 91913 21 | 21
16. | Kaintz Matas 1. GPos KE 1 712|713 20 | 20
17. | Novak Matej 1. GGol NR 1| *|7]|5]|6 0 18 | 18
18. | Porubsky Michal 2. GsvCM NR | 2 11119]3]|3 17 | 17
19. Hornakova Kristina 1. GPar NR 2 7 9 16 | 16
19. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 3 219132 16 | 16
19. | Terem Tomas 2. GJGT BB 2 7 9 16 | 16
22. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 915 14 | 14
22. | Souc Jan 1. GJH BA 11111 71213 14 | 14
22. | Zeman Matus 2. 1SG BA 3 8|6 14 | 14
25. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 812|211 13 | 13
26. Bednarik Ivan 2. Gamca BA 2 8 4 12 | 12
26. | Poppr Marian 3. Praha - GJIN | 3 9|3 12 | 12
26. | Veseld Simona 3. GJH BA 3 1116|131 12 | 12
29. | Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 7 31 11 | 11
29. | Halamova Lucia 0. BiG Sucany 1 211 413 |1 11 | 11
29. | Kol Daniel 1. GPos KE 1 6 5 11 | 11
29. | Nguyen Linh 1. GJH BA 2 8|1 111 11| 11
29. | Safko Michal 1. GJAR PO 2 212121213 11 | 11
34. | Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 6 4 10 | 10
34. | Sanigova Lucia 3. GVar ZA 3 7 3 10 | 10
34. | Sajanek Adridn 1. GCSL BA 2 3131311 10 | 10
37. | Petrova Simona 2. SPMNDGBA [ 2 [ 2|1 1133 8 | 8
38. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 2 21310 T T
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Por. | Meno Ro¢ Skola | & >
39. | Martinka Matej 2. SSsvFA 3 4
39. | Vanco Simon 2. GsvM PO | 3 4




