Vzorové rieSenia 2. série letnej dasti KMS 2013/2014

Uloha é&. 1: Niajdite vietky také trojciferné ¢isla n, e posledné trojéislie ¢isla n? je totozné s ¢islom n.
Riesenie: (opravovali Afia a JeFo) - o
Cislo n zapiSeme ako abc, kde a je prva cifra, b druh4, c tretia. Posledné trojéislie ¢isla abc - abc mé byt abe.
Nasobime pod seba.

a b c
a b c
ac be 2
b2 be

ac

2ac+ b2 +r 2bc+p

Cisla p a r hovoria, kolko sme ,,preniesli z predchadzajtceho stipca.
Vidime, Ze posledné cifra ¢? sa musi rovnat c. Tejto podmienke vyhovuja éisla 0, 1, 5, 6.

e Zacneme s 0, ktort dosadime za c. Po vynasobeni dostavame vo vysledkovom riadku: b2, 0, 0. Z toho vyplyva,
Ze cifra b by mala byt 0, dalej a = b2, teda aj a je 0. Takze abc je 000, &o nie je trojciferné é&islo.

Tato moznost nefunguje.

o Teraz dosadime ¢ = 1. Vo vysledkovom riadku bude: b? + 2a + 7, 2b, 1. Ak chceme, aby nasa podmienka
platila, 2b musi mat posledni cifru b. To plati len pre b = 0. Dalej vidime, Ze podobne to musi byt aj pre a.
Aj a = 0. Teda abc je 001, ¢o nie je trojciferné éislo.

Této moznost tiez nefunguje.

o Dosadime ¢ = 5. Vysledkovy riadok bude tentokrat 10a + b? + r, 10b + 2, 5. Chceme, aby ked za b dosadime
jedno z ¢isel (0,1,...,9), poslednd cifra vyrazu 10b + 2 bola préve toto ¢islo. Vychddza to len pre b = 2.
Prepocitame nase nasobenie aj s druhou zndmou cifrou. Vo vysledkovom riadku mame 10a + 6, 2, 5. Znovu
chceme, aby ked za a dosadime jedno z ¢isel (0,1,...,9), posledné cifra vyrazu 10a + 6 bola prave toto éislo.
Vychéadza to len pre ¢islo 6.

Zhrnieme si to: a = 6, b = 2, ¢ = 5. Vysledné ¢islo je 625.

e Zostéava nam c = 6. Vysledkovy riadok: 12a + b +r, 12b+ 3, 6 To, Ze posledna cifra vyrazu 12b+ 3 sa rovna
¢islu, ktoré dosadime za b, plati len pre b = 7. Novoziskané ¢islo dosadime do vysledkového riadku, ktory je:
12a + 57, 7, 6 Podmienka, Ze ¢islo, ktoré dosadime za a je posledna cifra vyrazu 12a + 57 vychadza len pre
a=3.

Sumarizujeme: a = 3, b = 7, ¢ = 6. Vysledné ¢islo je 376.

Cisla, ktoré hladame st 625 a 376.
Uloha é&. 2: Zistite, kolko je

1-1+2-2+3-3+...+999999-999999 + 1000000 - 1000000 + 999999 - 1000001 + 999998 - 1000002 + . . . +1 - 1999999.

RieSenie: (opravovali Veronika a Lindtka)

Ako mozeme zratat tolko séitancov? Nie sme kalkulacka, ktord by to kvoli velkosti vysledku nezréatala, ale zato
mozeme byt prefikani a skisif preusporiadat séitance. Skisme popérovat tie stciny, ktoré maji spoloény jeden
¢initel (stéin 1000000 - 1000000 nema par). Dostaneme

(1-141-1999999) +(2-2+2-1999998) +(3-3+3-1999997) +- - - +(999999-999999+99999-1000001) 41000000 1000000.
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V kazdej zatvorke vieme vybrat spoloény (mensi) éinitel pred zétvorku:
1-(1+1999999) + 2 - (2 +1999998) + 3 - (3 + 1999997) + - - - + 999999 - (999999 + 1000001) + 1000000 - 1000000.

Aké hodnoty nadobudnt staéty v zatvorkich? Vsetky buda mat rovnakd hodnotu a to 2000000 (premyslite si preco).
Po tejto iprave nas vyraz bude vyzerat takto

1-2000000 + 2 - 2000000 + 3 - 2000000 +- - - - + 999999 - 2000000 + 1000000 - 1000000.
Ako si mdézeme vSimnut, zo vSetkych ¢lenov okrem posledného vieme vytiat pred zatvorku 2000000:
2000000 - (1 +24 34 --- 4+ 999998 + 999999) + 1000000 - 1000000.

Potrebujeme zistit aki hodnotu mé nasa zatvorka (1 4+ 24 3 + --- 4+ 999999). Vicsina z vés prefikane vedela, ze
zatvorka ma hodnotu 1000000 - 999999/2. Pre tych, ktori to nevedeli, popdrujeme si prvé ¢islo s poslednym, druhé
s predposlednym, a tak dalej. Dostanete (1 + 999999) + (2 + 999998) + - - - + (499999 + 500001) + 500000. Treba
si v8imnut aké hodnoty budi nadobudat zatvorky a kolko tych zatvoriek je, to vSak nechdme Sikovnému citatelovi
na rozmyslenie.

A teraz to uz treba dat len celé dokopy:

1000000 - 999999
2000000 - 5 -+ 1000000 - 1000000 = 1000000 - 1000000 - 999999 + 1000000 - 1000000 =

= 1000000 - 1000000 - (999999 + 1) = 1000000 - 1000000 - 1000000 = 1000000000000000000 = 10*%.

Uloha é&.3: Vieme rozdelit §tvorec na hocijaky pocet mensich $tvorcov? Ak nie, ktoré pocty vieme dosiahnut
a ktoré nevieme? Stvorec musi byt rozdeleny len na $tvorce, ale nemusia mat rovnaké velkosti.

Riesenie: (opravovali Mojo a Kajo)

Najlepsi sposob, ako zacaf riesif takyto typ tlohy, je zobraf si ceruzku a papier a nakreslit si par obrazkov. Po
chvilke ski$ania vidime, Ze ked spojime stredy protilahlych stran, tak stvorec rozdelime na 4 mensie $tvorce. Cize
ked vieme rozdelif $tvorec na k Stvorcov, tak ho vieme rozdelit aj na k+3 Stvorcov — proste si vyberieme lubovolny
z tych k Stvorcov a rozdelime ho na $tyri nové $tvorce. To znamend, Zze ak pocet, na ktory vieme Stvorec rozdelit
poriadne premyslite). Najmensi pocet tvaru 3k + 1, na ktory ho vieme rozdelit je 1. Pre tvar 3k +2 je to 8 (Obr. 1),
a pre tvar 3k to je 6 (Obr. 2). Teda sme ukdzali Ze pre vSetky k okrem 2, 3 a 5 sa da Stvorec rozdelif na k Casti.

Obr. 1 Obr. 2

Ostéva ndm uz len ukézat, Ze na 2, 3 a 5 Stvorcov sa §tvorec rozdelit neda (hlboké presvedéenie o tom, Ze sa to
ned4, sme nadobudli ski§anim na zaciatku). Ak niektory Stvorec obsahuje aspon dva vrcholy povodného $tvorca,
tak ho obsahuje cely (premyslite si preco). A teda je rozdeleny len na jeden Stvorec. Je zjavné, Ze ak chceme $tvorec
rozdelit na 2 alebo 3 Stvorce, tak asponi jeden z mensich Stvorcov by obsahoval aspon dva vrcholy, ¢o pri inom
deleni ako na jeden Stvorec nie je mozné. Preto nemozno rozdelit $tvorec na 2 alebo 3 Stvorce.

A ¢o s piatimi Stvorcami? Uz sme ukazali, ze ak mé jeden zo Stvorcov viac ako 1 vrchol, tak by bol rovnako
velky ako povodny Stvorec. Teda potom mé kazdy Stvorec najviac 1 vrchol, konkrétne u nds 4 maji po jednom
vrchole a jeden Stvorec nemd Ziaden. Teraz budeme umiestiiovat do rohov pévodného Stvorca spomenuté 4 Stvorce
a budeme sledovat zvysnu cast.

Ak ma najvicsi z tychto $tvorcov dlzku strany viésiu ako polovica z dizky strany povodného stvorca, potom zvys$né
3 Stvorce leziace v rohoch maji uréite dlzku najviac doplnok, to je ale menej nez polovica strany, teda uréite na
asponl dvoch susednych stranich povodného Stvorca nie je pokrytd celd strana (medzi tymito mensimi Stvorcami).
KedZe je ale v rohu medzi tymito ¢astami Stvorec, potom ttvar, ktory ostal nie je konvexny, teda to nie je Stvorec.
Ak m4 najvicsi zo 4 stvorcov dizku menej ako polovica strany, tak moézeme pouzit rovnaky argument (pre fubovolnt
dvojicu susednych stran).

Ak ma najvicsi zo 4 stvorcov dlzku rovni polovici strany povodného Stvorca, tak bud st aj ostatné Stvorce rovnako
velké, vtedy uz ale pokryju celtl plochu Stvorca, teda st to len 4 $tvorce. Ak je aspon jeden mensi tak na stranach,
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ku ktorym prilieha by vznikli uz spominané nepokryté casti, teda uréite by zvysna cast nebola konvexna, teda by
to nebol stvorec.
Stvorec sa teda da rozdelit na Iubovolny pocet Stvorcov okrem 2, 3, 5.

Uloha &. 4: Mame kruznice k al, ktoré sa dotykaji v bode M. Dalej mame dotycnicu d ku kruznici I, ktora pretina
kruznicu k. Ozna¢me N bod dotyku dotyc¢nice d s kruznicou | a priesecniky dotycnice d s kruznicou k oznacme A
a B. Priese¢nik priamky M N s kruznicou k rézny od M oznacme X. Dokézte, ze |AX| = |BX|.

RieSenie: (opravovala Plutvicka)

Oznac¢me K stred kruznice k, L stred kruZnice [. Pozrime sa na trojuholniky KM X a LM N. Oba st rovnora-
menné, kedze plati |K M| = |[KX| (polomer k), |LM| = |LN| (polomer [). Z toho mame |[SKMX| = |[<SKXM|
a |[INML| = |<MNL|. Kedze uhly KMX a NML st vrcholové a teda zhodné, plati |[SKXM| = |[SKMX| =
[INML| = |SXMNL| a potom aj |[SXKM| = |[SNLM|. Tieto uhly st teda po dvojiciach striedavé (uhol pri X
s uhlom pri N, uhol pri K s uhlom pri L). Preto st KX a NL rovnobezky.

Doty¢nica je kolmé na polomer v bode dotyku, preto je NL kolmé na BN. Ked7e NL a X K st rovnobezky, aj X K
je kolma na BN. Vieme, Ze pre lubovolnt se¢nicu kruznice plati, Ze jej os prechddza stredom kruznice. (Trojuholnik
tvoreny se¢nicou a stredom kruznice bude vZdy rovnoramenny. Stred kruznice teda lezi na osi secnice.) Priamka
XK je kolmé na se¢nicu AB a prechadza stredom kruznice k. Preto je priamka X K osou tsecky AB. Vsetky body
na XK si rovnako vzdialené od bodov A a B, takze plati |[BX| = |AX].

Uloha é&. 5: Okolo okriihleho stola sedi 2n vediicich vratane Matka. Medzi nimi je nejako rozdelenych K kolacov.
Kazdy z vediicich vlastniacich aspori dva koldce sa moze kedykolvek rozhodniit, Ze zje jeden zo svojich koldacov
a zarover daruje dalsi zo svojich kolacov jednému zo svojich susedov. Najdite najmensie také K, Ze bez ohladu na
pociato¢né rozmiestnenie koldc¢ov ich vediici vedia posuniit tak, aby Matko dostal aspori jeden kolac.

RieSenie: (opravoval Viktor Lukacek)

Dokézeme, ze odpoved je 2". Najprv ukézeme, Ze pre K < 2" to nejde.

Oznadime si Matka pismenom M. M priradime ¢islo 27, jeho susedom 277!, ich susedom smerom dalej od M
priradime 2"72,... aZ na konci priradime vedtcemu oproti M ¢&islo 27" = 1, tohto vedficeho si oznacime O.
Nasledne kazdému kolacu priradime ¢islo, ktoré ma veduci vlastniaci tento kolac. Stucet vSetkych takto priradenych
¢isel na nezjedenych koldcoch, budeme nazyvat: celkovy stucet kolacov. Teraz si vSimnime, Ze tento sticet mé velmi
dobré vlastnosti! Ak nejaky vedici zje jeden kol4¢ a druhy posunie dalej od M, celkovy stcdet sa zjavne zmensi, ale
ak ten druhy kola¢ posunie blizsie k M, tak sa celkovy stucet zachova. Ak na zaciatku dame vsetkych K kolacov
vedicemu O, tak celkovy sucet kolacGov bude K. Ale na to, aby M mal po nejakych tahoch asponi jeden kola¢, musi
byt celkovy sucet kolacov aspori 2". A kedZe celkovy stcet koldcov sa nemdze zvicSovat, z ¢isla K sa ndm nikdy
nepodari dostat ¢islo 27, ¢ize M nemodze dostat kolaé, pri akychkolvek fahoch.

Teraz ukdzeme, ze K = 2™ vyhovuje, pri akomkolvek rozmiestneni kola¢ov. Ak M m4 asporti jeden kolaé, vyhrali sme.
Dalej uvazujme, ze M nem4 kola¢. Nech z je pocet kolacov, ktoré vlastni O. Nech y je pocet kola¢ov nachadzajicich
sa na lavom obliku medzi M a O, a z pocet koldov na pravom obluku. Zjavne x + y + z = 2", bez ujmy
na vseobecnosti mozeme predpokladat, Ze y > z. Sucet vSetkych ¢isel priradenych na nezjedenych kolacoch, ktoré
vlastni O alebo M alebo st na lavom obliku medzi M a O, budeme nazyvat: lavy sacet, a oznac¢ime si ho ;. Zjavne
kazdé ¢islo priradené kola¢u nepatriacemu O mé velkost aspoii dva. Z toho vyplyva, ze S; > z+2y > x+y+2z = 2™
Dobrym tahom budeme nazyvat taky tah, v ktorom vedici, nachédzajici sa na favom obliku (vratane O), jeden
kola¢ zje a druhy posunie bliz§ie k M po Tavom obliku. Po dobrom fahu sa lavy stéet nezmeni, ¢ize stale plati
S; > 2". Teraz mdzeme robit dobré tahy az pokym M nedostane nejaky kolaé. Co sa mdze pokazit?

a) V nejakom momente uz nemozno urobit dobry tah.
To znamend, ze kazdy na favom obliku (vratane O a bez M) ma maximélne jeden kolaé, ale potom by pre
lavy stcet platilo: S; <1+2+22 ... 42771 =27 — 1 < 2" a to po dobrjch tahoch neméze nastat.

b) Vzdy je mozno urobit dobry tah, ale po Tubovolnom poéte dobrych tahov, M nedostane kol4c.
Treba si v§imnit, Ze po kazdom dobrom fahu sa zmensi pocet kold¢ov na Tavom obluku (vratane M a O)
o jedna. V tomto pripade je teda mozné znizovat pocet koldc¢ov na lavom obliku [ubovolne velakrit (tak aby
M nedostal kola¢), ¢o je samozrejme nemozné.

Tym sme ukézali, Ze po nejakom pocte Tubovolne zvolenych dobrych tahoch M dostane kol4¢, teda K = 2"
vyhovuje.

Uloha ¢&. 6: Hopko ma $tvorcovii tabulku 2014 x 2014. Chce do nej vpisat v nejakom poradi éisla 1,2, . ..,20142,
kazdé prave raz, pricom vpisat moze vzdy na lubovolné volné policko. Aby to nebola takd nuda, vzdy ked vpiSe
¢islo do i-teho riadka a j-teho stlpca, séita vSetky uz napisané é&isla v i-tom riadku a j-tom stlpci a ich stéet si
zapise do zosita. Poradte mu, na ktoré miesta a v akom poradi mé ¢isla vpisat, aby suicet ¢isel v jeho zosite bol ¢o
najvacsi mozny.
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RieSenie: (opravoval Jakub S.)

Podme teda dopliiat. Zo zadania vieme, ze ked doplnime é&slo do poli¢ka na prieseéniku i-teho riadku a j-teho
stlpca, tak séitame vsetky ¢&isla uz napisané v i-tom riadku a j-tom stipci a stcet zapiSeme do zoSita. V tomto
kroku vznikla urcitd nezrovnalost: cast z vas rieSitelov zapoditala do tohto stctu aj prave doplnené ¢&islo, a Cast
z vés nie. No kedZe to nem4 vplyv na maximalizovanie suc¢tu ¢isel v zogite,! budeme uvaZovat, ze prave vyplnené
¢iselko nezapocitame.

Zrejme, niektoré z ¢isel budi vo vyslednom stéte (tzn. stcte ¢isel zo zosita) zapocitané viackrat. Uvedomme si
vsak, ze uz pri napisani ¢isla do tabulky vieme povedat, kolkokrat bude dané éiselko zapocitané vo vyslednom
siucte. Vieme to povedat prave preto, ze v kazdom policku v tabulke bude nakoniec napisané nejaké cislo. Tym
padom vieme dostat vysledny sucet éisel v zoSite aj postupom roznym od postupu opisaného v zadani tlohy: Po
tom, ako napiseme &iselko n do tabulky na prieseénik i-teho riadku a j-teho stipca, sa pozrieme na pocet volnych
poli¢ok 7, v i-tom riadku a pocet volnych policok s, v j-tom stipci, a do druhého zosita zapiseme n - (1, + s,,).
Zrejme plati, Zze stéty ¢isel v prvom a druhom zosite st rovnaké (ponechdvame na rozmyslenie pre CGitatela).
Vysledny stcet teda bude

S = 1 . (Tl —+ 81) —+ 2 . (TQ —+ 82) + -4 20142 . (7’20142 —+ 820142). (1)

.....

Vieme, 7e potom ako napiSeme ¢&slo n na prieseénik i-teho riadku a j-teho stlpca, tak v riadku aj stipci ostane
najviac 2013 volnych poli¢ok a najmenej 0 volnych polidok. A teda 0 < r,, s, < 2013. A kedZe mame 2014 riadkov
a 2014 stlpcov, medzi hodnotami 7, sa kazdé z ¢isel od 0 do 2013 nachadza 2014-krat, ¢o plati aj pre hodnoty s,,.
Takze nasou ulohou teraz bude, aby sme rozdelili ¢isla

0,0,...,0,1,1,...,1,...,2013,2013,...,2013 (2)
—— ——
2014-krat  2014-krat 2014-krét
medzi hodnoty r1,79,...,720142 (to isté aj s hodnotami s,,) tak, aby stcet S bol najvicsi mozny.

Teraz si spravime malé teoretické okienko a nauéime sa jednoduchd nerovnost, tzv. prerovnavaciu nerovnost (angl.
rearrangement inequality), ktora hovori, ze

TpYr + -+ T1Yn S To)¥1 + To@)¥2 + - F To)Yn < T1Y1 + 0 F Tln

pre vietky reélne ¢isla spliajice
1< x2 < S Ty, Y1 SY2 < Sy

a pre kazdu permutaciu o.
Inak povedané: stucet x1y1 + - - - + T, Y, je najvacsi prave vtedy, ked 1 < xzo < - < zpay; <y < -+ < yp, tzn.

.....

Toto ale pre nas pripad znamena, Ze

Lorp+2-rg+ - +2014% 199142 < 1-0+ -+ +2014-042015- 1+ -+ +4028 - 1+ - -+
+(2013 - 2014 + 1) - 2013 + - - - 4 20142 - 2013

pre vSetky rozdelenia ¢isel (2) medzi premenné r,,. T4 istd nerovnost plati aj v pripade, ked nezname r,, nahradime
neznamymi s,,.
Sc¢itanim takychto dvoch nerovnosti potom dostaneme

S=1-(r1+s1)+2(r2+s2)+-+2014% - (rog142 + S90142) <
S2-(1-0—|—"'+2014-0—|—2015'1—|—-~'+4028~1+"'+(2013-2014+1)-2013—|—~"+20142~2013)

Otézkou uz len ostéva, ¢ vieme takto postupne ¢isla do tabulky zapisovaf. A toto je uz konstrukcia, na ktora ste
viaceri z vés prisli. Chceme do tabulky umiestnif najviicsich 2014 &isel tak, aby v kazdom riadku a aj stipci bolo
prave jedno &islo, pretoze vtedy ostane pre kazdé ¢islo 2013 volngch poli¢ok v riadku aj stipci. Umiestnime ich
teda napriklad na diagonalu. Dalich najvicsich 2014 ¢sel chceme zapisaf tak, aby v kazdom riadku a stipci boli
uz po dve ¢isla (ostéava 2012 volnych poli¢ok). To mozeme napriklad tak, Ze napiSeme 2013 z nich ,pod diagonalu®
a jedno do lavého horného rohu, a takto postupujeme dalej, az kym nevyplnime celt tabulku. Takymto spdsobom
naozaj nakoniec dostaneme najvacsi mozny sucet .S.

1Keby sme v kazdom tahu zapoéitali aj prave napisané &islo, tak by sa zatvorky (rp, 4 s5) v sucéte (1) zmenili na (7, + sn, +2). Toto
vsak nijakym spoésobom nepokazi odprezentované riesenie.
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Uloha &.7: Mame dany trojuholnik ABC'. Stred strany BC ozna¢me M. Nech D je Iubovolny bod na strane AB.
Usecky AM a CD sa pretinajii v bode P. Predpokladajme, ze |AD| = |DP|. Dokézte, ze |AB| = |CP|.

RieSenie: (opravovala Kata)

Prislo vela peknych roznych rieSeni, ukdzeme si jedno z nich.

Zobrazme bod A v stredovej simernosti podla bodu M. Vznikne ndm bod X. |[AM| = |M X| a zo zadania |BM| =
|MC|, teda uhlopriec¢ky Stvoruholnika ABXC' sa rozpoluju a preto je to rovnobeznik.

Z predpokladu |AD| = |PD| méme, Ze trojuholnik APD je rovnoramenny s ramenami AD a PD, preto |[<PAD| =
|XAPD|. Dalej vieme, ze |[{PAD| = |JPXC|, lebo su striedavé a |[JAPD| = |JCPX]|, st to vrcholové uhly.
Trojuholnik PXC je rovnoramenny s ramenami CP a CX, takze |CP| = |CX]|. No |CX| = |AB|, lebo ABXC je
rovnobeznik. Z toho plynie |CP| = |AB|, ¢o sme chceli dokazat.

Uloha é&. 8: N4jdite vsetky stvorice réznych prvocisel (p, q,r, s) také, Ze ich sticet je prvocislo a &isla p? +qr a p®+qs
st druhé mocniny celych cisel.

RieSenie: (opravoval Miso)

vyplyva, Ze jedno z prvocisel je 2, inak by bol ich stucet parny.

Zo zadania este vieme, Ze nejaky vyraz zlozeny z p,q,r,s je Stvorcom celého cisla. Takze existuju také celé cisla
k,l, ze

P’ +qr =k
p? +qs =12

Cisla k, I sa vyskytujt iba v druhej mocnine, takze to, ¢i st kladné alebo zaporné ni¢ nezavazi. Budeme ich preto
brat ako kladné.
Po odéitani p? dostaneme

qr =k —p° = (k+p)(k—p),
gs =0 —p*=(+p)l—p).

Cisla r a s st rozne, takze bud rozne aj k a [. Lava strana je suéin dvoch prvoéisel. To isté ¢islo je aj prava strana
rovnic. Preto ak Ziaden z ¢initelov nie je 1, kazda zo zatvoriek musi byt jednym prvocislom. NavySe vieme, Ze ich
rozdiel je 2p.

Ako vieme, jedno z prvodisel je 2.

Co ak je dvojkou p? Na pravej strane nedostaneme jednotku, lebo k aj I musia byt aspon 5 (rozmyslite si preco).
Preto je ¢qr aj gs suc¢inom dvoch ¢&isel, ktorych rozdiel je 2p = 4. KedZe r a s st rozne a st zadané symetricky,
mozeme si povedat, Ze r < s. (Na konci ale nesmieme zabudnif rieSenia pre r > s.)

Rozdiel q,r aj q,s je 4 a r < s. Z toho vyplyva, ze r +4 = q¢ = s — 4. VSetky tri st prvocislami a davaja rozne
zvySky po deleni troma. Jedno z nich bude preto 3 a mo6ze nim byt iba 7. Keby nim nebolo najmensie z g, r, s,
muselo by nejaké byt —1, ¢o nemoze. Dostavame tak Stvoricu (p, q,7,s) = (2,7,3,11) ktord vyhovuje.

Nech teraz p nie je 2. Stale uvazujeme r < s. Potom je s privelké a dvojkou moze byt iba ¢ alebo r. Pozrime
sa na rovnicu ¢r = (k + p)(k — p). Lava strana je parna a mocnina dvojky je tam 1. Prava je sG¢in dvoch disel,
ktorych rozdiel je 2p, ¢o je parne, takze maju rovnaka paritu. Neparne byt nemozu, lebo lava strana je parna. Ak
st obe péarne, tak mocnina dvojky je na pravej strane aspoii 2. To je privela, ziadne rieSenie pre p rozne od 2 teda
neexistuje.

Jedinym riesenim p, g, 7, s st Stvorice prvocisel 2,7,3,11 a 2,7,11, 3.

Uloha &.9: Mame 1000 normalnych minci, z ktorych kazda vaz 10 gramov a 1000 falosnych, z ktorych kazda
vazi 9,9 gramu. Mame k dispozicii superpresné dvojramenné vdhy. Potrebujeme spravit dve kopky minci, pricom
v oboch je rovnaky podet minci, no sic¢et hmotnosti minci v tychto kopkach je roézny. Kolko najmenej vdzeni
potrebujeme na to, aby sme s istotou vedeli takéto dve skupiny najst?

Riesenie: (opravovali Vodka a Hopko)

Ako sa riesia takéto tlohy? Nuz, treba najst postup ako sa to d& na niekolko vaZeni a ukazaf, Ze na menej vazeni
sa to neda. Pri rieSeni ¢asto natrafime na problém. Po chvili hrania sa s prikladom lahko ndjdeme postup, ako sa
to d& na 4 vaZenia, no nedari sa nam dokézat, Ze na menej vazeni to spravit nejde. Zrazu prideme na to, Ze to
ide aj na 3 véazenia. Otazka je, Ze ¢i treba skuiSat vymysliet lepsi postup, alebo lepsi dokaz, Ze to na menej vazeni
nepojde. To byva casto problém. Dobry postup je sktiSat raz z jednej a raz z druhej strany. Snad sa ndm casom
podari dojst k vysledku.

Po takomto drsnom tvode sa kone¢ne pozrime na nasu tlohu. Ked sa ndm nedari dokézaf, ze dvomi vizeniami
nevieme najst dve rozne fazké skupiny s rovnakym poctom prvkov, modzeme skusit dokéazaft, Ze sa to nedd ani na
jedno vézenie. No ani to sa ndm akosi nedari. Jeden z dvoch dévodov preco sa ndm nieéo nedari dokazat je, ze to
neplati. (Druhy je, Ze sa mélo snazime.) V nasom pripade to naozaj neplati. Ked sa nad tym zamyslime a pohrdme
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sa s prikladom, uréite nés osvieti. Rozdelime mince zhruba na tretiny. Do képky A ddme 667 minci, do képky B
déame 667 minci a do kopky C' ddme 666 minci. Nase magické vazenie bude porovnanie kopok A a B. Ak nie su
v rovnovahe, nasli sme hladané skupiny minci.

Ak st v rovnovéhe, tak z A uberieme jednu mincu, tym dostaneme A’ a tvrdime, Ze naSe dve hladané mnoZiny
minci st A" a C. Prefo by to malo fungovat? Kopky A a B obsahuji rovnako vela falosnych minci. Ak obsahuji
asponi 334 falosnych minci, tak v kopke C' je ich najviac 332. Preto v kopke A’ je urcite viac falosnych minci ako
v kopke C'. Na druhej strane ak ich je menej ako 334, v kopke C ich je aspoii 334, a preto aj v kopke A’ bude menej
falosnych minci ako v kopke C'. Teda to naozaj funguje.

A nejaké poucenie na zaver? Nedokazujte nieco, ¢o neplati :)

Uloha ¢&.10: Néjdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vetky z,y € R plati:

fasar+ f) = (£ +3) (F+3).

Riesenie: (opravoval CD)

(podla Radovana Svarca)

Vo viidsine funkcionalnych rovnic hraja podstatna tlohu nulové body funkcie — body, v ktorych funkcia nabera
nulu. V tejto rovnici to bola taktieZ podstatnéd cast rieSenia. Na pravej strane rovnice si mdézeme vSimnaf sadin,
ktory by sme radi vynulovali, aby sme na lavej strane dostali nulovy bod funkcie. Podstatnym krokom teda bolo
zistit, pre ktoré body plati f(x) = —%, pretoze to st vSetky hodnoty, ktoré nuluju prava stranu.

Uvedomit si toto bol asi najpodstatnejsi krok celej tlohy, s tymto stanovenym cielom sa uz tloha dala doviest do
vitazného konca. Pre vedomostichtivych rieSitelov odporuc¢ame preratat s tymto cielom eSte raz zadand tlohu.
Pre ostatnych uvadzame riesenie Radovana Svarca, ktoré velmi elegantnym spdsobom dokazuje vsetky kroky.
Vsimnite si hlavne, ze stcastou kazdého sporu je dosadenie, ktoré by sa bez sporného predpokladu nedalo urobit.
Ako prvy krok dosadime do zadania hodnotu y = —1, z ¢oho dostaneme:

s = (f@+3) (7o +3). )

Rozoberieme teraz dva pripady:

e Ak f(—1) # —3, mohli by sme si rovnicu (1) predelenim upravit na

foy— JUED) 1

D +g 2
¢o by znamenalo, Ze f je konstantnd funkcia. Dostavame f(z) = ¢, pre nejaké ¢ € R. Dosadenim do zadania
dostaneme pre ¢ rovnicu ¢ = (¢ + %)2, pre ktort lahko overime, Ze nema4 rieSenie pre ziadne c € R.

e Druhé moznost je, Ze plati f(—1) = —%. Priamo z rovnice (1) dostévame dosadenim tejto hodnoty aj f(—31) =
0. Pre dalsiu ¢ast rieSenia budeme nutne potrebovat, ze ak f(y) = f%, tak y = —1.
Predpokladajme, Ze exstuje také t # —1, ze f(t) = f%. Do rovnice zo zadania dosadime hodnoty z = ?LT?

a y = t. Toto mdzeme urobit, kedZe predpokladdme t # —1. Dostaneme

t+3 t+3 t+3\ 1 1
.t 1)) = — t - .
f<t+1+t+1 v10) = (£(52) +3) (s + 5
Roznasobenim a vyuzitim, Ze f(t) = —3 dostdvame na lavej strane hodnotu —1 a na pravej strane hodnotu
0, ¢o je ocividny spor.
Posledné dosadenie, ktoré potrebujeme urobit, urobime za predpokladu, ze y # —1, aby sme za premennt x

mohli v rovnici zo zadania dosadit hodnotu z = — f (51;% . Dostaneme
f+s3 fly+3 > < < f(y)+;> 1)( 1)
— — Y+ = el I +-).
f( S 1Y f() f ) 5 ) (fW)+5

Opit roznasobenim a pouzitim vzfahu f (f%) = 0 dostdvame na lavej strane hodnotu 0. Na pravej strane
méame suéin dvoch €Elenov. Kedze y # —1, tak z predoslého odstavca f(y) + % = 0. Preto plati, ze

f+3\ .1
() ramo

TECEL.

y+1 2’

Jednoduchou tpravou dostavame
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kde opit z predoslého odstavca vieme, Ze jedinym rieSenim tejto rovnice je

fy 3
y+1

Po prenasobeni —(y+ 1) dostavame vzfah, Ze pre y # —1 musi funkcia f spliiaf vzfah f(y) = y+ % My navyse

vieme, Ze pre y = —1 je hodnota funkcie f(—1) = —%, ¢o spolu zhodou okolnosti déva jediného kandidata na
rieSenie funkciu f(z) =z + 3.

Z rozobratia pripadov sme dostali jediného kandiddta na riesenie, a to funkciu f(z) = = + % Na zéaver overime,
¢i je tato funkcia aj rieSenim povodnej rovnice (musime to spravit pri kazdej funkcionalnej rovnici), kedze vsetky
upravy doteraz boli désledkové. Dosadenim predpisu do zadania dostavame

Jetey+fy) =ztay+y+l=(e+y+1)= (f(a:)+;) (f(y)+;>,

takze funkcia f(z) =z + % je riesenim a je jedinym riesenim tejto funkcionalnej rovnice.

kategoria BETA

Vvsledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola K 5 7189 [10 s | Y
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 3 9 919 45 | 90
2. Svarc Radovan 3. Ceska Tiebova | 7 9 91911219 38 | 83
3. Hanzely Slavomir 2. GJAR PO 5 9169|8110 33 | 78
4. Pistak Daniel 2. GChD Praha 3 715 919 39 | 74
5. Truc Lam Bui 3. Gamca BA 10 91919 27 | 72
6. Oravkin Eduard 2. 1SG BA 5 3151919 4 30 | 71
7. SemaniSinova Zaneta 2. GAlej KE 5 915[9|19]|2 34 | 70
8. Svoboda Jakub 4. G Hav CR 7 619|914 29 | 68
9. Hronkovic¢ova Nina, 3. GKom PE 6 7151914013 28 | 67
10. | Mislanovéa Kristina 2. GAlej KE 5 915|919 2 34 | 66
11. Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 4 4 9 22 | 64
11. | Simkova Ludmila 4. GPar NR 12 71918 5 29 | 64
13. | Liu Zhen Ning Déavid 3. GJH BA 10 9 9 18 | 63
14. | Lipovsky Mério 4. GJH BA 8 919|901 28 | 62
15. | Psota Miroslav 4. GHlin ZA 11 21418 8 22 | 61
15. | Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 919|714 29 | 61
17. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 8 51919 4 27 | 60
17. | Krajciova Katarina 3. GAlej KE 8 5 91919 27 | 60
17. | Stkenik Peter 2. GVar ZA 4 3 415|3 16 | 60
20. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 5 315|974 28 | 59
20. | Puza Marko 4. GPos KE 10 919|714 29 | 59
20. | Sladec¢ek Michal 2. GVar ZA 4 215 7 14 | 59
23. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 5 415|148 |4 25 | 57
23. | Kralik Matej 3. GJH BA 8 697193 34 | 57
23. | Michelova Henrieta 2. GAlej KE 5 317191901 29 | 57
26. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 5 4131911610 22 | 56
27. | Ondus Daniel 2. GAlej KE 4 31397 0 22 | b4
28. | Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 4 213[9141]0 18 | 52
29. | Bodik Juro 2. Gamca BA 5 1/5(1]|7 0 14 | 50
29. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 5195 19 | 50
31. | Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 4 915 18 | 49
31. Murin Marek 2. GJH BA 5 3 9171911 29 | 49
33. | Choma Matej 2. Gamca BA 5 4121917 0 22 | 48
34. | Bednarik Ivan 2. Gamca BA 2 112197 28 | 47




KMS 2013/2014

2. séria letnej Casti

Por. | Meno Ro¢ Skola Kk |4]5 7189 [10]p] s [
34. | Holly Dominik 3. | SPMNDG BA | 5 3 93 20 | 47 |
34. | Nepsinska Silvia 3. GJH BA 7 6 9|7 1 23 | 47
37. | Krakovska Ema 3. Gamca BA 6 3151919 28 | 46
38. Presinska Kristina 3. GPar NR 7 4151916 1 25 | 44
39. | Zidek Matgj 2. Frydlant CR 5 5194 18 | 43
40. | Pilnan Branislav 3. GJH BA 4 4|5 9 | 40
40. | Veseld Simona 3. GJH BA 3 219|7 2 29 | 40
42. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 10 6195 20 | 37
43. | Kassa Ladislav 2. G Samorin 5 3 914 16 | 36
44. | Dracek Frantisek 3. GSkol PB 7 211 5 1 9 | 35
45. | Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 4 3 13 | 34
46. | Horvath Samuel 4. GPar NR 10 0 |30
46. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDG BA | 5 313 0 6 | 30
48. Santrova Michaela 3. GMH Trstena | 8 0|29
49. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 11 0 |27
50. | Kilaze Adam 3. GJCh BR 7 413 8 | 26
50. Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 0 | 26
52. Tesai Emanuel 2. GBST LC 5 0|24
53. | Stanno Roman 3. GPos KE 4 0 | 22
54. | Krakovska Hana 4. Gamda BA 8 5 7 12 | 21
54. | Kubala Milan 2. GJGT BB 3 0|21
54. | Pavlus Matts 2. GBST LC 5 313|816 21 | 21
57. | Poppr Maridn 3. GJN - Praha | 3 0 |20
58. | Zenc¢uchova Andrea 3. GJAR PO 4 0 | 19
59. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 11 0 | 16
59. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0|16
59. | Vanco Simon 2. GsvM PO 3 9 | 16
62. | Pavcik Richard 2. GJGT BB 3 0 | 15
62. | Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDG BA | 5 0 | 15
64. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0|14
65. | Kudel¢ikova Martina 2. GVO ZA 5 0 | 13
66. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 4 0 |12
67. Terem Tomas 2. GJGT BB 2 0 |10
68. | Téthova Andrea 2. SPMNDG BA | 2 413 9 [ 9
69. | Skrlec Adam 2. GJH BA 4 0 6
70. | Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 0 0 4

kategoria ALFA
Por. | Meno Roé Skola k[11|12|83|4|5|6|7|p| s |>
1. Hanesz Zoltan 1. GPos KE 1|18[9]8 3 9 37 | 76
1. Kopfova Lenka -1. GSlezCR |[-1]919 914 4 35 | 76
3. Drotar Pavol 1. GPos KE 1191969 119 42 | 72
4. Péandy Michal 1. GPos KE 119|19(9]2]2 31| 69
5. Juréik Matej 1. GVPT MT 11971691 32 | 67
6. Pokryvka Milan 1. G Bénovce 2 916|191 9 34 | 64
7. Bialas Filip 1. GOp Praha | 3 9191919 36 | 63
8. Hladka Lubica 1. GJGT BB 11695 311 24 | 61
9. Genci Jakub 1. GPos KE 2 71419141 25 | 60
10. | Pistak Daniel 2. GChD Praha | 3 919|715 30 | 55
11. | Kral Adam 2. GVar ZA 3 41914 17 | 47
11. | Polackova Adela 1. GJAR PO 2 815 3 16 | 47
13. | Bednarik Ivan 2. Gamca BA 2 91419111]219 33 | 45
13. | Porubsky Michal 2. GsvCM NR | 2 91419133 28 | 45
15. | Micko Juraj 1. GPos KE 11919]5]9 6 38 | 38
16. | Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 5 5 | 31
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Por. | Meno Ro¢ Skola K 2[3 6 s [ Y
16. | Vesela Simona 3. GJHBA |3 9] 8 2 19 | 31 |
18. | Petrus Pavol 1. GPos KE 1 914 3 29 | 29
19. | Eller Peter 1. GJH BA 2 0 | 25
20. | Halamova Lucia 0. BiG Sucany | 1 * 11 | 22
20. | Novak Matej 1. GGol NR 1 0 |22
20. | Petrova Simona 2. | SPMNDG BA | 2 5 14 | 22
23. Danis$ Déavid 1. GCSL BA 1 4 ) 21 | 21
23. | Kubala Milan 2. GJGT BB 3 0|21
25. | Hruska Rajmund 1. GPos KE 1 9114 20 | 20
25. | Kaintz Matus 1. GPos KE 1 0 | 20
25. | Téthova Andrea 2. SPMNDG BA | 2 9|4 3 20 | 20
25. | Zeman Matas 2. 1SG BA 3 3 6 | 20
29. | Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 8 | 18
29. | Vanéo Simon 2. GsvM PO 3 5 14 | 18
31. | Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 ) 5 | 16
31. | Hornakova Kristina 1. GPar NR 2 0 | 16
31. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 3 0 | 16
31. | Terem Tomas 2. GJGT BB 2 0 | 16
35. | Krutek Robert 1. GJGT BB 1 915 1 15 | 15
35. | Sajanek Adrian 1. GCSL BA 2 3 1 5 |15
37. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0|14
37. | Souc Jan 1. GJH BA 1 0 |14
39. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0 |13
40. | Martinka Matej 2. SSsvFA 3 5 1 8 | 12
40. | Poppr Marian 3. GJN - Praha | 3 0 |12
42. | Kol Daniel 1. GPos KE 1 0|11
42. | Kollarova Sara 1. GJGT BB 2 912 11| 11
42. | Nguyen Linh 1. GJH BA 2 0|11
42. | Safko Michal 1. GJAR PO 2 0|11
46. | Sanigova Lucia 3. GVar ZA 3 0 |10
47. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 0|7




