Vzorové rieSenia 1. série zimnej ¢asti KMS 2014/2015

Uloha &. 1: Veronika si z kanastového balicka vybrala 13 kariet. Tychto 13 kariet spl/ﬁa nasledujice podmienky:

e 2z kazdej farby je tam aspon jedna karta,

o 2z kazdej farby je tam odlisny pocet kariet,

srdcovych a kdarovych kariet je spolu 5,

srdcovych a pikovijch kariet je spolu 6,

e vo Veronikinej obliibenej farbe si presne 2 karty.

Akd je Veronikina obliibend farba?

Riesenie: (opravovali Veronika a Luxusko)
Na tivod dajme do poriadku nedorozumenia ohladom zadania. Standardny kanastovy balicek mé karty styroch
farieb: kdrové, srdcové, pikové a trefové. Uvazujeme balicek bez zolikovych kariet, nakolko so Zolikmi by sa tloha
nedala, vyriesit.

Vicsina riesitelov riesila priklad jednym z dvoch sposobov. Pod'me si ich oba ukézat. Oznaéme si poéty kdrovych,
srdcovych, pikovych a trefovych kariet postupne ako K, S, P a T. Pri rieSeni oboma sposobmi je dolezité, aby ste
overili vSetky moznosti a ukazali preco sedia resp. preco nie.

Pozrime sa na prvii rovnicu S+ K = 5 zo zadania. Stdc musi byt aspoii 1 a najviac 4, aby sme splnili pre srdcia
aj kara, ze ich je aspon 1. Rozoberme vSetky moznosti:

a) Ak S=1,potom K =5—5,teda K=4a P =6-5,teda P =5. Ked7e 13 = K+ S+ P+ T a uZ pozndme
hodnoty K, S, P vieme dopocitat T, tj. T'=13 — K — S — P, teda T = 6. Ako mozeme vidiet, ziadna farba
v tomto pripade nemé pocet 2, a teda tato moznost nie je spravna.

b) Ak S =2, potom K =5— 5, teda K =3a P=6-—5, teda P =4. KedZe 13 = K + S+ P+ T a uz pozname
hodnoty K, S, P vieme dopoé&itat T, a teda T'= 13— K — S — P, teda T = 4. Vyslo nam P = T a to je spor
so zadanim.

c) Ak S = 3, potom zo vztahu P = 6 — S vyjde P = 3. Uz teraz vidime, Ze mame rovnaky pocet v dvoch farbach
P =S, ¢ize ani tato moznost nie je spravna.

d) Ak S = 4, rovnykym pstupom ako v minulych pripadoch prideme na to, ze K = 1, P = 2, T = 6. Této
moznost vyhovuje ako jedind vSetkym podmienkam zo zadania. Veronikina obltibend farba je pika.

Iné riesenie:
Vieme, Ze z jednej farby su préave 2 karty. Preberieme vSetky mozZnosti:
a) Ak K =2, potom S=5—K,teda S=3a P=6-—S5, teda P=23. Vidime, ze P = S ¢o nespiﬁa podmienku
zo zadania.

b) Ak S = 2, podobnym sposobom ako minule vyjde K = 3, P =4, T = 4. Vidime, 7e P = T, ¢ize tdto moznost
je nespravna.

c) Ak P = 2, tak ndm vyjde S = 4, K = 1 a T = 6. Toto je nasa sprdvna moznost, vyhovuje vietkym
podmienkam zo zadania. Veronikina obltiben4 farba je pika.

d) Ak T = 2, jednoduchym vypoctom prideme na to, ze S = 0, ¢o je spor so zadanim.
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Vsimnite si, ze druhé rieSenie skiiSa 4 moznosti bezohladu na poéty kariet. Naopak, v prvom rieseni je pocet
pripadov, ktoré musime rozobrat, zdvisly na podmienkach zo zadania. Pri inych podmienkach by sme mozno museli
rozobrat este viac pripadov. Druhy postup je teda vieobecne efektivnejsi.

Uloha &.2: Linda si na papier narysovala trojuholnik UPG s obsahom 40cm?. Na strany UP a UG postupne
nakreslila body O a J tak, aby boli priamky OJ a GP rovnobeiné a aby bol obsah trojuholnika UJO presne 10cm?.
Nakoniec si na strane GP vyznaéila bod E. Vedeli by ste zistit obsah trojuholnika OJE ? Ak dno, tak aky je?

Riesenie: (opravovali Cvrki a Ana)
Ulohu ste riesili dvoma réznymi spdsobmi. Jeden vyuzival podobnost trojuholnikov UOJ a U PG a druhy vlastnosti
strednej priecky. Uvedieme si oba tieto sposoby.

Na zaciatok si vSimnime, ze trojuholniky UOJ a U PG st podobné. Uhly pri vrchole U maju spolo¢né, uhly pri
vrcholoch J a G su striedavé, a teda rovnako velké a podobne uhly pri vrcholoch O a P su tiez striedavé a rovnako
velké. Skiisime vypocitat koeficient podobnosti k tychto dvoch trojuholnikov. Ozna¢me si stranu OJ ako u; a vysku
na fiu v trojuholniku UJO ako v;. Dalej si ozna¢me stranu GP ako uy a vysku na fiu v trojuholniku UPG ako vs.
Z podobnosti vieme us = k - u1 a vo = k- v;. Na vypocitanie k-cka vyuzijeme fakt, ze obsah trojuholnika U PG je
4-nésobne vicsi nez obsah trojuholnika U JO:

Savpa =4-Savio

U2V2 U101
frd 4 .
2 2
kuq - kvy = duqvq
k? =4 cm?
k=2cm

Rovnica mé aj rieSenie —2, vieme vsak, ze koeficient podobnosti je vzdy kladny. Zistili sme teda, ze u; je polovica
Z ug a vy je polovica z vs.

Obsah trojuholnika OJE vieme zratat ako polovicu zo stéinu OJ krat vyska na E. Staci ndm teda zistit tito
vysku, oznaéme si ju ako vs. Kedze OJ a GP st rovnobeiné, tak vs je vlastne vzdialenost tychto dvoch priamok.
Teraz si len staci uvedomit, Ze vysku ve = 2v; vieme dostaf ako siéet vzdialenost{ vrchola U od priamky OJ a
priamky OJ od priamku GP. Teda plati 2v; = v; + v3, z ¢oho dostavame v; = vs.

Obsah trojuholnika OJFE je teda Saosr = “52 = “52 = Savjo = 10cm?.

Iné riesenie:

Vieme, ze stredné priecky nam rozdelia trojuholnik UPG na Styri trojuholniky s rovnakym obsahom. Ak teda
nakreslime iba jednu strednd priecku (ti rovnobeznd s GP), tak ndm rozdeli trojuholnik na mens{ trojuholnik
so Stvrtinovym obsahom, teda 10cm?, a lichobeznik s obsahom 30cm?. Navyse vieme, Ze tdto strednd priecka je
rovnobezna so stranou GP. Hocijakd ind priecka medzi tymito stranami, rovnobezna s GP, by nam vytvorila
trojuholnik s mensim (respektiv vicsim) obsahom ako 10cm? (podla toho, ¢ by sme priecku posunuli blizsie alebo
d’alej od vrchola U). TakZe jediné priecka OJ, vyhovujiica obom podmienkam zo zadania, je nutne strednd priecka.

Nech si zvolime bod E hocikde na strane GP, tak dostaneme vzdy rovnaky obsah (skiste si premysliet preco).
Mézeme si ho teda umiestnit aj do stredu strany GP. Tym paddom rozdelime trojuholnik U PG strednymi prieckami
na §tyri trojuholniky s rovnakym obsahom 10cm?. Obsah trojuholnika OJE je teda Shosp = 10cm?.

Uloha &.3: Betka nevedela v lete kvoli teplu zaspat, a tak sa pred spanim hrala velmi zdbavni hru. Vzala si dve
nie nutne rézne cifry a a b, obe vsak rézne od nuly. Potom z nich vytvorila éislo s cifernym zdpisom ababab. Ak
bolo toto cislo delitelné ¢islom 481, tak dvojicu a,b nazvala okizlujicou. Ked sa Betka rdno zobudila, za ten svet si
nevedela spomenit na to, ktoré dvojice cifier boli okizlufice, a ktoré nmie. Zlepsite jej deri a zistite to za 1iu.

Riesenie: (opravovali Plutvicka a Lubo)
Mnohi z vés si vsimli, ze vSetky dvojice cifier a a b st okuzlujice. Toto pozorovanie treba aj poriadne zddvodnit.
Maéme pre vas 2 rieSenia:

Sktisme si &slo ababab napisat v nejakom SikovnejSom tvare. VyuZime na to pismenkd a a b. Uréite budete
stihlasit, 7ze ababab = 100000a + 100006 + 1000a + 1006 + 10a + b = 101010a + 10101b. Napriklad 454545 =
101010 - 4 + 10101 - 5. Vsimnime si, Ze ¢fsla 101010 a 10101 st delitelné 481. Ako ndm to pomdze? Vieme, Ze ak je
¢islo n delitelné napr. 3, tak aj lubovolny ndsobok n je delitelny 3 (rozmyslite si preco). TieZ ste si isto uvedomili,
7Ze to neplati len pre 3, ale pre vSetky delitele ¢isla n. Este vieme, Ze ak s¢itavame dve &isla (m + n) a zaujima nds
delitelnost napr. 3, staéi séitat zvysky oboch éfsel po deleni 3. Ked tento siéet zvyskov vydelime tromi, dostaneme
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rovnaky zvysok ako ked siéet m + n vydelime &fslom 3 (opif si rozmyslite preco). Ked'ze 481 deli 101010 a 10101,
tak deli aj 101010a + 10101b a teda vetky dvojice cifier st okuzlujtice.

Iné riesenie:

Druh4 moznost bola uvedomit si ako sa dostaneme z nejakého Betkinho éisla na nasledujice. To vlastne znamens
zZvACSit b o 1. Vidime, 7Ze pokial nemenime a, tak ho tymto zviésime o 10101 (napriklad 121212 — 111111 = 10101).
Lahko overime, Ze &sla 111111 a 10101 si nésobkami 481 a teda pouZijeme ten isty argument o s&ftavani ako v
prvom rieseni. Nastane nejaky problém, ked prideme po 1919197 Nie, iba musime 10101 pripoéitat dvakrit a sme
opif na Betkinych éislach. Vlastne sme pri prechode cez 200000 zvigcsili a, zatial ¢o b sme nastavili zase na 1. Takto
prideme az po 999999. Opit sme prisli k tomu, Ze vietky dvojice cifier st okuzlujtce.

Uloha &.4: Katka si raz polozila nasledujicu filozoficku otdzku: pre ktoré prirodzené ¢isla n existuje taky n-uholnik,
Ze kazdd jeho strana je rovnobeind s nejakou inou jeho stranou. Zahrajte sa na Platona a skiuste jej odpovedat.

Riesenie: (opravovali Ivka a Barca)
Najprv treba spomentt, ze pre n = 1 a n = 2 to neplati, pretoze jednouholnik a dvojuholnik neexistuje (jedna ani
dve strany ndm nevytvoria uzavrety ttvar).

n = 3 tiez nevyhovuje. Dve rovnobezné tsecky vytvoria Styri vrcholy. Trojuholnik ich vSak samozrejme mé len
tri.

Dalej si riesenie rozdelime na dve ¢asti:

1. n je parne: Pre vietky parne n takyto n-uholnik vieme ngjst lahko. Sikovny priklad je pravidelny mnohou-
holnik, ktorého protilahlé strany st rovnobezné (premyslite si, preco).

2. n je neparne: V tomto pripade si treba uvedomit, Ze tu uz nemézu byt vidy dve a dve strany rovnobezné,

ale niekde sa v tomto n-uholniku musia nachidzat aspon 3 navzdjom rovnobezné strany. Toto je dovod, preco
pre n = 5 takyto n-uholnik neexistuje. Potom by museli byt navzdjom rovnobezné niektoré 2 susedné strany,
a tie by zvierali priamy uhol. Co by to znamenalo? Z dvoch strdn by ndm vznikla jedna dlhd strana, a teda
by sme dostali stvoruholnik.
Pre zvysné nepdrne é&isla také titvary ndjst vieme. Pri ich hladani ste boli naozaj kreativni, ukdZeme tu
v8ak len jeden jednoduchy priklad. Na obrazku je sedemuholnik, ktory ma navrchu akysi ”zub”. Pridanim
d'alsieho ”zubu”sa pocet jeho stran zvysi o 2. Mozeme ich priddvat, kolko chceme a tak dostaneme pozadovany
n-uholnik s Tubovolnym neparnym poctom strén pre n > 5.

Zaver: zadanie spiﬁajﬁ n-uholniky pre vsetky n € N okrem 1,2,3 a 5.

Uloha &. 5: Ceruzkovy obrdzok cisel k al je takyto obrdzok.
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Oznaéme CO(k,1) pocet bodiek v ceruzkovom obrdzku éisel k a l, napriklad CO(14,5) = 60. Nech n je prirodzené
dislo, potom ceruzkovy pdr éisla n je taky pdr prirodzenych éisiel k, 1, kde k > 1> 1, Ze n = CO(k,1).
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a) Kolko ceruzkovyjch pdrov existuje pre &isla 2, 8 a 152

b) Kolko ceruzkouvijch pdrov existuje pre ¢islo 20142

Riesenie: (opravoval Mojo)

Na zaciatok si zodpovedzme na nasledujicu otazku: ako moéze z obdlznika k x | bodiek vzniknut ceruzkovy obrazok?
No predsa z prvého stfpca odobereme [ — 1 bodiek, z druhého | — 2 bodiek, ..., azz [ —1 stfpca 1 bodku. Ceruzkovy
obrazok teda pozostdavaz CO(k,l) =1-k—(1+2+...(1-1))=1-k—1(l—-1)/2=1(2k — [ + 1) /2 bodiek. Odtial
a zo zadania dostavame vztahy

2C0(k,l) =12k—1+1) (1)
k> l> 1 (2)

Kedze I, CO(k,l) aj (2k — 1 + 1) sti prirodzené &isla, tak z 1 vyplyva, Ze | musi delit 2CO(k,1).
Teraz mozeme rozobraf jednotlivé pripady zo zadania.

e CO(k,l) =2, v tomto pripade trividlne neexistuje ceruzkovy pér, lebo zo zadania vieme ze k > 1 > 1.

e CO(k,l) =8, teda | musi delit &islo 16. Cize I sa moze rovnat 2, 4 alebo 8. A po dosadeni do (1) a (2) zistime,
ze nam ziadna dvojica celych ¢&isel I, k nesedi.

o CO(k,l) = 15, ¢ize | musi delif 30. Teda mdme moznosti | = 2, 3, 5, 6, 10, 15. Pre | = 2 dostdvame z (1) Ze
k = 7. Obdobne pre | = 3 dostaneme k = 6. Ak si tieto moznosti nakreslite, lahko sa presvedéite, ze skutocne
fungujd. Pre ostatné moznosti pre [, dostaneme vyrieSenim (1) rieSenia, ktoré nevyhovuji (2).

e CO(k,l) = 2014, tu op#t dostdvame nejaké moznosti pre [ a to 2, 4, 19, 38, 53, 76, 106, 212, 1007 a 2014
(rozmyslite si preco prave tieto). Pre k teda z (1) dostdvame vztah

Do tohto vztahu postupne dosadime vSetky mozné hodnoty [ a po zohladnen{ (2) a toho, ze k musi byt celé
¢islo dostdvame mozné nasledujice dvojice (k,1): (505,4), (115,19) a (64, 53).

Uloha &. 6: Cez leto bol Hago na vylete v Saudskej Arabii a stretol tam zhovoréivého Sultdna.

Ten mu povedal: , Ak ndhodne vyberieme dve moje deti, je rovnako pravdepodobné, Ze budi rovnakého pohlavia
a rézneho pohlavia.“

A akd je Sanca, Ze budi obe dievcatd?“ opytal sa ho nedockavo Hago.

, Rovnakd, ako Sanca, Ze jedno ndhodne vybraté dieta bude chlapec,” odvetil Sultdn.

Kolko chlapcov a kolko dievéat mal Sultdn?

Riesenie: (opravovali Betka a Ludka)

Postupne si ozna¢ime pravdepodobnost toho, ze z dvoch ndhodne vybratych deti, buda
e obe dievcata ako P(d,d)
e obaja chlapci ako P(c, c)

e dievca a chlapec ako P(d, ¢)
(toto znamend, ze prvé sme vybrali dievéa a druhého chlapca)

chlapec a dievca ako P(c,d)
(tu zase naopak, najprv chlapec, potom dievéa, pricom vieme, ze P(c,d) = P(d,c))

Pocet dievéat oznacime d a pocet chlapcov ¢. Nech d + ¢ > 2 (eSte ndm ostanii moznosti pre ¢ + d < 2, ktoré
rozoberieme neskor).

Celd situdciu vieme rozdelif na 3 pripady: bud to budi dve dievéatd, dvaja chlapci alebo budi rozneho pohlavia.
Ked'ze d + ¢ > 2 tak jedna z tychto moznosti uréite nastane a zaroven Ziadne dve nenastani naraz, takze sticet ich
pravdepodobnosti je jedna.

Pravdepodobnost toho, Ze dve ndhodne vybraté deti budu rozneho pohlavia je 1—P(c, ¢)—P(d, d). Zo zadania tiez
vieme, ze P(c,c) + P(d,d) = P(c,d) + P(d,c). Kedze P(c,d) = P(d,c), ipravami dostaneme P(c,d) = P(d,c) = }
a P(c,c) + P(d,d) = 1.

Nahodne vyberieme jedno diefa. Potom pravdepodobnost, 7e toto dieta je chlapec ozna¢me P(c). Ak vyberieme
este jedno diefa mozu nastat dve moznosti. Bud' je toto diefa chlapec alebo dievéa. Potom P(c) je rovnakd ako
stcet pravdepodobnosti P(c,d) + P(c,c).
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P(c,c) + P(d,d) = = a P(c,d) = P(d,c) = i z toho vyjde P(c,c) + P(d,d) + P(c,d) = %

Ukézali sme, ze P(c,d) + P(c,¢) = P(c) a zo zadania vieme, ze P(c) = P(d,d). Takto dostdvame P(d,d) =

[\

P(c,d) + P(c,c) = 2 — P(d,d) potom P(d,d) = 2 a P(c,c) = %.
Pomocou P(c) = (cTcd) = P(c,d) + P(c,c) = % vieme, ze pomer chlapcov a vSetkych deti je 3 : 8. A rovnako

dostaneme aj pomer dievéat ku vSetkym detom. Vieme, ze P(d) = (Cid) = P(d,d)+ P(d,c) = 2 a teda tento pomer
jeb5:8.

Teraz uz len zistime pocet deti. Vieme, ze P(d,d) = % = (d+i§((jd_+15)—1) = §(E;j2§(§d(i1‘ii)l;l)_ 7 ¢oho tpravami
dostavame ¢ + d = 16, a teda sultdan ma 10 dcér a 6 synov.

Este tie slibené pripady kde ¢ +d < 2. Sti tri: d = 0, c = 0 a d = 1, ¢ = 0 Iahko overime, Ze vyhovuji. Pre
d =0, ¢ = 1 nevyhovuje druha podmienka v zadani.

Uloha &.7: Dominik si do roviny nakreslil bod D. Potom si tam narysoval polpriamky p a q zvierajuce pravy uhol
a obe vychddzajice z bodu D (takze pri bode D mdme pravy uhol). Ndsledne wvaZoval vsetky také polkruznice, ktoré
celé lezia dnu v pravom uhle, maji fixny polomer 5 cm a ich dva krajné body leZia postupne na polpriamkach p a q.
Ndjdite mnozinu bodov, ktori vyplnia body tijchto polkruinic.!

Riesenie: (opravovali Hiphop a Jozo)

Oznaéme mnozinu hladanych bodov M. Po naértnuti niekolkych polkruznic vieme odhadnit tvar mmoziny M.
Svoj odhad ale musime dokdzat: o kazdom bode, ktory nepatr{ do mnoziny M ukdZeme, 7Ze neexistuje polkruznica
spiflajﬁca podmienky zo zadania a o bodoch patriacich do M ukazeme, ze takd polkruznica existuje.

Vezmime lubovolni polkruznicu & vyhovujicu zadaniu. Oznaéme jej prieseéniky s priamkami p, g postupne
A, B (|JAB| = 10cm) a jej stred S. Pokial polkruznicu k& doplnime na kruznicu, dostaneme Tdlesovu kruznicu nad
priemerom AB. KedZe < ADB je pravy, bod D leZi na T4lesovej kruznici a teda |DS| = 5 cm. To plati aj v pripade
ked A = D alebo B = D, kedy ABD nie je trojuholnik a D je krajnym bodom polkruznice. Dalej si v§imnime, ze
bod S lezi vzdy v pravom uhle ADB, lebo A, B tiez lezia v tomto pravom uhle.

Stredy vsetkych polkruznic teda lezia na Stvrtkruzmici {(D,5cm), ktord lezi celd v pravom uhle ADB. Jej
priesecniky s polpriamkami p a g si postupne oznac¢ime ako P, Q.

Musime este overit, & kazdy bod S stvrfkruznice | moéze byt stredom
polkruznice k zo zadania. Spravme si kruZnicu ki(S,5cm). Kedze vsetky
body zo &tvrfkruznice ! si od priamok p,q vzdialené najviac 5cm, tak po-
tom kruznica k; pretne priamky p,q v bodoch, ktoré si oznac¢ime postupne
Ay, B;. KruzZnica k1 je opfsand pravouhlému trojuholniku A; By D (Télesova),
preto A; B je jej priemerom a oblik A;B; neobsahujuci D je polkruznicou,
ktord celé lezi v pravom uhle ADB vzhladom na to, Ze kruznica opisané tro-
juholniku nepretina jeho strany. Kazdy bod zo stvrfkruZnice [ teda moéze byt
stredom polkruznice uvazovanej v zadani.

Lubovolny bod X € M musi byt vzdialeny od nejakého S € [ prave 5cm (S
je stred polkruznice, na ktorej lezi X). S musi lezat na kruznici u(X,5cm), ale
zdrovenl aj na Stvrtkruznici I. Bod X teda patri do mnoziny prave vtedy, ked
sa kruznica u a §tvrtktuznica [ pretinaji. Pre d'alsie potreby oznaé¢me kruznicu
I1(D,5cm), na ktorej lez{ stvrfkruznica I.

Vsetky body pravého uhla rozdelime na 3 ¢asti:

Poprvé, vsetky body X vzdialené od D viac ako 10 cm nepatria do M, lebo stredy kruznic [; a u st vzdialené
viac ako stcet ich polomerov (¢o je 10cm) a teda sa nepretni. Tieto body lezia vo vonkajsej oblasti stvrtkruznice
m(D, 10 cm) (leziacej celej v pravom uhle).

Podruhé, kruznica u z lubovolného bodu X vnitornej oblasti stvrtkruznice m pretne kruznicu l1, lebo vzdialenost
ich stredov (X a D) je mensia ako 10 cm. MéZe sa ale stat, Ze sa pretni mimo pravého uhla (a teda m N1 = 0). To
nastane prave vtedy, ked vzdialenost X od vsetkych bodov stvrtkruznice I je mensia ako 5 cm.

Dokézeme, Ze najviac vzdialeny bod stvrtkruznice [ od bodu X je jeden z jej krajnych bodov, P, Q. Pozrime sa,
¢o sa stane, ak X lezi vo vonkajsej ¢asti stvrtkruznice [. Ak si spojime bod X s bodom D a prieseénik polpriamky
DX s kruzmicou [y si oznaéime Ty, tak Tp je zrejme najblizsi bod z kruznice {1 k bodu X. Pozrime sa na lubovolny
bod T} z kratsieho obliku To P. Plati | XT}| < | X P|. Dokaz preco to tak je ponechdme na ¢itatelovi (pozrite obr. 2).
Dokaz tohto tvrdenia pre X vnutri [ uz teraz zaiste zvladnete tiez. Kruznica u nepretne kruznicu [; vnutri pravého
uhla prave vtedy, ak |[PX| < 5cm a |QX| < 5cm. MnozZina bodov vzdialenych od P menej ako 5cm je vnitornd

1Body polkruznice si iba body na jej obvode.
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oblast kruhu f(P,5cm) a pre bod @ vnitornd oblast kruhu g(Q,5cm). Prienik vnitornych oblast{ f a g nebude
patrif do M.

Nakoniec nam ostali len body vnitri stvrtkrznice m (aj s obvodom) bez
prieniku vnitornych oblasti f a g, o ktorych ukazeme, ze tvoria M. Kruznica
u pretne kruznicu Iy, lebo ich stredy s vzdialené menej ako 10 cm (resp. pre X
leziace na stvrtkruznici M sa kruznica u dotyka stvrfkruznice [ a to na spojnici
ich stredov, ktord lez{ v pravom uhle). Pre Tubovolny bod X z tejto oblasti plati
|X P| > 5cm alebo | XQ| > 5cm nakolko lezia vo vonkajsej oblasti f alebo g.
Preto kruznica u pretne §tvrtkruznicu . Dostaneme tak S € [, pre ktory ako
sme vyssie uviedli existuje polkruznica zo zadania.

Pre tiplnost naznaéime dokaz prieniku kruznice u a §tvrkruznice [. Vieme,
7e kruznice u a I, prieniky maji a ktoré naviac st osovo stimerné podla DX.
Rozhodnite, ¢i existuje bod na kruznici {; mimo pravého uhlu, ktory je od X
vzdialeny 5cm (neexistuje, ale dokazte si to).

Poznémka: Najst sprdvnu mnoZinu bodov nebolo fazké vzhladom na to, Ze
to bola 7. tloha. Preto sme pri opravovani kladli déraz na presné dokazanie
spravnosti rieSenia. Mnohi z véis zabudli overif, Ze kazdy bod z ndjdenej
mnoziny vyhovuje zadaniu, ¢i ndhodou polkruznica, na ktorej lezi nevychddza z pravého uhla, alebo ste nespo-
menuli, preco oblast zo stvrfkruhu do mnoziny nepatri. Niektori z vas ste sa snazili zdovodnit riesenie réznym
postvanim krajnych bodov alebo polkruznic. Nie je to nespravne rieSenie, ale je fazké ho opisat dostatoéne dobre
(a to sa mélokomu podarilo).

Uloha &.8: Miso sa hrd na Spidermana a vyrobil si doma pavucéinu. Td pozostdva z 3™ kamienkov, kde n je
prirodzené &islo, pricom kazdd dvojica kamienkov je spojend prdve jednou nitkou. Za chvilu sa vrdtia Misovi rodicia,
a tak potrebuje pavucinu rozpliest. Rozpletd ju nasledovnym spésobom: vyberie si trojicu kamienkov, medzi ktorymi
st zatial vietky tri nitky, a tieto tri nitky odstrdni. Dokdzte, Ze takymto spésobom vie postupne z pavuciny odobrat
vsetky nitky.

Riesenie: (opravovali Kajo a JeFo)

Na dokaz pouzijeme matematicki indukciu. Nebude to tak tplne obycajna indukcia, ale bude to takzvana spéatna
indukcia. V tom slovicku ,spéitna“ sa skryva fakt, Ze ukdzeme, Ze vieme rozpliest pavuéinu z 3" kamienkov na tri
pavuéiny z 3"~ ! kamienkov. Rovnaky postup by sme mohli potom pouzit na tieto tri pavuéiny a rozpliest ich na
devit pavuéin z 372 kamienkov. Takto by sme potom pokracovali az k trividlnemu pripadu ktory vieme lahko
rozpliest.

Zaénime tym trividlnym pripadom pre n = 1. Mdme pavuéinu z 3"=! kamienkov a 3 nitky (vietky dvojice), ich
odobratim méme trividlne rieSenie tohto pripadu. Skiisime d'alej dokazat, Ze vime rozpliest pavuéinu z 3™ kamienkov
na tri pavuéiny z 3"~ kamienkov.

Pavuéinu z 3" kamienkov si rozdelime do troch skupin (4, B, C) po 3"~ = k kamienkoch. Kamienky si prislusne
oznaéime: a1, as,...,ax,b1,ba, ..., by, c1,co,...,ck. Ak budeme hovorif o kamienku s indexom ¢ takom, Ze ¢ > k
potom myslime kamienok s indexom p, kde p < k a ¢ = x - k + p. Poktisime sa zbavif nitiek, ktoré spijaji kamienky
z roznych skupin, tym padom rozdelime pavuéinu z 3" kamienkov na tri pavuciny z 3"~ ! kamienkov.

Chceme odobrat kazdd pavuéinu spajajicu kamienky z dvoch réznych skupin, pricom ale kazdi pavuéinu chceme
odobrat préve raz. Budeme volit trojice kamienkov typu a;,b;,citj, 3,5 € {1,...,k}. Pri takejto volbe indexov
dostaneme lubovolni trojicu a,, by, ¢, prave raz a zaroven odoberieme vietky trojice kamienkov. Nahliadnut sa na
to d4 cez zafixovanie a; na indexe 1 a prechddzat zaradom s indexom j cez mnozinu {1,...,k}. Tym pddom zrusime
kazdu pavuéinu (premyslite si, ze aj kazdd prave raz) idicu z a; do kazdého kamienka z B a C. Rovnako sa na dany
postup mozeme pozriet pri zafixovani indexu 7 na Iubovolnej hodnote, tym ale oddelime kazdy kamienok zo skupiny
A a tym aj celi skupinu A od ostatnych skupin. Ak sa ale na cely postup odoberania pozerame pri zafixovanom
indexe j vidime, Ze sme museli oddelif aj kazdy kamienok z B a s tym aj celi skupinu B od kamienkov v C. Teda
sme v8etky tri skupiny uplne oddelili.

Ukézali sme, Ze vieme pavuéinu z 3" kamienkov rozpliest na tri pavuéiny z 3" ~! kamienkov, tym padom vieme
aj pavuéiny z 3"~ ! kamienkov rozpliest na pavuciny z 3”2 kamienkov a postupnym rozpletanim sa vieme dostat
az k trividlnemu pripadu n = 1.

Elegantnejsie riegenie: (podla Bui Truc Lama) Zoberme si graf, ktory pozostdva z 3 skupin vrcholov, kazd4
velkosti 3". Hranou spojime vSetky dvojice vrcholov, ktoré st réznej skupiny. Takyto graf nazveme F'(n). Indukciou
ukéZeme, Ze ho vieme rozpliest.

F(0) zrejme vyhovuje. F(n+1): Rozdelime kazdu skupinu do troch timov, oznacime ich aq, as, as, by, b, b3, 1, ca, 3.
Ked' si zoberieme 3 timy, kazdy inej skupiny, tak ich rozpletieme rovnako, ako F(n). Trojice timov zvolime tak, Ze
bud’ kaZd4 trojica obsahuje timy s rovnakym indexom (napr. ai,by,c1), alebo réznym (napr. aq,bs,cs). Takto je
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pre kazdi dvojicu timov réznych skupin jednoznacéne uréené, do ktorej trojice patria, takze tym rozpletieme F'(n+1).

Indukciou dokazeme tvrdenie v zadani. Pre n = 1 to plati. Pre n 4+ 1: rozdelime vrcholy do 3 skupin, kazda
velkosti 3". Kazdu skupinu rozpletieme pomocou indukéného predpokladu, zostane ndm graf F(n), ktory vieme
rozpliest. Tym je indukcia hotova.

Uloha &.9: Hopko sa bol v lete potdpat a na dne koralového ttesu nasiel stvorec. Chvilu sa s nim hral, a potom si
zaviedol ndzvoslovie.
Obdlznik nazval vystrihovact, ak sa dd vyrobit zo §tvorca pomocou strihania a preusporiadania kiskov.? Raciondine
c¢islo nazval vystrihovacie, ak existuje vystrihovact obdl/inik, ktorého pomer strdn sa rovnd tomuto raciondlnemu
c¢islu. Ndjdite vsetky vystrihovacie raciondlne c¢isla.
Riesenie: (opravovali Miso a Viktor)
Chceme zistif, ktoré raciondlne ¢isla mézu byt pomerom stran obdlznika, ktory vznikol nastrihanfm stvorca. Od-
povedou je, ze to mdze byt Iubovolné kladné racionslne &islo.

Pre jednoduchost nech je obsah §tvorca 1. Strihanfm sa obsah nezmeni, takze vzniknuté obdiiniky musia mat

obsah rovnaky. Ked si zoberieme Iubovolné raciondlne &islo %, kde p,q sd prirodzené ¢isla, obdlznik s tymto

pomerom strén musf mat strany dizky \/g a \/g .

Ako to dosiahnut? Nemd zmysel zobrat mensiu dizku a stvorec podla nej zostrihntit na obdiinik, zvysSok sa neda
len tak ”dopasovat”. D4 sa ale strihat sikmo.

Zoberme si najjednoduchsi priklad, ked’ stvorec rozstrihneme po uhlopriecke. Vysledné trojuholniky k sebe vieme
prilozit tak, Ze vznikne rovnobeznik. Staéi ich posunut tak, aby sa nedotykali preponami, ale odvesnami. Potom uz
ho len rozstrihneme pri dlhsej zakladni v pravom uhle k nej, odstavajuci trojuholnik presunieme na opacni stranu

rovnobeznika otoceny o 180 stupniov a mame obdlznik! V tomto pripade bude mat strany v/2 a \/g .

Myslienka: $tvorec zaéneme z rohu pod nejakym uhlom (mensim ako 45 stupiiov od zakladne) strihat a po tom
ako narazime na opa¢nid stenu strihdme dalej z druhej strany z rovnakej vysky a pod rovnakym uhlom. Takto
nastrihdme §tvorec na niekolko rovnobeznikov a dva trojuholniky a zostrihnuty rovnobeznik, ak sme vo vyske 1
neskonéili vo vrchole.

Podstatné je, Ze tieto odrezky vieme poskladat do rovnobeznika. Staéi, ak ich vodorovne poposivame tak, aby
sa susedov dotykali zvislymi stranami a nie Sikmymi. Co treba spravit s rovnobeznikom uz vieme. Odstrihneme
jeden roh a presunieme ho na opacni stranu.

Kratiia strana tohto obdlznika je vyskou trojuhonika, ktory bol ako prvy odstrihnuty zo Stvorca. To je aj cesta,
ako n4jst uhol, pod ktorym strihat. Prepona torjuholnika je dlzka strany stvorca, ¢ize 1. Protilahl4 odvesna je nasa
pozadovana dlzka. Uhol je teda jej arkus sinusom.

Takto zostrojime obdiznik s Tubovolnym (kladnym) pomerom stran.

Poznamka: uhol sa d4 zostrojit aj bez pouzitia arkus sfnusu. Staéi zostrojit kruznicu s priemerom 1 a naniest
pozadovanu dizku z jedného vrchola priemeru. Uhol pri tom druhom je arkus sinus tej diZky.

Uloha &.10: Vodka md rdd jednotky v bindrnych zdpisoch. Zaviedol znacenie V(n), ktoré uddva pocet jednotiek
v bindrnom zdpise prirodzeného &isla n. Prirodzené ¢islo n je pekné, ak V(n) deli n.

a) Dokdzte, Ze neexistuje pitica po sebe idicich peknych prirodzengch &isel.

b) Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela trojic po sebe idicich peknyjch prirodzengjch &isel.

Riesenie: (opravovali Miro a Vodka)
a) Najprv si uvedomime, ze v kazdej $tvorici sa nachddza ¢islo, ktoré konéi v dvojkovej stustave dvojicou cifier 01.
Za nim nasleduje &slo, ktoré konéi na dvojicu 10. Takéto dvojica po sebe idtcivh éisel sa bude isto nachadzat v
kazdej pitici. Cim si tieto dve ¢isla vynimoéné? Maji rovnaké V(n)! Toto V(n) moze delif dve po sebe idtice ¢isla
len v pripade V(n) = 1. No a to je splnené iba pre mocniny 2. Dve po sebe idice mocniny dvojky st iba 1 a 2, a
preto nemozZe existovat pitica peknych po sebe idtcih éisel, ktord neobsahuje 1 a 2. Ostéva uz len overit, Ze pitica
1, 2, 3, 4, 5 nevyhovuje a to uz nechdvame na vis :)

b) Tak skisme nejaké najst. Skisme najst trojicu n — 1, n, n + 1 s poslednymi ciframi 11,00,01 v dvojkovej
stustave. A hladajme ich s pevnymi V(n — 1), V(n) a V(n + 1) a najlepsie malym (bude to jednoduchsie :)

My sme sa rozhodli, ze ich ndjdeme s V(n—1), V(n), V(n+1) postupne 7,4,5 Ako ndm to napadlo? No zrejme
V(n —1), V(n+ 1) musia byt neparne (aby mohli delif neparne é&islo), V(n) +1=V(n+1)aV(n) < V(n—1)

2Kisky sa nesmt prekryvat, musia sa pouzif vietky a mézeme ich nastrihat iba koneéne vela.
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(premyslite si). A keby sme ich zvolili velmi malé, (napr. V(n) = 2) tak by ndm neskor chybala akdsi "volnost”.
Inak je toto asi to najmensie, ¢o sme mohli vymysliet.

Uvedomime si, Ze potom to stredné &slo musi konéit na 10000 (aby to o jedna mensie malo o 3 jednotky viac).
Nase ¢islo potom vyzera 10...010...010...010000 (v bindrnej ststave). Ked tie 3 jednotky st na a,b a c-tom
mieste tak to ¢islo bude 2% 4 2° 4 2¢ 4 16. (kde @ > b > ¢ > 5) My chceme aby platilo:

7)2% +2° +2° + 15
427 +2° 4 2°+ 16
5120 + 2% 4+ 2¢ 4+ 17

Druhy vztah plati hned a ked sa budeme pozerat na zvysky mocnin 2 po deleni 5 (postupne 2, 4, 3, 1 dokola) a
7 (2, 4, 1) tak po chvili skigania ndjdeme vhodné a, b, ¢, napriklad 9, 6, 5. Tu vidime, preco bolo super, ze mame
V(n) = 4. Keby to bolo len 2 mali by sme len 1 nezndmu, a to by sme museli mat dost stastia (v skutoénosti by to
neslo), aby sme nasli vhodné ¢isla.

Dostaneme tak trojicu peknych éfsel 623, 624, 625. Ako teraz vyrobim d'alsie? No sta¢i ak budem posivat prvé
jednotky v bindrnom zdpise dopredu (zvii¢sovat a) tak, aby sa zvySok po deleni 5 a 7 nemenil (poé¢ty jednotiek tak
nezmenim). Dostanem tak ¢fsla 2% + 111, 2% + 112, 2% + 113. V reéi kongruencif® potrebujeme toto:

20 -29=22%_1)=0 < 2°%=1 modp

prep=5ap=T.

7 Malej Fermatovej vety vieme, ze to nastdva pre a — 9 =0 mod p — 1. Pre ¢isla 7, 5 to znamend, ze a — 9 je
najmensim spoloénim nasobkom &isel 6 a 4, ¢o je 12. Teda a = 12k + 9. z tychto tivah je jasné, ze ¢isla 212F+9 4
111, 212649 41112, 212649 4 113 vyhovuji.

Nasli sme nekoneéne vela trojic peknych &isel.

Samozrejme v skuto¢nosti stacilo hocijakym spésobom najst jednu taki trojicu (hoci tato je najmensia, takze
postupné skisanie nebolo moc efektivne). A potom posivanim prvej jednotky o vhodny pocet sa z nej vzdy dalo
vyrobit nekoneéne vela trojic.

Dokonca Matéj Koneény nasiel aj Stvoricu po sebe idicich peknych ¢isel a potom analogicky ukézal, ze ich je
nekoneéne vela.

Teda je mozné, ze najtazsim krokom bolo naozaj ndjdenie prvej trojice :), ¢o sa najrychlejsie asi naozaj urobilo
fixnutim V(n).

Vvsledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc Skola kK |4|5|6|7|8|9 |10/ p| s |>.
1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 13 919191919 45 | 45
1. Koneény Matéj 4. GlJir CB 4 9191919 9 45 | 45
1. Svarc Radovan 4. Ceska Trebova | 9 9191911919 45 | 45
4. Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 7 919|616 9 39 | 39
5. Frankovska Zuzana 3. Gamca BA 5 9(17181]19 |4 37 | 37
5. Hronkovicova Nina 4. GKom PE 8 317191919 37 | 37
7. Mislanovéa Kristina 3. GAlej KE 7 9191919 36 | 36
7. Truc Lam Bui 4. Gamcéa BA 11 91919 9 36 | 36
9. Bodik Juro 3. Gamca BA 97| 7|66 35| 35
9. Semanisinova Zaneta 3. GAlej KE 7 919|819 35| 35
9. Stkenik Peter 3. GVar ZA 6 8111819 9 35| 35
12. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 6 918|619 |2/0 34| 34
12. | Kralik Matej 4. GJH BA 10 7158|618 34 | 34
12. Murin Marek 3. GJH BA 7 814 |71]6 9 34 | 34
12. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 9181916 2 34 | 34
16. | Kluvanec Roman 4. GPar NR 6 6|7]5[]9]6 33 | 33
16. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 7 9|7 |714]|6 33 | 33

3 Ak nevies ¢o st kongruencie, odporti¢ame ti pre¢itat si zbierku KMS: http://www.kms.sk/zbierka



1. séria zimnej casti

KMS 2014/2015

Por. | Meno Roé¢ Skola kK |4|5|6|7|8[9 |10/ p| s | >
16. | Marko Alan 1. GMRS NZ 118|917 9 33 | 33 |
16. | Pistak Daniel 3. GChD Praha 5 819|286 33| 33
20. | Veseld Simona 4. GJH BA 51919191519 32| 32
21. | Bialas Filip 2. GOp Praha 5 919 9 3 30 | 30
22. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 319197 4 29 | 29
23. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 7 914|6 712 28 | 28
23. | Krakovska Ema 4. Gamca BA 8 8|16 |6 8 28 | 28
23. | Téthova Andrea 3. GJH BA 4 (6719133 28 | 28
26. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 6 918 9 26 | 26
27. | Horndkova Kristina 2. GP4ar NR 316|819 2 25 | 25
27. | Choma Matej 3. Gamca BA 6 9(18]|5 3 25 | 25
27. | Nepsinsks Silvia 4. GJH BA 9 914|166 25 | 25
27. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 4 19188 25 | 25
31. | Zidek Matgj 3. Frydlant CR 6 88| 7 23 | 23
32. | Darmovzal Ondiej 4. Brno CR 5 914 8 21| 21
33. | Krasula Dominik 2. Krnov CR 419 7 4 20 | 20
34. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 |85 6 19 | 19
34. | Mol¢an Samuel 3. GJAR PO 6 914|6 19 | 19
36. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB 9 4161|414 18 | 18
36. Presinska Kristina 4. GPar NR 9 8131314 18 | 18
38. | Kral Adam 3. GVar ZA 513198 17 | 17
38. | Tesai Emanuel 3. GBST LC 6 9|7 1 17 | 17
40. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 5 654 15 | 15
40. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 6 71413 1 15| 15
40. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA 6 7 6|2 15 | 15
43. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA 7 71501 13 | 13
44. Kassa Ladislav 3. G Samorin 6 6|5 11 | 11
44. | Santrova Michaela 4. GMH Trstena 10 7 4 11 | 11
46. | Liu Zhen Ning D4vid 4. GJH BA 11 9 919
46. | Trencanské Tereza 3. Gamca BA 518 7 2 9 9
48. | Skrlec Adam 3. GJH BA 5 16 1 8 | 8
48. | Vanco Simon 3. CGsvM SL 4 7 1 8 8
50. | Kurimsky Jan 3. GsvMo 5 6 6 | 6
51. | Barbora David 4. GFS Nov4d Bana | 6 0 0
51. | Rozhon Vaclav 4. GJir CB 4 0 0

kategoria ALFA

Por. | Meno Roc Skola kK|1]2[3|4|5[6|7|p| s |>

1. Micko Juraj 2. GPos KE 3 919191919 45 | 45
1. Parada Matej 1. Gamca BA 11919191996 45 | 45
3. Sésik Tomas 1. Gamca BA 11919199 8|7 44 | 44
4. Horansky Marek 2. SPMNDGBA | 2[9(9(9(9]9]|7 43 | 43
4. Smoldrova Paulina 1. SPMNDGBA [ 19|99 |5|9]|7]0 43 | 43
6. Boskova Dagmar 1. GJH BA 1199|987 42 | 42
6. Drotér Pavol 2. GPos KE 3 9191978 42 | 42
8. Leinwatherova Michaela 1. GPan BA 119 9 T|1714 41 | 41
8. Liptédk Jozef 2. GJGT BB 2 9198 6 41 | 41
10. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 3 91919 7]|5 39 | 39
10. | Svihorik Tom4&s 1. GPar NR 119/19,9]8 4 39 | 39
12. | Dlugosova Michaela 1. GKuk PP 1191919 912 38 | 38
13. | Belan Pavol 1. GVar ZA 119191915215 37 | 37
13. | Krett Jakub 1. GMA BA 1 9191(3|9/|7 37 | 37
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Por. | Meno Ro¢ Skola K 2/3|4|5|6 s | >
13. | Pajger Simon 1. GVO ZA | 1 91919 1 37 | 37 |
16. Domes Tomas 2. G Mendel CR | 2 919141915 36 | 36
16. | Kutkova Sara 1. Gamca BA 11919199 36 | 36
16. Marcekova Michaela 1. GPar NR 119191919 36 | 36
16. | Ondus Peter 1. GAlej KE 119199 9 36 | 36
16. | Pulmannova Barbara 1. Gamca BA 11919199 36 | 36
16. | Sadovska Jana 1. SPMNDGBA | 1]|9|5]9(8(|5]|1 36 | 36
22. | Steinhauser Vaclav 1. G Dacice 1717197 4 34 | 34
22. | Sucikova Svetlana 1. G-BMA UK 119159 7|4 34 | 34
22. | Urban Addm 1. GPos KE 1 91919 7 34| 34
25. | Polakové Nikola 1. G Surany 119199 3 33 | 33
25. | Svobodova Zuzana 1. Frydlant CR | 1 91919 33 | 33
27. | Horndkova Kristina 2. GPar NR 3 916|819 32 | 32
27. | Skrotnarova Lucia 2. G Surany 2 919141812 32 | 32
27. | Turenicova Martina 1. GJH BA 119191913212 32 | 32
30. | Zidkova Dorota 1. Frydlant CR | 1 |9 |8 9|2 |3 31| 31
31. | Téthova Natalia 1. GAlej KE 119/1919]3 30 | 30
31. | Zajacova Terézia 1. 1SG BA 1171919 5 30 | 30
33. Mikulds Matuis 1. GBST LC 1689241 29 | 29
33. | Oravkin Richard 0. 1SG BA 0[919]9]2 29 | 29
35. | Bartekova Katarina 2. GCSL BA 2169192612 28 | 28
35. | Piala Martin 2. GVO ZA 2 919121513 28 | 28
35. | Rosinskd Veronika 2. G Surany 2 919|713 28 | 28
38. | Simkova Jarmila 1. GPéar NR 119199 27 | 27
39. | Juran Matus 1. GJH BA 1 9121]913 26 | 26
40. | Catlos Jakub 1. SPMNDGBA | 1| 719(8]|1 0 25 | 25
40. | Cermak Michal 1. 1SG BA 1191934 25 | 25
40. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 3 919|717 25 | 25
43. | Bajnohova Natdlia 1. GCSL BA 11819 7 24 | 24
43. | M4jek Juraj 3. Gamca BA 3 819 |7 24 | 24
43. Marko Alan 1. GMRS NZ 1 819 |7 24 | 24
46. Kozmala Peter 1. GJH BA 119 913 2 23 | 23
47. Castulikova Katarina 1. 1SG BA 1 (713192 22 | 22
47. | Homola Marek 2. GJH BA 219191912 2 22 | 22
47. | Podzubanovd Martina 2. GPH MI 2 91911 3 22 | 22
47. | Rozgon Martin 1. G Surany 11918 2 22 | 22
51. | Hladk4 Lubica 2. GJGT BB 3 9 911 21 | 21
51. | H6éz Martin 2. Gamca BA 2 91911 2 21 | 21
51. | Ivan Peter 1. GJH BA 1 *1419|1(6]|1 21 | 21
54. | Durina Marian 1. G Surany 1163|911 19 | 19
54. | Majtan Martin 2. GPdC PN 2 919 19 | 19
56. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 919 18 | 18
56. | Poljovka Jakub 1. 777 11 *]1*]19]9 18 | 18
58. Brablecova Patricia 2. GBST LC 2 913114 17 | 17
58. | Hruska Rajmund 2. GPos KE 2 9 8 17 | 17
60. | Remperova Natélia 1. GKom PE 112 9 11 | 11
61. | Horkava Alexandra 2. BiG Sucany 2171313121 10 | 10
62. | Bdb Samuel 1. GCSL BA 117 2 9 9
62. | Cavalieri Costauzo 2. GSpor NR 2 9 0 9 9
64. | Borc¢in Martin 1. GCSL BA 1|6 6 6
65. | Petrovd Simona 3. SPMNDG BA | 3 311 0 4 4
65. | Simova Méria 2. EGMT 2| 2 311 0 4 | 4
67. | Németh Richard 3. GCSL BA 3 9 1 1 1
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1. séria zimnej casti

KMS 2014/2015

Por. | Meno Ro¢ Skola K s |y,
68. | Glovickova Katarina 1. GCSL BA | 1 0] 0 |
68. | Lavus Eduard 2. GAlej KE | 2 0| 0
68. | Mach Jakub 2. GPos KE | 2 0] 0
68. | Poldkova Tatiana 1. 1SG BA 1 0] 0
68. | Porges Eduard 2. GCSL BA | 2 0] 0
68. | Schmidtovd Veronika 2. GAlej KE | 2 0] 0
68. Tanzer Jozef 1. GJH BA 1 0 O
68. | Turcekova Diana 1. GKom PE | 1 0] 0




