Vzorové rieSenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2014/2015

Uloha &.1: Stanka nasla na povale 27 roznych nepdrnych prirodzenych cisel. Navyse boli vietky mensie neZ sto.
Dokdzte, Ze medzi nimi vieme urcite ndjst také dve rozne c¢isla, ktorijch sucet je 102. Ako by to bolo, keby Stanka
nasla iba 26 réznych nepdrnych céisel mengich nez sto?

Riesenie: (opravovali Veronika a Lindtka)

Najskor sa pozrime kolko mame neparnych &fsel mensich ako 100. Tychto ¢isel je 50 (s to tieto: 1, 3, 5, ..., 97,
99). Pozrime sa kolkymi sposobmi vieme dostat sicet 102.
Stcet 102 vieme dostat siétom tychto dvojic éisel 3 + 99, 5+ 97, ..., 47 + 55, 49 + 53. Tychto spdsobov je 24

a teda mdme 24 dvojic éisel (dvojicu tvoria &isla, ktorych stcet tvori 102). MoZeme si v&imnit, Ze éisla 1 a 51
nemame v ziadnej dvojici. Ak by sme chceli najst dvojicku pre 1, museli by sme pouzit &slo 101, ktoré je vicsie
ako 100. Ak by sme chceli najst dvojicku pre 51, tak by sme museli pouzit znovu ¢éislo 51, ¢o viak nemozeme. Cisla
1 a 51 nemdzu tvorit so ziadnym &islom dvojicu.

Aké &fsla moézu byt medzi 27 vybranymi? Skisme éfsla vyberat tak, aby medzi nimi nebola Ziadna dvojica, ktord
nam dava sicet 102. Ako prvé vyberieme éisla 1 a 51, lebo o tych vieme, ze nemaji dvojicku. Teraz ndm zostdva
vybraf 25 &fsel z 24 dvojic. Vyberme prvé éislo z nejakej dvojice. Druhé éfslo uz nemodzeme vybrat z tej istej dvojice.
A teda druhé ¢islo vyberame uz len z 23 dvojic. Takymto spésobom postupne vyberame ¢isla. Predposledné ¢islo
vyberdme z poslednej volnej dvojice. Poslednému &islu sa uz vSak neujde Ziadna volna dvojica Toto &fslo uz nutne
musime vybrat z uz obsadenych dvojic (dvojice, z ktorych jedno &islo sme uz vybrali). Toto 27. &slo bude chybajica
dvoji¢ka k uz jednému z vybranych 26 &isel. Od zagiatku sme sa snazili vyberaf &isla tak, aby medzi nimi nebola
Ziadna dvojica. Nepodarilo sa ndm to, takze mozeme s istotou povedaf, Ze Stanka vie ndjst medzi vybranymi 27
¢islami dve také, ktoré maja siacet 102.

Ak by Stanka vyberala len 26 ¢isel, tak existuje mozZnost Ze vyberie 24 &isel z 24 dvojic (z kaZdej dvojice préve
jedno) a este vyberie ¢isla 1 a 51. Takze nendjde medzi svojimi vybranymi ¢islami dve éisla so sictom 102. Teda
je mozné, ze Stanka vybrala takych 26 ¢isel, ze ziadna dvojica nedava stucet 102. Nevieme aké ¢isla Stanka vybrala
a preto nevieme s istotou povedat & vybrala dvojicu &sel so stiétom 102.

Uloha &.2: Vieme vyplnit §tvorceky v mriezke 7 x 7 &islami 1 a —1 tak, aby bol sicin éisel v kazdom riadku 1
a v kazdom stlZDci —172 Vieme to isté spravit v §tvorci 8 x 8¢

Riesenie: (opravovali Plutvicka, Marecek, Ana)

Pod'me sa najskor pozrief kedy dostaneme kladny a kedy zaporny sié¢in. Ked vyndsobime neparny pocet (—1)-
tiek, dostaneme —1, si¢in parneho poctu (—1)-tiek dava vysledok 1. Zjavne pojde iba o to, ako rozmiestnime
(—1)-tky (ndsobenie jednotkou ni¢ nemeni). Preto musi byt pocet (—1)-tiek v kazdom riadku parny a v kazdom
stipci neparny.

Teraz si rozmyslime kolko (—1)-tiek by sme potrebovali v pripade mriezky 7 x 7. V kazdom stfpci ich mame neparny
pocet a stipcov méme 7. S¢itavame teda neparny pocet nepdrnych &isel, ¢o je vzdy nepdrne ¢islo. Sicet (—1)-tiek po
Stipcoch preto bude neparne &fslo, ale sicet (—1)-tiek po riadkoch musi byt parne &islo (rozmyslite si preco). Pocet
(—1)-tiek v tabulke 7 x 7 m4 byt naraz pdrne aj neparne &fslo, ¢o je spor, preto ju nevieme za danych podmienok
vyplnit.

Zmeni sa nieCo v pripade mriezky 8 x 8?7 Tu mame parny pocet riadkov aj stfpcov, takze nevieme dostat spor ako v
pripade mriezky 7 x 7. Po chvilke skii$ania prideme na to, Ze tdto mriezka sa d4 vyplnit. MozZnosti ako to mozeme
urobit je viacero, napriklad zoberieme mriezku, kde prvy riadok st samé —1 a vietko ostatné 1.

Iné riesenie:

Velmi peknym spésobom ako sa dé prist na to, Ze pre 7 x 7 mriezku to nejde, je pozrietf sa na stéin vietkych éisel
v mriezke. Sté¢in v kazdom riadku je 1, v celej mriezke teda 17 = 1. AvSak sicin v kazdom stipci je —1, spolu
(—1)7 = —1, ¢o sa nerovna 1, takze mame opit spor. Argumenty pre mriezku 8 x 8 sii rovnaké ako v prvom rieseni.

Uloha &. 3: Jefo nasiel v skrini staroZitny lichobeznik ABCD so zdkladiiami AB a CD. Priesecnik jeho uhlopriecok
bol oznacensyy X. Zachovalo sa o 1iom nickolko informdcii. Dizka strany AB je Sest centimetrov, obsah trojuholnika
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CDX je jeden centimeter §tvorcovyj a vzdialenost bodu X od priamky AB je tri centimetre. Pomézte Jefovi zahrat
sa na historika a zistite obsah tohto lichobeznika.

Riesenie: (opravovali Ivka a Kajo)

V&imnime si trojuholniky ABX a CDX. Uhly AXB a CXD st vrcholové, teda maji rovnaki velkost a dvojice
uhlov XCD a XAB, resp. XDC a X BA st striedavé a teda tiez si navzijom rovnaké. Z toho vyplyva, Ze tieto
dva trojuholniky sii podobné.

V trojuholniku ABX je pomer vysky ku strane 3 : 6 = 1 : 2, teda tento isty pomer musf platif aj v trojuholniku
CX D. Vyuzijeme este fakt, ze obsah trojuholnika C X D je 1. Teda plati:

‘CD| *VCD
2
‘CD| -Vcp = 2.

=1

Oznacme si |CD| = 2a, potom vep = a.

2a-a =2
a®>=1
a=1

Teda vop = a = 1 a |[CD| = 2a = 2. Zo zadania vieme, 7e vap = 3, a kedZe vcp = 1 mdzme vyritat velkost
vysky celého lichobeznika: vagcp = 1 + 3 = 4. Teraz ndm uZ ni¢ nebrani vypocitat obsah lichobeznika ABCD:
vapep - (|JAB|+|CD|) 4-(6+2) 32

= = — =16.
2 2 2 0

Uloha &.4: Vodkovi sa zunovalo hrat sa s hrackami, a tak sa zacal hraf s ¢islami. Rozhodol sa ndjst vsetky také
dvojice kladngjch celijch ¢isel (a,b), Ze ¢islo a® + b deli ¢islo a®® 4 2b. Vedeli by ste ich ndjst aj vy?

Riesenie: (opravovali Hanka a Hago)

Vigsina z vas nasla spravne rieSenie, no s dokazovanim toho, zZe je jediné ste mali problémy. Pozrime sa teda, ako
to mohlo vyzerat.

Vieme, ze ak a®+b delf a?® +2b, tak a® + b musi delif aj a?® +2b+ k- (a® + b) pre kazdé celé ¢islo k. Takze a® +b mé
delit (a2 +2b—a- (a®+b)) = —a’b+ 2b. Podobne musi platit aj, ze a® + b deli (—a’b+2b+b-(a®+b)) = b(b+2).
Dospeli sme k tomu, Ze a® + b m4 delit b (b+ 2). Oba tieto vyrazy si urcite kladné, takze musi platit, ze a® + b <
b(b+2).

Teraz sktsime dosadzovat za b postupne &isla od 1.

e Ak b =1, tak zo zadania dostdvame, ze a* + 1 m4 delif 1- (1 +2) = 3. Cislo 3 delia len ¢fsla 1 a 3. Kedze a
je kladné, tak zjavne a + 1 > 1, teda musi platit, Ze a + 1 = 3, odkial @ = 2. Dvojica b =1 a a = 2 je teda
vyhovujtica.

e Pozrime sa na moznost, ked b = 2. Potom a? + 2 ma delit 2- (2 +2) = 8. Uréite teda musf platif a? +2 < 8,
¢o plati len pre a < 3.

— Ked a =1, tak (1% + 2) = 3 m4 delit ¢islo 8, ¢o zjavne nie je pravda.
— Ked a = 2, tak (22 + 2) = 6 m4 delit ¢islo 8, ¢o tieZ nie je pravda.
Ani jenda z moznosti nevyhovuje zadaniu.

e Pozrime sa, ¢o sa stane, ked b = 3. V tomto pripade m4 a®+ 3 delit 3- (3 +2) = 15. Podobne ako v minulom
pripade vieme, ze a3 + 3 < 15, ¢o plati len pre a < 3. Po dosadeni a = 1 a @ = 2 ndm to op#t nevyjde.

e Rovnako to overime pre b = 4 a zistime, Ze aj pre to modzeme za a dosadit len 1 alebo 2 a ani pre jedno to
nevyjde.
Uz tusime, Ze iné rieSenia zrejme existovat nebudi, ale samozrejme to chceme dokdzat.

e Pozrime sa teraz podrobnejsie na b = 5. V tomto pripade dospejeme k tomu, ze mé platit a® +5 < 35. Toto
v8ak plati len pre a = 1. Po dosadeni to vSak nevychadza.

V tomto momente uz staéi len dokézat, ze aj pre lubovolné b vicsie ako 5 bude jedind moznost na dosadenie za a
¢éislo 1, a Ze pre a = 1 nevieme ndjst rieSenie nech je b lubovolné. Tak podme na to.

Akb=5aa=2, tak b(b+2) <a’+b,lebo 35 < 37. Ak by sme zvysovali a, tak pravd strana bude len narastat
a lavd sa nezmeni.

Vieme teda, 7ze pre a > 1 a b= 5 plati b (b + 2) < a® + b. Upravme teraz nerovnicu a odéitajme b z kazdej strany,
dostaneme b (b+ 1) < a’. Pozrime sa teraz na to, ako sa zmenia obe strany tejto nerovnice, ked zvii¢sime hodnotu
bnab+ 1.
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Lavd strana sa z b (b + 1) zmenf na

b+ 2 2
b+ (B+2) = T-b(b—i—l) = (1+b) “b(b+1).
Pravé strana nerovnice sa z a® zmenf na a®t! = a - a®.

Vidime teda, ze hodnota pravej strany sa a-krat zvacsila oporoti povodnému stavu, teda pre a > 2 minimélne
2-krét. Zatial ¢o lavd strana sa zvicsila len (1 + 2/b)-krdt, ¢o je pre b > 5 urcite menej ako 2. Vidime teda, Ze
viiéSia strana nerovnice sa nasobf viiésim éislom ako mengia strana, takZe nerovnost sa so zvySujticim sa b nezmen.
Takze pre b > 5 a a > 2 neplati a® + b < b (b + 2), ¢o znamend, Ze takd dvojica ¢isel nemoze vyhovovat zadaniu.
Teraz este dokdZzeme, 7e pre a = 1 neexistuje rieSenie nech je b lubovolné a budeme hotovi.

Po dosadeni a = 1 dostaneme, Ze 1 + b ma delit b (b+ 2). Potom ale 1+ b mus{ delit aj b(b+2) —b- (1+b) = b, z
¢oho je na prvy pohlad vidno, Ze delitel je vicsi ako delenec, a teda rieSenie nemoze existovat.

Jedind dvojica kladnych éisel (a,b) vyhovujica zadaniu je a =2 a b= 1.

Uloha &.5: Miso md z papiera Zlepenyj model pravidelného §tvorstena. Rozhodnite, ¢i mézeme model Tozrezat pozdl/zv
troch tsecick tak, aby ho potom bolo mozné rozvinit do roviny a vznikol pritom obdlznik. Ezistuji pre pravidelny
Stvorsten dva uvaZované spdésoby rozrezania, pri ktorych vznikni nezhodné obdlzniky?

Riesenie: (opravovala Betka)

Vigsina z vas riesila tento priklad len systémom pozriem vidim, pripadne ste si svoje ndpady vystrihli a niektori
ich aj poslali pripnuté k rieseniu.

Vieme, Ze potrebujeme vytvorit nasimi tromi rezmi 4 vrcholy pri ktorych je pravy uhol. Prvé ¢o pride na um je
urobit rez cez vysku nejakej steny, pretoze takto si vytvorime dva pravé uhly. Aby sme vSak tie vrcholy vedeli
,rozbalit“ do roviny, musime rozrezat aj prislusni hranu, na ktort sme spravili vysku. Zostdva ndm uz len jeden
rez, a ten musime umiestnit tak, aby sme vytvorili zvysné dva vrcholy. Ked sa trochu pohrdme, viimneme si, Ze
bud moézme rozrezat znovu vysku steny, alebo este hranu. Na obréazku st naznacené obidve moznosti.

Overime si aj experimentélne, Ze tie §tvorsteny naozaj vieme postrihat takymto spéosobom. Vystrihnite si obdiiniky
z obrdzka (strihajte iba po hrubej ¢iare) a zohnite ich po ¢iarkovane;.
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Samotné obdiZniky staéi prilozit na seba, a vidno, Ze si rozne. Jeden obdlznik m4 totiz rozmery v X 2§ a druhy
s x 20, kde s je strana Stvorstena a v je vyska jeho steny. A ked'ze ide o rovnostranny trojuholnik, tak vieme Ze v
a s maji rozne dfzky.

TakZe naozaj vieme rozrezat §tvorsten tromi rezmi tak, aby vznikli dva nezhodné obdfiniky.

Uloha &. 6: Linda si z roztopase napisala vyraz
15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.

Teraz by dotiho cheela doplnit zdtvorky' tak, aby dostala ¢o najmensie prirodzené ¢islo.? Ako to md spravit a aké
¢islo dostane?

Riesenie: (opravovali Lubo a JeFo)

Je dobré si uvedomit, Ze vyraz zo zadania si vieme zapisat ako zlomok s jednou zlomkovou é&iarou a pomocou
zdtvoriek moZeme manipulovat s tym, ¢o bude v &itateli a ¢o v menovateli takéhoto zlomku.

Zoberieme si napriklad ¢isla 12, 6 a 2.

12
12:6:2=—=1
6-2
12 12-2
12:(6:2):§:76 -4
Cisla zo zadania (15, . . .,2) chceme rozdelif na dve skupiny (tie ¢o budi v ¢itateli a tie ¢o budi v menovateli). Sticin

¢isel v éitateli musi byt vASsi ako sicin éfsel v menovateli. Zaroven menovatel musi delit &itatela bezo zvysku. Aby
to platilo, rozklad ¢itatela na prvoéisla musi obsahovat vetky prvoéisla asponi v rovnakej mocnine ako menovatel.
Zéroveii chceme aby podiel ¢itatela a menovatela bol ¢o najmensi. Preto by sme boli radi, aby mocnina kazdého
prvoéisla v rozklade ¢itatela bola najviac o jedno viésia ako v rozklade menovatela.

Vieme to dosiahnut a aky moze byt najmens{ podiel?

Napisme si jednotlivé prvociselné rozklady. Dostaneme:

(3-5):(2-7):(13):(2-2-3):(11):(2-5): (3-3): (2-2-2): (1) :(2:3):(5): (2-2): (3) : (2)

Zistime si, kolko krat sa ndm v tomto zdpise nachadza kazdé prvoéislo. Dvojka sa nachadza 11-krat, trojka 6-krat,
pitka 3-krdt, sedmicka 2-krat, 11 a 13 sa nachddzaji len raz. KedZe dvojok je jedendst, mohlo by sa ndm ich
vykratif desaf. Trojky by sa mohli vykrétit vietky, ked'Ze ich je parny pocet. To isté plati aj pre sedmicky. Z pitiek
sa mohli dve vykratif a jedna ndm ostane a 11 a 13 mame len raz, takze tie ndm tiez ostani. Cize najmensie mozné
¢islo ktoré mozeme dostat by mohlo byt:

2-5-11-13 = 1430

Este musime zistit, ¢i takéto ¢islo vieme dosiahnuf. Vsimnime si, Ze 15 musime mat v &itateli a 14 v menovateli
(rozmyslite si preco). Ostatné &fsla doplitame tak, aby ndm po vykrdteni ostali iba 2, 5, 11 a 13. Vieme to spravit
viacerymi sposobmi, jeden z nich je napriklad tento:

15-13-12-11-10-7-6-4
14-9-8-5-3-2

Otdzkou ostdva, & vieme vyraz uzatvorkovat tak, aby sa dal upravit na pozadovany zlomok. Premyslite si, ako sa
zo zlomku da vytvorif uzdtvorkovanie. Op#t méme viacero moznosti, jednou z nich je napriklad:

15:(14:13:12:11:10):9:(8:7:6): (5:4):3:2

Uloha &.7: Dominika omylom vymkol vrdtnik cez noc v skole, a tak si na tabulu napisal vjraz
2014% + 2015% + 2016% + - - + n?,

kde n je prirodzené ¢islo vicsie nez 2014. Ukdzte, Ze existuje také n, pre ktoré dokdZeme vymenou niektorych
namienok + za znamienko — zmenit hodnotu vyrazu na tabuli na 2014.

Riesenie: (opravovali Mojo a Palo)
Najprv si véimnime, Ze pre lubovolné &islo k plati

K+ k+1)2+(k+2)2 - (k+3)2=—k*+ (K +2k+ 1)+ (K> + 4k + 4) — (k* + 6k + 9) = —4.

1Z4tvorky sa nedajt dopiﬁat’ medzi cifry jedného &isla, vZdy musia byt pred alebo za &islom.
2Pri Gasti bez zatvoriek delime vidy zlava, napriklad 12: 6 : 2 = 1.
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Rovnako, ak vymenime znamienka, vieme dostat &islo —4. To znamend, Ze ak najdeme n, pre ktoré dava vyraz
zo zadania zvySok m po delenf 4, tak postupnym pripocitavanim (alebo odpoéitavanim) stvorky viem dosiahnut
Tubovolné ¢islo, ktoré déva zvySok m po deleni 2014 (rozmyslite si ako). Zarovei 2014 déva zvySok 2 po delen{ 4.
Staci teda najst také vhodné poradie plusov a minusov, aby é&islo 20142 £ 20152 & ... 12 d4valo zvySok 2 po deleni
4 a potom doplnif dostatok stvoric s poradim znamienok minus, plus, plus, minus (alebo plus, minus, minus, plus,
ak je zaciatok mensi ako 2014), aby sme sa dostali k 2014.

Staci si vsimnit, Ze éfslo 20142 + 20152 4 20162 + 20172 tento zvysok ddva a teda Zelané n existuje.

Uloha &. 8: Veronika sa vo volngjch chvilach zahrdva s geometriou. Td na 1iu wvrhla nasledujici problém a zakliala
Ju aZ do doby, kym ho niekto nevyriesi.
Diagondly AC' o BD tetivového stvoruholnika® ABCD sa pretinaji v bode P. Bod O je stred opisanej kruznice
ABP a H je priesecnik vijsok trojuholnika CDP. Odklajte Veroniku a dokdzte, Ze body H, P a O leZia na jednej
priamke.
Riesenie: (opravovali Hiphop a Ludka)
Uloha sa dala riesit roznymi sposobmi. Ukédzeme si dva z nich. Ak chceme
ukdzat, ze priese¢nik vySok trojuholnika CDP, stred opisanej kruZnice troju-
holnika ABP a bod P lezia na priamke, sta¢i ukazat, ze vyska na stranu CD
v trojuholniku C'DP prechddza stredom opisanej kruznice trojuholnika ABP
(rozmyslite si preco). Nech E je pédta vysky na stranu CD v trojuholniku
CDP. Priese¢nik osi strany AP s vyskou EP oznaéme O'. Chceme ukdzat, 7e
O’ je stred opisanej kruznice trojuholnika ABP (teda, ze je to bod O). Uhol
ABD ozna¢me (3.
Rozoberme najprv pripad, ked uhly PDC a PCD nie si tupé. Z obvodovych
uhlov dostaneme

4 ABD| = [4ACD| = 8,

Trojuholnik PEC' je pravouhly. Teda

|[SAPO'| = |SCPE| = 90° — | PCE| = 90°-3.
Bod O’ lezi na osi strany AP. Preto trojuholnik APO’ je rovnoramenny. Teda
|APAO’| = |[SAPO'| = 90° — 3 a |[XAO'P| = 180° — |[APAO’| — | APO'| = 2.

Tetive AP opisanej kruznice trojuholniku ABP prislicha obvodovy uhol § a stredovy uhol 23. Kedze uhol AO’P
m4 velkost 28 a bod O’ le#i na osi tetivy AP, bod O’ musi byt totozny so stredom opisanej kruznice trojuholnika
ABP.

Staéi nam uZ len vyriesit pripad, kedy jeden z uhlov PCD a PDC je tupy. Rozoberme pripad, ked uhol PCD je
tupy (pre uhol PDC to vyjde analogicky). Bod E lez{ mimo strany C'D (na priamke BC' za bodom P). Budeme
postupovat podobne, ako v prvej ¢asti rieSenia. Rozmyslite si jednotlivé kroky:

[$ABD| = |$ACD| = B,
S APO'| = [4CPE| = 90° — (180° — [ PCE|) = 8 — 90°,
[$PAO'| = |[$APO'| = B —90°,
[ AO'P| = 180°— |4 PAO'| — |4 APO'| = 360° — 2.

Tetive AB prislicha stredovy uhol, ktory je doplnok do 360° k uhlu AO’P, teda uhol 23. Bod O’ je teda stred
opisanej kruznice trojuholnika ABP.

Iné riesenie:

Ukazeme si aj ndznak iného rieSenia zalozeného na mocnosti bodu ku kruznici. Vyuzijeme tvrdenie, ze vSetky body
v rovine, ktoré maji rovnakid mocnost k nejakym dvom kruzniciam k,! tvoria priamku kolmu na stredy kruznic
k,1. Specidlny pripad takejto priamky je napr. chordéla kruznic k,l. Pozrime sa na ns priklad. Chceli by sme
dokézat, Ze priamka OP je kolm4 na priamku CD. Zjavne by staéilo, Ze rozdiel mocnosti bodu C k nejakym dvom
kruzniciam so stredmi v bodoch O, P je rovnaky ako rozdiel mocnosti bodu D k tymto dvom kruzniciam. Ako
kruznicu so stredom v O si zvolme kruznicu opisani trojuholniku ABP, a za kruzZnicu so stredom v bode P si
zvolme bod P (kruznicu s polomerom 0). Dokonéit to uz zaiste zvlddnete sami.

Uloha ¢&. 9: Hopko si z Ameriky objednal Sachovnicu s rozmermi 7 X 7 a zacal ju dldzdit, hned ako ju dostal.
K dispozicii mal dva typy dlaZdiciek: S-ko zloZené zo styroch dlazdiciek a L-ko zloZené z troch dlazdiciek.

3Tetivovy stvoruholnik je taky, ktorému sa d4 opisaf kruznica.
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Dokdzte, Ze ak chce Hopko takymito dlazdickami kompletne vydldzdit celi Sachovnicu (bez prekryvov a bez kiskov
vycnievajicich zo Sachovnice), tak musi pouZit prdve jednu S-kovi dlazdicku.

Riesenie: (opravovala Stanka)

Najprv ndjdeme dlaZdenie s prave jednou S-kovou dlazdickou (d'alej len S-kom) a s niekolkymi L-kovymi dlazdickami
(dalej len L-kami). Potom si ukéZeme, Ze s menej ani s viac ako s jednym S-kom (a niekolkych L-iek) sa vydlazdit
Hopkova achovnica nedd. Tym ukdzeme, ze pre kompletné dlazdenie Hopko mus{ pouzif préve jedno S-ko.

Jedno z dlazdeni s prave jednym S-kom je takéto:

Len s L-kami sa Hopkovi dldZdenie nepodari: potreboval by pocet stvorcekov delitelny troma, ¢o viak 49 nie je.
Ako dokédZeme, 7e s viac ako jednym S-kom sa Hopkovi dldZdenie nepodari? Jedna moznost je rozoberat moznosti
ukladania. Tychto, i ked sa daji zredukovat roznymi tvahami, je neirekom. Je tazké nevynechat nejaki.
Schodnejsia moznost je farbenie Sachovnice (napriklad ¢iernou a bielou) s cielom dospiet ku sporu. Aké je vihodné
farbenie? Kazdy druhy riadok (&i stlpec)7 Na striedacku ako v ozajstnej Sachovnici? Ofarbené policka v parnom
stlpc1 a zaroven parnom riadku? Ofarbené policka v parnom stlpc1 a zdroven neparnom riadku (¢i naopak)? Ofarbené
policka v neparnom riadku a zaroven neparnom stlpc1?

Okrem poslednej moznosti sa v spomenutych ofarbeniach nedopracujeme ku sporu pre malé hodnoty poctov S-iek.
Napriklad pre Ssachovnicové ofarbenie by sme pocitali nasledovne: Nech je 25 bielych policok a 24 ¢iernych. Na
¢iernych polickach sidlia dva zo stvorcekov S-ka, teda 2n ¢iernych je pokrytych S-kami, kde n je pocet S-iek.
Ostéava teda 24 — 2n pokryti ¢iernych policok L-kami. Na bielych polickach sidlia dva zo Stvorcekov S-ka, teda 2n
bielych je pokrytych S-kami. Ostava 25 — 2n pokryti ¢iernych policok L-kami. Toto vSak nie je problém: napriklad
pre n = 4 toto déva 16 L-kovych pokryti €iernej a 17 L-kovych pokryt{ bielej, ¢o nie je problém spravit (skiiste si),
takZe tadialto cesta ku sporu zaloZzenému na pocétoch nevedie.

Obdobnou tvahou v pripade, ked ofarbime ¢iernou policka v neparnom riadku a zdrovein neparnom Stl,pCi, dosta-
neme, 7ze

1. ciernych policok pokrytych L-kami je 16 —n a
2. bielych poli¢ok pokrytych L-kami je 33 — 3n (overte si).

Z (1.) vyplyva, Ze bielych poli¢ok pokrytych L-kami je asponi 32 — 2n (rozmyslite si, prec¢o). Dostdvame 33 — 3n >
32 — 2n. Z toho vieme, Ze S-ko moze byt pouzité najviac jedno. To, Ze sa to skutoéne dé s jednym, sme uz ukédzali,
a tak isto to, ze s nula S-kami to nejde.

S tlohou sa dalo popasovat i farbenfm §tyrmi farbami (na striedacku ob dva §tvoréeky) a roznymi tivahami o poéte
roznofarebnych policok.

Uloha &. 10: Hago md na papieri nakreslené tri kruznice, ktoré maji rézne velkosti, Ziadne dve sa nepretinaji ani
nedotykaji a Zadna z nich nelezi v inej. Tieto kruznice viak nemaju nakreslené svoje stredy. Hago by ich velmi rdd
nasiel, no md k dispozicii iba ceruzku* a euklidovské pravitko.® Vedeli by ste len pomocou tijchto dvoch ndstrojov
ndjst stredy vsetkijch troch kruznic? Na papieri mu navyse ostali dve rovnobezky z predoslého prikladu.

Riesenie: (opravovali Jozo a Miso)

Najprv si treba uvedomit, Ze mame iba euklidovské pravitko. S nim vieme iba rysovat priamky cez dva dané body
a overovat, & st nejaké 3 body na jednej priamke. Nevieme robit kolmice, rovnobezky, rozpolovat tsecky a ani
kreslit dotyénice (pokial najskor nendjdeme body cez ktoré priamku viest).

Stale vsak moézeme urobit vela, hlavne ak pouzijeme veci, ktoré uz v rovine mame. UkdZeme si to na dvoch
rieSeniach.

4Ceruzkou mézme zaznaéif priesecniky, pripadne si vyznacit ndhodny bod na nejakom ttvare — priamke, kruznici,. . .
5Euklidovské pravitko dokaze rysovat priamky spdjajice dva rozne body a overovat kolinedrnost bodov, viac na http://en.
wikipedia.org/wiki/Straightedge.
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Prvym a priamejsim rieSenim je ukdzat, ze ak mdame rovnobezky, vieme cez hociktory bod narysovat priamku
s nimi rovnobezni. Potom uz len kazdd kruznicu pretneme dvomi rovnobezkami, ¢im vznikne rovnoramenny li-
chobeznik (ak nie, spravime tretiu rovnobezku). Predlzenfm jeho ramien ziskame prvy bod a za druhy bod zoberieme
prieseénik uhloprieéok. Ked ich spojime, ziskame priamku prechddzajticu stredom kruznice, ktoré je naviac kolmé
na rovnobezky.

KedZe kruznice mame tri, ziskali sme rovnobezky, ktoré nie st rovnobezné s péovodnymi, si na ne totiz kolmé.
Zopakujeme s nimi cely postup a ziskame tak d’alsie priamky cez stredy kruznic, ktoré si roézne od tych prvych.
Stredy sme tak urcili.

A ako spravime tie rovnobezky? Majme dany bod R a priamky p, g. Chceme narysovat priamku s nimi rovnobeznii,
ktord prechddza bodom R. Z R spravime dve priamky. Prva pretne p,q v bodoch P; a Q1. Druhd v bodoch P, a
Q2. Body P;Q1Q2 P> tvoria lichobeznik. Priese¢nik jeho uhlopriecok si ozna¢me U.

Bod U je stredom rovnolahlosti tiseiek Py P> s Q1Q2. Z toho vyplyva, Ze U a stredy tychto tseciek lezia na jednej
priamke. Bod R je druhym stredom rovnolahlosti tychto dseciek a teda tieZ leZ{ s ich stredmi na jednej priamke.
Preto priamka RU pretina P, P> a Q1@ v ich stredoch Sp a Sq.

Oznacme prieseénik priamok Q1Sp s SoP» ako W. Chceme ukdzat, ze RW je rovnobezné s p. VSimnime si, ze
W je stred rovnolahlosti use¢iek SpPy s Q1S¢. Zaroven U je ich druhym stredom rovnolahlosti. Preto koeficient
rovnolahlosti maji R a W rovnaky a W bude v rovnakej vyske nad p ako R. Preto RW je rovnobezné s p.
Rovnobezky teda mame, a na zaklade postupu popisaného skor uz lahko ndjdeme stredy nasich kruznic.

Iné riesSenie:

Druhym spoésobom riesenia je vyuzit vlastnosti pélov a polar (velmi dobry ¢lanok mozte najst na http://www.
math.ust.hk/excalibur/v1i1_nd.pdf). Z ich vlastnosti vidime, Ze poldru k pélu najdeme l'ahko. Staéf z toho bodu
spravit dve priamky, ktoré kruznicu pretnt v bodoch A, B a C,D. Potom priamka prechddzajiica prieseénikmi
AC s BD a AD s BC je hladand poléra.

Na druhej strane vieme néjst k poldre jej pdl. Staéi zobrat dva body poldry mimo kruZnice, spravit k nim polary
a ich prienik je hladany pdl.

K vyrieseniu tlohy ndm to este nestadi. Musime pouzitf aj rovnobezky. Ked ndjdeme pély k obom rovnobezkim
a prelozime ich priamkou, ziskame priamku prechddzajicu stredom kruznice a kolmu na rovnobezky. Pri troch
kruzniciach dostaneme zase d'alSie rovnobezky, ktoré st navyse kolmé na tie prvé. Cely postup s nimi zopakujeme
a ziskame nové priamky prechddzajice stredmi kruznic. Tym stredy urc¢ime.

Pozndmka: Pripad ked su stredy kruznic na priamke kolmej na dané rovnobezky ostdva nedoriegeny. Pévodne
sme ho nebrali do tivahy, takZe bodovanie neovplyvnil. Naroénostou d'aleko presahuje tiito tlohu. Ak vés viak této
téma zaujala, nie¢o malo si mozete pozriet v knihe The Enjoyment of Mathematics: Selections from Mathematics
for the Amateur na strane 177 (t4to ¢ast je dostupnd aj na internete). V skuto¢nosti by na néjdenie stredov sta¢ili
iba tri kruznice, alebo dve kruznice s aspon jednym bodom na priamke spédjajicej ich stredy.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc Skola kK |4]|5|6|7|8|9 |10/ p| s |>
1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 14 919191919 45 | 90
1. Svarc Radovan 4. Ceska Ttebova | 10 919191919 45 1 90
3. Koneény Matéj 4. GlJlir CB 6 919183 38 | 83
4. Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 7 5191819 37 1 76
5. Murin Marek 3. GJH BA 7 9198|413 39 | 73
6. Hronkovicova Nina 4. GKom PE 8 7191973 35 | 72
6. Pistak Daniel 3. GChD Praha | 5 9 81719 39 | 72
6. Svobodova Zuzana 3. Frydlant CR 3 915|188 39 | 72
9. Stukenik Peter 3. GVar ZA 7 91918 35| 70
9. Truc Lam Bui 4. Gamca BA 12 8191819 34 170
11. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 7 9191419 40 | 68
12. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 6 911|186 33 | 67
13. | Kralik Matej 4. GJH BA 11 9191932 32 | 66
14. | Marko Alan 1. GMRS NZ 1 919 8 26 | 59
15. | Nepsinsk4 Silvia 4. GJH BA 10 919(8]|5 31 | 56
16. | Téthova Andrea 3. GJH BA 4 91610 3 27 | 55
17. | Choma Matej 3. Gamca BA 6 919 2 29 | 54
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Por. | Meno Roc¢ Skola K 5/6|7|8(9 |10 s | >
17. Kluvanec Roman 4. GPar NR 7 9 8|4 21 E)T
17. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 6 31919107 28 | 54
17. Presinska Kristina 4. GPar NR 10 9191891 36 | 54
21. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA 6 919 919 36 | 51
22. | Kurimsky Jan 3. GsvMo 5 919191819 44 | 50
22. | Zidek Matgj 3. Frydlant CR 6 919 9 27 | 50
24. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 7 419 013 16 | 49
24. | Molc¢an Samuel 3. GJAR PO 6 4191918 30 | 49
26. | Bialas Filip 2. GOp Praha 6 918 17 | 47
27. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 3 9 2 17 | 46
27. | Krakovska Ema 4. Gamca BA 8 91118 18 | 46
29. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB 9 91919 27 | 45
30. | Bodik Juro 3. Gamca BA 8 91919 18 | 44
31. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 6 919 8 26 | 41
31. | Veseld Simona 4. GJH BA 5 9 9 | 41
33. | Darmovzal Ondfej 4. Brno CR 6 9 9 18 | 39
34. | Frankovskd Zuzana 3. GJH BA 6 0 |37
35. | Mislanova Kristina 3. GAlej KE 7 0 | 36
36. | SemaniSinova Zaneta 3. GAlej KE 7 0|35
37. | Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 0| 34
38. | Kral Adam 3. GVar ZA 5 9 0|7 16 | 33
39. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA 7 91910 18 | 31
40. Krasula Dominik 2. Krnov CR 4 0 |29
41. Tesair Emanuel 3. GBST LC 7 9 9 | 26
42. Horndkova Kristina 2. GPar NR 3 0| 25
42. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 4 0|25
44. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 5 9 9 | 24
45. | Trencanska Tereza 3. Gamcéa BA 5 9 2 11 | 20
46. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 0|19
47. Kassa Ladislav 3. G Samorin 6 4 01210 6 | 17
48. Kudeléikova Martina, 3. GVO ZA 6 4 11|5 4 14 | 14
49. | Santrova Michaela 4. GMH Trstena 10 0|11
50. | Barbora David 4. GFS Nov4 Bania | 6 9 9 9
50. | Liu Zhen Ning D4vid 4. GJH BA 12 019
52. Skrlec Adam 3. GJH BA 5 0 8
52. | Vanco Simon 3. CGsvM SL 4 0 8
54. | Castulikovd Katarina 1. 1SG BA 1 2 2 5
54. | Petrovd Simona 3. SPMNDG BA 3 3 4 5
56. | Rozhon Vaclav 4. GJir CB 6 0O

kategoria ALFA

Por. | Meno Roc Skola K 213|4|5|6|7 s | >

1. Bogkova Dagmar 1. GJH BA 1 918 919 44 | 86
1. Leinwatherova Michaela 1. GPan BA 1 919 91919 45 | 86
3. Micko Juraj 2. GPos KE 3 914191919 40 | 85
4. Sasik Toma4s 1. Gamca BA 1 91915 9 40 | 84
5. Dlugosova Michaela 1. GKuk PP 1 919 919 45 | 83
6. Belan Pavol 1. GVar ZA 1 919151919 45 | 82
6. Drotér Pavol 2. GPos KE 3 9141911919 40 | 82
6. Pajger Simon 1. GVO ZA 1 919121919 45 | 82
9. Liptak Jozef 2. GJGT BB 2 919141919 40 | 81
10. | Krett Jakub 1. GMA BA 1 918 91915 40 | 77
10. Svihorik Tom4&s 1. GPar NR 1 619|519 38 | 77
12. | Smolarova Paulina 1. SPMNDG BA | 1 817 914 33 | 76
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Por. | Meno Roc Skola k|11]2(3|4|5]|6 s | >
13. | Parada Mate] 1. GamcaBA | 11793209 30 | 75 |
14. | Domes Tomas 2. G Mendel CR | 2 919121919 38 | 74
15. | Horansky Marek 2. SPMNDGBA | 2| 7(8|8|5]|9 30 | 73
16. | Pulmannova Barbara 1. Gamca BA 119199 9 36 | 72
17. | Marcekova Michaela 0. GPar NR 0181971219 35| 71
18. | Kutkova Séra 1. Gamc¢a BA 1181719119 34 | 70
19. | Téthové Natélia 1. GAlej KE 117191912195 39 | 69
20. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 3 8131919 29 | 68
21. | Sadovska Jana 1. SPMNDGBA | 1|9 |86 4 28 | 64
22. | Sucikovd Svetlana 1. G-BMA UK 11688 6 28 | 62
23. | Polakova Nikola 1. G Surany 1161419 9 28 | 61
23. | Poljovka Jakub 1. GPar NR 118198 25 | 61
23. | Zidkova Dorota 1. Frydlant CR | 1 | 6 | 6 | 9 9 30 | 61
26. | Mikulas Matus 1. GBST LC 114199 9 31 | 60
27. | Svobodova Zuzana 3. Frydlant CR | 3 919 23 | 56
28. | Komzala Peter 1. GJH BA 1197 911 30 | 53
28. | Zajacovd Terézia 1. 1SG BA 118147 4 23 | 53
30. | Ondus Peter 1. GAlej KE 1 5 9 14 | 50
31. | Rozgon Martin 1. G Surany 119 9 9 27 | 49
32. | Ivan Peter 1. GJH BA 115|131 419 26 | 47
32. | Juran Matuis 3. GJH BA 3 912 1 21 | 47
32. | Tureni¢ovd Martina 1. GJH BA 117141211 1 15 | 47
35. | Oravkin Richard 0. 1SG BA O[7|11]9 17 | 46
36. | Marko Alan 1. GMRS NZ 1 9 18 | 42
37. | Bartekova Katarina 2. GCSL BA 2153 12 | 40
37. | Hanesz Zoltan 2. GPos KE 3 41919 40 | 40
37. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 3 6 15 | 40
37. | Skotnarova Lucia 2. G Surany 2 4194 8 | 40
41. | Bajnohova Natélia 1. GCSL BA 116 |3|6 15 | 39
42. Castulikova Katarina 1. 1SG BA 11456 15 | 37
42. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 911 9 19 | 37
44. | Pozsonyi Karol 0. GBil BA O|7|13|8[1]9]|1 36 | 36
44. | Rosinskd Veronika 2. G Surany 2 3131 1 8 | 36
46. | Durina Marian 1. G Surany 115(3 |4 4 16 | 35
46. | Homola Marek 2. GJH BA 21718 911 22 | 35
48. | Steinhauser Vaclav 1. G Dacice 1 0|34
48. | Urban Adam 1. GPos KE 1 0| 34
50. | Horndkova Kristina 2. GPéar NR 3 0 | 32
51. | Brablecova Patricia 2. GBST LC 2 311 9 13 | 30
52. | Piala Martin 2. GVO ZA 2 0 | 28
53. Simkova Jarmila 1. GPar NR 1 0 |27
54. | Hruska Rajmund 2. GPos KE 2 9 9 | 26
54. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 9|8 9 26 | 26
56. | Catlos Jakub 1. SPMNDG BA | 1 0 | 25
56. Cermak Michal 1. 1SG BA 1 0| 25
58. | Mdjek Juraj 3. Gamca BA 3 0|24
59. | Podzubanova Martina 2. GPH MI 2 0 | 22
60. | Hladks Lubica 2. GJGT BB 3 0 |21
60. | Héz Martin 2. Gamca BA 2 0 |21
60. | Németh Richard 2. GCSL BA 2 3|8 11 | 21
63. | Majtan Martin 2. G Hlohovec 2 0|19
64. | Horkava Alexandra 2. BiG Sucany | 2 11171 1 4 | 14
65. | Remperova Natalia 1. GKom PE 1 2 2 |13
66. | Hrinko Adam 1. 1SG BA 11412411 11 | 11
67. | Bdb Samuel 1. GCSL BA 1 0] 9
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Por. | Meno Roc. Skola K s | >
67. | Cavalieri Costauzo 2. GSpor NR 2 0] 9 |
67. | Polakova Tatiana 1. 1SG BA 1 919
70. | Babjak Samuel 1. GCSL BA 1 81 8
71. | Hreuzek Jan 2. GCSL BA 2 Ty T
71. | Ljutenko Tom4&s 1. 1SG BA 1 T|T
71. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA | 3 317
74. | Bor¢in Martin 1. GCSL BA 1 0| 6
75. | Simova Maéria 2. EGMT 2 0] 4
76. | Brezina Marek 1. 777 1 0] 0
76. | Glovickova Katarina 1. GCSL BA 1 0] 0
76. | Lavus Eduard 2. GAlej KE 2 0] 0
76. | Porges Eduard 2. GCSL BA 2 0] 0
76. | Schmidtové Veronika 2. GAlej KE 2 0] 0
76. | Tanzer Jozef 1. GJH BA 1 0] 0
76. | Turcekova Diana 1. GKom PE 1 0] 0




