Vzorové rieSenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2014/2015

Uloha &.1: Mafo a Hago majii svoje oblubené ¢isla M, H. Mato md mali fantdziu, tak jeho oblubené ¢islo M
je tolkociferné, aky je momentdlne rok (teda momentdlne je 2014 ciferné). Kedze Hago mnemd fantdziu, tak jeho
oblubené ¢islo H md presne rovnaké cifry ako M len inak usporiadané. Zrazu prisla Betka, a chcela zistit, éo vietko
wlddnu spolu. Preto zistovala suéet M + H, a vyslo jej ¢islo, ktorého cifry boli samé deviatky. Mozu také M, H
naozaj existovat? Mohlo by sa to staf o rok (t.j. ak M, H budi 2015-ciferné)?

Riesenie: (opravoval Palo, Veronika)

Najskor sa pozrime, ako Matove a Hagove ¢isla musia vyzerat. Predstavme si, Ze mame é&isla M a H napisané pod
sebou a ideme ich s¢itat. Ako prvé si mozeme vsimnit, ze sicet dvoch cifier nemoze byt vaesi ako 19 (9 +9 = 18).
Preto, ak chceme dostaf na konci stctu cifru 9, nemoézeme prejst cez desiatku a stcéet poslednej cifry éisla M a
¢isla H je presne 9. Rovnakt tivahu pouzijeme na dalsie cifry ¢isel M a H (neprechadzali sme cez desiatku a teda
nikde ndm nemohla 1 zvysit). Nad sebou preto musia byt vzdy dve cifry - kamardtky, ktoré spolu davaji stcet 9.
St to tieto dvojice (0, 9), (1, 8), (2, 7), (3, 6) a (4, 5). Vsimneme si, ze ¢islo 9 nevieme dostat ako sicet dvoch
rovnakych ¢isel.

KedZe jedna 0 sa vzdy kamarati s prave jednou 9, jedna 1 s prave jednou 8 atd., tak v &isle M musi byt rovnaky
pocet cifier 0 a 9,1 a8 2a 7,3 a6,4 ab. Samozrejme, ni¢ nebrdni tomu, aby cifier (napriklad) 1 a 2 bol rézny
pocet, lebo 1 a 2 sa nekamarétia (nie s v spolu v dvojici, ktord ddva suéet 9). Inak povedané, vieme vytvorit
dvojice medzi ciframi &isla M a preto M musi maf parny pocet cifier. V tejto ivahe bolo délezité to, ze 9 sa neda
dostat siétom rovnakych cifier (rozmyslite si preco).

Cisla M a H st 2014-ciferné, maji parny pocer cifier, takze by sa ndm ich malo podarit skonstruovat. D4 sa to
mnohymi sposobmi, ukazeme si jeden z nich. Pritom sa drzime toho, ¢o sme si o ¢islach M a H ukézali. Nech ¢islo
M mé prvych 1007 cifier 1 a zvysnych 1007 cifier 8, potom H musi mat prvych 1007 cifier 8 a zvysnych 1007 cifier
1. Sti¢et M + H m4 cifry samé 9 (1 + 8 = 9). Fungoval by podobny postup aj pre lubovolné iné parne éislo?

Na otézku, ¢i M a H mbzu byt 2015-ciferné sme uz nepriamo odpovedali. Cislo 2015 nie je parne, a teda neexistuji
dve ¢isla M, H s rovnakymi, ale inak usporiadanymi ciframi, ktoré by v sucte davali ¢islo, ktoré mé ako cifry samé
9.

Uloha &.2: Miro md v lavom vrecku (alebo batézku, to je mepodstatné) jablko, néz, falos a trojuholnik ABC, v
ktorom |AC| =5, |BC| = 10. Body T, R si postupne body na strandch BC, AB také, Ze AT je taznica v trojuholniku
ABC a TR je faZnica v trojuholniku AT B. Ukd#te, Ze TA je os uhla CTR.

Riesenie: (opravovala Betka)

Taznica je tsecka, ktord spaja vrchol a stred protilahlej strany. To znamens, ze body T a R st stredy stran
BC a AB. Usecka TR je potom strednou prieckou a teda je rovnobeznd so stranou AC. Potom uhly SCAT a
JRT A su striedavé. Oznacme si ich «. Pozrime sa teraz na trojuholnik ATC. Kedze T je stred strany BC, tak
|TC| = |AC| = 5 cm. Odtial je jasné, Ze trojuholnik AT'C' je rovnoramenny, a teda uhly SCAT a SCT A maji
rovnaki velkost.

Ukézali sme, ze |SRTA| = |SCAT| = |<CTA| = a, z toho vyplyva, ze T A je os uhla CTR.
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Uloha &. 3: Beren ndéhodou prehral v kasine zopdr drobngjch. Ndhoda viak vcinkuje aj niekde inde. Cisla 1, 2,...,81
st ndhodne vpisané do mriezky 9 x 9 (kazdé do jedného malého Stvorceka). Dokdzte, Ze vieme vidy vybral Stvorec
2 X 2 taky, Ze sucet cisel v jeho vnitri je asporn 138.

Riesenie: (opravovala Linda)

Chceme dokazat, Ze naozaj vzdy vieme ndjst Stvorec s rozmermi 2 x 2 a s hodnotou minimalne 138 (hodnotou
stvorca budeme oznacovaf siicet jeho styroch prvkov). Tak sa pozrime na vietky takéto stvorce. Takychto stvorcov
je 64 (premyslite si preco). Na to, aby sme ziskali sti¢et hodnot vSetkych stvorcov potrebujeme poséitavat 64-4 = 256
¢isel lebo na ziskanie hodnoty konkrétneho §tvorca sme museli séitat prave 4 &isla. My vsak mame v nasej mriezke
iba 81 &isel, ¢o pre nas moze znamenat len to, Ze niektoré &isla sme pouzili viackrat a tieto &isla lezia vo viacerych
stvorcoch. Ktoré &isla sme pouzili viackrat? Kolkokrat sme ich pouzili?

Ak nemdme vynimoéne dobri predstavivost, najlepsie bude ak si nakreslime nasu mriezku a pozrieme sa na
konkrétne miesta - hor sa do kreslenia. Nage ¢islo moze lezat

e v rohu - vtedy lezi iba v 1 §tvorci,
e na okraji ale nie v rohu - vtedy lezi vo 2 stvorcoch,

e vo vnutri - vtedy lezi az v 4 Stvorcoch.

Inym spoésobom ako na to prist je premysliet si, ¢ moze byt nase éfslo v nejakom rohu §tvorca 2 x 2. Podla toho,
v kolkych rohoch méze byt, tak v tolkych stvorcoch 2 x 2 sa vyskytuje.

KedZe rohov v mriezke mame prave 4 tak vieme, Ze prave 4 ¢isla lezia iba v jednom $tvorci a preto ich pouZzijeme
prave raz v nasom sicte hodnét vsetkych stvorcov. Na okraji mame prave 28 ¢isel, ktoré pouzijeme 2-krat v nasom
sticte hodnot a cisla vo vnutri, ktorych je 49 pouzijeme az 4-krat v nasom stucte.

Ak by kazdy z tychto 64 stvorcov mal hodnotu maximélne 137, tak vieme, Ze sicet hodnét tychto 64 stvorcov by
nepresiahol 64 - 137 = 8768. Takze ak by nas stucet hodnot bol vzdy viacsi ako 8768 (teda aj nas najmensi mozny
sticet hodnot), tak vieme s istotou povedat, Ze sme tvrdenie zo zadania dokazali.

AkY je nas najmensi mozny stucet hodnot? Ktoré &isla zapocitame kolkokrat? Oplati sa ndm zapoéitat 4-krat ¢islo
81 a 1-krat ¢islo 1 alebo naopak?

Ked'Zze mame &isla 1, 2, 3,..., 80, 81, tak chceme najviicsie ¢isla pouzif ¢o najmenej krat. Preto rozdelime nage
¢isla nasledovne

e 78,79,80,81 pouzijeme iba 1-krat,
e 50,51,...,76, 77 pouzijeme 2-krat,
e 1,2, 3,...,48,49 pouzijeme 4-krat.

Teraz uz len zistime hodnotu nasho najmensieho stctu:
1-(784+79+80+81)+2-(50+51+...+76+77)+4-(1+2+3+...+48+49)=1-318+2-1778+4-1225 = 8774
N4$ najmensi stcet je ale vacsi ako 8768 a z toho o sme si uz vyssie povedali vieme povedat, Ze vzdy vieme néjst
taky Stvorec, ktorého hodnota je miniméalne 138.

Uloha &.4: Lubo md v lavom vrecku (alebo batozku, zase je to nepodstatné) jablko, néz, falos a trojuholnik ABC,
v ktorom |AB| = 4 cm, |[AC| = 6 cm a [SBAC| = 150°. Zostrojte trojuholnik dvojndsobného obsahu, ktorého
niektoré dve strany s zhodné (t.j. maji rovnaki dl/z'ku) s niektorgmi dvoma stranami trojuholnika ABC. Ndjdite
vsetky riesenia.

Riesenie: (opravoval Lubo, Kubo)

Chceme dostat trojuholnik s dvojndsobnym obsahom ktory mé aspon dve strany rovnaké ako nas povodny. To
znamens, zZe potrebujeme vyriesit tri mozné pripady, a to

a) dve zhodné strany budi AB a AC
b) dve zhodné strany budu AB a BC
¢) dve zhodné strany budi AC a BC

Dolezité je si uvedomit, Ze ndm teraz staci ndjst pocet roznych trojuholnikov v kazdej z tychto moznosti. Potom o
tychto trojuholnikoch vieme s uréitostou povedat, Ze medzi nimi nie s Zziadne dva rovnaké. Sporom, nech nejaké
také dva trojuholniky dostaneme. Potom sme ich nutne museli dostat v dvoch réznych moznostiach. Z toho ndm
vsak vyplyva, ze maju vSetky tri strany zhodné s pévodnym trojuholnikom ABC. Toto je viak zjavne spor s tym,
ze novovzniknuté trojuholniky maji dvojndsobny obsah oproti trojuholniku ABC.

Ked'7e chceme hladat trojuholniky s dvojndsobnym obsahom oproti trojuholniku ABC, méze byt uzitoéné vediet,
aky obsah md samotny trojuholnik ABC. Ak si zoberieme stranu AC za podstavu, tak z velkosti uhla $ BAC a
dfzky strany AB vieme zratat vysku v, na stranu AC ako

vy = |AB]sin (|4 BAC|) = 4sin (150°) = 2.
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No a teraz uz jednoducho vieme, Ze obsah trojuholnika ABC je dany vz{ahom:

Vp - b 2:6
2 2
Z tohto vzfahu si v8ak aj mozme uvedomit, ¢o vlastne budeme poé¢as celého riesenia robif. Tym, Ze sa snazime
zachovat dlzky niektorych stran a zdvojndsobovaf obsah, nutne musime zdvojnasobit vysku. Zaujimavejsim faktom
vsak je, ze je jedno, ktori z vySok zdvojnasobime tzn. ak ndjdeme trojuholnik, ktory ma dve strany zhodné s
trojuholnikom ABC a mé dvojndsobnt vygku na jednu z tychto strdn, musi mat dvojnasobnt vysku aj na druhit

z nich, kedze

=6 cm?.

S:

Vg-a UVp-b w.-c
S: = =
2 2 2

Pod'me sa teda pozrief na jednotlivé podproblémy:

a) Vieme, 7e potrebujeme najst trojuholnik s obsahom 12 cm?. Ak by sme teda chceli zdvojnasobit vysku na
stranu AC, ktord m4 povodne 2 cm, tak by novd vyska musela matf 4 cm. Ale to je vlastne dizka strany
AB. A tak existuje len jeden vyhovujuci trojuholnik v tejto moznosti a to pravouhly trojuholnik s dizkami
odvesien 4 ¢cm a 6 cm (ktory vSetci skonstruovat vieme).

b) V tomto pripade sa ndm vsak uz pocita fazsie, kedze dizku strany BC nevieme velmi pekne vyjadrit. No
my stdle mdme poznatok o zdvojndsobovani vysky. Zoberme si za zdkladnu stranu BC a v polrovine BC' A
narysujme priamku p rovnobeznd s BC, ktorej vzdialenost od priamky BC je dvakrat takd velkd ako vyska
na stranu BC. Teraz nam uZ len staéi urobif kruznicu k z bodu B s polomerom 4 cm (diZka strany AB). Této
sa ndm pretne s priamkou p v dvoch bodoch, ¢im dostaneme dve moznosti trojuholnikov s dizkami dvoch
stran |AB|, |BC| a dvakrat va¢sim obsahom oproti trojuholniku ABC.

¢) Tak ako v moznosti b) si zoberieme za podstavu stranu BC' a narysujeme priamku p. Tentokréat v§ak nary-
sujeme kruznicu [ so stredom v bode C' a polomerom 6 cm (dizka strany AC). A podobne ako v moznosti b)

aj tu dostdvame dva prieniky priamky p a kruznice [, ¢im dostdvame dva trojuholniky dizkami dvoch stran
|AC|, |BC| a dvakrdt viacsim obsahom oproti trojuholniku ABC.

Odpoved’: Existuje 5 roznych trojuholnikov, ktoré maji dve strany rovnaké s trojuholnikom ABC a zaroveii
dvojnasobny obsah.

Uloha &.5: Prirodzene krdsny Hopko si hladd prirodzene krdsne dievéa. Pomdézte mu! Ndjdite vsetky dvojice pri-
rodzengich ¢éisel a, b takijch, Ze plati (a® + b)(a + b3) = (a + b)*.
Riesenie: (opravoval Hiphop, Luxusko)
Uloha bola ako vysita na precvi¢enie prace z vyrazmi, trosku tazsimi nez bezne stretneme v $kole. Roznasobime
obe strany a upravime do ¢o najjednoduchsieho tvaru:
a* + a®b® + ab+ b* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*
a’b® + 1 = 4a® + 6ab + 4b°
Existuje ,kladivové“ riesenie!, ktoré niektori z Vés zvolili, spoéivajice vo vyjadreni poslednej rovnosti ako kvad-
ratickej rovnice v premennej a s parametrom b (alebo naopak). Uréime si ¢o budu koeficienty, vyjadrime zndmym
vzoréekom korene. Nakoniec si v§imneme, ze v prirodzenych ¢islach ndm to sadne iba pre méalo dvojic a, b.
Ak ale tento vzoréek nepozname, alebo sme lenivi, radsej este ponatahujeme poslednt rovnost aby nam vysledok
vypadol sdm. Na oboch strandch mame skoro §tvorec. Vlavo aj vpravo chyba 2ab, tak preco ho tam nepridat?
a’b® + 2ab + 1 = 4a” + 8ab + 4b>
(ab+1)* = (2a + 2b)?
Pre prirodzené a,b budi ab+ 1 aj 2a + 2b kladné takze modzeme beztrestne odmocnit a neriesit pripady keby bolo
nieco zaporné.
ab+1=2a+2b
ab—2a—-2b+1=0
Aby sme mali prehlad v moznych rieSeniach, chceli by sme poslednii rovnicu nejak rozdelit na siéin — vhodny tvar
by mohol byt (a — z)(b — y) = ab — zb — yb + xy. V nasom pripade to vyzera na (a — 2)(b — 2). Pridajme teda 3 k
obom strandm.
ab—2a—-2b+4=3
(a—2)b—2)=3

linak povedané riesenie hrubou silou
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Celociselné delitele &fsla 3 st viak iba tieto: —3, —1, 1, 3 (rozmyslite si, preco nestaéi uvazovat prirodzenoéiselné
delitele). Nakolko a, b st obe prirodzené, tak ani a — 2, ani b — 2 sa neméze rovnat —3. Teda jedna zo zdtvoriek
bude 1 a druhd 3. Preto (a,b) je bud (3,5) alebo (5, 3). Hla, ved ono to ddva zmysel, lebo rovnica zo zadania bola
symetricka (t.j. ak zamenime a za b tak sa nezmenf).

Uloha &. 6: Miki chee zistit superschopnosti jedného psa (ktory je kladny a redlny). Mdme lubovolné kladné redlne
éisla p, e, s, pre ktoré plati pes = 1. Dokdzte, Ze vidy plati pcTsesTPsPTe < 1.

Riesenie: (opravovali JeFo a Murko)

Rozhodli sme sa zaradif dve rieSenia podla riesitelov. Prvé, viac-menej priamo¢iare riesenie nevyzaduje ziadne
§pecidlne poznatky. Druhé rieSenie je trikovejsie a uréené skor naroénejsiemu citatelovi.

Riesenie podla Eduarda Batmendijna:

Kedze p,e,s € RT, tak pP - e¢ - s° > 0, teda pretst | Preto

pP-e€-s°
e+sep+sse+p B pP+e+se;D+e+sS;D+e+s B (pes);DJreJrs 7 1
b pPecss pPecss pPecss’

V2k € RT plati k* > k. Dokaz:
o Ak k=1, tak k* =1 > k.
e Ak k < 1, tak potom je funkcia f(z) = k” klesajiica a plati k¥ > k! = k.
e Ak k > 1, tak potom je funkcia f(z) = k® rastiica a plati k¥ > k' = k.

Preto pP? > p,e® > e,5° > s, a kedZe p, e, s st kladné, tak nutne plati pPes® > pes = 1. Z toho ale nutne plati

—L < Takedze L1 = petsePtssetP tak aj ptsePtss¢tP < 1, ¢o sme cheeli dokdzat.
pPecs pPecs

RieSenie podla Bui Truc Lama:
Najskor si ulohu transformujeme:

1

pPec€s®

prrer s TP = (es)P (sp)“ (pe)® =

7 AG-nerovnosti dostaneme: fet
e+ s
pT > ¥/pes

pt+e+s>3

Pouzitim vdzenej AG-nerovnosti® (s vahami + + = 1) dostaneme:

p e s
pt+e+s pt+e+s pte+s

p- —l—e-%—l—s-l >p-%+e-%+s-%

S

3 - pt+e+s

1> 1
~ pPecs®

S

> ptets

1:

¢o sme chceeli dokazat.

Uloha &.7: Mafko sa hrd na detektiva. Kto je vrah? Akyj mohol mat motiv? Kde zahodil vrazedni zbran? Pre ktoré
prirodzené c¢isla n su vSetky n-ciferné ¢isla, ktoré obsahuju prave jednu cifru 7 a ostatné cifry 1, prvocisla? Najdite
vietky moznostit.

Riesenie: (opravoval Samo, Vodka)

Ked sa pozrieme na taktto tlohu, vyzerd celkom zloZito. Nevieme totiz jedoducho overif, & je nejaké &islo
prvoéislom alebo nie. Ak by sme chceli napriklad zisif, & n je prvoéislo, museli by sme skusit, ¢i je delitelné
nejakym prirodzenym &islom od 2 po y/n. To je viak pre viiésie n tazké. Pozndme kritérid pre delitelnost 2, 3, &
5, kritérium pre delitelnost pre nejaké vicsie éislo ako 29 vsak asi uz také pekné nebude. Preto by mohlo platit, Ze
od nejakého n budi uZ tieto &isla nejakého delitela mat.

O delitelnosti éfsla, ktoré méa n— 1 jednotiek a 1 sedmi¢ku toho ale vela povedat nevieme. Podme si ho teda rozdelit
na siéet nejakych dvoch krajsich ¢isel. Vieme ho zapisat ako &islo s n jednotkami. Oznaéme si ho ako B(n). A
k nemu potrebujeme priratat ¢islo, ktoré nam prave jednu cifru B(n) zmeni na sedmic¢ku. To &fslo bude 6 - 107,

27nak V sa &ita ako pre vetky alebo pre kazdé.

30 véazenej AG-nerovnosti sa mozete nie¢o doéitat napriklad na http://mks.mff.cuni.cz/library/NerovnostiMTa/NerovnostiMTa.
pdf.

4staci, ak zodpoviete len na posledni otdzku
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pricom j € {0,...,n—1} ndm urcuje cifru, na ktorej je sedmicka. Teda mnozinu n-cifernych ¢islel zo zadania vieme
zapisat ako:
n—1
A(n) =B(n)+6-10/ = > 10" +6- 10/
i=0

Ked budeme skuisat delitelnost A(n) nejakym éislom, kde pozndme pekné pravidlo, tak narazime na problém. Pre
vAésinu n totiz delitelné nebudd. Podme sa teda napriklad pozriet na delitelnost siedmimi. Aj ked nepoznime
7iadne pravidlo, vieme si pomoct. Pozrime sa na zvysky B(n) po deleni 7.

nf1] 2] 3 ] 4 5 6 7
B(n) | 1|11 | 111 | 1111 | 11111 | 111111 | 1111111
B(n) mod7 1] 4] 6 | 5 2 0 1

Vidime, ze B(1) = B(7) (mod 7) (&itaj B(1) m4 rovnaky zvysok po deleni 7, ako B(7)). Dokonca vieme povedat, ze
B(n+6) = B(n) (mod 7), pretoze B(n+6) = 10"B(6) + B(n), pricom B(6) =0 (mod 7). Takze si uz jednoducho
vieme dorédtat zvysok Iubovolného B(n) po deleni 7. Teraz sa podme pozrief na zvysky 6 - 107 po delen{ 7.

jlo]1 2 3 4 5
6-107 || 6 | 60 | 600 | 6000 | 60000 | 600000
6-107 mod7 || 6| 4 5 1 3 2
Pre ¢ € {0,...,5} dostdvame vsetky zvysky od 1 po 6. To je ekvivalentné tomu, ako sa ndm zmeni zvysok ndsho

¢isla, ked zmenime jednu z poslednych 6 cifier na sedmicku (teda uvazujeme, ze n > 6). Oznaéme si tento zvysok ako
r. Potom na to, aby celé &islo bolo delitelné 7, musi B(n) davat zvysok 7—r. V§imnime si, Ze takéto r mézme vybrat
vzdy, okrem pripadu ked B(n) =0 (mod 7). Musime teda este vyriesit takéto pripady. Kedze B(6) = 0 (mod 7),
v takychto pripadoch plati n = 6k, pricom k € N. Ciferny sti¢et takéhoto ¢isla bude 6k + 6 = 3 - (2k + 2). To ale
znamend, Ze lubovolné takéto ¢islo bude delitelné tromi. Teda nebude prvoéislo (3 to byf nemdze).

Musime este vyriesit pripady, ked n < 6. Pri tych vSak vieme velmi l'ahko a rychlo povedat, & dané tvrdenie plati.
Pre n = 1 mame A(n) = {7}. Pre n = 2 je zas A(n) = {17,71}. Preto pre ne tvrdenie plati. Ale 117 = 32 - 13,
1711 =29-59 a 11711 = 72 . 239. Takze n € {1, 2}.

Uloha &. 8: Jozo md v lavom vrecku (alebo batézku, stdle je to nepodstatné) jablko, noz, falos a stvorec®. Jozo ale
oblubugje hlavne ostrouhlé trojuholniky. Je mozné, aby tento stvorec rozkrdjal® konecéngm pocétom rezov na ostrouhlé
trojuholniky? Rezom v tomto pripade myslime nejaki usecku, ktord méze mat svoje koncové body aj vniitri stvorca.

Riesenie: (opravoval Cvrki)

Nasgou tlohou je zistit, ¢ vieme §tvorec rozdelif koneénym poctom rezov na ostroulé trojuholniky. Odpoved nebu-
deme tajit a povieme si ju hned teraz — d4 sa to!

V tomto vzoraku si najskor povieme, ako sa dé na nejaké rozrezanie prist. Potom si povieme, ako dokézat, ze sme
to rozrezali naozaj na ostrouhlé trojuholniky. Nakoniec si povieme, ako sa da prejst od pristupu idem dokdzaf, Ze
sa to nedd k pristupu tak predsa len sa to dd.

Ako to rozrezat:
Uvedieme si zopar ndpadov, ako by sa dalo na nejaké rozrezanie prist:

¢ 7 kazdého rohu §tvorca, musi st aspoil jedna hrana. Ind¢ by ndm ostal pravy uhol, a teda nejaky trojuholnik
by nebol ostrouhly. Z podobnych dovodov plati, ze ak mame nejaky vrchol vnitri stvorca, tak z neho musi
ist aspoi 5 hrdn. A nakoniec z vrcholu na niektorej zo stran Stvorca musia ist aspoii dve hrany.
Sktsme vymyslief ¢o najjednoduchsie rozrezanie. Staci chvilu skusat a zistime, Ze ak mame vo vnutri §tvorca
iba jeden (pripadne Ziadny) vrchol, tak nevieme dostat iba ostrouhlé trojuholniky. Nebudd nam stacit vnuitri
Stvorca dva vrcholy (z kazdého vysleme najmensi pocet hran, teda 5)? Urcite budeme potrebovat aj nejaké
vrcholy trojuholnfkov na stranéch gtvorca, no znie to nadejne. Vyskiisajte si, ¢i sa vam takto podarf rozdelif
Stvorec na ostrouhlé trojuholniky.

o Skiste si dnu do §tvorca nakreslit mensi §tvorec, rovnako nato¢eny a s rovnakym stredom ako pdovodny
stvorec. Vedeli by ste toto "medzistvorcie”rozdelit na ostrouhlé trojuholniky? Ak nie, tak zmensite vnitorny
stvorec. Ak 4no, tak sme hotovi. Teda az na mald drobnost — dnu ndm opéf ostal §tvorec. TakZe sme vlastne
ni¢ nedocielili. No ¢o keby sme dnu namiesto Stvorca vkreslili iny pravidelny n-uholnik? Vsetky pravidelné
n-uholniky (okrem S§tvorca) sa delia na ostrouhlé trojuholniky velmi jednoducho. Nuz a potom ndm staéi
rozrezat na ostrouhlé trojuholniky len ten zvySok medzi $tvorcom a pravidelnym n-uholnikom . Skuste, & by
ste to pre nejaky vhodne zvoleny pravidelny n-uholnik zvladli :)

5to je ale prekvapenie
6trojuholniky sa nedaju lepit dokopy
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¢ Uz sme si povedali, ze pravidelny n-uholnik sa dd pre n # 4 rozrezaf na ostrouhlé trojuholniky velmi
jednoducho. Vedeli by ste rovnoramenny pravouhly trojuholnik rozrezat na ”skoro” pravidelny 5-uholnik (slovo
skoro je podstatné) a dva ostrouhlé trojuholniky? Ak 4no, tak by ste mali zvlddnut rozrezaf na ostrouhlé
trojuholniky aj cely Stvorec.

Samozrejme je vela d'alsich moZnych rozrezani. Len medzi vagimi rieSeniami bolo 10 réznych typov.

Ako dokazatf spravnost:

Je dolezité uvedomit si, ze nestaci iba naértnit /nakreslit /narysovat vyhovujice rozrezanie. Obrazok v takomto
pripade ani ndhodou nenahridza dokaz, moze byt len pomockou. Aj presné rysovanie je iba uréité aproximéacia
a nevieme vedecky povedat ako presnd (t.j., aj ked trojuholniky mozu vyzerat ostrouhlo, mohlo sa tak staf len
vdaka nepresnému rysovaniu a matematicky nevieme overit, ¢i sme rysovali presne).

Dokézat ostrouhlost trojuholnikov sa dalo tiez viacerymi sposobmi:

¢ Jeden z moznych pristupov je analyticky — uréim presné siradnice vsetkych vrcholov, a potom pre kazdy
uhol overim, &i je ostry. Toto overenie sa dd robit réznymi spdsobmi, napriklad rychlo a elegantne vyuzitim
skaldrneho stéinu. V spravnom analytickom rieSeni nie je nutné dokazovat, ze kazdy jeden uhol je ostrouhly.
Staci udat presné siradnice vrcholov a rozrezanie (napriklad ndértom na Stvoréekovy papier, pricom vrcholy
st v mrezovych bodoch) a napisat metédu akou sa dd overit ostrost uhlov.

o Dalsi mozny pristup vyuziva fakt, ze uhol v trojuholniku je ostry prave vtedy, ked k nemu prislichajici
vrchol lezi mimo Télesovej kruznice nad protilahlou stranou. Tento pristup je prakticky v pripade, ked mame
relativne malo vrcholov vo vnutri trojuholnika.

o Pri niektorych rozrezaniach sa d4 ostrouhlost trojuholnikov dokézat velmi jednoducho len pomocou odha-
dovania velkosti uhlov. Casto sa dé vyuzif fakt, Ze v rovnoramennom trojuholniku st oba uhly pri zdkladni
ostré. Pripadne funguji velmi hrubé odhady — uhol mensi od pravého je ostry a podobne. Pracu ndm vie
velmi zjednodu$if rozrezanie, ktoré je symetrické podla vSetkych osi §tvorca. Vtedy ndm staéi overit len
radovo Stvrtinu trojuholnikov.

Opit plati, ze ste objavili aj niekolko inych moznych pristupov.

Ako zmenit pristup:

Niektorym z vds sa uréite pri tomto priklade stalo, ze ste sa rozhodli dokdzaf, Ze sa to nedd. A niektori to aj
dokézali, ale oc¢ividne niekde spravili nepravdivi tvahu a neodhalili to. Ak uz raz sami seba presvedcite, ze to
nejde, tak je velmi fazké zmenit nazor. Vo vieobecnosti je najlepsi sposob neriesif matematické problémy sam —
¢im viac Iudi v time, tym mensia Sanca, 7e si véetci budd mysliet, Ze sa to nedd. No v sitazi ako KMS to nie je
povolené. Tu su rady, ako sa z tohto problému dostat aj pri samostatnej préci:

o Aj ak chcete dokdzat, Ze sa nieco nedd, tak si vyskusajte spravit to. Mozno zistite, Ze sa to predsa len d4.

o Pri dokaze, ze sa to nedd, kontrolujte kazdy jeden krok a snazte sa vymysliet situdciu, kedy by neplatil. Casty
argument rieSeni, ktoré sa snazili dokézaf, 7e sa to nedd, bol nasledovny: ak by sme mali nejaké vrcholy dnu
vo $tvorci, tak aspor z niektorych musi ist hrana, ktord md druhy koniec na strane Stvorca. A tiym pddom
rozdeli priamy uhol na ostry a tupy, ¢iZe dostaneme tupouhly trojuholnik. Ak sa nad tymto argumentom
zamyslime, tak zistime, Zze neplati. Staci, aby nam zo vSetkych vrcholov na stranich vychadzali aspon 2
hrany.

o Overte si, & ste ndhodou nedokazali zjavnu blbost — moze sa stat, ze vas dokaz vyzera veelku doveryhodne,
no v skuto¢nosti dokazuje nieco, ¢o zjavne nie je pravda. Konkrétne k nasej tilohe — niektoré z dokazov, ze
sa to nedd, dokazali aj to, ze sa to neda ani pre pravidelny 5-uholnik. To v8ak zjavne ide.

Na zaver je tu zopar ndmetov na rozmyslanie poc¢as dlhych zimnych veéerov:

Na kolko najmenej trojuholnikov sa to d4?
Kolko najmenej typov zhodnych trojuholnikov ndm staéi?

o
o

¢ Kolko najmenej typov podobnych trojuholnikov ndm staéi?

o Skiste vymysliet, ¢o najprefikanejsi dokaz, Ze sa to neda (t.j., dokaz, kde sa bude fakt fazko hladat chyba).
o

Vedeli by ste najst taky n-uholnik (nie nutne pravidelny), ktory sa nedd rozrezat na ostrouhlé trojuholniky?

Uloha &.9: Niekto si praje svetovyj mier, iny zase novy mobil, no Aria si praje trojuholnik do lavého vrecka.
Dokdzte, Ze existuje trojuholnik (so standartngm znacenim strdn a uhlov), pre ktorého taznice plati t2 +t3 =2 a
pre ktorého vysky plati v: + v? = v2. Dalej dokdzte, Ze pre jeho uhly plati |o — 8] = 90° a cosy = %\/5

Riesenie: (opravoval Miki)
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Mame ukdzat, ¢i existuje trojuholnik spfﬁajﬁci dve rovnosti. Tieto rovnosti hovoria nieco o stéte dizok faznic a
vysok. Je dobré si uvedomit, Ze tieto dlzky vieme Iahko spoéitat. Preto by sme si mali hned uvedomit, ze chceme
popoéitat dlzky a nie¢o z toho vyvodit.

(2b2+2¢? — a?) a obdobne aj pre taznice ty, t. Teraz sa ndm pontika

dosadit tieto vyjadrenia do nagej podmienky t2 + 7 = ¢2 :

Z kosinusovej vety vieme o taznici ¢, ze: t2 =

RNy

1
4

Z ¢oho po tprave dostdvame 5c? = a? + b2
Navyse chceme, aby zaroven aj pre vysky platil vzfah v2 +v? = v2 | preto si chceme vyjadrif vysky v zdvislosti na

1
(20% 4 2¢* — a?) + Z(2a2 +2¢% = b%) = —(2a% + 2b* — ¢?)

| =

, S
dlzkach stran trojuholnika. Nech S je dvojnasobok obsahu trojuholnika ABC. Potom v, = — , obdobne aj ostatné
a

vysky. Dosadenim do vzfahu o vyskach dostdvame:

S (SY _ (8Y’
a b) \ec
Z ¢oho po vydeleni S? a prendsobenim a?b?c? dostdvame:

b202 4 a202 — a2b2

c2(a2 +b2) _ (l2b2
Prepisali sme teda podmienky o fazniciach a vyskach na podmienky o stranach trojuholnika ABC. Pri pozerani
na podmienky by sme si mali v&imnit, Ze sd homogénne (to znamend, Ze ak vietky strany zviésime A\-krét, tak
rovnosti budi stale splnené. Vyberame si teda jeden z mnoha podobnych trojuholnikov). Vieme si teda pridat

podmienku na velkost jednej strany, aby sa ndm lahsie poéitalo. Dobra podmienka by mohla byt ¢ = 1. Rovnosti
sa nam nasledne zjednodusia na:

5 = a? + b% = a®b?

Tito stistavu hravo vyrieSime. Napiklad dosadime a? = 5 — b? do druhej rovnosti a ziskame 5 = (5 — ?)b?. Po
5+5 5-V5
2 ’ 2

vyrieseni kvadratickej rovnice dostaneme korene b3 = b =

o 5=V, 5+45

Teraz uz iba doratame af = 7 002

BUNV b > a Zoberme si a1, b; a skontrolujme trojuholnikovii nerovnost b — a < ¢ < b+ a (rozmyslite si, 7e je to
naozaj trojuholnikova nerovnost).

0.726i\/5+2\/5—\/5_2\/5§1<\/5+\/5+\/5_\/5i3.078

- 2 2

Tym sme dokazali, ze existuje vyhovujuici trojuholnik.
Teraz lahko pomocou kosinusovej vety zrdtame cos~ :

5-V5 5+V5
a2+b2—627 ) + 2 _17 2 72\/5
2ab 2\/5_\/5 \/5+\/5 V5 5

2 2

cosy =

Co sme chceli dokdzat. Teraz si vyjadrime aj ostatné cos, aby sme mohli pouzit stctové vzorce na rozklad cos(z —
y) = cosx cosy + sinx siny. Lebo ak tento sucet bude 0, tak potom |o — 3] = 90°

) ) 55—
TakZze obdobne vyjadrime: cosa = 4/ —;70\/_ , |cos 8| = 10\/_

Absolitnu hodnotu mame preto, Ze vieme vyjadrit iba cos? 3 Keby sme chceli vyjadrovat samotné cos 8 tak by ndm
pod odmocninou vzniklo zdporné &islo. Teraz si véimneme, ze cos® a+cos? 8 = 1. My ale vieme, ze sin? a+cos? a = 1,
takze sin a = | cos 3| , obdobne sin 8 = | cos a| Z kosinusovej vety vieme, ze cos 3 je zaporny, ak b? > a®+c? Pretoze
vieme, Ze tento vyraz je zéporny (dosadenim), tak sin« = — cos . Dosadenim dostdvame:

cos(a — ) = 0

L [5=V5 5+V6  [5+VE [5-46
10 10 10 10

Takze rozdiel |o — | = 90° Co sme cheeli dokézat.
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Priklad bol do velkej miery pocitaci. Ale bolo potrebné si uvedomit & ideme poéitat a ako najefektivnejsie to
vieme spravit.

Uloha é&. 10: Koniec srandy. Tabulku 6 x 6 obsahujicu len ¢éisla 0 a 1 nazvime pravd ak siucet ¢isel v kaZdom
riadku a kaZdom stlpci je 3. Dve pravé tabulky nazvime podobné, ak jednu mézeme dostat z druhej iba preusporia-

podobné.

Riesenie: (opravoval Miso, Jozo)

Najprv sa pozrime, ¢o to znamend, ked st dve tabulky podobné. Ak st tabulky A a B podobné (¢o budeme dalej
zapisoval A ~ B), tak vieme riadky a stipce tabulky A preusporiadat tak, aby sme dostali tabulku B. Potrebujeme
n4jst vhodny sposob ako si to preusporiadanie predstavit. Oéfslujme si riadky zhora a stipce zlava ¢islami 1 az
6. Kazdu tabulku podobni s A uréime poradim riadkov a stipcov povodnej tabulky A (napr. 124635 pre riadky
a 654312 pre stfpce), takto je tabulka jednoznaéne uréend, pricom je jedno, ¢ najprv prehadzujeme riadky alebo
stipce (skuste si to!). Toto preusporiadanie riadkov a stipcov budeme nazyvat permutdcia tabulky A.

Na za&iatok si mozeme viimnit, Ze ak A je pravd tabulka, je zrejmé, Ze aj vietky tabulky s flou podobné st pravé.
Ak A~ Ba B~ C,tak aj A ~ C. Tym pddom ndm na uréenie lubovolnej mnoziny navzdjom podobnych tabuliek
sta¢i jedna tabulka z tej mnoziny.

Zoberme si pravi tabulku A. Ako ziskame vsetky tabulky s fiou podobné? Tak, Ze spravime vietky permutdcie jej
stipcov a ku kazdej vietky permutécie riadkov (Eize vSetky mozné preusporiadania riadkov a stfcov). Dostaneme
vietky tabulky podobné s A, ktorych bude (6!)2. Problémom je, Ze nejaké sa tam mozu opakovat.

Zoberme si Iubovolné dve podobné tabulky A,B. Nech m je permutdcia prevddzajica tabulku A na B a mo
permutdcia prevadzajica B na A. Permutdciu 7 tabulky A nazvime pevnou, ak tabulku A nezmeni (za pevni
permutdciu povazujeme aj to, ked s tabulkou ni¢ nespravime). Potom, ak vykondme za sebou premutdcie ma, m, m
je zjavné, 7ze dostaneme znovu tabulku B, ¢ize ide o pevni permutdciu tabulky B. Ak mé teda tabulka A m
a tabulka B n pevnijch permutdcii, tak musi platit m < n. Vymena tabulick A a B tieto tvahy neovplyvni a
dostaneme n < m a teda musi platit m = n.

Ak si zoberieme Iubovolni pravi tabulku, ktord ma n pevnijch permutdcit, kazd4a tabulka s iou podobnd bude mat
tiez n pevnyich permutdcii. Mnozina tabuliek podobnyjch s tabulkou A bude obsahovat (6!)2/n prvkov. Tato mnozina
bude najviésia pre tabulku s najmensim poctom vlastngjch permutdcis.

Pri skiiman{ vietkych moznych pravijch tabuliek zistime, Ze st dost rozdielne. Preto ndjdeme vhodny sposob ako si
rozdelit tabulky na niekolko pripadov a vSetky pripady rozoberieme. Ked'Ze podobné tabulky majt rovnaky pocet
pevnyjch permutdcid, vieme z nich vybrat ti tabulku, s ktorou sa ndm bude lahsie pracovat. Napriklad ku kazdej
tabulke vieme najst podobni tabulku v tvare A, z tej budeme zakazdym vychidzat. Pocas umiestiiovania prvkov
budeme bez ujmy na vieobecnosti (dalej len BUNV) umiestiiovat prvky vhodnym sposobom, ten totiz vieme do-
siahnut preusporiadanim riadkov a stipcov. Prvky umiestiiujeme tak, aby sa vysledna tabulka nedala previest na
tabulku, ktorti sme uz rozobrali. Zapisom (r, s) budeme oznacovat policko tabulky v riadku r a stipci S.

1 110 0 0 1 110 0 0 1 110 0 O
1 % *x % * x 1 1.1 0 0 O 1 1.1 0 0 0
1 % *x % * x 1 1 % % % % 1 0 0 0 1 1
A_O x % k% *’B_O 0 * % x *’C_O 1 01 01
0 * * * x x 0 0 x * % =x 0 01 1 10
0 * * * x x 0 0 x * % =x 0 00 1 11

Ukazeme, ze najmensi pocet pevnijch permutdcii je 4 a to tak, ze rozoberieme vSetky moznosti a o kazdej pravej ta-
bulke ukéZzeme, ze m4 aspoii 4 pevné permutdcie. Potom len najdeme tabulku s prave Styrmi pevngmi permutdciami.
Zoberme si tabulky, ktoré maji aspoii dva riadky rovnaké (pre stlpce to vyjde rovnako), BUNV nech 1. a 2. riadok
st rovnaké.

e Keby (3,2) =1 (tabulka B), tak méame dve pevné permutdcie: vymena 1. a 2. stfpca a vymena 1. a 2. riadku.
Spolu s ich kombindciami (vymenime stipce aj riadky alebo nevymenime ni¢) dostdvame aspoii 22 = 4 pevné
permutdcie (bez ohladu na ostatné policka). Toto zahifia aj pripad (3,3) = 1, len vymenime 2. a 3. stipec.

e Ak (3,2)=(3,3) =0, tak do 2. a 3. stipca musfme pridat jednu jednotku, kazdd do iného riadku (ak by sme
ich pridali do rovnakého, tak dostdvame tabulku podobni s B). BUNV na pozicie (4,2) a (5,3). Do 4. 5. a 6.
stipca potrebujeme doplnit po jednej nule BUNV na (3,4), (4,5), (5,6) dostdvame tak tabulku C, kde mame

aspon 4 pevné permutdcie: vymena 1. a 2. riadku; vymena 1. a 2., 4. a 5. stipca a stcasne 3. a 4. riadku; a
ich kombinécie.

O§tali nam len tabulky s navzdjom roznymi stipcami a riadkami. Vtedy existuje riadok, ktory mé dve jednotky v
stlpcoch 1 az 3. (rozmyslite si preco), preto BUNV mézeme polozit (2,2) = 1. Dalej zvysné jednotky v 2. riadku a
2. stlpci mozeme BUNV umiestnit na (2,4) a (4,2) (na miestach (2,3) ani (3,2) nemdzu byt, lebo by sme dostali
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dva rovnaké stfpce/ riadky). Teraz vysktsame vSetky moZnosti na polickach §tvorca 2 x 2 uprostred tabulky v

ktorom mézeme prehadzovat riadky a stfpce: ak vymenime 3. a 4. stfpec a 1. a 2. riadok, tak 1. a 2. riadok ostanu

rovnaké, ale stfpce v §tvorci 2 x 2 sa prehodia, podobne prehodime aj riadky. Pri umiestneni 1 1, 1 é, 1 8 alebo

. Tak dostavame moznosti:

\./

ich permutécii nedostaneme novy pripad, resp. ani pravi tabulku (sktste si

1110 00 1110 0 0 111000
1101 00 1101 00 1101 00
100 011 100 0 11 101 010
D_O 1 0 0 1 1’E_O 11 01 O’F_O 1 01 01
001110 0 01101 0 01 011
0 01 101 0 00111 0 00 1 11

Pricom kazda tabulka m4 aspon 4 vlastné permutdcie (skuste ich néjst).

Rozobratim vsetkych moznosti, ako moze tabulka vyzerat sme dokazali, Ze kazda pravd tabulka m4 aspoi 4 pevné
permutdcie. Uz ndm staéi len ukézaf, Ze existuje tabulka - napr. tabulka E, ktord mé préve 4 pevné permutdcie.
Ak zavedieme pojem prienik dvoch riadkov ako pocet stfpcov, v ktorych maji oba riadky jednotky, tak Iahko
overime, Ze pri pevnej permutdcii sa prieniky riadkov nemenia. V tabulke F majud 1. a 6. riadok prienik 0, po pevnej
permutdcii to dosiahneme iba vtedy, ked sa tieto riadky vymenia alebo ostant na mieste.

1. Ak 1. a 6. riadok ostant na mieste, tak prienik 2 maju s 1. riadkom 2. a 4. riadok, ak ostanii na mieste, musia
ostaf na mieste aj 3. a 5. riadok.

2. Ak vymenime 2. a 4. riadok, musime vymenit aj 3. a 5. (inak by sme nedostali stipec 111000).

3. Ak 1. a 6. riadok vymenime, tak ako novy 2. riadok musime dostat povodny 3. alebo 5. (maji s povodnym
6. prienik 1). Ak tam ddme 3. tak musime riadky dousporiadat na (634521).

4. Ak na miesto 2. riadku dame 5., riadky musime usporiadat (652341).

Pri kazdej tejto permutécii riadkov vieme stfpce poprehadzovat prave jednym spésobom na pdvodni tabulku E.
T4 m4 teda prave 4 pevné permutdcie. Najvicsia mnozina ja mnozina tabuliek podobngich s tabulkou E a obsahuje
(6!)%/4 prvkov.

Trikovy postup:

Tabulku si mozno predstawt ako graf: 6 vrcholov pre stfpce a 6 pre riadky. Ak sa v riadku r a stfpm s nachadza
jednotka, bpopme vrcholy btlpca s a riadka r hranou. Ku kazdému vrcholu r1adka mozeme priradif trojicu éfsel
- vrcholy stlpcov s ktorymi je spojeny (teda kazdému riadku priradime trojicu stlpcov v ktorych mé jednotky).
Potom namiesto tabulky pracujeme s grafom alebo so 6-timi trojicami ¢fsel. To ndm moéZze ulahéit rozoberanie
jednotlivych moznosti.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc¢ Skola kK |4|5|6|7|8|9 |10/ p| s | >
1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 14 919191919 45 | 135
1. Svarc Radovan 4. Ceskd Ttebova | 10 91919199 45 | 135
3. Koneény Matéj 4. GJir CB 6 819|797 40 | 123
4. Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 7 9141919 4 35 | 111
4. Murin Marek 3. GJH BA 7 919191912 38 | 111
6. Hronkovicové Nina 4. GKom PE 8 9191919 36 | 108
6. Pistak Daniel 3. GChD Praha | 5 9191919 36 | 108
8. Kralik Matej 4. GJH BA 11 9191905 32 | 98
9. Svobodova Zuzana 3. Frydlant CR 3 18]5 319 25 | 97
10. | Sikenik Peter 3. GVar ZA 7 81918 25| 95
11. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 7 8 7 5 20 | 88
11. | Truc Lam Bui 4. Gamca BA 12 919 18 | 88
13. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 6 912 1 19 | 86
14. | Marko Alan 1. GMRS NZ 1 119|916 25 | 84
15. | Molcan Samuel 3. GJAR PO 6 819|819 34| 83
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Por. | Meno Ro¢ Skola kK |4|(5|6|7|8|9 |10/ p| s |
16. | Presinsk4 Kristina 4. GPiar NR 10 689 * 23 | 77
17. | Darmovzal Ondfej 4. Brno CR 6 *1919191]9 36 | 75
18. | Zidek Mategj 3. Frydlant CR 6 9 9 6 24 | 74
19. Frankovska Zuzana 3. GJH BA 6 9191919 36 | 73
19. | Krakovska Ema 4. Gamca BA 8 9191613 27 | 73
21. | Bodik Juro 3. Gamca BA 8 2191819 26 | 70
22. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 7 119 9 19 | 68
23. | Kral Adam 3. GVar ZA 5 9191219 5 34 | 67
23. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA 6 0]9|6|1 16 | 67
23. | Té6thova Andrea 3. GJH BA 4 13133 1 2 12 | 67
26. | Kluvanec Roman 4. GPar NR 7 119 1 11 | 65
26. | Nepsinska Silvia 4. GJH BA 10 9 9 | 65
28. | Choma Matej 3. Gamca BA 6 9 9 | 63
28. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 3|17 316 17 | 63
30. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 6 8 8 16 | 57
31. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB 9 119 10 | 55
32. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 6 0 | 54
33. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA 7 1587 21 | 52
34. | Kurimsky Jén 3. GsvMo 5 0 | 50
35. | Tesar Emanuel 3. GBST LC 7 9/0|81]6 23 | 49
36. | Bialas Filip 2. GOp Praha 6 0 | 47
37. | Veseld Simona 4. GJH BA 5 0 | 41
38. | Mislanové Kristina 3. GAlej KE 7 0 | 36
39. | SemaniSinova Zaneta 3. GAlej KE 7 0 |35
40. Hornakova Kristina 2. GPar NR 3118 9 | 34
40. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 0| 34
42. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 5 112131 2 9 |33
43. | Kassa Ladislav 3. G Samorin 6 913 12 | 29
43. Krasula Dominik 2. Krnov CR 4 0|29
43. | Trencanska Tereza, 3. Gamca BA 5 9 9 | 29
46. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 4 0 | 25
47. | Petras Peter Pavel Arthur 3. SPMNDG BA 6 91619 24 | 24
48. Santrova Michaela 4. GMH Trstena 10 91211 12 | 23
49. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 0 |19
50. | Kudel¢ikovd Martina, 3. GVO ZA 6 0| 14
50. | Turenic¢ova Martina 1. GJH BA 1 1 3 4 | 14
52. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA 313111 6 | 11
53. Barbora David 4. GFS Novéd Bana | 6 0 9
53. | Liu Zhen Ning David 4. GJH BA 12 019
55. | Skrlec Adam 3. GJH BA 5 0 8
55. | Vanc¢o Simon 3. CGsvM SL 4 0 8
57. | Castulikova Katarina 1. 1SG BA 1 1 1 2 7
58. | Rozhon Véclav 4. GJir CB 6 0 0
kategéria ALFA

Por. | Meno Roc Skola kK|1|2|3[4|5|6|T7|p| s | >

1. Sasik Tomas 1. GaméaBA | 119919 8 9 44 | 128

2. Leinwatherovd Michaela 1. GPanBA |1 [(8|9|9]|5 8 39 | 125

2. Liptak Jozef 2. GJGT BB | 2 9198998 44 | 125

4. Micko Juraj 2. GPos KE | 3 914|899 39 | 124

5. Dlugosova Michaela 1. GKukPP | 1]19[19]9]|1]38 36 | 119

5. Drotar Pavol 2. GPos KE | 3 912181919 37 | 119

7. Pajger Simon 1. GVOZA |[1]1919]9|3]|6 36 | 118

7. Parada Matej 1. GamcaBA | 1998|819 2 43 | 118
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Por. | Meno Roc Skola k|1]|2|3|4|5]6]|7 s | >
9. Belan Pavol 1. GVar ZA 11919 61019 33 | 115
9. Pulmannovéd Barbara 1. Gamca BA 119191988 43 | 115
11. | Domes Tomas 2. G Mendel CR | 2 919 |7(8]|7 40 | 114
12. | Svihorik Tom4s 1. GPar NR 17191945 34 | 111
13. Marcekova Michaela, 0. GPar NR 019193 8 9 38 | 109
14. | Bogkovéd Dagmar 1. GJH BA 1181* 6|8 22 | 108
15. | Horansky Marek 2. SPMNDGBA [ 2699|619 33 | 106
16. | Krett Jakub 1. GMA BA 1 9|75 |7 28 | 105
17. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 3 314191919 34 | 102
18. | Ondus Peter 1. GAlej KE 11919 119 28 | 99
19. | Smolarova Paulina 1. SPMNDGBA [ 1|99 2|1 21 | 97
20. | Mikulas Matus 1. GBST LC 119]9|7(5]|6 36 | 96
21. | Sucikova Svetlana 1. G-BMAUK |1]|81]9 818 33| 95
22. | Poljovka Jakub 1. GPar NR 1191919 27 | 88
22. | Sadovskéa Jana 1. SPMNDGBA |18 |93 0 4 24 | 88
24. | Polakova Nikola 1. G Surany 1{4]19|3]8 24 | 85
25. | Zidkova Dorota 1. Frydlant CR | 1 | 4 |9 218 23 | 84
26. | Kutkova Séra 1. Gamea BA 1]4 7 11| 81
27. | Komzala Peter 1. GJH BA 1{7]1019]0]|1|1]3 21| 74
27. | Zajacova Terézia 1. 1SG BA 11419 8 21| 74
29. | Homola Marek 1. GJH BA 1 (8]0 |7(0]|2|1]4 22 | 73
29. | Skotnarova Lucia 2. G Surany 2 913|4(6|1]|2 24 | 73
31. | Svobodovéa Zuzana 3. Frydlant CR | 3 815 3 16 | 72
32. | Rozgon Martin 1. G Surany 11819 4 21| 70
33. | Téthova Natalia 1. GAlej KE 1 0 | 69
34. Steinhauser Vaclav 1. G Dacice 1171918 9 33 | 67
35. Hanesz Zoltan 2. GPos KE 3 91819 26 | 66
36. | Juran Matus 3. GJH BA 3 21371313 18 | 65
37. | Ivan Peter 1. GJH BA 11715 311110 17 | 64
37. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 91486 27 | 64
39. | Urban Adédm 1. GPos KE 1 9191318 29 | 63
40. | Marko Alan 1. GMRS NZ 1 11919 19 | 61
41. Bartekova Katarina 2. GCSL BA 2 91116113 20 | 60
41. | Oravkin Richard 0. 1SG BA 01519 14 | 60
41. Tureni¢ova Martina 1. GJH BA 115413 1 13| 60
44. | Bajnohova Natélia 1. GCSL BA 11619 4 19 | 58
45. | Pozsonyi Karol 0. GBil BA 0|8 |1(3|21|1|4 18 | 54
46. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 913 (8|7 27 | 53
47. | Castulikova Katarina 1. 1SG BA 11419 1 1 15 | 52
48. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 3 17 3 11 | 51
49. | Durina Marian 1. G Surany 1 81116 15| 50
49. Hornakova Kristina 2. GPar NR 3 91118 18 | 50
51. | Simkové Jarmila 1. GPiar NR 11719 16 | 43
52. | Rosinska Veronika 2. G Surany 2 0 | 36
53. | Catlos Jakub 1. SPMNDG BA | 1| 7 3 10 | 35
54. Brablecova Patricia 2. GBST LC 2 0 30
55. | Piala Martin 2. GVO ZA 2 0 | 28
56. | Hruska Rajmund 2. GPos KE 2 0 | 26
57. | Cermdk Michal 1. 1SG BA 1 0 25
58. | Mdjek Juraj 3. Gamca BA 3 0| 24
59. | Babjak Samuel 1. GCSL BA 11619 15 | 23
60. | Podzubanova Martina 2. GPH MI 2 0 22
61. | Hladka Lubica 2. GJGT BB 3 0| 21
61. | Héz Martin 2. Gamca BA 2 0 21
61. | Németh Richard 2. GCSL BA 2 0 21
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Por. | Meno Ro¢ Skola K s[> ]
64. | Majtan Martin 2. G Hlohovec 2 0] 19
65. | Ljutenko Tom4&s 1. 1SG BA 1 81|15
66. | Horkavéd Alexandra 2. BiG Sucany | 2 0] 14
67. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA | 3 6| 13
67. | Remperova Natilia 1. GKom PE 1 0113
69. | Hrinko Adam 1. 1SG BA 1 0] 11
70. | Bab Samuel 1. GCSL BA 1 0] 9
70. | Cavalieri Costauzo 2. GSpor NR 2 0] 9
70. | Polédkova Tatiana 1. 1SG BA 1 0] 9
73. | Turcekova Diana 1. GKom PE 1 8| 8
74. | Hreuzek Jan 2. GCSL BA 2 0| 7
75. | Bor¢in Martin 1. GCSL BA 1 0] 6
76. | Janeta Tomas 1. GAB NO 1 0] 5
77. | Simova Méria 2. EGMT 2 01| 4
78. | Brezina Marek 1. 777 1 0] 0
78. | Glovickova Katarina 1. GCSL BA 1 0] 0
78. | Lavu$ Eduard 2. GAlej KE 2 0] 0
78. | Porges Eduard 2. GCSL BA 2 0] 0
78. | Schmidtova Veronika 2. GAlej KE 2 0] 0
78. | Tanzer Jozef 1. GJH BA 1 0] 0




