Vzorové rieSenia 1. série letnej ¢asti KMS 2014/2015

Uloha &.1: Ludka nasla vo viffahu nakresentd tabulku 3 x 3, ktord mala v kaZdom $tvorceku prirodzené ¢islo.
Zapamdtala si, Ze v kaZdom riadku boli 3 rozne Cisla, sucet ¢isel v kaZdom riadku bol rovnaky a zdroven siucin cisel
v kazdom riadku bol rézny. Ludka by cheela zistit, aki najmensiu hodnotu mohol mat sicet vsetkijch cisel v tabulke.
Pomézte jej s tymto vypoctom.

Riesenie: (opravoval Kubo)

Predpokladajme, 7e stcet ¢isel v kazdom riadku je s. Potom stiéet éisel v celej tabulke je 3s. NaSou tlohou je
doplnit &isla do tabulky tak, aby ich celkovy stéet bol najmensi mozny. To znamend, Ze chceme najst najmensie
také ¢islo s, ktoré vieme zapisat ako siéet troch roznych trojic ¢isel, pricom Ziadna z nich neméze obsahovat dve
rovnaké &isla. Preco to musia byt rozne trojice? Dovodom je to, Ze ak by sa niektoré dve trojice rovnali, tak budi
mat aj rovnaky stéin, €o je v spore so zadanim.

Pustime sa teda do toho! Uvazujme trojice éfsel a, b, ¢ také, ze a < b < c. MdZeme povedat, Ze najmensie &islo s,
pre ktoré vieme najst 3 rozne &isla, ktorych siéet bude prave s je 6 = 1 4+ 2 + 3. Inym sposobom to uz vsak nejde
(jednym z &isel by musela byt asponi 4-ka a zostatok 2 nevieme zapisat ako sticet dvoch réznych éisel). Kazdé vicsie
¢islo vieme napisat ako sucet troch réznych prirodzenych éisel. Rozpiseme si kolkymi moznostami to ide.

7 - iba jedna trojica 1, 2, 4. Ak by bolo ¢islo ¢ = 3, tak stcet s = a + b + ¢ je najviac 6. Ak by bolo ¢ = 5, tak
ndm do 7 ostdva dva, ¢o nevieme napisat ako sticet dvoch réznych prirodzenych éisel a pre ¢ = 4 existuje len
jeden sposob ako dostat 3 ako stéet dvoch roznych prirodzenych é&isel

8 - dve trojice 1, 2, 5 a 1, 3, 4; pre ¢ < 3 je sucet ¢isel s < 6. Pre ¢ = 4 resp. ¢ = 5 nam ostava zostatok 4 resp.
3, pre ktoré existuje len jedna moznost. Pre ¢ > 6 je ostatok najviac 2 ¢o sa nedd zapisaf ako stucet dvoch
roznych ¢isel.

9 - mame tri trojice 1, 2, 6; 1, 3, 5; a 2, 3, 4.

Tieto trojice nam aj vyhovuji kedze ich siéiny st naozaj rozne éisla

1-2-6=12; 1-3-5=15; 2-3-4=24.
Suget vetkych &isel v tabulke mohol byt najmenej 3s = 3 -9 = 27.

Uloha &.2: Betka md v lavom vrecku korytnacku. Je Specialna, ryjdzo stvorcovd. V stvorci ABCD je S stred strany
CD a X je taky bod na obvode stvorca, Ze |SX| = |AB|. Aké rozne velkosti méze mat uhol X SC'?

Riesenie: (opravovala Betka)

Naértnime si §tvorec ABC'D. Potom si zostrojime kruznicu so stre-
dom v bode S a polomerom |AB|. Kde moze lezat bod X? Kedze
|SX| = |AB|, tak bod X moze byt len priese¢nik kruznice s nasim .
Stvorcom. Oznacme si preto tieto priesec¢niky postupne Xi, X5 a
X3 ako na obrazku.

Na prvy pohlad vidime, Ze uhol X2SC je pravy (premyslite si
preco).

Pozrime sa teraz na trojuholnik X;X3S. Plati | X15| = |X3S| =
|AB| a zjavne aj |AB| = | X1 X3|. Potom X7 X3S je rovnostranny a
vietky jeho vnutorné uhly maji velkost 60°. Priamka S X5 je kolm4
na stranu X7 X3 a je teda aj osou uhla X5 X3. Potom | X25X3| =
30° a |4 X55C| = 60°.

Nakoniec uz len dopoéitame |4 X15C| = |IX15Xz2| 4 |4 X25C| = X1 Xs
60° + 60° = 120°. A
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Uhol SXC moéze mat teda velkost 120°, 90° alebo 60°.

Uloha &. 3: Veronika nasla pocas riylovania zdhradky poklad. Skiste to tieZ! Ndjdite vsetky také prvoéisla p a q, Ze
p deli ¢> — 4, a tieZ q deli p*> — 1.

Riesenie: (opravovali Ivka a Foxie)

Potrebujeme najst vietky prvoéisla p, g také, ze plg® — 4 a q|[p? — 1. Vyrazy na pravej strane vieme upravit podla
vzorca a® —b? = (a—b)(a+b) na tvar p|(¢—2)(¢+2) a g/(p—1)(p+1). Dalej budeme vyuzivat fakt, ze ak prvocislo
P deli sucin A - B, tak P deli A, alebo P deli B (rozmyslite si, Ze ak by P nebolo prvocislo, tak to nemus{ platit).
Najprv skisime dosadit za q a p &islo 2, ako jediné parne prvoécislo, potom oetrime neparne prvoéisla.

p=2 Preto ¢[(2—1)(2+1) = 3. Potom ¢ = 3 avsak 21 (3 — 2)(3 4+ 2) = 5. Preto p = 2 nevyhovuje.

qg=2 Preto 2|(p—1)(p+1) a p|(2—2)(2+2) = 0. Vieme, Ze 0 je delitelnd vietkym a tak, ak ¢ = 2, p modze byt
akékolvek neparne prvoéislo (p + 1 je potom parne &islo a teda je delitelné dvoma).

Ostéva nam vyriesit pripad ak st obe prvoéisla p a ¢ neparne.

Kedze p, q > 2, tak ani jedno z ¢isel (p — 1), (p+1), (¢ —2) a (¢ + 2) nie je rovné 0. Teda bud plati p < g — 2
alebo p < ¢+ 2 (delitel ¢isla n je mensi nanajvys rovny &islu n) z éoho vyplyva, Ze p < g+ 2. Analogicky dostaneme
q<p+1 Tedag—1<p<qg+2. Nazidklade tychto podmienok a toho, ze ¢isla p a ¢ si neparne mame len dve
moznosti, a to p = q alebo p = ¢+ 2.

Ak sa p = ¢ tak nie je splnend podmienka ¢|(¢—1)(¢+1) (premyslite si preco). Pre p = ¢+ 2 vyhovuji podmienkam
zo zadania hned prvé dve nepéarne prvoéisla ¢ = 3 a p = 5.

Este ostdva ukézat, 7e iné riesenie v tvare p = ¢ + 2 neexistuje. Z podmienky ¢|(p — 1)(p + 1) dostdvame q|(q + 1),
¢o nemoze nastat, alebo g|(q + 3) o splita iba g = 3.

Uloha &.4: Marek s Mojom hraji hru s peniazmi. Hddzu mincou, a sleduji ¢o sa deje. Ak padne za sebou znak
znak hlava, hra sa skonci a zvitazi Mojo. Ak padne znak hlava znak, hra sa tieZ skonci a vyhrd Marek. Akd je
pravdepodobnost, ze zvitazi Mojo?

Riesenie: (opravovali Kajo a Jozo)

Ideme si zahddzat mincou. Najskér sa pozrieme, ako moze hra zacat a ako jednotlivé hody mincou ovplyvnia
Mojovu Sancu na vyhru.

1. Ak padne hlava (pravdepodobnost %), Mojovi ani Marekovi sa neprilepsi, lebo obaja potrebuji aby ako prvy
v ich postupnosti padol znak. Preto sa Sanca na Mojovu vyhru nezmeni. Podobne, ak sa niekedy v priebehu
hry stane, ze padne hlava hlava tak nastane rovnak4 situdcia ako na zaciatku hry (obaja hré¢i maji v tomto
momente rovnakd Sancu na vyhru ako mali na zaciatku hry).

2. Ak padne znak znak (pravdepodobnost %), tak Mojo uz ma vyhru istiu. Ak dalej v poradi padne znak
tak sme v rovnakej pozicii ako predtym (posledné dva hody si znak znak a nikto nedosiahol vyhrévajicu
postupnost) a ak padne hlava, tak Mojo vyhral, lebo mu padla jeho vifaznd postupnost znak znak hlava.

3. Ak padne znak hlava znak (%) vyhrava Marek a teda Mojova Sanca na vyhru je nulové.

4. Ak padne znak hlava hlava (1) tak sa dostdvame na rovnaki poziciu ako na zaciatku (bod 1). Pravdepo-
dobnost, Ze Mojo vyhra je preto rovnakd, ako na zaciatku.

Teraz potrebujeme z tychto informacii nejako ziskat pravdepodobnost, Zze Mojo vyhri. MoZeme si vSimnut, Ze
tato pravdepodobnost sa vyskytuje na viacerych miestach, preto si ju oznaéime ako p a pokisime sa zostavit
rovnicu. Pravdepodobnost p, ze Mojo vyhrd, vypoéitame ako stiet pravdepodobnosti zo §tyroch vyssie rozobranych
pripadov, kedze kazdd hra musi zacat jednym z nich. V 1. pripade (padne hlava) médme pravdepodobnost 3p (st¢in
pravdepodobnosti, ze Mojo hodi hlavu a pravdepodobnosti, ze potom vyhrd), v 2. pripade %, v 3. pripade 0 a v 4.

pripade %p. Dostavame tak rovnicu

11
p=1+grPtap

ktorej vyriesenim ziskame p = % Pravdepodobnost, Ze vyhra Mojo je teda %

Iné rieSenie:
Mojova a Marekova vyhernd postupnost zaéinaji znakom. UvaZzujme situdciu, ked ani Mojo, ani Marek nemaji

zacatl svoju vyherni postupnost a padne znak. Ak padne znovu znak (pravdepodobnost %), vyhrd Mojo (bod

2 vyssie). Ak padne hlava znak (prav. 1) vyhrd Marek (bod 3), ak padne hlava hlava (prav. 1) musia si obaja

pockat na dalsi znak (bod 4) a sme presne v pociatoénej situdcii. Teda s pravdepodobnostou % vyhra Mojo, s
pravdepodobnostou % vyhra Marek a s pravdepodbnostou % sa dostaneme do povodnej pozicie. V kazdej takejto

situacii su uvedené pravdepodobnosti rovnaké, preto pomer pravdepodobnosti Moja a Mareka je rovnaky ako ich
pomer v jednej takejto situdcii, teda 2 : 1. Preto pravdepodobnost, ze vyhrd Mojo je % (Marekova je %)
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Poznémka pre matematické obohatenie: Pravdepodobnostou (angl. probability, likelihood) rozumieme vzdy priaz-
nivych moznosti ku vietkym moZnostiam. Preto musi byt pravdepodobnost vidy &islo od 0 do 1. Viaceri z vés
pouzili v rieSeni pomer 2 : 1 a nazvali to pravdepodobnosfou. Nie je to celkom spravne. Existuje aj matematicky
pojem 8ance (angl. odds) a to vyjadruje pomer priaznivych pripadov, ku nepriaznivym. Vo vzordku sme to nazvali
pomerom pravdepodobnosti.

Uloha &.5: Miso md v pravom vrecku sykorku. Je trosku ¢udnd, lebo md tvar trojuholnika BM P, kde uhol BM P
je 70°. Taznica z vrcholu B a os uhla pri vrchole B si totozné a pretinaji stranu MP v bode R. Viska z vrcholu P
pretina priamku BR v bode Z. Os uhla pri vrchole M pretina priamku BR v bode S a stranu BP v bode V. Zistite
velkost uhlov pri vrcholoch v stvorholniku VSZP.

Riesenie: (opravovali Barca a Ana)

V zadani méme uvedené, Ze taznica z vrcholu B a os uhla pri
B vrchole B st totozné. Co to znamena? Kedze R lezi na faznici,
tak |[MR| = |RP|. Ozna¢me si M; taky bod na priamke M B,
ze |<RM;M| = 90°. Podobne, ozna¢me si P; taky bod na
priamke PB, ze |[SRPP| = 90°. Kedze R lez{ na osi uhla, tak
plati: |RM;| = |RP|. Vyuzijic, ze |MR| = |RP| a |<RP,P| =
|[<RM; M| = 90°, tak ziskame, ze trojuholniky RM1M a RP,P
si zhodné (premyslite si, ze pre pravouhlé trojuholniky nepotre-
bujeme, aby uhol lezal medzi rovnakymi stranami). Preto plati:

|SRPP;| =|d<RMM,|. Teda trojuholnik BM R je rovnorameny.
4 Iné zdévodnenie by mohlo byt vdaka poznatku, 7e os
uhla deli protilahli stranu v pomere dizok zostavajucich

P S stran. Mnohi ste zas pri vysvetleni Sikovne vyuzili sinusovi
vetu.
Z
p Nakolko uZz mdme rovnoramennost, tak lahko prideme k
M R |[SBMP| = 70° = |[IMPB|. Vyuzijeme vlastnost, ze sucet

vnutornych uhlov v trojuholniku je 180° a dopoé¢itame velkost
uhola pri vrchole B: |[SMBP| = 180° — (70° + 70°) = 40°. Rozmyslite si, ze bod S lezi blizsie k bodu B ako
bod Z.

Prechadzame na mensie trojuholniky.

Z trojuholnika PPy B, kde Py je péta vysky z bodu P pocitame | PyPB| = 180° — (40° + 90°) = 50°.

Z trojuholnika M PV zistime, ze |4 MV P| = 180° — (70° + 35°) = 75°. Os uhla del{ uhol na polovicu, preto
tych 35°.

Z trojuholnika BZ P dopoéitame | BZ P| = 180° — (20° + 50°) = 110°.

e Kedze sicet uhlov v stvoruholniku je rovny 360°, posledny uhol pri vrchole S dopoéitame ako |[JVSZ| =
360° — (110° 4 50° + 75°) = 125°.

Uhly v $tvoruholniku VSZP sd 75°, 125°, 110° a 50°.

Uloha &. 6: Katarina sa momentdlne nachddza v Slnecnej sustave. My vsak vieme o vyskyte inych siustav v nasej
galazxii. Ndjdite vietky trojciferné cisla v desiatkovej sustave, ktoré sa rovnaji tretine ¢isla s rovnakym zdpisom v
inej Ciselnej sustave.

Riesenie: (opravovali Cvrki a Lindtka)

Ako poznamenala jedna riesitelka, najfazsou ¢astou prikladu bolo pochopit zadanie. Skisme si teda nasu slovni
tlohu prepisat do peknej rovnice.

Hl'addme vsetky trojciferné éfsla v desiatkovej stistave, ktoré sa rovnaji tretine &isla s rovnakym zapisom v inej
¢iselnej stistave. Oznaéme si cifry hladaného ¢isla a, b a ¢ (pod cifrou budeme vramci celého vzordku rozumief
klasickii cifru v desiatkovej ststave). Toto &islo budeme v desiatkovej stistave zapisovat abc. Hladané ¢islo ma byt
trojciferné, takze cifra @ musf byf nenulovd. V &iselnej stistave s inym alebo nezndmym zékladom k budeme &fslo s
rovnakym cifernym zapisom oznacovat abcy. Hodnota tohto ¢isla je abcy, = a-k? 4+ b-k -+ c. Nezabudnime, ze zéklad
ststavy k musi byt prirodzené &islo a cifry a, b a ¢ musia byt mensie ako k (napriklad v sistave so zdkladom 5
neexistuju cifry 5, 6, 7, 8, a 9).

Teraz uz vieme nasu tilohu preformulovat do matematickej re¢i. Mame néjst vsetky trojice cifier a, b a c, kde a # 0,
pre ktoré existuje prirodzené ¢islo k také, ze plati abc = %abck. Trto rovnost vieme upravit nasledovne:
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abe = 5%;@

1
100a+10b+c=§(a-k2+b-k+c)

3000 +30b+3c=a-k*+b-k+c
(30 — k)b + 2¢ = (k* — 300)a

Teraz sa pustime do hladania vhodnych zékladov k. To st tie, pre ktoré ma rovnica, ku ktorej sme dospeli, nejaké
rieSenie. Vyuzivat budeme posledny tvar tejto rovnice. Skiisme najskor najst spodni hranicu na vhodné k. Dopliime
skusmo za k nejaké malé ¢islo, napriklad 11 (zdklady mensgie alebo rovné 10 nemusime overovat, skiiste si uvedomit
preco). Potom dostaneme rovnicu

190+ 2¢ = —179a.

Lavé strana rovnice je pre fubovolnt volbu cifier b a ¢ nezdpornd a prava strana je pre lubovolni nenulovi cifru a
zdpornd. Rovnica teda nem4 rieSenie. Podobny argument zbehne aj pre k = 12, 13,... ,17. Lava strana bude vidy
nezaporna a pravé zaporn, takze rovnost nikdy nenastane. Pre k = 18 v8ak uz hodnota k? presiahne 300 a prava
strana bude kladna. Zatial sme zistili, ze k > 18.

Skor nez sa pustime do zaujimavej roboty — hladania vhodnych a, b, ¢ — pokusime sa este najst horny odhad.
Vidime, Ze lav4 strana naSej rovnice s rasticim k klesa, zatialéo pravé strana rovnice rastie. Intuicia ndm teda
hovori, Ze od uréitého k bude lavé strana rovnice ostro mensia ako t4 prava. Skisme zistit, & to tak naozaj je.
Uz vieme, ze k > 18. Lava strana rovnice bude nadobtidat maximalnu hodnotu pre minimélne k¥ a maximélne b a
¢, co ndm d4d (30 —18)9+2-9 = 126. Ak by bolo k vicsie alebo rovné 21, tak pravd strana rovnice bude nadobtdat
hodnotu aspon 141 (nezabtdajme, Ze a je nenulové), a preto sa nikdy nebude rovnat Tavej strane rovnice. Plati
teda k < 20.

Ostali ndm teda tri mozné vhodné hodnoty zékladov k a to 18, 19 a 20. Pre kazdd moznost ndjdeme osobitne
vsetky vyhovujice trojice a, b, c:

k = 18 Nasa rovnica ma v tomto pripade tvar 12b+ 2c = 24a. Hladdme vietky riesenia, pri¢om b, ¢ st lubovolné cifry
a a je Tubovolnd nenulové cifra. Taktto tlohu viete isto vSetci rychlo zratat, hoci aj vypisovanim moZnosti.
My si ukdzeme jednu mald fintu. Cleny 12b aj 24a st oba delitelné &islom 12. Preto aj ¢len 2¢ musi byt
delitelny ¢islom 12, éo plati iba pre ¢ =0 a ¢ = 6.
Ak ¢ = 0, tak 12b = 24a, teda b = 2a a dostdvame prvé 4 riesenia (a, b, ¢) nasej rovnice: (1, 2,0), (2,4,0), (3,6,0)
a (4,8,0).
Ak ¢ = 6, tak 12b + 12 = 24a, teda b+ 1 = 2a a dostdvame dalsich 5 rieseni (a,b,c) nasej rovnice:
(1,1,6), (2,3,6), (3,5,6), (4,7.6) a (5,9,6).
Pre zéklad 18 mame dokopy devit rieseni.

k =19 Naga rovnica sa upravi na tvar 116+2¢ = 61a. Lav4 strana moze nadobiidat hodnotu najviac 11-9+2-9 = 117.
Z toho ihned vidime, Ze a = 1. Lahko si overime, Ze rovnica 11b + 2c = 61 m4 jediné riesenie b =5 a ¢ = 3.
Pre zdklad 19 méme prave jedno riesenie (a,b,c) = (1,5, 3).

k =20 Naga rovnica m4 tvar 10b + 2¢ = 100a. Lavé strana moZze nadobiidat hodnotu najviac 10-9 + 2 -9 = 108,
takze a = 1. Opéf si rychlo overime, Ze rovnica 100 + 2¢ = 100 m4 iba jedno rieSenie, a to b =9 a ¢ = 5.
Pre zéklad 20 mame jedno riesenie (a,b,c) = (1,9,5).

Hladané ¢isla st 120, 240, 360, 480, 116, 236, 356, 476, 596, 153 a 195.

Komentér: Vsetky rieSenia sme nasli vo vyssich stustavach. Ak by sme vsak riesili podobny priklad, kde by vysli
riesenia v niz§ich ststavach, museli by sme si dat pozor. Napriklad také éislo 173 sa dé zapisat v 8-ckovej stistave,
no v 7-¢kovej uz nie, pretoze tam neexistuje cifra 7.

Uloha &.7: Vo véelom ili sa hmgri 2015 véiel. Véela moze byt bud robotnica, trid alebo krdlovnd. Ul ale chee ¢o
najviac prosperovat. Cisla a, b, c si prirodzené éisla so suctom 2015. Kolko najviac méze byt ab + bc + ca?

Riesenie: (opravovali Ondro a Luxusko)

Je uzitoéné zistitf, ako sa spravaji vyrazy pre mensie stéty a,b,c. Pre a + b+ ¢ = 10 alebo menej zvlddneme
vyskusat vietky moznosti®. Casto vieme riesenim zjednodusenej tlohy ,,uhddnut® tvar riesenia povodnej. Preto je
vhodné spytat sa otdzku: ak a + b = k (k je nejaka konstanta), kolko najviac moze byt ab? Intuitivne by mali
byt a, b blizko seba. Dokézat sa to d4 napriklad dosadenim b = k — a (premyslite si). Preto m6zme nadobudnuf

INezabudnime vyuzit symetriu rieseni — a, b, ¢ vieme luvovolne pozamiefiat a a 4 b + ¢ ani ab + bc + ca sa nezmenia.
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dojem, ze rieSenia ulohy zo zadania budud trojice blizko seba — rovnaké alebo liSiace sa o 1. V nasom priklade
671-6724 6726724672671 = 1353408.

Ostéva nam dokdzat, Ze toto &islo je naozaj maximum. Potrebujeme pouzit rovnost a + b + ¢ = 2015 a vyraz
ab + bc + ca v jednom vztahu. Tu pomozu skisenosti s vyrazmi, pripadne chvilka sktsania. Pozrime sa na

2015% = (a + b+ ¢)* = a® + b* + % + 2ab + 2bc + 2ca.

Este sa zbavit a? + % + ¢2. Plati (a — b)? > 0. Upravime to na a? + b? > 2ab. Analogicky plati b2 + ¢? > 2bc a
c® + a® > 2ca. Po séitani a predeleni dvoma méme a? + b% 4 ¢ > ab + bc + ca. Dostavame

20152 = a? + b + 2 + 2ab + 2bc + 2ca > 3ab + 3bc + 3ca.

Podobne by vyzeral postup s pouzitim AG-nerovnosti. Stredny vyraz vieme zapisat ako 3[(a —b)?+ (b—c)? + (c —
a)?] + 3ab + 3bc + 3ca. Najvicsie ab + be + ca dostaneme pri rovnosti a = b = ¢, nakolko jedine pre ne nadobtida
zlomok mimimum - 0. Intuicia z blizkostou a, b, ¢ nds neklamala.

Zistili sme, Ze pre Iubovolné &isla a, b, c plati: ab+ bc+ca < 203;52. Preto pre celé ¢isla a, b, ¢ plati: ab+bc+ca <
L%J = 1353408. Ale hned na zaciatku sme si vSimli, ze 671-672+672-672+672-671 = 1353408. Preto celociselné
maximum je 1353408.

Uloha &.8: Viktor md v lavom vrecku rysa. Je neobycajny, lebo je velmi ostry. Vnitri ostrého uhla AOB leZia
také body M, N, Ze |SAOM| = |SBON|. Na dusecke OA lezi bod P tak, Ze |SOPM| = |XAPN]|. Podobne, na
PM|+|PN|=|QM|+|QN|.?

usecke OB lezi bod Q tak, zZe |SOQN| = |[<BQM|. Dokdzte, Ze plati:
Riesenie: (opravovali JeFo a Ludka)

Mame dokézaf, 7e sticet vzdialenost{ bodu P od bodov M a N je
rovnaky ako sucet vzdialenosti bodu ) od bodov M a N. Ukazo-
vat, Ze sticet dvoch vzdialenosti je rovny stiétu druhych dvoch nie je
zrovna ni¢ prijemné. Najméi ak nevieme ukézat rovnost dizok jed-
notlivych tseéiek. Skisime preto kazdy stucéet vyjadrif ako dizku
jednej usecky.

Podmienka zo zadania |[JAPN| = |[XOPM]| hovori, ze ked z bodu
N odpinkneme guli¢ku, ktord sa odrazi od hrany OA v bode P,
dokotiila sa do bodu M (uhol odrazu sa rovna uhlu dopadu).

Bod M zobrazime v osovej simernosti podla osi OA a vzniknuty
bod Mj spojime s bodom N. Bod P je potom priese¢nik priamky
M N s priamkou OA (rozmyslite si preco). Z osovej simernosti
plati: |[PM| = |PM,| a teda |PM|+ |PN| = |[NM;|. Analogicky
pre bod Q (bod M zobrazime v osovej simernosti podla osi OB
do bodu M5 a spojime s bodom N). Potom |QM|+|QN| = |NMa|.
Teraz ndm uz len staéi ukdzat rovnost: [NM;| = |N M.

Vsimnime si trojuholniky NM10 a NM;O (obr. 1). Z osovej
sumernosti mame:
|OM;| = |OM| =|0OMsz| a |INOM;|=|INOM,|.

Teda trojuholniky NM;0 a NM>O sa zhoduji v dvoch strandch (stranu NO majui spoloéni) a v uhloch nimi

zvierajucich a teda st zhodné. Potom sa musia rovnat aj dIZky ich tretich stran NM; a N M,, ¢im sme dokaz
ukonéili.

Uloha &.9: Basa sa pysi, Ze skryla vo vitahu tabulku. Farebne spljva s pozadim. Kolkymi spésobmi vieme ofarbit
mriezku velkosti N x N §tyrmi farbami tak, aby Ziadna dvojica susednijch $tvorcekov nemala rovnaki farbu a v
kazdom Stvorci 2 X 2 boli véetky styri farby?

Riesenie: (opravovali Miro a Vodka)

KedZe v obrazku chceme mat aspon jeden §tvorec 2 x 2, tak N > 2. Pripad N = 1 je trividlny a vyhovuji 4
tabulky.

Zagneme tym, 7e si nejakiu takd tabulku skisime nakrelit. Prvy pokus by asi dopadol takto (A, B, C, D oznacuji
4 rdzne farby) :

Teda, ze sa v kazdom riadku a stfpci pekne striedaju 2 rézne farby. Je jasné, ze ak si ddme len tito podmienku a
podmineku, Ze v lavom hornom $tvorci 2 x 2 st vietky farby, tak to zaruéi to, ze aj v kazdom $tvorci 2 x 2 st vietky
farby. A dokonca ofarbenie lavého horného gtvorca jasne definuje ofarbenie celej tabulky nakolko to vieme postupne

2Inak povedané, ze body P, Q lezia na elipse s ohniskami v bodoch M, N.
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po riadkoch a stipcoch jednozanéne vyplnif. A kedze lavy horny §tvorec mézeme zafarbif 4! = 24 sposobmi, je
tychto tabuliek 24.

Zial, rychlo si uvedomime, ze to nie st vietky tabulky, ktoré vyhovuji. Napriklad, ak v poslednom stfpci len
vymenime v akom poradi tam st tie dve striedajice farby, tak to stale bude vyhovovat. Skoda.

Ak to ale nevyhovuje nasej podmienke, t.j., ze v kazdom riadku a stfpci st len dve farby, tak tam existuje BUNV
(Bez ujmy na vseobecnosti) riadok, v ktorom s aspon 3 farby. Lahko si premyslime, Ze tam existuje miesto, kde
idu tie 3 farby po sebe. Ak nie, tak by sa cely ¢as striedali len 2 farby.

Potom to vsak vyzerd tak ako na obrazku, a jednoznacéne vieme vyplnif 3 policka nad tym aj pod tym (tak aby v
Stvorci 2 x 2 boli vietky farby). A potom aj tie este nad tym a este pod tym atd.

A | B | C
C | D| A
A | B | C

Celkovo dostaneme to, ze v tychto 3 stfpcoch st v kazdom len 2 farby. No ak st v jednom stipci len 2 farby, tak su
na striedacku a ani jedna z nich nemdze byt v susednom stipci bez toho aby v §tvorci 2 x 2 neboli 2 rovnaké farby.
Preto aj v susednom stfpci st len 2 farby atd’. Spolu dostaneme, ze v kazdom stfpci st len 2 farby.

Uvedomime si, ze ak v kazodm stfpci st len 2 farby na striedacku, pri ¢om v parnych stipcoh je jedna dvojica farieb
a v neparnych té zvysna, tak nutne v kazdom §tvorci 2 x 2 st vietky 4 farby a teda to vyhovuje. Uz len spocitat
kolko takych tabuliek je.

Musime si uré¢it, ktora dvojica farieb je v prvom stfpci. Na to mame (4

2
aké dvojice farieb su v ktorych stipcoch. Na kazdy stfpec mame 2 moznosti ktorou farbou za¢neme, lebo potom sa
uz musia striedat. To je spolu 6 - 2V tabuliek.

Toto su tabulky, kde st v kazdom stipci len 2 farby. Avsak, my sme si dali eSte podmienku, ze v aspon jednom
riadku sd 3 rozne farby. Ak by neboli dostaneme takd, ktort sme uz nasli (teda, ze v kazdom stipci aj riadku sa
strtiedaji 2 farby.) No urcite sme nasli vietky také, takze ich len odéitame. A teda dostdvame 6 -2V — 24 tabuliek.
To bolo v pripade, Ze existoval riadok s 3 roznymi farbami. Ostdva analogicky pripad, ked exixstoval stfpec s 3
roznymi farbami. No tam dostavame tiez 6 - 2V — 24 tabuliek. A zrejme st rozne, lebo existuje stipec kde nie su
len 2 farby.

Zrejme sme zaratali véetky moznosti, a ziadnu sme nezaratali dvakrat, preto spolu mame 24+6-2V —24+6-2V—24 =
12 - 2N — 24 tabuliek.

) = 6 moznosti. Potom je uz jasne urcené,

Uloha &.10: V konveznom n-uholniku si narysujeme nejaké uhlopriecky. Nazvime uhlopriecku peknd, ak sa pretina
s prave jednou inou uhloprieckou. Ndjdite najvicsi mozny pocet peknijch uhloprieéok (v zdvistlosti od n). Nepomyjlte
sa.

Riesenie: (opravoval Miso)

Ijlohy tohto druhu sa viésinou skladaji z dvoch ¢asti. Prvou castou je ukéazat, kolko peknych uhloprieéok sa dd
narysovat. V druhej éasti rozoberieme pre¢o ich nemoéze byt viac.

Prvé ¢ast je jednoduchd. Po kratkom skusani a kresleni si n-uholnikov zistime, Ze je mozné narysovat n—2 peknych
uhlopriecok ak je n parne a n — 3 ak je n nepérne.

Dosiahneme to tak, ze najprv zaéneme so §tvorcom. Ten m4 dve pekné uhloprie¢ky. Potom k nemu budeme pridévat
po dvoch vrcholoch tak, Ze pridané vrcholy st susedné. Mozeme tak spravit dve pretinajice sa uhloprieéky, ktoré
majui konce v pridanych bodoch a ich susedoch. Body budt teda pospdjané cikcakovito, ako $niirka na topanke.
Tymto sposobom za kazdé dva vrcholy pribudni dve pekné uhlopriecky. Stvoruholnik ich mé dve, takze n-uholniky
budt maf n — 2 peknych uhlopri¢ok, ak n je parne. Ak n je neparne, tak Ziadna uhloprie¢ka nepribudne a stdle ich
bude n — 3 teda tolko, kolko m4 peknych uhloprie¢ok o vrchol mensi parnouholnik.
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Teraz uz vieme, najmenej kolko peknych uhlopriecok sa d4 narysovat. Potrebujeme este ukazat, ze viac sa neda.
Na pomoc si zavolame matematickt indukciu.

Najprv sa pozrime na malé n-uholniky. Trojuholnik nemé uhlopriecky a $tvoruholnik mé dve a obe st pekné. Oba
spfﬁajﬁ nas§ predpoklad, ze parne n-uholniky maji n — 2 a neparne n — 3 peknych uhlopriecok. Neskor sa nam zide
aj dvojuholnik, ten ma nula uhlopriecok.

Zoberme si lubovolny n-uholnik. Predpokladdme, Ze vietky mensie n-uholniky maji nanajvys n — 2, alebo n — 3
ak n je neparne, peknych uhloprieé¢ok. Chceme ukdzat, Ze ani tento nebude mat viac. Problém si rozdelime na dva
pripady.

Bud mé n-uholnik dve pekné uhlopriecky ktoré sa pretinajd, alebo nema. Ak si tam dve, ktoré sa pretinaji,
rozdelme si vrcholy n-uholnika do §tyroch ¢asti. V kazdej ¢asti nech je po jednom vrchole z oboch spomenutych
peknych uhlopriecok a vSetky vrcholy medzi nimi a nech si ¢asti rozne. Dokopy vSetky Styri casti maju vSetky
vrcholy a prekryv je len na vrcholoch peknych uhloprie¢ok. Ked'Ze uhlopriecky st pekné a pretinaji sa, nemodze ich
pretinat ziadna d’alsia uhloprie¢ka. Ostatné uhlopriecky st len v ramci ¢asti. Tie uz maji menej vrcholov a preto
pocet ich uhloprie¢ok vieme odhadnit z indukéného predpokladu.

Oznac¢me si pocet vrcholov v ¢astiach a, b, ¢, d. Na§ n-uholnik mé dokopy a + b + ¢ + d — 4 vrcholov. Vrcholy
oboch pretinajicich sa uhlopriecok zardtavame dvakrat, preto bolo treba odratat 4. Navyse ¢asti maji najviac
a—2, b—2, ¢c—2, d— 2 uhlopriecok. Spolu s prvymi dvomi to ddva a + b+ ¢+ d — 6, teda n — 2. Ak by bolo n
nepérne, tak v aspoii jednej ¢asti musi byt neparny pocet vrcholov, BUNV (Bez ujmy na vieobecnosti) v a. Potom
v nej je najviac a — 3 uhloprie¢ok a v samotnom n-uholniku zase n — 3. Presne to, ¢o sme chceli dokézat.

Ak sa v8ak ziadne dve pekné uhloprieéky nepretinaji, nevieme takto rozdelit n-uholnik na Styri ¢asti. Ich pocet
viak vieme odhadnif este jednoduchsie. Zmazme vsetky nepekné uhlopriecky a ststredme sa na tie pekné. Ziadne
dve sa nepretinaji, takze ziadne Giary sa nebudu krizit. Vieme este dokreslit spojnice vrcholov tak, aby sa stale
ni¢ nepretinalo (napr. strany). Ked uz nebudeme vedief dokreslif ni¢, zistime, Ze cely n-uholnik je rozdeleny
na trojuholniky. To ndm déva dokopy 2n — 3 useciek, z ktorych je n stran. Peknych uhlopriecok bude nanajvys
n — 3 (ak sa ziadne dve nepretinaji).

Ukazali sme, ze peknych uhloprie¢ok je najviac n — 2 ak n je parne a n — 3 ak neparne. Najst konstrukciu nebolo
tazké, stacilo pridévat dvojice vrcholov. Tazsie bolo ukazaft, ze viac sa nedd. Vela riesitelov sa namotalo na svoju
konstrukciu a snaZilo sa ukazat, ze ak sa ¢osi zmeni, tak par uhloprie¢ok sa strati. No je tu problém, ze to neukazuje,
preco sa to nezlepsi ked sa spravi viac krokov. Je treba na to ist vSeobecnejsie, teda zobrat Iubovolny n-uholnik a
rozobrat vietky moZnosti.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Ro¢ Skola kK |4|5|6|7|8|9 |10/ p| s |
1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 15 919191919 45 | 45
1. Drotéar Pavol 2. GPos KE 41919191919 45 | 45
1. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 9191919819 45 | 45
4. Bak Patrik 4. G Sobrance 7 91919 9 44 | 44
5. Liptak Jozef 2. GJGT BB 31917191919 43 | 43
5. Marcekova Michaela 0. GPéar NR 018191939 |8|3 43 | 43
7. Sésik Tomas 1. Gamcéa BA 21919194 8 39 | 39
8. Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 8 91919813 38 | 38
8. Kluvanec Roman 4. GPéar NR 8 919983 38 | 38
10. Svarc Radovan 4. Ceskd Ttebova | 11 81919191 36 | 36
10. Truc Lam Bui 4. Gamca BA 13 919191910 36 | 36
12. | Koneény Matéj 4. GJir CB 7 91819 910 35| 35
12. | Pistdk Daniel 3. GChD Praha 6 91919 8 35| 35
12. | Stkenik Peter 3. GVar ZA 8 91819514 35| 35
15. | Hanesz Zoltan 2. GPos KE 4 19171919 34 | 34
15. | Krajciova Katarina 4. GAlej KE 10 819918 34| 34
15. | Micko Juraj 2. GPos KE 4 197 919 34| 34
15. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA | 7 7197 813 34 | 34
19. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 4 181919 313 32 | 32
19. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 7 719 91010 32 | 32
19. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 7 7171919 32 | 32
22. | Mol¢an Samuel 3. GJAR PO 7 7197 8 31| 31
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Por. | Meno Ro¢ Skola kK |14|5|6|7|8|9 |10/ p| s | >
23. | Kralik Matej 4. GJH BA 12 9191913 30 | 30
23. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 7 91919 3 30 | 30
23. | Sladek Samuel 3. GAB NO 4 919 6|6 30 | 30
26. | Presinskd Kristina 4. GPar NR 11 919 8|3 29 | 29
27. | Hronkovic¢ova Nina 4. GKom PE 9 71719113 27 | 27
27. | Liu Zhen Ning David 4. GJH BA 12 8171913 27 | 27
27. | Murin Marek 3. GJH BA 8 614|198 27 | 27
27. | Nepsinska Silvia 4. GJH BA 11 91919 27 | 27
27. | Semanisinova Zaneta 3. GAlej KE 7 91919 27 | 27
27. | Svobodova Zuzana 3. Frydlant CR 4 12718 911 27 | 27
33. | Hladka Lubica 2. GJGT BB 31819 5 3 25 | 25
33. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 419141319 25 | 25
35. | Hornidkova Kristina 2. GPar NR 41919313 24 | 24
35. | Choma Matej 3. Gamca BA 7 91916 0 24 | 24
37. | Gendci Jakub 2. GPos KE 4 71916 22 | 22
38. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 8 919 3 21 | 21
39. | Bodik Juro 3. Gamca BA 9 918 2 19 | 19
39. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 8 519 213 19 | 19
39. | M4jek Juraj 3. Gamca BA 31918 2 19 | 19
39. | Trencanska Tereza 3. Gamca BA 6 8 7 1|3 19 | 19
43. | Frankovska Zuzana 3. GJH BA 7 9 9 18 | 18
43. | Krakovska Ema 4. Gamca BA 9 919 18 | 18
43. | Mislanova Kristina 3. GAlej KE 7 919 * 18 | 18
43. | Zidek Matgj 3. Frydlant CR 7 9 9 18 | 18
47. | Téthova Andrea 3. GJH BA 5 1819(6]1 1 17| 17
48. | Kurimsky Jan 3. GsvMo 6 7 9 16 | 16
49. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA | 8 8131 2 14 | 14
49. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 5 8 6 14 | 14
49. | Vanco Simon 3. CGsvM SL 4 1219 3 14 | 14
52. | Kudel¢ikovd Martina 3. GVO ZA 7 8 1 1 10 | 10
52. | Santrova Michaela 4. GMH Trstena | 11 7 3 10 | 10
54. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 6 7 1 0 8 | 8
54. | Petras Peter Pavel Arthur 3. SPMNDG BA | 7 711 010 8 | 8
56. | Krutek Robert 2. GJGT BB 31213 0 5 5
57. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 1 1|11
58. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB 10 0|0

kategoria ALFA
Por. | Meno Roc Skola K 2/3|4|5|6|7|p| s |>
1. Sasik Tomas 1. Gamca BA | 2 919/9(19]|9 |4 45 | 45
1. | Zahorsky Akos 1. G Sahy |1 91899919 45 | 45
3. Marcekova Michaela 0. GPar NR | 0 9 8191913 44 | 44
4. Dobrovi¢ Adam 2. GJGT BB | 2 9191919 7 43 | 43
4. Liptak Jozef 2. GJGT BB | 3 919171919 43 | 43
6. Bogkova Dagmar 1. GJHBA |2 9 918|719 42 | 42
6. Ondus Peter 1. GAlej KE | 2 9189|719 42 | 42
8. Leinwatherova Michaela 1. GPan BA | 2 9166|719 37 | 37
8. Parada Matej 1. Gamca BA | 2 9191919 1 37| 37
8. Pulmannové Barbara 1. Gamca BA | 2 919 91911 37 | 37
8. Svihorik Tomas 1. GPér NR | 2 9719|751 37 | 37
12. | Dlugosova Michaela 1. GKuk PP | 2 9198812 36 | 36
12. | Kutkova Sara 1. Gamca BA | 2 9191819 1 36 | 36
12. | Poljovka Jakub 1. GPér NR | 2 9 918182 36 | 36
15. | Belan Pavol 1. GVar ZA | 2 9 917191 35| 35
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Por. | Meno Roc Skola K 2(3(4|5|6|7 s | >
15. | T6d6va Tereza 0. GPar NR 0 81713811 35| 35
17. | Pajger Simon 1. GVO ZA 2 919 |8|7 34| 34
18. | Ivan Peter 1. GJH BA 2 9161197 1 32 | 32
19. | Hladkd4 Lubica 2. GJGT BB 3 91819 5 31| 31
19. | Oravkin Richard 0. 1SG BA 0 91619 31| 31
19. | Smolédrova Paulina 1. SPMNDG BA | 2 918 71413 31| 31
22. | Bajnokové Natdlia 1. GCSL BA 2 9|76 |7 1 30 | 30
22. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 1{8|9]|6 6 30 | 30
24. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 6|87 7 28 | 28
24. | Suchova Martina 1. GPar NR 1 914 71611 28 | 28
26. | Castulikova Katarina 1. 1SG BA 1 912 |2|7 27 | 27
26. | Homola Marek 1. GJH BA 2 9(111(9|7 1 27 | 27
26. | Sucikové Svetlana 1. G-BMA UK | 2 9 918 1 27 | 27
29. | Mikulds Matus 1. GBST LC 2 915318 25 | 25
30. | Remperova Natalia 1. GKom PE 2 9 8141310 24 | 24
31. | M4jek Juraj 3. Gamca BA 3 6198 23 | 23
32. | Komzala Peter 1. GJH BA 2 9111219 1 22 | 22
32. | Marko Alan 1. GMRS NZ 2 918 5 22 | 22
32. | Skotnarové Lucia 2. G Surany 3 911|741 22 | 22
35. | Kecskésova Michaela 3. GPar NR 3 5 6|73 21 | 21
35. | Krett Jakub 2. GMA BA 3 61814130 21 | 21
37. | Juran Matus 3. GJH BA 3 1198|111 20 | 20
38. | Cermék Michal 1. 1SG BA 1 8 9 1 18 | 18
39. | Polédkova Nikola 1. G Surany 2 4 418 1 17 | 17
39. | Rosinskd Veronika 2. G Surany 2 9 7 1 17 | 17
39. | Simkova Jarmila 1. GPar NR 2 9 8 17 | 17
39. | Zajacova Terézia 1. 1SG BA 2 7 27 1 17 | 17
43. | Poljak Marian 1. 777 1 9|7 16 | 16
43. | Sadovska Jana 1. SPMNDG BA | 2 7121313 1 16 | 16
45. | Rajnikova Méria 2. GLS TN 2 7 7 1 15 | 15
46. | Horansky Marek 2. SPMNDG BA | 3 91227 1 12 | 12
47. | Durina Marian 1. G Surany 1 9 919
47. | Ferech Matus 1. GJH BA 1 27 0 9 9
49. | Krutek Robert 2. GJGT BB 3 21213 T
49. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA | 3 511 1 7|7
49. | Simkovi¢ova Natalia 1. GCSL BA 1 7 7|7
52. | Simova Maéria 2. EGMT 2 4 4 | 4




