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Úloha č. 1: L’udka našla vo výt’ahu nakresenú tabul’ku 3 × 3, ktorá mala v každom štvorčeku prirodzené č́ıslo.
Zapamätala si, že v každom riadku boli 3 rôzne č́ısla, súčet č́ısel v každom riadku bol rovnaký a zároveň súčin č́ısel
v každom riadku bol rôzny. L’udka by chcela zistit’, akú najmenšiu hodnotu mohol mat’ súčet všetkých č́ısel v tabul’ke.
Pomôžte jej s týmto výpočtom.

Riešenie: (opravoval Kubo)
Predpokladajme, že súčet č́ısel v každom riadku je s. Potom súčet č́ısel v celej tabul’ke je 3s. Našou úlohou je
doplnit’ č́ısla do tabul’ky tak, aby ich celkový súčet bol najmenš́ı možný. To znamená, že chceme nájst’ najmenšie
také č́ıslo s, ktoré vieme zaṕısat’ ako súčet troch rôznych troj́ıc č́ısel, pričom žiadna z nich nemôže obsahovat’ dve
rovnaké č́ısla. Prečo to musia byt’ rôzne trojice? Dôvodom je to, že ak by sa niektoré dve trojice rovnali, tak budú
mat’ aj rovnaký súčin, čo je v spore so zadańım.
Pustime sa teda do toho! Uvažujme trojice č́ısel a, b, c také, že a < b < c. Môžeme povedat’, že najmenšie č́ıslo s,
pre ktoré vieme nájst’ 3 rôzne č́ısla, ktorých súčet bude práve s je 6 = 1 + 2 + 3. Iným spôsobom to už však nejde
(jedným z č́ısel by musela byt’ aspoň 4-ka a zostatok 2 nevieme zaṕısat’ ako súčet dvoch rôznych č́ısel). Každé väčšie
č́ıslo vieme naṕısat’ ako súčet troch rôznych prirodzených č́ısel. Rozṕı̌seme si kol’kými možnost’ami to ide.

7 - iba jedna trojica 1, 2, 4. Ak by bolo č́ıslo c = 3, tak súčet s = a+ b + c je najviac 6. Ak by bolo c = 5, tak
nám do 7 ostáva dva, čo nevieme naṕısat’ ako súčet dvoch rôznych prirodzených č́ısel a pre c = 4 existuje len
jeden spôsob ako dostat’ 3 ako súčet dvoch rôznych prirodzených č́ısel

8 - dve trojice 1, 2, 5 a 1, 3, 4; pre c ≤ 3 je súčet č́ısel s < 6. Pre c = 4 resp. c = 5 nám ostáva zostatok 4 resp.
3, pre ktoré existuje len jedna možnost’. Pre c ≥ 6 je ostatok najviac 2 čo sa nedá zaṕısat’ ako súčet dvoch
rôznych č́ısel.

9 - máme tri trojice 1, 2, 6; 1, 3, 5; a 2, 3, 4.

Tieto trojice nám aj vyhovujú ked’že ich súčiny sú naozaj rôzne č́ısla

1 · 2 · 6 = 12; 1 · 3 · 5 = 15; 2 · 3 · 4 = 24.

Súčet všetkých č́ısel v tabul’ke mohol byt’ najmenej 3s = 3 · 9 = 27.

Úloha č. 2: Betka má v l’avom vrecku korytnačku. Je špećıalna, rýdzo štvorcová. V štvorci ABCD je S stred strany
CD a X je taký bod na obvode štvorca, že |SX | = |AB|. Aké rôzne vel’kosti môže mat’ uhol XSC?

Riešenie: (opravovala Betka)
Načrtnime si štvorec ABCD. Potom si zostroj́ıme kružnicu so stre-
dom v bode S a polomerom |AB|. Kde môže ležat’ bod X? Ked’že
|SX | = |AB|, tak bod X môže byt’ len priesečńık kružnice s naš́ım
štvorcom. Označme si preto tieto priesečńıky postupne X1, X2 a
X3 ako na obrázku.
Na prvý pohl’ad vid́ıme, že uhol X2SC je pravý (premyslite si
prečo).
Pozrime sa teraz na trojuholńık X1X3S. Plat́ı |X1S| = |X3S| =
|AB| a zjavne aj |AB| = |X1X3|. Potom X1X3S je rovnostranný a
všetky jeho vnútorné uhly majú vel’kost’ 60◦. Priamka SX2 je kolmá
na stranuX1X3 a je teda aj osou uhlaX1SX3. Potom |<)X2SX3| =
30◦ a |<)X3SC| = 60◦.
Nakoniec už len dopoč́ıtame |<)X1SC| = |<)X1SX2|+ |<)X2SC| =
60◦ + 60◦ = 120◦.
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Uhol SXC môže mat’ teda vel’kost’ 120◦, 90◦ alebo 60◦.

Úloha č. 3: Veronika našla počas rýl’ovania záhradky poklad. Skúste to tiež! Nájdite všetky také prvoč́ısla p a q, že
p deĺı q2 − 4, a tiež q deĺı p2 − 1.

Riešenie: (opravovali Ivka a Foxie)
Potrebujeme nájst’ všetky prvoč́ısla p, q také, že p|q2 − 4 a q|p2 − 1. Výrazy na pravej strane vieme upravit’ podl’a
vzorca a2− b2 = (a− b)(a+ b) na tvar p|(q−2)(q+2) a q|(p−1)(p+1). Ďalej budeme využ́ıvat’ fakt, že ak prvoč́ıslo
P deĺı súčin A ·B, tak P deĺı A, alebo P deĺı B (rozmyslite si, že ak by P nebolo prvoč́ıslo, tak to nemuśı platit’).
Najprv skúsime dosadit’ za q a p č́ıslo 2, ako jediné párne prvoč́ıslo, potom ošetŕıme nepárne prvoč́ısla.

p = 2 Preto q|(2 − 1)(2 + 1) = 3. Potom q = 3 avšak 2 ∤ (3− 2)(3 + 2) = 5. Preto p = 2 nevyhovuje.

q = 2 Preto 2|(p− 1)(p + 1) a p|(2 − 2)(2 + 2) = 0. Vieme, že 0 je delitel’ná všetkým a tak, ak q = 2, p môže byt’

akékol’vek nepárne prvoč́ıslo (p+ 1 je potom párne č́ıslo a teda je delitel’né dvoma).

Ostáva nám vyriešit’ pŕıpad ak sú obe prvoč́ısla p a q nepárne.
Ked’že p, q > 2, tak ani jedno z č́ısel (p− 1), (p + 1), (q − 2) a (q + 2) nie je rovné 0. Teda bud’ plat́ı p ≤ q − 2
alebo p ≤ q+2 (delitel’ č́ısla n je menš́ı nanajvýš rovný č́ıslu n) z čoho vyplýva, že p ≤ q+2. Analogicky dostaneme
q ≤ p+ 1. Teda q − 1 ≤ p ≤ q + 2. Na základe týchto podmienok a toho, že č́ısla p a q sú nepárne máme len dve
možnosti, a to p = q alebo p = q + 2.
Ak sa p = q tak nie je splnená podmienka q|(q−1)(q+1) (premyslite si prečo). Pre p = q+2 vyhovujú podmienkam
zo zadania hned’ prvé dve nepárne prvoč́ısla q = 3 a p = 5.
Ešte ostáva ukázat’, že iné riešenie v tvare p = q + 2 neexistuje. Z podmienky q|(p− 1)(p+ 1) dostávame q|(q+ 1),

čo nemôže nastat’, alebo q|(q + 3) čo sṕlňa iba q = 3.

Úloha č. 4: Marek s Mojom hrajú hru s peniazmi. Hádžu mincou, a sledujú čo sa deje. Ak padne za sebou znak
znak hlava, hra sa skonč́ı a zv́ıt’aźı Mojo. Ak padne znak hlava znak, hra sa tiež skonč́ı a vyhrá Marek. Aká je
pravdepodobnost’, že zv́ıt’aźı Mojo?

Riešenie: (opravovali Kajo a Jožo)
Ideme si zahádzat’ mincou. Najskôr sa pozrieme, ako môže hra začat’ a ako jednotlivé hody mincou ovplyvnia
Mojovu šancu na výhru.

1. Ak padne hlava (pravdepodobnost’ 1

2
), Mojovi ani Marekovi sa neprilepš́ı, lebo obaja potrebujú aby ako prvý

v ich postupnosti padol znak. Preto sa šanca na Mojovu výhru nezmeńı. Podobne, ak sa niekedy v priebehu
hry stane, že padne hlava hlava tak nastane rovnaká situácia ako na začiatku hry (obaja hráči majú v tomto
momente rovnakú šancu na výhru ako mali na začiatku hry).

2. Ak padne znak znak (pravdepodobnost’ 1

4
), tak Mojo už má výhru istú. Ak d’alej v porad́ı padne znak

tak sme v rovnakej poźıcii ako predtým (posledné dva hody sú znak znak a nikto nedosiahol vyhrávajúcu
postupnost’) a ak padne hlava, tak Mojo vyhral, lebo mu padla jeho v́ıt’azná postupnost’ znak znak hlava.

3. Ak padne znak hlava znak (1
8
) vyhráva Marek a teda Mojova šanca na výhru je nulová.

4. Ak padne znak hlava hlava (1
8
) tak sa dostávame na rovnakú poźıciu ako na začiatku (bod 1). Pravdepo-

dobnost’, že Mojo vyhrá je preto rovnaká, ako na začiatku.

Teraz potrebujeme z týchto informácíı nejako źıskat’ pravdepodobnost’, že Mojo vyhrá. Môžeme si všimnút’, že
táto pravdepodobnost’ sa vyskytuje na viacerých miestach, preto si ju označ́ıme ako p a pokúsime sa zostavit’

rovnicu. Pravdepodobnost’ p, že Mojo vyhrá, vypoč́ıtame ako súčet pravdepodobnost́ı zo štyroch vyššie rozobraných
pŕıpadov, ked’že každá hra muśı začat’ jedným z nich. V 1. pŕıpade (padne hlava) máme pravdepodobnost’ 1

2
p (súčin

pravdepodobnosti, že Mojo hod́ı hlavu a pravdepodobnosti, že potom vyhrá), v 2. pŕıpade 1

4
, v 3. pŕıpade 0 a v 4.

pŕıpade 1

8
p. Dostávame tak rovnicu

p =
1

4
+

1

8
p+

1

2
p,

ktorej vyriešeńım źıskame p = 2

3
. Pravdepodobnost’, že vyhrá Mojo je teda 2

3
.

Iné riešenie:
Mojova a Marekova výherná postupnost’ zač́ınajú znakom. Uvažujme situáciu, ked’ ani Mojo, ani Marek nemajú
začatú svoju výhernú postupnost’ a padne znak. Ak padne znovu znak (pravdepodobnost’ 1

2
), vyhrá Mojo (bod

2 vyššie). Ak padne hlava znak (prav. 1

4
) vyhrá Marek (bod 3), ak padne hlava hlava (prav. 1

4
) musia si obaja

počkat’ na d’aľśı znak (bod 4) a sme presne v počiatočnej situácii. Teda s pravdepodobnost’ou 1

2
vyhrá Mojo, s

pravdepodobnost’ou 1

4
vyhrá Marek a s pravdepodbnost’ou 1

4
sa dostaneme do pôvodnej poźıcie. V každej takejto

situácii sú uvedené pravdepodobnosti rovnaké, preto pomer pravdepodobnost́ı Moja a Mareka je rovnaký ako ich
pomer v jednej takejto situácii, teda 2 : 1. Preto pravdepodobnost’, že vyhrá Mojo je 2

3
(Marekova je 1

3
).
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Poznámka pre matematické obohatenie: Pravdepodobnost’ou (angl. probability, likelihood) rozumieme vždy priaz-
nivých možnost́ı ku všetkým možnostiam. Preto muśı byt’ pravdepodobnost’ vždy č́ıslo od 0 do 1. Viaceŕı z vás
použili v riešeńı pomer 2 : 1 a nazvali to pravdepodobnost’ou. Nie je to celkom správne. Existuje aj matematický
pojem šance (angl. odds) a to vyjadruje pomer priaznivých pŕıpadov, ku nepriaznivým. Vo vzoráku sme to nazvali
pomerom pravdepodobnost́ı.

Úloha č. 5: Mǐso má v pravom vrecku sýkorku. Je trošku čudná, lebo má tvar trojuholńıka BMP , kde uhol BMP

je 70◦. Ťažnica z vrcholu B a os uhla pri vrchole B sú totožné a pret́ınajú stranu MP v bode R. Výška z vrcholu P

pret́ına priamku BR v bode Z. Os uhla pri vrchole M pret́ına priamku BR v bode S a stranu BP v bode V . Zistite
vel’kost’ uhlov pri vrcholoch v štvorholńıku V SZP .

Riešenie: (opravovali Barča a Aňa)
V zadańı máme uvedené, že t’ažnica z vrcholu B a os uhla pri
vrchole B sú totožné. Čo to znamená? Ked’že R lež́ı na t’ažnici,
tak |MR| = |RP |. Označme si M1 taký bod na priamke MB,
že |<)RM1M | = 90◦. Podobne, označme si P1 taký bod na
priamke PB, že |<)RP1P | = 90◦. Ked’že R lež́ı na osi uhla, tak
plat́ı: |RM1| = |RP1|. Využijúc, že |MR| = |RP | a |<)RP1P | =
|<)RM1M | = 90◦, tak źıskame, že trojuholńıky RM1M a RP1P

sú zhodné (premyslite si, že pre pravouhlé trojuholńıky nepotre-
bujeme, aby uhol ležal medzi rovnakými stranami). Preto plat́ı:
|<)RPP1| = |<)RMM1|. Teda trojuholńık BMR je rovnoramený.
Iné zdôvodnenie by mohlo byt’ vd’aka poznatku, že os
uhla deĺı protil’ahlú stranu v pomere d́lžok zostávajúcich
strán. Mnoh́ı ste zas pri vysvetleńı šikovne využili śınusovú
vetu.

Nakol’ko už máme rovnoramennost’, tak l’ahko pŕıdeme k
|<)BMP | = 70◦ = |<)MPB|. Využijeme vlastnost’, že súčet
vnútorných uhlov v trojuholńıku je 180◦ a dopoč́ıtame vel’kost’

uhola pri vrchole B: |<)MBP | = 180◦ − (70◦ + 70◦) = 40◦. Rozmyslite si, že bod S lež́ı bližšie k bodu B ako
bod Z.
Prechádzame na menšie trojuholńıky.

• Z trojuholńıka PP0B, kde P0 je päta výšky z bodu P poč́ıtame |<)P0PB| = 180◦ − (40◦ + 90◦) = 50◦.

• Z trojuholńıka MPV zist́ıme, že |<)MVP | = 180◦ − (70◦ + 35◦) = 75◦. Os uhla deĺı uhol na polovicu, preto
tých 35◦.

• Z trojuholńıka BZP dopoč́ıtame |<)BZP | = 180◦ − (20◦ + 50◦) = 110◦.

• Kedže súčet uhlov v štvoruholńıku je rovný 360◦, posledný uhol pri vrchole S dopoč́ıtame ako |<) V SZ| =
360◦ − (110◦ + 50◦ + 75◦) = 125◦.

Uhly v štvoruholńıku VSZP sú 75◦, 125◦, 110◦ a 50◦.

Úloha č. 6: Kataŕına sa momentálne nachádza v Slnečnej sústave. My však vieme o výskyte iných sústav v našej
galaxii. Nájdite všetky trojciferné č́ısla v desiatkovej sústave, ktoré sa rovnajú tretine č́ısla s rovnakým zápisom v
inej č́ıselnej sústave.

Riešenie: (opravovali Cvrki a Lindtka)
Ako poznamenala jedna riešitel’ka, najt’ažšou čast’ou pŕıkladu bolo pochopit’ zadanie. Skúsme si teda našu slovnú
úlohu preṕısat’ do peknej rovnice.
Hl’adáme všetky trojciferné č́ısla v desiatkovej sústave, ktoré sa rovnajú tretine č́ısla s rovnakým zápisom v inej
č́ıselnej sústave. Označme si cifry hl’adaného č́ısla a, b a c (pod cifrou budeme vrámci celého vzoráku rozumiet’

klasickú cifru v desiatkovej sústave). Toto č́ıslo budeme v desiatkovej sústave zapisovat’ abc. Hl’adané č́ıslo má byt’

trojciferné, takže cifra a muśı byt’ nenulová. V č́ıselnej sústave s iným alebo neznámym základom k budeme č́ıslo s
rovnakým ciferným zápisom označovat’ abck. Hodnota tohto č́ısla je abck = a ·k2+ b ·k+ c. Nezabudnime, že základ
sústavy k muśı byt’ prirodzené č́ıslo a cifry a, b a c musia byt’ menšie ako k (napŕıklad v sústave so základom 5
neexistujú cifry 5, 6, 7, 8, a 9).

Teraz už vieme našu úlohu preformulovat’ do matematickej reči. Máme nájst’ všetky trojice cifier a, b a c, kde a 6= 0,
pre ktoré existuje prirodzené č́ıslo k také, že plat́ı abc = 1

3
abck. Túto rovnost’ vieme upravit’ nasledovne:
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abc =
1

3
abck

100a+ 10b+ c =
1

3

(

a · k2 + b · k + c
)

300a+ 30b+ 3c = a · k2 + b · k + c

(30− k)b+ 2c = (k2 − 300)a

Teraz sa pustime do hl’adania vhodných základov k. To sú tie, pre ktoré má rovnica, ku ktorej sme dospeli, nejaké
riešenie. Využ́ıvat’ budeme posledný tvar tejto rovnice. Skúsme najskôr nájst’ spodnú hranicu na vhodné k. Doplňme
skusmo za k nejaké malé č́ıslo, napŕıklad 11 (základy menšie alebo rovné 10 nemuśıme overovat’, skúste si uvedomit’

prečo). Potom dostaneme rovnicu
19b+ 2c = −179a.

L’avá strana rovnice je pre l’ubovol’nú vol’bu cifier b a c nezáporná a pravá strana je pre l’ubovol’nú nenulovú cifru a

záporná. Rovnica teda nemá riešenie. Podobný argument zbehne aj pre k = 12, 13, . . . , 17. L’avá strana bude vždy
nezáporná a pravá záporná, takže rovnost’ nikdy nenastane. Pre k = 18 však už hodnota k2 presiahne 300 a pravá
strana bude kladná. Zatial’ sme zistili, že k ≥ 18.

Skôr než sa pust́ıme do zauj́ımavej roboty — hl’adania vhodných a, b, c — pokúsime sa ešte nájst’ horný odhad.
Vid́ıme, že l’avá strana našej rovnice s rastúcim k klesá, zatial’̌co pravá strana rovnice rastie. Intúıcia nám teda
hovoŕı, že od určitého k bude l’avá strana rovnice ostro menšia ako tá pravá. Skúsme zistit’, či to tak naozaj je.
Už vieme, že k ≥ 18. L’avá strana rovnice bude nadobúdat’ maximálnu hodnotu pre minimálne k a maximálne b a
c, čo nám dá (30− 18)9+2 ·9 = 126. Ak by bolo k väčšie alebo rovné 21, tak pravá strana rovnice bude nadobúdat’

hodnotu aspoň 141 (nezabúdajme, že a je nenulové), a preto sa nikdy nebude rovnat’ l’avej strane rovnice. Plat́ı
teda k ≤ 20.

Ostali nám teda tri možné vhodné hodnoty základov k a to 18, 19 a 20. Pre každú možnost’ nájdeme osobitne
všetky vyhovujúce trojice a, b, c:

k = 18 Naša rovnica má v tomto pŕıpade tvar 12b+2c = 24a. Hl’adáme všetky riešenia, pričom b, c sú l’ubovol’né cifry
a a je l’ubovol’ná nenulová cifra. Takúto úlohu viete isto všetci rýchlo zrátat’, hoci aj vypisovańım možnost́ı.
My si ukážeme jednu malú fintu. Členy 12b aj 24a sú oba delitel’né č́ıslom 12. Preto aj člen 2c muśı byt’

delitel’ný č́ıslom 12, čo plat́ı iba pre c = 0 a c = 6.
Ak c = 0, tak 12b = 24a, teda b = 2a a dostávame prvé 4 riešenia (a, b, c) našej rovnice: (1, 2, 0), (2, 4, 0), (3, 6, 0)
a (4, 8, 0).
Ak c = 6, tak 12b + 12 = 24a, teda b + 1 = 2a a dostávame d’aľśıch 5 riešeńı (a, b, c) našej rovnice:
(1, 1, 6), (2, 3, 6), (3, 5, 6), (4, 7, 6) a (5, 9, 6).
Pre základ 18 máme dokopy devät’ riešeńı.

k = 19 Naša rovnica sa uprav́ı na tvar 11b+2c = 61a. L’avá strana môže nadobúdat’ hodnotu najviac 11·9+2·9 = 117.
Z toho ihned’ vid́ıme, že a = 1. L’ahko si oveŕıme, že rovnica 11b+ 2c = 61 má jediné riešenie b = 5 a c = 3.
Pre základ 19 máme práve jedno riešenie (a, b, c) = (1, 5, 3).

k = 20 Naša rovnica má tvar 10b + 2c = 100a. L’avá strana môže nadobúdat’ hodnotu najviac 10 · 9 + 2 · 9 = 108,
takže a = 1. Opät’ si rýchlo oveŕıme, že rovnica 10b+ 2c = 100 má iba jedno riešenie, a to b = 9 a c = 5.
Pre základ 20 máme jedno riešenie (a, b, c) = (1, 9, 5).

Hl’adané č́ısla sú 120, 240, 360, 480, 116, 236, 356, 476, 596, 153 a 195.

Komentár: Všetky riešenia sme našli vo vyšš́ıch sústavach. Ak by sme však riešili podobný pŕıklad, kde by vyšli
riešenia v nižš́ıch sústavach, museli by sme si dat’ pozor. Napŕıklad také č́ıslo 173 sa dá zaṕısat’ v 8-čkovej sústave,
no v 7-čkovej už nie, pretože tam neexistuje cifra 7.

Úloha č. 7: Vo včel’om úli sa hmýri 2015 včiel. Včela môže byt’ bud’ robotnica, trúd alebo král’ovná. Úl’ ale chce čo
najviac prosperovat’. Čı́sla a, b, c sú prirodzené č́ısla so súčtom 2015. Kol’ko najviac môže byt’ ab+ bc+ ca?

Riešenie: (opravovali Ondro a Luxusko)
Je užitočné zistit’, ako sa správajú výrazy pre menšie súčty a, b, c. Pre a + b + c = 10 alebo menej zvládneme
vyskúšat’ všetky moznosti1. Často vieme riešeńım zjednodušenej úlohy

”
uhádnut’“ tvar riešenia pôvodnej. Preto je

vhodné spýtat’ sa otázku: ak a + b = k (k je nejaká konštanta), kol’ko najviac môže byt’ ab? Intuit́ıvne by mali
byt’ a, b bĺızko seba. Dokázat’ sa to dá napŕıklad dosadeńım b = k − a (premyslite si). Preto môžme nadobudnút’

1Nezabudnime využit’ symetriu riešeńı – a, b, c vieme l’uvovol’ne pozamieňat’ a a+ b+ c ani ab + bc+ ca sa nezmenia.
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dojem, že riešenia úlohy zo zadania budú trojice bĺızko seba – rovnaké alebo ĺı̌siace sa o 1. V našom pŕıklade
671 · 672 + 672 · 672 + 672 · 671 = 1353408.
Ostáva nám dokázat’, že toto č́ıslo je naozaj maximum. Potrebujeme použit’ rovnost’ a + b + c = 2015 a výraz
ab+ bc+ ca v jednom vzt’ahu. Tu pomôžu skúsenosti s výrazmi, pŕıpadne chv́ıl’ka skúšania. Pozrime sa na

20152 = (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca.

Ešte sa zbavit’ a2 + b2 + c2. Plat́ı (a − b)2 ≥ 0. Uprav́ıme to na a2 + b2 ≥ 2ab. Analogicky plat́ı b2 + c2 ≥ 2bc a
c2 + a2 ≥ 2ca. Po sč́ıtańı a predeleńı dvoma máme a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca. Dostávame

20152 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca ≥ 3ab+ 3bc+ 3ca.

Podobne by vyzeral postup s použit́ım AG-nerovnosti. Stredný výraz vieme zaṕısat’ ako 1

2
[(a− b)2+(b− c)2+(c−

a)2] + 3ab+ 3bc+ 3ca. Najväčšie ab + bc+ ca dostaneme pri rovnosti a = b = c, nakol’ko jedine pre ne nadobúda
zlomok mimimum – 0. Intúıcia z bĺızkost’ou a, b, c nás neklamala.

Zistili sme, že pre l’ubovol’né č́ısla a, b, c plat́ı: ab+ bc+ ca ≤ 2015
2

3
. Preto pre celé č́ısla a, b, c plat́ı: ab+ bc+ ca ≤

⌊ 2015
2

3
⌋ = 1353408. Ale hned’ na začiatku sme si všimli, že 671·672+672·672+672·671 = 1353408. Preto celoč́ıselné

maximum je 1353408.

Úloha č. 8: Viktor má v l’avom vrecku rysa. Je neobyčajný, lebo je vel’mi ostrý. Vnútri ostrého uhla AOB ležia
také body M, N , že |<)AOM | = |<)BON |. Na úsečke OA lež́ı bod P tak, že |<)OPM | = |<)APN |. Podobne, na
úsečke OB lež́ı bod Q tak, že |<)OQN | = |<)BQM |. Dokážte, že plat́ı: |PM |+ |PN | = |QM |+ |QN |.2

Riešenie: (opravovali JeFo a L’udka)
Máme dokázat’, že súčet vzdialenost́ı bodu P od bodov M a N je
rovnaký ako súčet vzdialenost́ı bodu Q od bodov M a N . Ukazo-
vat’, že súčet dvoch vzdialenost́ı je rovný súčtu druhých dvoch nie je
zrovna nič pŕıjemné. Najmä ak nevieme ukázat’ rovnost’ d́lžok jed-
notlivých úsečiek. Skúsime preto každý súčet vyjadrit’ ako d́lžku
jednej úsečky.

Podmienka zo zadania |<)APN | = |<)OPM | hovoŕı, že ked’ z bodu
N odpinkneme guličku, ktorá sa odraźı od hrany OA v bode P ,
dokotúl’a sa do bodu M (uhol odrazu sa rovná uhlu dopadu).
Bod M zobraźıme v osovej súmernosti podl’a osi OA a vzniknutý
bod M1 spoj́ıme s bodom N . Bod P je potom priesečńık priamky
M1N s priamkou OA (rozmyslite si prečo). Z osovej súmernosti
plat́ı: |PM | = |PM1| a teda |PM | + |PN | = |NM1|. Analogicky
pre bod Q (bod M zobraźıme v osovej súmernosti podl’a osi OB

do bodu M2 a spoj́ıme s bodom N). Potom |QM |+|QN | = |NM2|.
Teraz nám už len stač́ı ukázat’ rovnost’: |NM1| = |NM2|.

Všimnime si trojuholńıky NM1O a NM2O (obr. 1). Z osovej
súmernosti máme:

|OM1| = |OM | = |OM2| a |<)NOM1| = |<)NOM2|.

Teda trojuholńıky NM1O a NM2O sa zhodujú v dvoch stranách (stranu NO majú spoločnú) a v uhloch nimi

zvierajúcich a teda sú zhodné. Potom sa musia rovnat’ aj d́lžky ich tret́ıch strán NM1 a NM2, č́ım sme dôkaz
ukončili.

Úloha č. 9: Baša sa pýši, že skryla vo výt’ahu tabul’ku. Farebne splýva s pozad́ım. Kol’kými spôsobmi vieme ofarbit’

mriežku vel’kosti N × N štyrmi farbami tak, aby žiadna dvojica susedných štvorčekov nemala rovnakú farbu a v
každom štvorci 2× 2 boli všetky štyri farby?

Riešenie: (opravovali Miro a Vodka)
Ked’že v obraźku chceme mat’ aspoň jeden štvorec 2 × 2, tak N ≥ 2. Pŕıpad N = 1 je triviálny a vyhovujú 4
tabul’ky.
Začneme tým, že si nejakú takú tabul’ku skúsime nakrelit’. Prvý pokus by asi dopadol takto (A,B,C,D označujú
4 rôzne farby) :

Teda, že sa v každom riadku a st́lpci pekne striedajú 2 rôzne farby. Je jasné, že ak si dáme len túto podmienku a
podmineku, že v l’avom hornom štvorci 2×2 sú všetky farby, tak to zaruč́ı to, že aj v každom štvorci 2×2 sú všetky
farby. A dokonca ofarbenie l’avého horného štvorca jasne definuje ofarbenie celej tabul’ky nakol’ko to vieme postupne

2Inak povedané, že body P, Q ležia na elipse s ohniskami v bodoch M, N .
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A B A B

C D C D

A B A B

C D C D

po riadkoch a st́lpcoch jednozančne vyplnit’. A ked’že l’avý horný štvorec môžeme zafarbit’ 4! = 24 spôsobmi, je
týchto tabuliek 24.
Žial’, rýchlo si uvedomı́me, že to nie sú všetky tabul’ky, ktoré vyhovujú. Napŕıklad, ak v poslednom st́lpci len
vymeńıme v akom porad́ı tam sú tie dve striedajúce farby, tak to stále bude vyhovovat’. Škoda.
Ak to ale nevyhovuje našej podmienke, t.j., že v každom riadku a st́lpci sú len dve farby, tak tam existuje BUNV
(Bez ujmy na všeobecnosti) riadok, v ktorom sú aspoň 3 farby. L’ahko si premysĺıme, že tam existuje miesto, kde
idú tie 3 farby po sebe. Ak nie, tak by sa celý čas striedali len 2 farby.
Potom to však vyzerá tak ako na obrázku, a jednoznačne vieme vyplnit’ 3 poĺıčka nad tým aj pod tým (tak aby v
štvorci 2× 2 boli všetky farby). A potom aj tie ešte nad tým a ešte pod tým atd’.

A B C

C D A

A B C

: : :

Celkovo dostaneme to, že v týchto 3 st́lpcoch sú v každom len 2 farby. No ak sú v jednom st́lpci len 2 farby, tak sú
na striedačku a ani jedna z nich nemôže byt’ v susednom st́lpci bez toho aby v štvorci 2× 2 neboli 2 rovnaké farby.
Preto aj v susednom st́lpci sú len 2 farby atd’. Spolu dostaneme, že v každom st́lpci sú len 2 farby.
Uvedomı́me si, že ak v kažodm st́lpci sú len 2 farby na striedačku, pri čom v párnych st́lpcoh je jedna dvojica farieb
a v nepárnych tá zvyšná, tak nutne v každom štvorci 2 × 2 sú všetky 4 farby a teda to vyhovuje. Už len spočitat’

kol’ko takých tabuliek je.
Muśıme si určit’, ktorá dvojica farieb je v prvom st́lpci. Na to máme

(

4

2

)

= 6 možnost́ı. Potom je už jasne určené,

aké dvojice farieb sú v ktorých st́lpcoch. Na každý st́lpec máme 2 možnosti ktorou farbou začneme, lebo potom sa
už musia striedat’. To je spolu 6 · 2N tabuliek.
Toto sú tabul’ky, kde sú v každom st́lpci len 2 farby. Avšak, my sme si dali ešte podmienku, že v aspoň jednom
riadku sú 3 rôzne farby. Ak by neboli dostaneme takú, ktorú sme už našli (teda, že v každom st́lpci aj riadku sa
strtiedajú 2 farby.) No určite sme našli všetky také, takže ich len odč́ıtame. A teda dostávame 6 · 2N − 24 tabuliek.

To bolo v pŕıpade, že existoval riadok s 3 rôznymi farbami. Ostáva analogický pŕıpad, ked’ exixstoval st́lpec s 3
rôznymi farbami. No tam dostávame tiež 6 · 2N − 24 tabuliek. A zrejme sú rôzne, lebo existuje st́lpec kde nie sú
len 2 farby.
Zrejme sme zarátali všetky možnosti, a žiadnu sme nezarátali dvakrát, preto spolu máme 24+6·2N−24+6·2N−24 =
12 · 2N − 24 tabuliek.

Úloha č. 10: V konvexnom n-uholńıku si narysujeme nejaké uhlopriečky. Nazvime uhlopriečku pekná, ak sa pret́ına
s práve jednou inou uhlopriečkou. Nájdite najväčš́ı možný počet pekných uhlopriečok (v závistlosti od n). Nepomýl’te
sa.

Riešenie: (opravoval Mǐso)
Úlohy tohto druhu sa väčšinou skladajú z dvoch čast́ı. Prvou čast’ou je ukázat’, kol’ko pekných uhlopriečok sa dá
narysovat’. V druhej časti rozoberieme prečo ich nemôže byt’ viac.
Prvá čast’ je jednoduchá. Po krátkom skúšańı a kresleńı si n-uholńıkov zist́ıme, že je možné narysovat’ n−2 pekných
uhlopriečok ak je n párne a n− 3 ak je n nepárne.
Dosiahneme to tak, že najprv začneme so štvorcom. Ten má dve pekné uhlopriečky. Potom k nemu budeme pridávat’

po dvoch vrcholoch tak, že pridané vrcholy sú susedné. Môžeme tak spravit’ dve pret́ınajúce sa uhlopriečky, ktoré
majú konce v pridaných bodoch a ich susedoch. Body budú teda pospájané cikcakovito, ako šnúrka na topánke.
Týmto spôsobom za každé dva vrcholy pribudnú dve pekné uhlopriečky. Štvoruholńık ich má dve, takže n-uholńıky
budú mat’ n− 2 pekných uhlopričok, ak n je párne. Ak n je nepárne, tak žiadna uhlopriečka nepribudne a stále ich
bude n− 3 teda tol’ko, kol’ko má pekných uhlopriečok o vrchol menš́ı párnouholńık.
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Teraz už vieme, najmenej kol’ko pekných uhlopriečok sa dá narysovat’. Potrebujeme ešte ukázat’, že viac sa nedá.
Na pomoc si zavoláme matematickú indukciu.
Najprv sa pozrime na malé n-uholńıky. Trojuholńık nemá uhlopriečky a štvoruholńık má dve a obe sú pekné. Oba
sṕlňajú náš predpoklad, že párne n-uholńıky majú n− 2 a nepárne n− 3 pekných uhlopriečok. Neskôr sa nám źıde
aj dvojuholńık, ten má nula uhlopriečok.
Zoberme si l’ubovol’ný n-uholńık. Predpokladáme, že všetky menšie n-uholńıky majú nanajvýš n− 2, alebo n− 3
ak n je nepárne, pekných uhlopriečok. Chceme ukázat’, že ani tento nebude mat’ viac. Problém si rozdeĺıme na dva
pŕıpady.
Bud’ má n-uholńık dve pekné uhlopriečky ktoré sa pret́ınajú, alebo nemá. Ak sú tam dve, ktoré sa pret́ınajú,
rozdel’me si vrcholy n-uholńıka do štyroch čast́ı. V každej časti nech je po jednom vrchole z oboch spomenutých
pekných uhlopriečok a všetky vrcholy medzi nimi a nech sú časti rôzne. Dokopy všetky štyri časti majú všetky
vrcholy a prekryv je len na vrcholoch pekných uhlopriečok. Ked’že uhlopriečky sú pekné a pret́ınajú sa, nemôže ich
pret́ınat’ žiadna d’aľsia uhlopriečka. Ostatné uhlopriečky sú len v rámci čast́ı. Tie už majú menej vrcholov a preto
počet ich uhlopriečok vieme odhadnút’ z indukčného predpokladu.
Označme si počet vrcholov v častiach a, b, c, d. Náš n-uholńık má dokopy a + b + c + d − 4 vrcholov. Vrcholy
oboch pret́ınajúcich sa uhlopriečok zarátavame dvakrát, preto bolo treba odrátat’ 4. Navyše časti majú najviac
a− 2, b − 2, c− 2, d− 2 uhlopriečok. Spolu s prvými dvomi to dáva a+ b + c+ d− 6, teda n− 2. Ak by bolo n

nepárne, tak v aspoň jednej časti muśı byt’ nepárny počet vrcholov, BUNV (Bez ujmy na všeobecnosti) v a. Potom
v nej je najviac a− 3 uhlopriečok a v samotnom n-uholńıku zase n− 3. Presne to, čo sme chceli dokázat’.
Ak sa však žiadne dve pekné uhlopriečky nepret́ınajú, nevieme takto rozdelit’ n-uholńık na štyri časti. Ich počet
však vieme odhadnút’ ešte jednoduchšie. Zmažme všetky nepekné uhlopriečky a sústred’me sa na tie pekné. Žiadne
dve sa nepret́ınajú, takže žiadne čiary sa nebudú kŕıžit’. Vieme ešte dokreslit’ spojnice vrcholov tak, aby sa stále
nič nepret́ınalo (napr. strany). Ked’ už nebudeme vediet’ dokreslit’ nič, zist́ıme, že celý n-uholńık je rozdelený
na trojuholńıky. To nám dáva dokopy 2n − 3 úsečiek, z ktorých je n strán. Pekných uhlopriečok bude nanajvýš
n− 3 (ak sa žiadne dve nepret́ınajú).
Ukázali sme, že pekných uhlopriečok je najviac n− 2 ak n je párne a n− 3 ak nepárne. Nájst’ konštrukciu nebolo
t’ažké, stačilo pridávat’ dvojice vrcholov. Ťažšie bolo ukázat’, že viac sa nedá. Vel’a riešitel’ov sa namotalo na svoju
konštrukciu a snažilo sa ukázat’, že ak sa čosi zmeńı, tak pár uhlopriečok sa strat́ı. No je tu problém, že to neukazuje,
prečo sa to nezlepš́ı ked’ sa sprav́ı viac krokov. Je treba na to ı́st’ všeobecneǰsie, teda zobrat’ l’ubovol’ný n-uholńık a
rozobrat’ všetky možnosti.

Výsledková listina

kategória BETA

Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 15 9 9 9 9 9 45 45

1. Drotár Pavol 2. GPoš KE 4 9 9 9 9 9 45 45

1. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 9 9 9 9 8 9 45 45

4. Bak Patrik 4. G Sobrance 7 9 9 9 8 9 44 44

5. Lipták Jozef 2. GJGT BB 3 9 7 9 9 9 43 43

5. Marčeková Michaela 0. GPár NR 0 8 9 9 3 9 8 3 43 43

7. Sásik Tomáš 1. Gamča BA 2 9 9 9 4 8 39 39

8. Hanzely Slavomı́r 3. GJAR PO 8 9 9 9 8 3 38 38

8. Kluvanec Roman 4. GPár NR 8 9 9 9 8 3 38 38

10. Švarc Radovan 4. Česká Třebová 11 8 9 9 9 1 36 36

10. Truc Lam Bui 4. Gamča BA 13 9 9 9 9 0 36 36

12. Konečný Matěj 4. GJir ČB 7 9 8 9 9 0 35 35

12. Pǐst’ák Daniel 3. GChD Praha 6 9 9 9 8 35 35

12. Súkeńık Peter 3. GVar ZA 8 9 8 9 5 4 35 35

15. Hanesz Zoltán 2. GPoš KE 4 9 7 9 9 34 34

15. Krajčiová Kataŕına 4. GAlej KE 10 8 9 9 8 34 34

15. Mičko Juraj 2. GPoš KE 4 9 7 9 9 34 34

15. Ralbovský Peter 3. ŠPMNDG BA 7 7 9 7 8 3 34 34

19. Banhegyi Tomas 3. GJH BA 4 8 9 9 3 3 32 32

19. Halabrin Juraj 3. GJH BA 7 7 9 7 9 0 0 32 32

19. Marčeková Kataŕına 3. GJH BA 7 7 7 9 9 32 32

22. Molčan Samuel 3. GJAR PO 7 7 9 7 8 31 31
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Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

23. Králik Matej 4. GJH BA 12 9 9 9 3 30 30

23. Onduš Daniel 3. GAlej KE 7 9 9 9 3 30 30

23. Sládek Samuel 3. GAB NO 4 9 9 6 6 30 30

26. Prešinská Krist́ına 4. GPár NR 11 9 9 8 3 29 29

27. Hronkovičová Nina 4. GKom PE 9 7 7 9 1 3 27 27

27. Liu Zhen Ning Dávid 4. GJH BA 12 8 7 9 3 27 27

27. Murin Marek 3. GJH BA 8 6 4 9 8 27 27

27. Nepšinská Silvia 4. GJH BA 11 9 9 9 27 27

27. Semanǐsinová Žaneta 3. GAlej KE 7 9 9 9 27 27

27. Svobodová Zuzana 3. Frýdlant ČR 4 2 7 8 9 1 27 27

33. Hladká L’ubica 2. GJGT BB 3 8 9 5 3 25 25

33. Korman Andrej 2. G Hlohovec 4 9 4 3 9 25 25

35. Horňáková Krist́ına 2. GPár NR 4 9 9 3 3 24 24

35. Choma Matej 3. Gamča BA 7 9 9 6 0 24 24

37. Genči Jakub 2. GPoš KE 4 7 9 6 22 22

38. Kulla Filip 3. BiG Sučany 8 9 9 3 21 21

39. Bod́ık Juro 3. Gamča BA 9 9 8 2 19 19

39. Kopf Daniel 3. G Slez ČR 8 5 9 2 3 19 19

39. Májek Juraj 3. Gamča BA 3 9 8 2 19 19

39. Trenčanská Tereza 3. Gamča BA 6 8 7 1 3 19 19

43. Frankovská Zuzana 3. GJH BA 7 9 9 18 18

43. Krakovská Ema 4. Gamča BA 9 9 9 18 18

43. Mǐslanová Krist́ına 3. GAlej KE 7 9 9 * 18 18

43. Ž́ıdek Matěj 3. Frýdlant ČR 7 9 9 18 18

47. Tóthová Andrea 3. GJH BA 5 8 9 6 1 1 17 17

48. Kurimský Ján 3. GsvMo 6 7 9 16 16

49. Hollý Dominik 4. ŠPMNDG BA 8 8 3 1 2 14 14

49. Porubsky Michal 3. GsvCM NR 5 8 6 14 14

49. Vančo Šimon 3. CGsvM SL 4 2 9 3 14 14

52. Kudelč́ıková Martina 3. GVO ZA 7 8 1 1 10 10

52. Santrová Michaela 4. GMH Trstená 11 7 3 10 10

54. Krajmerová Barbora 3. G Šurany 6 7 1 0 8 8

54. Petráš Peter Pavel Arthur 3. ŠPMNDG BA 7 7 1 0 0 8 8

56. Krutek Robert 2. GJGT BB 3 2 3 0 5 5

57. Martinka Matej 3. SŠsvFA 4 1 1 1

58. Dráček Frantǐsek 4. GŠkol PB 10 0 0

kategória ALFA

Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

1. Sásik Tomáš 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 9 4 45 45

1. Záhorský Ákos 1. G Šahy 1 7 9 8 9 9 9 9 45 45

3. Marčeková Michaela 0. GPár NR 0 9 9 8 9 9 3 44 44

4. Dobrovič Adam 2. GJGT BB 2 9 9 9 9 7 43 43

4. Lipták Jozef 2. GJGT BB 3 9 9 7 9 9 43 43

6. Bošková Dagmar 1. GJH BA 2 9 9 8 7 9 42 42

6. Onduš Peter 1. GAlej KE 2 9 8 9 7 9 42 42

8. Leinwatherová Michaela 1. GPan BA 2 9 6 6 7 9 37 37

8. Parada Matej 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 1 37 37

8. Pulmannová Barbara 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 1 37 37

8. Švihoŕık Tomáš 1. GPár NR 2 9 7 9 7 5 1 37 37

12. Dlugošová Michaela 1. GKuk PP 2 9 9 8 8 1 2 36 36

12. Kut’ková Sára 1. Gamča BA 2 9 9 8 9 1 36 36

12. Poljovka Jakub 1. GPár NR 2 9 9 8 8 2 36 36

15. Belan Pavol 1. GVar ZA 2 9 9 7 9 1 35 35
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Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

15. Tódóvá Tereza 0. GPár NR 0 9 8 7 3 8 1 1 35 35

17. Pajger Šimon 1. GVO ZA 2 9 9 8 7 1 34 34

18. Ivan Peter 1. GJH BA 2 9 6 9 7 1 32 32

19. Hladká L’ubica 2. GJGT BB 3 9 8 9 5 31 31

19. Oravkin Richard 0. 1SG BA 0 7 9 6 9 31 31

19. Smolárová Pauĺına 1. ŠPMNDG BA 2 9 8 7 4 3 31 31

22. Bajnoková Natália 1. GCSL BA 2 9 7 6 7 1 30 30

22. Mach Jakub 2. GPoš KE 2 1 8 9 6 6 30 30

24. Pándy Michal 2. GPoš KE 3 6 8 7 7 28 28

24. Šuchová Martina 1. GPár NR 1 2 9 4 7 6 1 28 28

26. Častuĺıková Kataŕına 1. 1SG BA 1 7 9 2 2 7 27 27

26. Homola Marek 1. GJH BA 2 9 1 9 7 1 27 27

26. Suč́ıková Svetlana 1. G-BMA UK 2 9 9 8 1 27 27

29. Mikuláš Matúš 1. GBST LC 2 1 9 5 3 8 25 25

30. Remperová Natália 1. GKom PE 2 9 8 4 3 0 24 24

31. Májek Juraj 3. Gamča BA 3 6 9 8 23 23

32. Komzala Peter 1. GJH BA 2 9 1 2 9 1 22 22

32. Marko Alan 1. GMRŠ NZ 2 9 8 5 22 22

32. Škotnárová Lucia 2. G Šurany 3 9 1 7 4 1 22 22

35. Kecskésová Michaela 3. GPár NR 3 5 6 7 3 21 21

35. Krett Jakub 2. GMA BA 3 6 8 4 3 0 21 21

37. Juran Matúš 3. GJH BA 3 1 9 8 1 1 20 20

38. Čermák Michal 1. 1SG BA 1 8 9 1 18 18

39. Poláková Nikola 1. G Šurany 2 4 4 8 1 17 17

39. Rosinská Veronika 2. G Šurany 2 9 7 1 17 17

39. Šimková Jarmila 1. GPár NR 2 9 8 17 17

39. Zajacová Terézia 1. 1SG BA 2 7 2 7 1 17 17

43. Poljak Marián 1. ??? 1 9 7 16 16

43. Sadovská Jana 1. ŠPMNDG BA 2 7 2 3 3 1 16 16

45. Rajńıková Mária 2. GL’Š TN 2 7 7 1 15 15

46. Horanský Marek 2. ŠPMNDG BA 3 9 2 2 7 1 12 12

47. Ďurina Marián 1. G Šurany 1 9 9 9

47. Ferech Matúš 1. GJH BA 1 2 7 0 9 9

49. Krutek Robert 2. GJGT BB 3 2 2 3 7 7

49. Petrová Simona 3. ŠPMNDG BA 3 5 1 1 7 7

49. Šimkovičová Natália 1. GCSL BA 1 7 7 7

52. Šimová Mária 2. EGMT 2 5 4 4 4


