Vzorové rieSenia 2. série letnej éasti KMS 2014/2015

Uloha &.1: Kafa si musi raz do tyzdnia upratat izbu. Prirodzene sa jej nechce, a preto rozmysla nad nasledovnou
tlohou. Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené cislo n je cislo 8™ — 2™ delitelné éislom 6.

Riesenie: (opravovali Veronika a Ana)

Cislo je delitelné 6, prave vtedy ked je delitené 2 a 3 zarovein. Upravime vyraz 8" — 2" do stuéinového tvaru, aby
sme mohli lepsie skimat delitelnost.

8" — 2% = (2-4)" — 2" = (27 . 4") — 2" = 2"(4" — 1)

Vidime, Ze po tiprave sa vo vyraze nachddza mocnina dvojky (2") a teda je delitelny &fslom 2. Potrebujeme este
ukézat delitelnost 3. Kedze 2" nemoze byt delitelné 3 (rozmyslite si preco), tak by sme cheeli dokézat, ze (4™ — 1)
je delitelné 3. Upravujeme d’alej.

27(4" — 1) = 2"((2%)" — 1) = 2"((2")% — 1) = 2"(2" — 1)(2" + 1)

Cisla (2" — 1), 2", (2" 4 1) s1 tri po sebe idiice &isla. Ako vieme, z troch za sebou idicich prirodzenych ¢isel musi
byt prave jedno delitelné tromi. Cislo 2" sme vyliéili, a teda ndm zostédva jedno z &isel (2% — 1) alebo (2" + 1).
Nezélezi na tom, ktoré z nich je delitené 3 nakolko sa vo vyraze 8" — 2" nachddzaji obe.

Uk4zali sme, Ze vyraz 8" — 2" je delitelny 2 a 3 zdroveni, teda sme dokazali aj delitelnost &islom 6.

Uloha &. 2: Ziariaci elfi a fosforeskujici trpaslici sedia okolo okrihleho stola. Je ich dokopy 60. Vie sa, Ze trpaslici
vzZdy klami a elfi vZdy hovoria pravdu, okrem pripadu kedy sa elfi pomylia. KazZdy zrazu vyhldsil, Ze sedi medzi elfom
a trpaslikom. Kolko je dokopy trpaslikov, ak vieme, Ze sa prdve dvaja elfi pomyjlili?

Riesenie: (opravovali Kajo a Luxusko)

Ako prvé si moéZme vSimnit, Ze pri stole musia sedief aspon dvaja elfi (ked'ze dvaja sa pomylili). Pozrime sa, ako
mozeme usadit trpaslika. Zjavne, trpaslik nemoéze sedief medzi elfom a trpaslikom. Preto musi kazdy trpaslik sediet
medzi dvoma elfmi alebo dvoma trpaslikmi. V stvislej skupinke trpaslikov by krajni susedili s elfom a trpaslikom
— hovorili by pravdu, a to nemé6zu. Trpaslici teda nutne musia sediet medzi dvomi elfmi.

Ak by sa Ziaden z elfov nemylil tak vieme presne povedat, ako musia sediet za stolom. Zoberieme si nejakého
elfa. Ten m4 jedného suseda trpaslika, vedla ktorého z zdruhej strany musi sedief d’al3f elf. Tento druhy elf m4 uZ
jedného suseda trpaslika a druhy teda musi byt elf, vedla ktorého musi sedief este aj trpaslik atd’. Takto by bolo
na 60-tich miestach 40 elfov a 20 trpaslikov, a tvorili by trojice ,TEE“, ktoré sa ndm aj dokola pekne spoja.

Ako do toho pridat nasich dvoch pomylenych elfov? Pohrajme sa s usddzanim elfov. Odstranime niektoré trojice
»TEE“ a priddme skupinky s inymi suvislymi po¢tami elfov. Do tuvahy pripadaji , TE“ ¢im vyrobime jedného
klamdra (medzi dvoma trpaslikmi), ,TEEE® ¢im tiez vyrobime jedného klaméra (v strede) a ,TEEEE“ ¢o ndm
déva az dvoch klamérov. Viac ich uz mat urcite nemozeme. Celkova dlzka pridanych skupiniek musf byt delitelns
3, lebo nimi nahradime niekolko povodnych trojic ,,TEE“. Ned4 ndm to aZ tak vela sktiSania, aby sme zistili, Ze
na ziskanie prave dvoch pomylenych elfov vieme urobit ndhradu jedinym spdsobom. Vyhodime po dve ,TEE“,
pridame ,TE“ a ,TEEE“. Pocty elfov a trpaslikov ostavaja 40, 20.
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Uloha ¢. 3: Jefovi odfiklo skridlu zo strechy.

,Pomaze ti td novd doska“ spytal sa ndhodny okoloidici.

Zistite to. Majme rovnobeznik ABCD. Stred strany CD oznacéme ako S. Uhlopriecka BD pretina AS v bode X.
|AB| = 10 cm, obsah ABCD je 60 cm?. Aky je obsah trojuholnika SDX ?

Riesenie: (opravovala Betka)

Tento priklad sa dal riesit viacerymi sposobmi. Ukézeme si jeden
z nich. Trojuholniky ABX a DSX st podobné (premyslite si).
Kedze |DS| : |AB| = 1: 2 tak koeficient podobnosti trojuholnikov D S C
ABX a DSX je 2. Preto musi platit podobnd rovnost aj pre vysky VDS

v tychto trojuholnikoch vpg : vap = 1: 2. Z obsahu rovnobeznika
ABCD a dlzky strany |AB| lahko dostaneme vysku rovnobeziika

(na stranu AB) v = 6 cm. Dopocitame si velkost vps pomocou
vztahu vpg + vap = 3vpg = 6 cm. Obsah trojuholnika DSX je
potom 5-2/2 =5 cm?. A

VAB

Uloha &. 4: Miro a Mafo sa zicastnili turnaja v slovnom Zargone.

Hralo sa systémom kazZdy proti kaZdému prdve raz, v ktorom kaZdy

hrdé mal odohrat denne prdve jeden zdpas. Miro s Matom viak ochoreli a ako jedini dvaja hrdci nedokoncili turnaj.
Miro skonéil o pit dni skér ako Mafo. Celkovo sa na turnaji odohralo 350 duelov. Kolko duelov odohral Mato?
Hral proti Mirovi?

Riesenie: (opravovali JeFo a Lubo)

Ozna¢me si pocet Tudi, ktorf sa zicastnili turnaja n. Kedze sa hra systémom kazdy s kazdym, muselo sa hrat (n—1)
dni. Celkovy pocet zdpasov je teda n(n—1)/2. Dvojkou sme to podelili preto, ze kazdého zdpasu sa zicastnia dvaja
hraci, teda denne sa odohrd n/2 zépasov.

Teraz este musime zistif, ako ndm n4s celkovy poéet zédpasov meni fakt, Ze Miro a Mato ochoreli. Je jasné, Ze to
celkovy pocet zdpasov, ktoré sa odohrali, znizi. Skiisme si nejak vyjadrit o kolko. Povedzme si, ze ked Mato ochorel,
tak sa odohralo kvoli tomu dokopy o = zdpasov menej. KedZe Miro ochorel este patf dni pred Matom, tak kvoli
Mirovi sa odohralo o (z + 5) zépasov menej. Dokopy sa kvoli nim teda odohralo o (2z + 5) zdpasov menej. Ked'7e
vieme, Ze sa odohralo 350 zdpasov, mézme predpokladat, Ze pocet zapasov, ktoré by sa odohrali, keby neochoreli
by bol (2z + 355).

Dostavame teda rovnicu:

_1
% — 27 + 355

nn—1) =4z + 710

Teraz si skiiseme zvolif nejaké rozumné n. Zaénime na odmocnine zo 710, ¢o zaokrithlime nahor na 27. Dosadime
do nasej rovnice a dostaneme: 27 - 26 = 4z + 710, teda x = —2. Ked'Ze x moze dosahovaf len kladné celé hodnoty,
tak n = 27 ndm nevyhovuje. Taktiez nebudii vyhovovat ani Ziadne mensie n (rozmyslite si). Skisme teda n = 28.
Dostaneme 28 - 27 = 4x + 710, odkial = 11,5, ¢o nie je celé &fslo, teda ndm opit nevyhovuje. Skisime si to este
pre n = 29.

Dostavame 29 - 28 = 4z + 710, ¢ize x = 25,5. Nielen, ze nam vyslo x desatinné, ale navySe by to znamenalo, ze
Miro by vynechal 30,5 dni, ¢o je viac, ako turnaj trval. Preto nebude vyhovovat ani Ziadné vicsie n.

Vyzerd to tak, ze n = 28 bude to sprdvne, ale nejak ndm to s nim nevychadza. Skisme sa teda zamysliet, ¢i sme
nie¢o nezabudli. A ako vlastne mame zistit, ¢ Miro s Matom spolu hrali alebo nie? A v tom si uvedomime, Ze nasa
uvaha nebola veelku presnd, lebo poéet zdpasov, ktoré sa nehrali by bol 2z + 5 len v pripade, Ze Mato s Mirom
uZ hrali, ak by proti sebe eSte nehrali, tak sme ich zapas odritali dvakrat (prvy ako Mafo proti Mirovi, druhy ako
Miro proti Matovi). Upravime teda pocet zdpasov, ktoré sa neodohrali na 2z + 4. Dosadime do naSej rovnice pre
n = 28 a dostavame:

2827 = 4z + 708
T = 12

Co je presne to, ¢o sme cheeli dostat: celé kladné &islo, ktoré nie je ani priliz velké. Mozte si vyskisat, ze pre n = 27
ani n = 29 by nadm to uz nevychddzalo. Hralo sa n — 1 dni, teda 27. Cize Mafo hral 15 dnf a proti Mirovi uréite
nehral.
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Uloha &.5: Baréa s Ivkou sa hddaji ¢ je lepsia voda alebo vodik. Preto si vymysleli nasledovni fahovi hru: V
kazdom fahu si vyberi ¢islo od 1 do 25 a odloZia na zem. Mézu si vybrat aj viackrdt to isté ¢islo. Hracky sa striedaji
v fahoch. Akondhle sa po fahu niekej z hrdcok dd z niekolkijch ¢isel zo zeme vykombinovat pomocou séitavania alebo
odéitania §tvorec (druhd mocnina prirodzeného &isla), hrdcka ktord prdve urobila tah prehrdva. Baréa zacina. Md
niektord z hrdcok vitazni stratégiu? Ak dno, tak kto a ako vyzerd tdto stratégia?

Riesenie: (opravovali Adka a Plutvicka)

Prva dolezita otdzka je, ¢i hra musi vzdy skonéit. Vieme, Ze v kazdom tahu pribudne nejaké éislo a ¢isel mame na
vyber iba koneéne vela. Tym paddom sa tam ¢asom niektoré ¢éfslo n vyskytne n-krat a hra skonéi kvoli kombinécii
n+n+---+n=n-n=n?

Dalej by sme chceeli zistif zhruba po kolkom tahu bude hra vo vii¢sine pripadov konéit. Uréme si nejaké &islo ktorym
zane prvy hraé. Po troche sktiSania to vyzerd tak, Ze po prvom tahu oboch hri¢ov este uréite neskonéf (ak mame
dve éfsla, velmi pravdepodobne vieme najst tretie ¢islo tak, aby sa z tejto trojice nedal vykombinovat §tvorec).
Avsak, 1. hra¢ mé vo svojom druhom fahu Sancu zahrat také &islo, ze 2. hraé vo svojom druhom tahu uz musi
vytvorit stvorec (vyskusajte, Ze je to tak aZ na niektoré Specidlne pripady).

To nés privddza na myslienku hladat stratégiu pre 1. hraca. TakZe sme Baréa a mame plni hlavu otdzok. Ktoré
¢isla uréite nechceme hrat? 1, 4, 9, 16, 25, pretoZe to by sme automaticky prehrali (taktiez mézeme predpokladat,
7e ani Ivka nebude hrat tieto &fsla). Ktoré &fslo zahrame ako prvé? Vyberme nejaké a skiisme preiiho ndjst vyherni
stratégiu, napriklad ¢islo 2. Ak sa ndm to podari, tak mozeme oslavovat a ak nie, skiisime nejaké iné.

Po tom, ¢o Barca zahra dvojku méame spolu so §tvorcami z hry vylucené: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 16, 18, 23, 25.
Pod'me teraz rozobrat ¢o ma Barca zahrat podla toho, ¢o zahra Ivka:

5 Barca moze zahraf 5, 10, 15, 17, 24. Vyberie si ¢islo 15 (vyskuiSajte si, Ze ak st po Baréinom tahu na stole
karticky 2, 5, 15, Ivka vo svojom fahu prehréva).

8 Barc¢a moze zahrat 13, 20, 21, vyberie si 13 a vyhra.
10 Baréa moéze zahrat 5, 10, 20, 22, vyberie si 22 a vyhra.
12 Barca moze zahrat 12, 17, 20, vyberie si 17 a vyhra.
13 to sme uz v skutocnosti vyriesili. Zahrd 8 (na poradi karticiek pri s¢itavani a odéitani nezélezi).
15 taktiez vyrieSené. Zahra 5.
17 vyrieSené. Zahra 12.

19 Baréa moze zahratf len 24. Tym ale hra nekonéi, obe este mozu dévat 24. Ked'ze 19 + 2 < 24, 24-ku nem4
zmysel odéitavat. Budeme mat niekolko krat +24 a k tomu moézeme priéitat /odéitat 2, 19, 17, 21. Hra
skonéi najneskor po Siestom pridani 24-ky, ked'ze 6 - 24 = 144. Ked si vypiseme nésobky 24 a skisime k nim
pricitat /odé&ftat 2, 19, 17, 21, zistime, Ze hra neskonéi skér ako po pridani Siestich 24. KedZe pri pridani
Siestej 24-ky je na fahu Ivka, lebo je to parny fah, opif vyhrava Barca.

20 Bar¢a moZe zahrat 8, 10, 12, 15, 20. Vyberie si 10 a tym docieli, Ze dalej sa hra uZ len s ¢islami 10 a
20. Z ¢isel 2, 10, 20 sa daji vykombinovaf len &fsla konéiace na 0, 2, 8. Vypisme si niekolko Stvorcov, ku
ktorym sa teoreticky mozu dostat: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. Vidime, Ze najmensi §tvorec, pri
ktorom moze hra skonéit je 100. Ak po kazdom kole pribudne 10 a 20, po troch takychto koldch bude na zemi
2, 10, 20, 10, 20, 10, 20, v stucte 92. Tento stucet Barca docieli tym, ze da z dvojice 10, 20 vzdy to druhé
¢islo ako Ivka. Na fahu je Ivka a nech d4 10 alebo 20, z &isel na zemi sa urcite bude dat vykombinovat 100 a
potvora Barca zase vyhra.

21 Baréa moze zahrat 8, 21. Vyberie si 8 a vyhra.
22 Barc¢a moze zahrat 10, 17, 22. Zahrd 17 a vyhra.

24 trojicu 2, 19, 24 sme uz vyriesili.

Poradili sme Baréi ako m4 hrat aby vyhrala bez ohladu na to, ¢o hra Ivka. Nagli sme teda vitaznu stratégiu pre 1.
hréca.

Uloha &. 6: Jefovi odfiklo skridlu zo strechy. Aby toho nebolo mdlo, odfiklo mu aj novi dosku ktorou to zapldtal.
Preto potrebuje d'alsiu dosku, pevni ako Zelezo. Musi véak zistit jej vlastnosti predtym ako ju pouZije. V kosostvorci
KLMN plati |SKLM| = 40°. Oznacéme si stred strany LM ako S. Pitu kolmice na priamku NS prechddzajicu
cez bod A oznacme X . Zistite velkost uhla MXN.

Riesenie: (opravoval Jozo)

V tejto tlohe mame vypoéitat velkost uhla v kosostvorci. Mozeme skusit spocitat rozne uhly, hladatf susedné,
striedavé uhly a dopoéitavat do 180°, ale iba takto sa ndm to asi nepodari. Budeme potrebovat vyuzif nieco iné
a mozno si dokreslif aj d'alsie veci. Vhodné je aj ndjst nejakd kruznicu. V nej totiz mozeme vyuzif obvodové a
stredové uhly (a pripadne mnoho d'alsich veci).
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Zo zadania vieme, Ze uhol K X S je pravy. To ndm nasepkdva, Ze by sme mohli vyuzit Télesovu kruznicu, ale ktord?
Hodilo by sa ndm, ak by sme o jej priemere vedeli nie¢o povedat. Vhodné by bolo umiestnit jej priemer na stranu
K L. Na to musime stranu KL spolu s tseckou XS predfiit’ . Ich priesecnik si ozna¢me O. Naga Télesova kruznica
je teda kruznica opisand trojuholniku KOX so stredom v strede tsecky KO.

Vsimnime si, Ze ¢iary, ktoré sme pridali nie st od veci, lebo trojuholniky NMS a OLS st zhodné (rozmyslite si
preco), z ¢oho dostaneme, 7e |LO| = |[MN|. Ked7e strany kosoStvorca st rovnako dlhé, mdzeme zapisat aj, 7e
|LO| = |LM| = |LK]|. Z toho vidime, ze stred nasej Talesovej kruznice je bod L a jej polomer strana kosostvorca.
Dalej vidime, ze bod M je od bodu L (stredu Télesovej kruznice) vzdialeny prave o jej polomer, preto bod M na
nej musi lezat tiez.

Ukazali sme, ze body O, M, X, K lezia na jednej kruznici. Uhol M XO je obvodovy uhol k tetive MO, preto
mé rovnakt velkost ako obvodovy uhol MKO. Velkost uhla M KO vsak vieme lahko vypoéitat, lebo MK je
uhlopriecka kosostvorca (a teda aj os uhla NKL). Cize [ MXO| = [ MKO| = 70°. N43 hladany uhol MXN je
susedny s uhlom M XO, preto |[SMXN| = 180° — 70° = 110°.

Uloha é&.7: Karol nasel na zemi tri celé mangd. Nedalo sa nevsimnit, Ze si dost zaujimavé. Cisla a, b, c si celé
cisla. Ukdzte, Ze ak § + % + £ =5, tak abe je trefou mocninou nejakého celého éisla.

Riesenie: (opravoval Hiphop)

Na za&iatok si upravme rovnost zo zadania do priatelnejsicho tvaru. KedzZe ziadne z &sel a, b, ¢ nie je 0, tak
moéZme s pokojnym svedomim prendsobif nasu rovnost vyrazom abe:

a*c+ b%a + ¢*b = babe (1)

Vo viigsine tloh, kde sa vyskytuje delitelnost sa ndm lepsie pracuje s navzdjom nestdelitelnymi ¢islami. Skdsme
si preto nasu tlohu trogku zjednodusit. Predpokladajme, Ze a, b, ¢ vyhovuji rovnici (1). Potom o' = ka, b =
kb, ¢ = kc vyhovuju tiez rovnici (1), a navySe abc je tretia mocnina prirodzeného éisla prave vtedy, ked a'd'c/
je tretia mocnina prirodzeného &isla. Preto si moézme povedat, Zze NSD(a,b,c) = 1 (ak by nebolo, tak rovnicu zo
zadania vydelime NSD(a, b, ¢)® a dostaneme rovnaki tlohu).

Nasim cielom je ukézaf, Ze kazdé prvoéislo, ktoré sa nachddza v prvoéislelnom rozklade &sla abe tam je rovno v
mocnine delitelnej troma (premyslite si, ze to stacf). Predpokladajme, Ze nejaké prvoéislo p deli &fslo a. Ked'7ze
p | a®c, p | b%a, p | babe, tak pre rovnost (1) musi platit aj p | ¢2b. Teda p | ¢ alebo p | b (rozmyslite si, ze keby p
nebolo prvoéislo, tak takyto zaver nemozno spravit). Kedze NSD(a,b,c) = 1, tak p deli prave jedno &fslo z b, c.
BUNV! nech p | b.

Oznaéme si dalej najmensiu mocninu &sla p, ktord deli a ako o. Podobne, oznaéme si najmensiu mocninu é&isla p,
ktord deli b ako . Teda plati a = agp®, b = bop”®, kde ag, by si prirodzené &isla nedelitelné p. Prepisme si rovnicu
(1) pomocou novych oznaceni.

p**adc + p* T Pbtag + pP by = p* TP Bagboc. (2)

Vsimnime si, ze posledné tri vyrazy rovnosti (2) st urcite delitelné p®. Preto aj prvy vyraz musi byt delitelny p®.
Kedze ale najvi¢sia mocnina p, ktord deli prvy vyraz je p?®, tak S < 2a. Dalej by sme chceli vyuzit podobni
tivahu. Problém je, Ze nevieme s uréitostou povedat, éi p** | p*t8 alebo p*th | p?©. Preto rozoberieme nasledovné
dve moznosti:

> B: Teraz uz vieme urcite, ze p®*# | p2@. Vidime, ze p®*# deli tri vyrazy v rovnosti (2), ¢ize musi delif aj stvrty.
Preto p®+? | pPcby, teda a + B < . To je vSak spor, kedze sme predpokladali, ze o > 0.

1Bez Ujmy Na Vseobecnosti
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a < B: Vieme, ze p*® | p*+P. Vidime, ze p>© deli tri vyrazy v rovnosti (2), ¢ize musi delit aj stvrty. Preto p?® | p°c?by,
teda 2a < .

Kedze 8 < 2« a zdroven 2a < 3, tak 2o = 3. Uz sme takmer pri konci. Najviésia mocnina p, ktord deli abe je
a + B = 3a. Navyse 3a je delitelné tromi. Teda najvi¢sia mocnina kazdého prvoéisla, ktoré deli abe, je delitelna
tromi. To vSak s urcitostou znamend, Ze abc je tretia mocnina nejakého celého &isla.

Otézka na zaver: Ako by sme riesili tlohu, keby nebolo v zadani ¢islo 5, ale ¢islo 20157

Komentar: Vacsina vasich spravnych riesni bola vpodstate obdoba vzorového rieSenia. Viaceri z vés ste sa pokusali
néjst vietky riesenia. To sa bohzial nikomu nepodarilo, a naroénost tohto problému d’aleko presahuje lohu 7.

Uloha &. 8: Pre prirodzené éislo n si oznaéme n-ti cifru éisla x sprava ako d,,(z)*. Majme taki postupnost priro-
dzengjch éisel ay,, Ze v postupnosti d,(ay) je len koneéne vela nil. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela prirodzenygch
cisel, ktoré sa v postupnosti a, nevyskytuji.

Riesenie: (opravovala Ludka)

Dolezité je uvedomit si, pre aké ¢isla a,, vieme Tahko povedat, Ze d,(a,) je rovné 0. Ak a, < 10"~! (teda ak a,
nie je aspon n-ciferné), potom d,(a,) = 0. Ukdzeme, ze od uré¢itého ¢lena sa pocet ¢isel, ktoré sa v postupnosti
nemozu nachadzat, s rasticim n zvicsuje.

Postupnost d,,(a,) obsahuje koneéne vela niil. MoZeme preto povedat, Ze od ur¢itého ¢lena sa uz ziadna d'alia
nula v postupnosti d,, nevyskytuje. Nech aps je posledny ¢len, pre ktory je dps(aps) = 0. Potom pre kazdé n > M
je a, aspon n-ciferné ¢islo. Cisla, ktoré si mensie ako 10™ (st najviac n-ciferné), sa moézu v postupnosti nachadzat
len na prvych n pozicidch. Preto sa moze spomedzi prvych 10" — 1 prirodzenych &isel (pre n > M) vyskytnut v
postupnosti najviac n ¢isel. Teda spomedzi prvych 10™ — 1 ¢isel sa v postupnosti uréite nevyskytne 10™ —n —1 ¢isel.
Lahko sa ukaze, Ze tento pocet sa s rasticim n zvéicsuje aspon o 1 (ponechdvame na €itatelovi). Z toho vieme, Ze
existuje Iubovolne velkd mnoZzina &sel, ktoré sa v postupnosti a, nevyskytuji. A teda naozaj existuje nekoneéne
vela prirodzenych é&isel, ktoré v postupnosti a,, nensjdeme.

Uloha &. 9: Styri zaby sedia vo vrcholoch $tvorca. Kazdi mimitu spravi prave jedna Zaba skok. Zaby vsak neskdcu
obycajne. Skdcu tak, Ze preskocia taZisko zvysnijch troch Ziab. Presnejie povedané, tazisko trojuholnika, ktorého
vrcholy st tri neskdcuce Zaby, je vidy v strede medzi bodom vyskoku a bodom dopadu skdcucej Zaby. MézZe sa niekedy
stat, Ze jedna Zaba vyskocéi na chrbdt druhej?

Riesenie: (opravovali Miro a Samo)

Kreslenim obréazkov sa k nicomu peknému nedostaneme, preto sa v takychto tlohdch oplati zaviest stiradnicovi
sustavu. Nech A, B, C, D st naSe zaby a sedia na suradniciach (24, ya), (T, W), (e, Ye), (Td,yq). Od teraz sa
zamerajme iba na ich z-ovi stradnicu. Pre y-ovi platia rovnaké dvahy a aj tak ju nebudeme potrebovat. Tazisko
n bodov je priemer ich stradnic (stred tisecky je tieZ v podstate tazisko tsecky). Z toho si vyjadrime, Ze ked Zaba
skoci (BUNV3 nech skéce zaba D), zmeni svoju suradnicu z x4 na %(gca + 2+ x.) —24. Vidime, Ze ak boli stradnice
racionalne &fsla, tak nimi aj ostant. Po chvilke hrania sme si mozno v&imli, Ze t4 Zaba, ¢o skékala ako poslednd, ma
v menovateli o 1 vi¢siu mocninu 3 ako bolo doterajsie maximum (aZ na zaciatoéné pripady a pripady, ked skace
t4 istd viackrdt po sebe). Z toho by potom vyplyvalo, Ze dve Zaby nemo6zu mat rovnaki siradnicu, lebo potom
by poslednym skokom musela mat zaba, ¢o skdkala rovnakt mocninu 3 v menovateli ako nejaka ind Zaba. Tak to
podme dokdzat matematickou indukciou. Ako ale vybabrat so zaciatoénymi pripadmi a skdkanim tej istej (vtedy
nam indukény krok az tak Tahko nezbehne)? Napriklad tak, Ze sa pozrieme na jednu z najkratsich postupnosti
skokov, kedy to mohlo nastat a zvolime si dobré stiradnice. Pod'me na to.

Nech sti zaby na stradniciach (k/3%,1/3%,m/3¢,n/3%), kde a, b, ¢, d st nezédporné celé é&isla, k, [, m, n si racionalne
¢isla, ktorych Eitatel nie je delitelny 3. Predpokladajme, Ze a je ostro viicsie ako b, ¢, d a skace Zaba D.
Vyjadrime novu sdradnicu ako

(2k +21- 3% + 2m - 397¢ — . 3o+

2
S(@atap+xe) — 24 = ga+1

3
Citatel je nestdelitelny s 3, ¢ize nové d bude a 4+ 1. Teda spomedzi vsetkych styroch ziab mé ostro najvicsiu
mocninu 3 v menovateli prave D. Teda D nemdze mat rovnaku siradnicu ako in4 Zaba.
Teraz uz vieme dost na to, aby sme vedeli vyriesit nasu tlohu. Podme si to dokézaf poriadne. Na zaciatku st
7aby na suradniciach (1,1), (—1,1), (1,—1), (=1, —1). Zoberme si najmensiu mozni postupnost skokov, po ktorej
je jedna zaba na chrbte druhej (ked je ich viac, zoberme Iubovolnt z nich). Zjavne v nej nemohla dvakrét po sebe
skocit t4 istd Zaba, lebo by sme vedeli cestu skratit. BUNV nech skakala ako prva zaba A. Potom budu stradnice

ziab (1,1), (=1,1), (1,-1), (g, %) Ako sme uz dokézali, po kazdom d'alsom skoku bude mat skdcuca Zaba ostro

2Napriklad do(12345) = 4, dy(4247) = 7, d10(812) = 0.
3Bez Ujmy Na Vseobecnosti
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najvicsiu mocninu 3 v menovateli. To je ale spor s tym, ze v poslednom skoku mala skacuca zaba rovnaku z-ovi
sturadnicu s nejakou inou zabou.

Uloha &.10: V rovine mdme narysovant krusnicu. Dokdzte, Ze len pomocou euklidovského pravitka* nie je moiné
ndjst jej stred.

Riesenie: (opravoval Hago)

Dohodnime sa, Ze pod pojmom zobrazovacie médium budeme rozumiet papier (resp. displej), na ktorom si &ftate
tento vzordk. Na prvy pohlad vidime, 7Ze zobrazovacie médium je rovina (premyslite si preco).

Mozno ste si vsimli, ze cely svet je o znamostiach — o zndmostiach mnozin bodov. Na zaciatku pozname len dve —
volajaki rovinu, ktord tvori cely nds vesmir, a este kruznicu v nej. Poculi sme v3ak, Ze existuje nejaky stredObod
vesmiru (alebo tej kruznice, ja uz presne neviem), s ktorym by stdlo za to, sa zoznamit.

Ako sa vieme zoznamovat s d'aldfmi mnozinami bodov? Bez nastrojov iba tak, Ze sa zozndamime s konkrétnym
bodom z mnoziny, ktord uz pozndme alebo s mnozinou, ktors je prienikom dvoch zndmych mnozin. Nagtastie
méme aj ndstroj — euklidovské pravitko — vd'aka ktorému sa vieme zozndmit aj s priamkou, prechiddzajicou
dvoma zndmymi bodmi, pripadne jednym zndmym bodom a dotykajicou sa zndmej kruznice.®

Otdzka teda znie, ¢ si vieme zvolit takd spozndvaciu stratégiu, Ze na konci sa budeme poznat s bodom O, ktory
je stredom nagej znamej kruznice. Predstavme si, Ze taku stratégiu pozname (takto by mal zaéinat kazdy spravny
dokaz sporom) a chceme ju odkomunikovat svojmu ja z (ne)paralelného vesmiru.

Ako vyzerd taky (ne)paralelny vesmir? Je to tiez rovina niekde v priestore a kazdy bod tam mé svoje ja. Niekde v
priestore je eSte ¢ierna diera — to je taky bod, cez ktory sa d4 cestovat do (ne)paralelného vesmiru. Kazdy bod v
nasom vesmire vie najst svoje (ne)paralelné ja tak, ze bude cestovat po priamke prechddzajicej nim a ¢iernou dierou
a tam, kde pretne (ne)paralelny vesmir, tam je jeho ja. Vsimnime si, Ze to isté vie spravit aj bod z (ne)paralelného
vesmiru a ndjde svoje ja v nafom vesmire. Priamka (resp. kruznica) si vie najst svoje ja tak, Ze kazdy jej bod si
néjde svoje ja. Ako mozu vyzeratf tieto mnoziny bodov?

Ak sa nehrdme na také ¢udné vesmiry, ze je v nich ¢ierna diera, tak (ne)paralelnym ja priamky bude vzdy priamka.
Priamka v nasom vesmire a ¢ierna diera spolu uréujd rovinu v priestore, ktord sa pretne s (ne)paralelnym vesmirom
v priamke. Ked si skiisime pocestovat kazdym bodom nagej priamky cez ¢iernu dieru, zistime, Ze mé (ne)paralelné
ja prave na tejto priamke. Takisto kazdy bod z tejto priamky mé svoje ja na nasej priamke. Tato priamka je teda
(ne)paralelnym ja nasej priamky.

S kruznicami to uz také jednoduché nie je. Ved si to skiste sami ak sa vam chce. My si vSak neskor ukiZeme
Specidlny (ne)paralelny vesmir, kde (ne)paralelnym ja naSej kruznice bude tiez kruznica, ale jej stred nebude
(ne)paralelnym ja bodu O. Ak teda nase (ne)paralelné ja riesi rovnakid zoznamovaciu tlohu ako my, az na to, ze na
zaciatku pozna (ne)paralelny vesmir a (ne)paralelnti kruznicu, a my mu nasepkdme nasu stratégiu, tak je kludne
mo7né, 7e sa bude postupne zoznamovat s (ne)paralelnymi ja mnozin, s ktorymi sme sa postupne zoznamovali my.
Na konci ju potom nebude ¢akat vysnivany stred kruznice, ale len oby¢ajné

(ne)paralelné ja bodu O. (Spor.) R
Pod'me si teraz ukdzat spominany (ne)paralelny vesmir. Predstavme si, Ze ns
vesmir je kolmy na zobrazovacie médium a to tak, ze priemer nasej kruznice

lezi na zobrazovacom médiu. Za (ne)paralelny vesmir si zvolme rovinu, ktord ©

je tiez kolma na zobrazovacie médium a nie je rovnobeznd s nasim vesmirom. N
Tieto dva vesmiry sa pretinaji so zobrazovacim médiom v nerovnobeznych ol o

priamkach, ktoré sa pretnid v nejakom bode — ozna¢me ho ) a os ich uhla a

ozna¢me o. VSimnime si, Za na tejto osi lezi bod G taky, Ze je rovnako vzdialeny

od vsetkych bodov nagej kruznice. Predstavme si teraz gulu, ktord m4 stred &

v bode G a taky polomer, aby sa s nasim vesmirom pretla presne v nasej
kruznici. Téato gula sa s (ne)paralelnym vesmirom pretne takisto v nejakej
kruznici. Skiisme néjst ¢iernu dieru tak, aby tdto kruznica bola (ne)paralelnym N M’
ja nasej kruznice.

Budeme otdéat zobrazovacim médiom okolo osi o, &m vznikne situdcia ako
na obrazku. Mame tam priese¢niky zobrazovacieho média s oboma vesmirmi
(priamky) a gulou (kruZnica — t& bude stale rovnakd) a kupodivu je os o
stale osou uhla. Body M a N lezia na nasej kruznici a chceli by sme, aby ich Q
(ne)paralelné protajsky boli body M’ a N’, ¢iZe jedind moznost pre umiestne-
nie ¢iernej diery je bod C — priesecnik uhlopriecok lichobeznika M NM'N’.
KedZe je to celé také pekné symetrické cez os o, tak st uhly MGR a N'GR
rovnako velké — oznaéme ich velkost a. Uhol MNN' je obvodovy ku stre-
dovému uhlu MGN’, m4 teda velkost o. Uhly QNC a QGM s oba susedné

4Euklidovské pravitko dokédze rysovat priamky spéjajice dva rdézne body a overovaf kolinedrnost bodov, viac na http://en.
wikipedia.org/wiki/Straightedge.
5Na stranke z minulej poznidmky pod &iarou sa piSe aj nieco d'alsie, ale my nepozname int kruznicu a pravitkom ju asi nespozname.
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k uhlom s velkostou «, takZe maji rovnaki velkost, z ¢oho vyplyva, Ze trojuholniky QNC a QGM st podobné.
Z podobnosti vieme vytrieskat rovnost |QC| - |QG| = |QM]| - |QN|. Na pravej strane mame mocnost bodu Q ku
kruznici (vlastne ku guli), €o je konstanta a na lavej strane je konstantné |QG], €iZe aj |QC| musi byt konstanta.
Takze bod C je pre vietky otocenia zobrazovacieho média ten isty, moézeme ho teda definovat za Eiernu dieru.
Este by sa patrilo overit pripad, ked M a N splynt do jedného bodu, ale to uz zvlddnete urobit sami. Takisto aj
overenie, ze (ne)paralelnym ja bodu O nie je stred (ne)paralelnej kruznice, uz nechdm na vés.

Vvsledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc¢ Skola kK |4]|5|6|7|8|9 |10 s | >
1. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 15 919191919 45 | 90
2. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 91815191919 44 | 89
3. Liptak Jozef 2. GJGT BB 319(819]19]9 44 | 87
4. Sasik Tomé&s 1. Gamca BA 21918181919 43 | 82
5. Bak Patrik 4. G Sobrance 7 919191]9|1 37 | 81
5. Svarc Radovan 4. Ceska Trebova | 11 9191911919 45 | 81
5. Truc Lam Bui 4. Gamca BA 13 9191911919 45 | 81
8. Drotar Pavol 2. GPos KE 4 19(6191]121|9 1 35 | 80
8. Koneény Matéj 4. GJir CB 7 9191919 9 45 | 80
10. | Marcekova Michaela 0. GPar NR 019 91317 5 33 | 76
11. | Pistak Daniel 3. GChD Praha 6 9 919 5 32 | 67
12. | Micko Juraj 2. GPos KE 419 8 9 26 | 60
13. Stukenik Peter 3. GVar ZA 8 6 91811 24 | 59
14. | Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 8 71910 1 17 | 55
14. | Mislanova Kristina 3. GAlej KE 7 219198 28 | 55
16. Kralik Matej 4. GJH BA 12 91119 5 24 | 54
17. | Kluvanec Roman 4. GPar NR 8 8|2 5 15 | 53
18. Hanesz Zoltén 2. GPos KE 4 19 9 18 | 52
19. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 419 9 18 | 50
20. | Mach Jakub 2. GPos KE 219 9 9 27 | 48
20. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 7 91210 5 16 | 48
22. Hronkovic¢ova Nina 4. GKom PE 9 911|218 20 | 47
23. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 8 81419 5 26 | 45
24. | Semanisinova Zaneta 3. GAlej KE 7 91116 16 | 43
25. Presinska Kristina 4. GPéar NR 11 6(1(0|1]5 13 | 42
26. | Bodik Juro 3. Gamca BA 9 611|619 22 | 41
27. | Moléan Samuel 3. GJAR PO 7 711 1 9 | 40
27. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 7 713 10 | 40
27. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA | 7 1 5 6 | 40
30. | Choma Matej 3. Gamca BA 7 7114 12 | 36
31. | Horndkova Kristina 2. GPar NR 419 2 11 | 35
31. | Méjek Juraj 3. Gamca BA 319 7 16 | 35
33. | Frankovskd Zuzana 3. GJH BA 7 219 5 16 | 34
33. | Krajciova Katarina 4. GAlej KE 10 0 | 34
33. | Murin Marek 3. GJH BA 8 7 7 | 34
36. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 4 17 1 8 | 33
37. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 7 0 |32
38. Sladek Samuel 3. GAB NO 4 0 | 30
39. | Trencanskd Tereza 3. Gamca BA 6 911 10 | 29
40. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA | 8 5111810 14 | 28
41. | Liu Zhen Ning Dévid 4. GJH BA 12 0 |27
41. | Nepsinska Silvia 4. GJH BA 11 0 | 27
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Por. | Meno Roe¢ Skola K 9 (10 s | >
41. | Svobodova Zuzana 3. | Frydlant CR | 4 0 |27 |
44. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 5 1 12 | 26
45. | Hladk4 Lubica 2. GJGT BB 3 0 |25
46. | Genci Jakub 2. GPos KE 4 0 | 22
47. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 8 0|21
48. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB 10 18 | 18
48. | Krakovska Ema 4. Gamcéa BA 9 0 | 18
48. | T6éthova Andrea 3. GJH BA 5 1|18
48. | Zidek Matéj 3. Frydlant CR 7 0 |18
52. | Kurimsky Jan 3. GsvMo 6 0 | 16
53. | Vanco Simon 3. CGsvM SL 4 0 | 14
54. | Kral Adam 3. GVar ZA 6 5 11 | 11
55. | Jakubikova Lucia 1. 777 1 1 10 | 10
55. | Kudeléikova Martina 3. GVO ZA 7 0 |10
55. | Santrova Michaela 4. GMH Trstena | 11 0 | 10
58. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 6 0 8
58. | Petras Peter Pavel Arthur 3. SPMNDG BA | 7 0 8
60. | Krutek Robert 2. GJGT BB 3 0 5
61. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 0 1

kategoria ALFA
Por. | Meno Roc¢ Skola K 2134 6|7 s | >
1. Marcekova Michaela 0. GPar NR 0 91919 913 45 | 89
1. Sésik Tomas 1. Gamca BA 2 91919 819 44 | 89
3. Liptak Jozef 2. GJGT BB 3 819 919 43 | 86
4. Zahorsky Akos 1. G Sahy 1 91919 36 | 81
5. Parada Matej 1. Gamca BA 2 81919 819 43 | 80
6. Dlugosové Michaela 1. GKuk PP 2 91919 711 35| 78
7. To6dova Tereza 0. GPar NR 0 919 |7 2 38 | 73
8. Pulmannova Barbara 1. Gamca BA 2 91919 8 35 | 72
9. Kutkova Séra 1. Gamca BA 2 91919 8 35| 71
10. | Leinwatherova Michaela 1. GPan BA 2 81919 6|1 33 | 70
11. | Ondus Peter 1. GAlej KE 2 81919 26 | 68
12. | Ivan Peter 1. GJH BA 2 71919 9 34 | 66
12. | Pajger Simon 1. GVO ZA 2 81919 7 35 | 66
12. | Svihorik Tom4&s 1. GPar NR 2 91919 1 29 | 66
15. | Oravkin Richard 0. 1SG BA 0 919 |7 34 | 65
16. | Poljovka Jakub 1. GPar NR 2 91919 27 | 63
17. | Suchova Martina 1. GPar NR 1 6|81]9 3 33 | 61
18. | Belan Pavol 1. GVar ZA 2 61919 24 | 60
18. | Castulikova Katarina 1. 1SG BA 1 81917 33 | 60
20. | Sucikova Svetlana 1. G-BMA UK | 2 61919 7 31 | 58
21. | Marko Alan 1. GMRS NZ 2 919 |7 9 34 | 56
22. | Homola Marek 1. GJH BA 2 91919 1 28 | 55
22. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 919 9 27 | 55
24. | Smoldrova Paulina 1. SPMNDG BA | 2 6|84 4 23 | 54
25. | Bajnokova Natalia 1. GCSL BA 2 618|9 23 | 53
26. | Mikulds Matus 1. GBST LC 2 81919 27 | 52
27. | Remperové Natalia 1. GKom PE 2 6199 25 | 49
28. Komzala Peter 1. GJH BA 2 71919 26 | 48
28. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 9 9 18 | 48
28. | Méjek Juraj 3. Gamca BA 3 919 7 25 | 48
31. Dobrovié¢ Adam 2. GJGT BB 2 0 | 43
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Por. | Meno Roc. Skola K 2 4 s | >
31. | Horansky Marck 1. | SPMNDG BA | 2 6 4 22 | 43 |
33. | Boskova Dagmar 1. GJH BA 2 0 | 42
33. | Zajacova Terézia 1. 1SG BA 2 6199 25 | 42
35. | Rajnikovd Maria 2. GLS TN 2 81919 26 | 41
36. | Skotnédrova Lucia 2. G Surany 3 919 18 | 40
37. | Krett Jakub 2. GMA BA 3 919 18 | 39
38. | Simkové Jarmila 1. GPar NR 2 9193 21 | 38
39. | Rosinskd Veronika 2. G Surany 2 11919 19 | 36
40. | Letovanec Jan 1. 777 1 6199 33| 33
41. | Hladka Lubica 2. GJGT BB 3 0|31
42. | Polédkova Nikola 1. G Surany 2 9 9 | 26
43. | Poljak Marian 1. 777 1 0|24
44. | Kecskésova Michaela 3. GPar NR 3 01|21
45. | Juran Matuis 3. GJH BA 3 0|20
46. Cermak Michal 1. 1SG BA 1 0 | 18
46. | Jakubikova Lucia 1. 777 1 919 18 | 18
46. | Kopfova Lenka 0. G Slez CR 0 9 18 | 18
46. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA | 3 9 11 | 18
50. | Sadovska Jana 1. SPMNDG BA | 2 0|16
51. | Durina Marian 1. G Surany 1 0 9
51. | Ferech Matuis 1. GJH BA 1 019
51. | Téthova Natdlia 1. GAlej KE 2 9 919
54. | Krutek Robert 2. GJGT BB 3 0 7
54. | Simkovicova Natdlia 1. GCSL BA 1 0 7
56. | Simova Méria 2. EGMT 2 0| 4




