Vzorové rieSenia 3. série letnej éasti KMS 2014/2015

Uloha &. 1: Vito bol véera lovit. Ulovil si prirodzené c¢islo. Je ale niecim Specidlne. Ak ho zapiSeme v sedmickovej
sustave, tak je to trojciferné cislo. Ak ho ale zapiSeme v deviatkovej sustave, ziskame trojciferné céislo, ktorého
cifry si v opaénom poradi, ako pri jeho zdpise v sedmickovej ststave. Aké Gislo si Vito ulovil? Uved'te jeho zdpis v
desiatkovej sustave.

Riesenie: (opravovala Lindtka)

Pre zagiatok si musime uvedomit ¢o presne je ¢iselnd ststava a aké pravidld musia &sla v danej sistave spiﬁat7 (ak
vies, ¢o je to ¢fselnd sdstava, tak mozes tento odstavec preskoéit, niektorf vak mali s tymto problém). Pre Z-kovii
sustavu (napriklad pre Z = 7 je to sedmickové ststava) platia nasledujice pravidla:

1. Z je prirodzené ¢islo véacsie ako 1,

2. ak mame v Z-kovej ststave &islo zadané ciframi abe, tak jeho hodnota je (abc)z = a- Z2+b-Z' +c- Z°,
alebo napr. (budova)z =b-Z° +u-Z*+d-Z3+o0-Z*>+v-Z' +a- 2°,

3. ¢isla zapisujeme ciframi, ktoré st nezdporné celé ¢isla mensie ako Z (napr. v sedmickovej sistave mame cifry
od 0 po 6 a v najpouzivanejsej desiatkovej ststave mame cifry od 0 po 9).

Teraz, ked’ to uz vietko vieme, sa pustime do riesenia.

Vieme, 7e Vifove &islo v sedmickovej stistave je trojciferné, preto si ho vieme zapisat ako (abc)7, kde a, b, ¢ patria
do mnoziny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} (lebo sme v sedmickovej ststave) a a je nenulové (inak by nebolo naSe ¢islo
trojciferné).

Zo zadania vieme, Ze ak zapiSeme Vitove &fslo v deviatkovej stistave, tak bude mat tvar (cba)g, kde ¢, b, a patria
do mnoziny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} (¢o urcite patria, premyslite si preco) a ¢ je nenulové.

Nakolko sa jednd o 2 rozne sposoby ako zapisat to isté Vifove &fslo tak vieme, Ze

(abc)7 = (cba)g
a-T4+b-T+c-T=c9+b-9"+a-9
49a+Tb+c¢=8lc+9%+a / —49a —Tb—c
0 = 80c + 2b — 48a /2
0=40c+b—24a

Ak sa pozrieme na ¢leny 40c a 24a tak vidime, Ze st delitelné éislom 8. Takisto aj nasa lavé strana, ktora je nulova,
je tiez delitelnd &fslom 8. Preto aj b musi byt delitelné éislom 8 (premyslite si pre¢o). My ale vieme, Ze b je cifra v
sedmickovej stistave a kedze musi splitat 3. pravidlo, tak dostdvame jedint moznost b = 0.

0 =40c+0— 24a /:8
0 =5c—3a

Podobne moézeme vidiet, ze 5c je delitelné &islom 5 a lav4 strana je tiez delitend éislom 5, preto aj 3a musi byt
delitelné ¢islom 5. Vieme vsak, Ze najmensi spolo¢ny delitel ¢isel 3 a 5 je 1, preto 5 nedeli len 3a ale aj samotné
a. My vsak vieme, Ze a je nenulovd cifra v sedmickovej sistave a dostdvame jedind moznost a = 5. Z toho uz
jednoducho dopocitame, ze ¢ = 3.

Teraz si vypoéitame hodnotu Vitovho é&isla v nami najpouzivanejsej desiatkovej ststave:

(503)7 =5-72+0-71+3-7°=5-49+3-1=248, (305)9 =3-92+0-9' +5.99=3 .81 +5 -1 = 248.
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Ako mézeme vidiet, Vito ulovil &fslo 248.

Uloha &.2: Betka nasla vo vrecku na kabdte inspirdciu. Vymyslela tak novy jazyk - babelidncinu. Je to jazyk,
ktorého wvsetky slovd su vytvorené iba z dvojpismenovej abecedy obsahujicej pismend A a B. Vietky slovd ba-
belidnskeho jazyka musia spliiat nasledujice kritérid:

o Ak nejaké slovo babelidnskeho jazyka obsahuje pismeno B, aj slovo, ktoré vznikne mahradenim tohto B za
ABA, je babelidnske.

o Ak nejaké babelidnske slovo obsahuje dve A za sebou, aj slovo, ktoré vznikne nahradenim tijchto dvoch A za
jedno B, je babelidnske.

o Ak nejaké babelianske slovo obsahuje dve B za sebou, potom je aj slovo, ktoré vznikne vypustenim tijchto dvoch

B, babelidnske.

Vieme, Ze slovo B je babelidnske. O akyjch slovdch, ktoré maji 4 alebo menej pismen, vieme s urcitostou povedat,
Ze ich babeliancina obsahuje?

Riesenie: (opravovali Veronika a Palo)
Na pociatku bolo slovo B a tri odvodzovacie pravidla:

B— ABA (1)
AA— B (2)
BB —  (ni¢) (3)

Treba, si uvedomit, Ze §ipky v pravidladch maji svoj vyznam. Pravidl4 sa daji pouzif iba jednym smerom. Napriklad
z B nemoézeme spravit AA.

Ako prvé si mézeme vsimnit, Ze slovo B md pdrny pocet pismen A (konkrétne nula). A pouzitim kazdého z
pravidiel (1), (2), (3) bud priddme dve pismena A, odoberieme 2 pismend A, alebo pocet pismen A nezmenime. Z
toho vyplyva, Ze kazdé babelidnske slovo mé parny pocet pismen A. Teraz sa musime o kazdom slove so §tyrmi a
menej pismenami a s pArnym po¢tom pismen A presvedéit, Ze do babelidnéiny patri, alebo dokézat, ze tam nepatri.
Nastastie tam vsetky také patria. Aby sme to ukdzali, musime pre kazdé z nich néjst sposob, ako ho odvodit zo
slova, B pomocou nagich pravidiel. To sa d4 spravit viacerymi sposobmi. Uk4zme si jeden z nich: vieme skonstruovat
slové zlozené len z:

o dvoch A4: BY ABAY 44BAA R 44BBH 44
o styroch A: BY ABAY 44BAAY 444BAAA Y 444BBA D) Aa44
o siestich A: B Y ABAY 44BAA Y 444BAAAY 4444BAAAAE AAAABBAA Y 444444

o osmych A: BY ABAY 44BAAY Aa4BAAAY a444BAAAAY aaasABAAAAA R AaaaaBBAAA D

AAAAAAAA

Ako sme si tymto pomohli? Teraz moZeme z tychto 4 slov zloZenych iba z pismen A pomocou pravidla (2) odvodit
vietky slovd so Styrmi a menej pismenami, ktoré obsahuji aj pismend B. Postup, ktorym to budeme robif si
najlepsie ukazeme na priklade. Skisme skonstruovat slovo ABAB. Toto slovo m4 dve A a dve B. Aby sme dostali

dve B potrebujeme zmenit dve dvojice pismen A. Vezmime si teda ako zdklad slovo so Siestimi A: AAAAAA @

ABAAAY ABAB.

Vseobecne, ak mé slovo 4 (musf byt parne) pismen A a j pismen B, tak si ako zéklad vezmime slovo s i+ 2j pismen
A a j krat pouzime pravidlo (2), aby sme na vhodnych miestach dostali B (vyskugajte si to). Lahko sa d4 vidiet,
ze to vzdy vedie k pozadovanému vysledku.

Poznémka: Obdobnou metédou sa dé ukézaf, Ze babelidnstina urcite obsahuje vsetky slovd s pdrnym poctom

pismen A.

Uloha ¢&. 3: Hopko isiel na tiru na Qhopok. 7 vysky wvidel liku, na ktorej bolo sedem stromov. Lika md tvar
pravidelného Sestuholnika so stranou dizky 100m. Ukdste, Ze vieme ndjst také dva stromy®, ktorijch vzdialenost je
najviac 100m.

Riesenie: (opravovala Betka)

Ako prvé si sikovne rozdelime nas pravidelny Sestuholnik na $est rovnostrannych trojuholnikov. Potom s istotou
vieme povedaf, Ze v jednom z nagich trojuholnikov sa musia nachddzat dva stromy. Po chvilke premyslania je urcite
vietkym jasné preco to tak musi byt, a keby nie, sta&i si nie¢o pre¢itat o Dirichletovom principe. Naco je ndm to

Ipredpokladajte, ze stromy st body
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vsak dobré? Nuz ak médme dva stromy v rovnostrannom trojuholniku so stranou diiky 100 m tak najvacsia moznd
vzdialenost medzi nimi je tych sto metrov (premyslite si pre¢o). A dokaz je hotovy.

Uloha &.4: Ketrin nasla v nemeckom slovniku slovicko trinken a jeden algebrogram. Ako spravna matematicka si
tento algebrogram zovSeobecnila. Ndjdite vSetky n, pre ktoré md algebrogram n - HAUS = DORF rieSenie. Ulohou
v algebrograme je doplnit za rézne pismend rozne cifry (a za rovnaké pismend doplnit rovnaké cifry) tak, aby bola
splnend dand rovnica. Navyse, éisla HAUS a DORF sa nesmi zacinat na éislicu 0.

Riegenie: (opravovali JeFo a Murko)

Riesenie tohoto prikladu je najmi o ,hrani sa® s éfslami. V zésade neexistuje presny ndvod, ako najst spravne
rieSenia, treba sa s tym pohrat a po chvilke ndm rieSenie samo vypadne. Hlavny problém robilo nie tplne jasné
formulovanie zadania, takze si ho najskor ujasnime. Cislo n nie je sicastou algebrogramu a teda moze mat rovnaki
hodnotu ako niektoré z ¢isel, ktoré dosadime za H, A U, S, D, O, R, F. Zaroven je n prirodzené &islo.

Este pred tym, ako zacneme skisat, si trochu ziZime okruh n ktoré md zmysel skusat. Kedze HAUS aj DORF
su Stvorciferné cisla, tak je jasné, ze n < 10. Zaroven su HAUS a DORF rozne ¢isla, preto n # 1. Rovnako nema
zmysel n = 0.

Teraz ndm uz len ostdva skisaf rozumne skusaf &fsla a za chvilku ndm vypadne vysledok. Kombinécii &isiel moze
byt viacero, tu uvedieme len jednu moznt.

HAUS DORF

n
2 1345 2690
3 1089 3267
4 1059 4236
5 1278 6390
6 1043 6258
7 1052 7364
8 1037 8296
9 1042 9378

Vsetky n pre ktoré ma algebrogram riesenie su 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Uloha &.5: Marek letel ponad velky mrak na lietajiicom koberci. Velky mrak md tvar gule G s polomerom R
a dotgka sa koberca (roviny P). Okrem toho sa v poblizku nachddza aj osem mrdéikov (maljch gil s navzdjom
rovnakym polomerom r). KaZdij mrdcik sa dotgka koberca, velkého mraku a dvoch susednijch mrdcikov. Mardéiky
takto vytvdraji ,golier” okolo velkého mraku. Vyjadrite r pomocou R.

Riesenie: (opravovali Jozo a Ana)

Pri priestorovych tlohach je dolezité vedief si situdciu spravne predstavit. V tejto tilohe mame vela informécii
o tom, &o sa ¢oho dotyka, preto bude jednoduchsie zacat jednotlivé informécie rozoberat postupne. Najskor si viak
oznaéme stred velkej gule ako S a stredy maly gul postupne T4, Tb, ---, Tg.

Najprv sa pozrime, ako vyzeraji dotyky malych gil (obr. 1). Predstavme si rovinu P ako vodorovni a na nej
poloZené malé gule (ako koberec s malymi mrac¢ikmi). Potom vzdjomné dotyky malych gil budd v rovnakej vyske
(vzdialenosti od roviny) — vo vyske r spolu aj s ich stredmi (rozmyslite si to). Preto, ked’ sa pozrieme na malé gule
zvrchu (presnejsie povedané spravime rez rovinou, ktord obsahuje stredy malych guil), uvidime ich ako dotykajiice sa
kruznice s polomerom . Tie ndm vytvoria pravidelny osemuholnik (rozmyslite si preco), ktorého stred si oznacime
S’. Bod S’ spolu so stredmi dvoch susednych malych gl Ty, Tb (rovnako aj iné susedné malé gule) tvor{ rovno-
ramenny trojuholnik so zdkladiiou dizky 2r a uhlom oproti zdkladni 45°. V fiom si vieme vypoéitaf vzdialenost

r+ R

T s
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stredu malej gule 77 od bodu S’, ktoru si oznac¢ime ako x.

r

v= 0S| = oo

Dalej rozoberme dotyk jednej malej gule s velkou (obr. 2). Pozrime sa na gule zboku (¢ize na rez rovinou kolmou
na rovinu P prechédzajicou bodmi S a T}). Spojnica stredov malej a velkej gule 715 prechddza bodom dotyku
gul, preto ma dizku R + r. Zislo by sa ndm spojit tento obrazok s predchddzajicim. Oznaéme si body dotyku
velkej a malej gule s podlahou postupne D, E. Ak sa na tento obrazok pozrieme zhora, tak tsecky SD a T\ E
uvidime ako body, ktoré mame na obrazku 1 oznacené ako S’ a 1. Ich vzdialenost sme si vSak uz vypoécitali — je
to nase z. V obrazku 2 je teda vzdialenost tse¢iek SD a T1E rovna z. Tiito vzdialenost si v obrazku vyznaéime
ako kolmicu na tisecku SD cez bod Tj. Péta tejto kolmice je bod S’ (¢o je rovnaky bod S’ ako v obr. 1). Dostali
sme tak pravouhly trojuholnik 775’5, v ktorom si z vieme vypoéitat pomocou Pytagorovej vety:

z=+/(R+7r)?2—(R—-7)2=2VRr.
Vyjadrili sme si vzdialenost z dvoma sposobmi. Teraz ich mézeme dat do rovnosti a z nej vyjadrit r:

.
sn225e VI

r = 4R sin® 22, 5°.

Tento tvar ndm samozrejme staci, ale mdzeme sa este zbavit sinusu, ak vyuzijeme vztah pre sinus poloviéného uhla

. 2x _ l—cosx o _ 1
sin® § = ~=5*% a hodnotu cos45° = 7

1 — cos45° 2—-1
= 23‘[ =(2-V2)R
2 V2
Postupne sme rozobrali vietky informécie zo zadania a vyjadrili sme r pomocou R ako r = (2 — \/i)R Pozornému
¢itatelovi iste neuniklo, Ze sme neukézali, Ze poZadované rozmiestnenie gil naozaj existuje. Ak sa vSak nad tym
zamyslime, zistime, Ze je celkom Iahké ho ndjst, respektive predstavit si ho.

r=4R

Uloha &.6: Na bocnej ciare ihriska sme mali rozostavanych n kuZeliek, kaZdy meter jednu. Potom prisiel tréner a
kazdi kuzelku okrem prvej a poslednej vychijlil kolmym smerom od Giary o kladni vzdialenost, bud von z ihriska,
alebo do ihriska. Hrdc¢ sa snaZi zarovnat vsetky kuZelky na ciaru ihriska. Moze vsak robit len nasledugjici krok:
vyberie si nejaki kuZelku okrem prvej a poslednej a presunie ju presne do stredu medzi jej susedné dve kuZelky. Pre
ktoré n existuje také pociatoéné rozostavenie kuZeliek, Ze ich vie hrdé vietky po koneénom pocte krokov zarovnat
na ciaru®?

Riesenie: (opravovali Hiphop a Luxusko)

Budeme riesit tilohu naopak. Zaéneme vidy s n kuZelkami na &iare a kazdd moézeme Tubovolne posunit, ak lez{
presne v strede medzi susedmi. Chceme dosiahnut rozostavenie, v ktorom sd na &iare len krajné, neposunutelné
kuzelky. Rozmyslime si, Ze existencia rieSenia jednym smerom ddva aj druhy — prislusné opaéné posuny urobime v
obrdtenom poradi (a rovnako to je aj s neexistenciou riesenia). Takto mdme pevny zaiatok a mozeme sa zamerat
na, postupnost krokov.

Podme sa nazaciatok pozrief na pripady, ked je m malé. V pripadoch n < 2 mdme vietko hotové zadarmo.
Pre 3 kuzelky dosiahneme nas ciel vidy jedinym moZnym posunom bezohladu na vzdialenost. So 4 kuZelkami
si nepomézeme. Zjavne vonkajsimi kuzelkami hybat nemoézeme. Ale ak pohneme jednou z vnttornych, druhd uz
uréite nebude lezaf v strede medzi krajnou a posunutou — preto 4 kuZelky uréite nevedu k rieseniu. Do podobnej
situdcie sa dostaneme pri 5 kuzelkach posunom strednej. Preto pri 5 najprv pohneme druhou a stvrtou kuzelkou.
Ak ich posunieme zrkadlovo tak moézeme pohnif aj strednou — a hotovo. Tito fintu vieme rozsirit na Iubovolné
neparne n. Na vietkych parnych poziciach posunieme kuZzelky na striedacku hore/dole o rovnakii vzdialenost tak,
aby neparne boli stdle v strede medzi susedmi. Nésledne mozme Tubovolne poposivat aj vnitorné kuzelky na

' K
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e

2kuzelky uz nemusia byt vzdialené meter od seba
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neparnych poziciach.

Co vsak z parnymi n > 4? Nedaju sa? Na prvy pohlad sa moéze zdaf ze pohnif kuzelkou dvakrat sa neoplati.
Toto vsak nie je pravda — nepredpokladajme nieo o si nevieme poriadne odévodnit. PouzZijeme prave trik v
ktorom jednu kuZelku pouZijeme na réznych poziciach. TieZ vyuZijeme, Ze pre neparny pocet kuzeliek sa tiloha d&
vyriesit, a kuzelky na parnych pozicidch mozu byt rozostavené Iubovolne (teda mdme akisi volnost). Preto si prvii
kuzelku odlozme bokom. Zvy$nych n — 1 kuzelieck vieme rozostavit ako minule, lebo n — 1 je neparne. VyuZijme ale
spominani volnost: stvrti kuzelku posunieme 2-krat dalej tym istym smerom ako tretiu. Nésledne méZzeme tretiu
kuZelku pohntf spaf na &iaru. To ndm zabezpedi, Ze vieme posunit druhi kuzelku tak, aby sme este raz mohli
tretiu pohnif mimo &iary.

Hotovo! Véetko okrem n = 4 vieme poposivat. Preto pre kazdé prirodzené n okrem 4 existuje poéciatotné rozosta-
venie kuzeliek také, Ze hra¢ ich vie zaronat na Giaru.

[
_<_
[

Uloha &.7: Basa chovd na zéhrade sviba. Ten jej na opldtku kresli rozne obrdzky. Naposledy nakreslil trojuholnik
ABC. V ostrouhlom trojuholniku ABC' leZia body D, E, F na strandch BC, CA, AB (v uvedenom poradi). Vieme,
Ze platia nasledovné rovnosti:

|SAFE| = |<BFD|
4FDB| = |$EDC]|
[¥DEC| = |$FEA

Uréte vietky mozné velkosti uhla ADB.

Riesenie: (opravoval Vodka)

UkéZeme si niekolko rieSeni. Zaéneme takym klasickym.

Oznaéme si (strategicky) uhly |JFDB| = |JEDC| =
«a, [IDEC| = |[SFEA| = 8, |SAFE| = |S{BFD| = ~. Z toho,
ze sucet uhlov v trohuholnikoch AEF, BDF, CDE, ABC je 180°
lahko dostaneme 2(a + 8 + ) = 360°, a teda o + 8 + v = 180°. )
Trojuholnik AFE ma 2 uhly velkost{ 3, y, a preto treti |SFAE| = F
|<BAC| = a. Obdobne dostaneme |[ABC| = 3, |[SACB| = 7.

Teraz vidno, preco sme tie uhly oznaéili tak, ako sme ich oznagili.

Uz mdme teda v obrdzku oznacenych vela (rovnakych) uhlov a

urcite si véimneme, ze |[SDEC| = |4ABC| a teda stvoruholnik

ABDE je tetivovy (sticet protilahlych uhlov je 180°). Uplne ana-

logicky su tetivové aj Stvoruholniky AFDC a BFEC. B D c
Matf v geometrii vela tetivovych stvrouholnikov je dobré,

lebo vznikd este viac rovnakych uhlov. Napriklad |[SADE| =

|YABE| = |[SFBE| = |SFCE| = |[SFCA| = |[SFDA|. Pricom sme postupne vyuzili tetivovost stvoruholnikov
ABDE, BFEC, AFDC, presnejsie obvodové uhly nad tetivami AE, FE, AF.

No ale my mdme, ze |[SADC| = |SADE| + |[SEDC| = |SADF| + |SFDB| = |SADB|, z ¢oho hned vidno, zZe
|[XADB| = 90°, ¢o je jedind moznost velkosti tohto uhla.

Ked sa nad tym zamyslime, dostdvame, ze D, E, F' musia byt piity vySok (niezeby sme to potrebovali, kedZe tilohu
sme uz vyriesili) a to sa vyuzije v druhom rieseni.

Iné riesenie:

Rovnako ako minule dostaneme, Ze tie 3 stvoruholniky st tetivové. Tych, éo uz videli nejaké takéto obrazky, hned
napadne, ze ak D, E, F su péty vysok, tak to plati (tie stvoruholniky st naozaj tetivové), a preto jedna z moznych
velkosti uhla ABD je 90°. Preco vSak nemoze byt ind? No nech D, E, F st naozaj pity vysok. Predpokladajme,
ze existuju iné 3 body D', E’', F’ také, ze tie vlastnosti platia. Zrejme DE || D'E’, DF || D'F’, FE || F'E’. Ak si
ich skisime nakreslit, tak sa ndm to nepodarf. Lebo ak D’ je BUNV na tsecke BD, tak E’ musi byt na AE (kvoli
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rovnobeznosti DE a D'E’. Bod F’ je potom na AF a D’ na CD. Z toho je ale jasné, ze D = D’, a tak isto £ = E’,
F = F'. Zaver je taky, ze ind trojica takych bodov neexistuje.

Iné riesenie:

Najkratsie riesenie na zaver. Zabudneme na vsetko, ¢o sme zistili v prvych dvoch rieSeniach, len sa pozrieme na
to, ze AB je zrejme os vonkajsieho uhla pri vrchole F' v trojuholniku EDF'. Tak isto aj AC' je os vonkajsieho
uhla pri vrchole E. Bod A je priesecnik osi vonkajsich uhlov, a preto to je stred pripisanej kruznice k strane F'E.
Avsak, ten lezf aj na osi uhla EDF, preto je DA os tohto uhla.Z toho ako v zdvere prvého riesenia l'ahko odvodime
|XADB| = 90°. Vidime, Ze tloha sa dala velmi jednoducho vyriesit a nechcelo skoro vobec ni¢ poéitat, len sa na
to spravne pozriet.

Uloha &.8: Vodka sa hral s atémami vodika. Ked ich dal do vody, neklesli na dno. Aj niektoré ¢isla su neklesajice
— 81 to také prirodzené éisla, ktorych cifry si v neklesajiicom poradi (v smere zlava doprava). Dokdzte, Ze pre kazdé
prirodzené c¢islo n existuje neklesajice c¢islo, ktoré md n cifier a je druhou mocninou celého cisla.

Riesenie: (opravoval Hago)

Neviem ako vy, ale ja, ked som riesil tento priklad, tak som si vypisal fakt vela §tvorcov a snazil sa nie¢o si v&imniut
o tych neklesajtcich. Tych ale bolo viac, ako som si sprvoti myslel, a tak som sa asom snazil zamerat na také,
ktoré boli ¢o najmensie n-ciferné.

Uplne najmensie n-ciferné neklesajiice ¢islo je ¢islo pozostavajice z n jednotiek — oznac¢me ho J,. To by bolo
super keby J,, bolo stvorcom. Zial, po chvili Sialeného fukania po tlacitkach jednotky a odmocniny na kalkulacke
zistime, Ze to tak nie je. MoZeme si vSak vSimnut, Ze pre parne n je odmocnina z J,, &islo, ktoré ma pred desatinnou
¢iarkou samé trojky. To znamend, Ze ked umocnime 3 - J;, 4+ 1 dostaneme §tvorec, ktory by teoreticky mohol byt
neklesajici. Po dalsom Sialenom tukan{ do kalkulacky to vyzera tak, Ze aj vzdy je. Podme to teda ukdzat:

BT+ 1) =9Jp - Jp +6J, + 1= (10 = 1) - Jp +6J + 1 =10"Jp + 5, +1 = Jop +4Jp, + 1.

Ako vyzera toto ¢islo? Spolu méa 2k cifier — na zaciatku mé k jednotiek, potom k — 1 pétiek a jeho posledna cifra
je sest. Naozaj je teda neklesajice. Za k mozeme dosadit Iubovolné prirodzené é&islo a bude to fungovat, éize uz
sme vybavili vetky n tvaru 2k — vsetky péarne. Co s neparnymi? Viimnime si, ze nas vysledny stvorec je vidy
delitelny stvorkou. Takze, ked ho fiou vydelime, tak dostaneme takisto §tvorec a po par tuknutiach do kalkulacky
to vyzera tak, ze ma neparny pocet cifier a je neklesajuci. Podporme to vypoctami:

Jok + 4 +1 100 Jop_o + 4J) + 12
4 N 4

=25-Jop_o+Jp+3 =10-2Jok_o+5Jop_o+Jp+3 = 2Jop_1+5Jok o+ Jp+1.

Toto ¢islo je 2k — 1 ciferné — prv4 cifra je dva, za nou nasleduje k — 2 sedmiciek, potom k — 1 osmiciek a na konci
je deviatka. Vyzera to neklesajico. Toto pekne funguje, az na k = 1. Vtedy dostaneme é&islo 4, ktoré je nastastie
tiez neklesajuce. Tym padom sme vybavili aj vSetky neparne cisla.

Uloha ¢&.9: Ludka je vidy kludnd, ked rdta geometriu. Napriklad takito. Bod O je stredom opisanej kruznice
tupouhlého trojuholnika ABC. Priamka l je kolmd na os uhla BAC' a prechddza stredom strany BC. Navyse plati,
Ze stred dsecky AO lezi na priamke 1. Urcte | BAC.

Riesenie: (opravovala Ludka)
Stredy useciek BC a AO oznaéme v poradi ako E, F'. Ked'ze sa spomina stred
strany trojuholnika a os protilahlého uhla, nemuselo by byt na skodu nakreslit D

si aj os tejto strany. A
Vieme totiz, ze os strany BC' a os uhla BAC sa pretinaji na kruznici opisanej /K
B

trojuholniku ABC. Oznacéme ich prieseénik ako S. Prieseénik priamky [ s
priamkou AS (os uhla BAC) ozna¢me ako G (obr). Pekne vidiet, ze tupy 7 |E
uhol musi byt pri vrchole A, inak by priamka ! nepretinala tsecku AO. l G\
Niet pochybnosti, ze uhol SAD je pravy (Talesova kruznica). Trojuholniky

SAD a SGE majt rovnaké uhly pri vrholoch A a G (obe st pravé). Navyse

tieto trojuholniky zdielaji rovnaky uhol pri vrchole S. Teda trojuholniky SAD

a SGE st podobné a preto sa zhoduji aj v uhloch pri vrcholoch D a E. Do

o&f ndm bije podobnost trojuholnikov OAD a OFE, ktort uréuji dva zhodné

uhly v tychto trojuholnikoch pri uz spominanych vrcholoch D a E a spolo¢ny

uhol pri vrchole O. Z tejto podobnosti sa dozvieme, ze bod F je stred tsecky

OD. Prameni to z poznatku, ze bod F' je stred tsecky OA.

Staéf ndm uz len zistif velkost uhla SBC. Naozaj? A to uz preco? Prezradim Ti len tolko, ze suvislost s velkostou
uhla BAC sme uZ mléky vyuzili a zvySok nechdm na Teba. Usetrime si kus roboty, ked si uvedomime, 7e O je fazisko
trojuholnika SBC (bod O lezi v dvoch tretindch faznice SE od vrchola S). Ako iste vietci vieme, fazisko so stredom
opisanej kruznice (a vielicim d’alsfm) splynie iba v rovnostrannom trojuholniku. Preto | BAC| = 2|4 SBC| = 120°.

s
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Bez pomoci uz lahko ukdzes aj to, ze priamka [ ma dané vlastnosti v kazdom trojuholniku, kde | BAC| = 120° .

Uloha &.10: Miro navstivil mesto miest, Rim. V Koloseu rasti kvietky. KaZdy kvietok je bud sneZienka, TuZa,
alebo tulipdn. Ked ich Miro zacal skimat, vsimol si nasledovné vlastnosti:

e Ziadna trojica kvietkov nelezi na priamke.
o Vo vnitri kaZdého trojuholnika s vrcholmi v snezZienkach leZi aspon jedna ruZa.
o Vo vitri kaZdého trojuholnika s vrcholmi v ruZiach leZi aspon jeden tulipdn.

o Vo vnutri kaZdého trojuholnika s vrcholmi v tulipdnoch lezi aspori jedna sneZienka.

a) Ndjdite ¢o najmendgie prirodzené ¢islo N, aby vZdy platilo: ak rastie n kvietkov v Koloseu, ktoré spl/ﬁajzi Mirove
vlastnosti, tak potom: N > n.

b) Ndjdite rozmiestnenie N kvietkov, ktoré spliiuje Mirove vlastnosti (strucne vysveltite, preco vaSe rozmiestnenie
splnia tieto vlastnosti).

Riesenie: (opravoval Miso)

Pri rieSeni budeme pouzivat vyraz "konvexny obal”, takZe si najprv povedzme, ¢o to je. Je to najmensia konvexna
mnozina obsahujica to, ¢oho obalom je. V nasom pripade to bude n-uholnik, ktorého vrcholy maju ti vlastnost,
ze pre kazdy existuje priamka ktord nim prechddza a deli rovinu na dve ¢asti, pricom iba v jednej z nich s ostatné
body. Dalo by sa povedaf, Ze vrcholy tohto n-uholnika st krajné, kazdy vo svojom smere.

Bez ujmy na vieobecnosti mozeme povedat, Ze ziadnych kvietkov nie je viac ako tulipdnov. Zoberme si konvexny
obal tulipdnov a pocet vrcholov tohto n-uholnika ozna¢me t. Tento ¢t-uholnik vieme rozdelif na ¢ — 2 trojuholnikov.
Napriklad tak, ze z jedného vrchola spravime tsecky do ostatnych. Spolu so stranami t-holnika vytvaraja ¢ — 2
trojuholnikov, ktoré sa neprekryvaju, takze kazdy musi mat vnutri svoju kvetinu.

V kazdom trojuholniku musi byt jedna snezienka. Ak si vnitri t-uholnika este nejaké tulipdny (¢ > 2), trojuholniky
v ktorych si vieme este rozdelit na 3 ¢asti, za kazdy tulipdn vo vnttri ndm tak pribudnd este dve snezienky. Ked'ze
tulipanov je viac ako snezienok, vo vnitri mézu byt maximalne 2 tulipany.

Ak st vnutri dva tulipany, tak snezienok je rovnako ako tulipanov a vSetky snezienky st vnutri t-uholnika. Navyse
v fiom mdzu byt najviac 4 ruZe (inak by sa dali rozdelif na viac ako 2 trojuholniky) a preto tam bude najviac 6
snezienok. Celkovy pocet tulipanov bude najviac 6.

Ak je vnitri 1 tulipan, snezienok bude v obale asponi tolko, kolko je tulipdnov minus 1. M6Zu tam byt najviac 3
ruze a 5 snezienok (Vsetko je v konvexnom obale, ¢ize krajné body nemo6zu vyplnit trojuholniky). Celkovy pocet
tulipdnov je znovu najviac 6.

Ak si vietky tulipdny na okraji ich konvexného obalu, vnttri moézu byt maximalne 2 ruze. To ndm d4va najviac
4 snezienky, takze tulipanov je znovu najviac 6.

Zistili sme, Ze kvetin jedného druhu je najviac 6. Hladané N je preto maximdlne 18. Toto &islo uz je koneéné, lebo
vieme najst vyhovujtice rozostavenie 18 kvetin.

Staci uz len najst rozmiestnenie 18 kvetin na like spiﬁajﬁce podmienky za zadania. RieSeni je viacero, na obrazku
je jedno z nich. Nakolko je to celé symetrické, lahko vieme ukdzat vlastnosti zo zadania (ponechdvame na Gitatela).
Snezienky su biele, tulipany sivé a ruze Cierne body.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola kK |4|5|6]|7]|8 10 s | >
1. Oravkin Eduard 3. 1SG BA 7 9161919 42 | 131
2. Batmendijn Eduard 4. CGsvM SL 15 91919 9 36 | 126
3. Koneény Matéj 4. Glir CB 7 919|819 44 | 124
4. Sasik Tom4&s 1. Gamca BA 21919141919 40 | 122
5. Liptak Jozef 2. GJGT BB 3181961919 41 | 120
6. Drotar Pavol 2. GPos KE 91915197 39 | 119
7. Svarc Radovan 4. Ceskd Trebova | 11 91919 36 | 117
7. Truc Lam Bui 4. Gamca BA 13 91919 36 | 117
9. Marcekova Michaela 0. GPar NR 0[9(9|5/19]|6 38 | 114
10. | Hanzely Slavomir 3. GJAR PO 8 919 |7 6 40 | 95
11. | Pistak Daniel 3. GChD Praha 6 91419 22 | 89
12. | Kluvanec Roman 4. GPar NR 8 6 6|8 1 30 | 83
13. | Bak Patrik 4. G Sobrance 7 0| 81
13. | Stkenik Peter 3. GVar ZA 8 6197 22 | 81
15. | Parada Matej 1. Gamca BA 21919557 35 | 80
16. | Kralik Matej 4. GJH BA 12 61919 24 | 78
16. | Micko Juraj 2. GPos KE 4 1919 18 | 78
18. | Marcekova Katarina 3. GJH BA 7 9151915 28 | 76
19. | Hronkovicova Nina 4. GKom PE 9 9 9 27 | 74
19. | Kopf Daniel 3. G Slez CR 8 91919 29 | 74
21. | Mislanova Kristina 3. GAlej KE 7 915 |4 18 | 73
22. | Banhegyi Tomas 3. GJH BA 4 1919 4 22 | 72
23. | Mol¢an Samuel 3. GJAR PO 7 915|817 29 | 69
24. | Bodik Juro 3. Gamca BA 9 9197 25 | 66
24. | Frankovskd Zuzana 3. GJH BA 7 915|918 1 32| 66
26. | Halabrin Juraj 3. GJH BA 7 9161919 33 | 65
26. | Presinskd Kristina 4. GPar NR 11 6197 0 23 | 65
28. | SemaniSinova Zaneta 3. GAlej KE 7 915412 20 | 63
29. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 914 13| 61
30. | Ondus Daniel 3. GAlej KE 7 915412 20 | 60
31. | Hanesz Zoltan 2. GPos KE 4 0 52
32. | Choma Matej 3. Gamca BA 7 8|5 13 | 49
33. | Murin Marek 3. GJH BA 8 5 9 14 | 48
34. | Ralbovsky Peter 3. SPMNDG BA | 7 0 | 40
35. | Svobodové Zuzana 3. Frydlant CR 4 19 1 11 | 38
35. | Trencanska Tereza 3. Gamca BA 6 9 9 | 38
37. | Horndkova Kristina 2. GPar NR 4 0| 35
37. | M4jek Juraj 3. Gamca BA 3 0| 35
37. | Porubsky Michal 3. GsvCM NR 5 5|4 9 | 35
40. | Krajciova Katarina 4. GAlej KE 10 0| 34
41. | Korman Andrej 2. G Hlohovec 4 0| 33
41. | Téthovd Andrea 3. GJH BA 5 914 |1 15| 33
43. | Sladek Samuel 3. GAB NO 4 0| 30
44. | Holly Dominik 4. SPMNDG BA | 8 0| 28
45. | Liu Zhen Ning Dévid 4. GJH BA 12 0| 27
45. | Nepsinska Silvia 4. GJH BA 11 0 | 27
47. | Hladks Lubica 2. GJGT BB 3 0| 25
47. | Krajmerova Barbora 3. G Surany 6 916 |1 1 17| 25
49. | Gendci Jakub 2. GPos KE 4 0| 22
50. | Kulla Filip 3. BiG Sucany 8 0| 21
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Por. | Meno Roé¢ Skola K 10 s | >
51. | Dracek Frantisek 4. GSkol PB_ | 10 0] 18 |
51. | Krakovska Ema 4. Gamca BA 9 0] 18
51. | Zidek Matgj 3. Frydlant CR | 7 0| 18
54. | Kurimsky Jan 3. GsvMo 6 0| 16
55. | Vanco Simon 3. CGsvM SL 4 0| 14
56. | Kral Adam 3. GVar ZA 6 01 11
57. | Jakubikova Lucia 1. 777 1 0| 10
57. | Kudeléikova Martina 3. GVO ZA 7 0] 10
57. | Santrova Michaela 4. GMH Trstend | 11 0| 10
60. | Petras Peter Pavel Arthur 3. SPMNDG BA | 7 0| 8
61. | Krutek Robert 2. GJGT BB 3 0] 5
62. | Martinka Matej 3. SSsvFA 4 0] 1

kategéria ALFA

Por. | Meno Roc¢ Skola K 2(3/4(5(6|7|p| s | >

1. Marcekova Michaela 0. GPar NR 0 919191519 45 | 134
1. Sésik Tomas 1. Gamca BA 2 91919191419 45 | 134
3. | Zahorsky Akos 1. G Sahy 1 919 619 42 | 123
4. Parada Matej 1. Gamca BA 2 91919|19|5]|5 41 | 121
5. Liptédk Jozef 2. GJGT BB 3 918|969 41 | 119
6. Dlugosova Michaela 1. GKuk PP 2 11819954 35 | 113
7. Ondus Peter 1. GAlej KE 2 61999 9 42 | 110
8. Oravkin Richard 0. 1SG BA 0 9191919 44 | 109
9. Kutkova Sara 1. Gamca BA 2 917197 4 36 | 107
10. | Pajger Simon 1. GVO ZA 2 618|1919|6|4 38 | 105
11. | Tédova Tereza 0. GPar NR 0 91917 5 30 | 103
12. | Svihorik Tom4&s 1. GPar NR 2 219191915 34 | 100
13. | Castulikova Katarina 1. 1SG BA 1 2191919 38 | 98
14. | Poljovka Jakub 1. GPar NR 2 919|166 4 34 | 97
15. | Belan Pavol 1. GVar ZA 2 9181945 35 | 96
16. | Ivan Peter 1. GJH BA 2 91815 511 28 | 94
16. | Marko Alan 1. GMRS NZ 2 61919 519 38 | 94
18. | Pulmannovéa Barbara 1. Gamca BA 2 919 18 | 90
18. Suchova Martina 1. GPar NR 1 41855 2 29 | 90
20. | Mikulds Matus 1. GBST LC 2 919|926 35 | 87
21. | Bajnokova Natdlia 1. GCSL BA 2 11819]9](5 32| 85
22. | Homola Marek 1. GJH BA 2 6|81]9 3|1 27 | 82
23. | Komzala Peter 1. GJH BA 2 91819 511 32 | 80
24. | Horansky Marek 1. SPMNDG BA | 2 9191919 36 | 79
25. Smolarovéa Paulina 1. SPMNDG BA | 2 63|25 4 20 | 74
26. | Leinwatherova Michaela 1. GPan BA 2 0 70
27. | Skotnarova Lucia 2. G Surany 3 91319144 29 | 69
28. Letovanec Jan 1. 77 1 91419814 34 | 67
29. | Simkova Jarmila 1. GPar NR 2 1191945 28 | 66
30. | Mach Jakub 2. GPos KE 2 9|4 13 | 61
31. | Suéikova Svetlana 1. G-BMA UK 2 0 58
32. | Pandy Michal 2. GPos KE 3 0 | 55
33. | Kopfovéa Lenka 0. G Slez CR 0 919 9 36 | 54
34. | Rosinskd Veronika 2. G Surany 2 211 9143 19 | 53
35. | Rajnikovd Maria 2. GLS TN 2 8 8 | 49
35. | Remperova Natalia 1. GKom PE 2 0 | 49
37. | M4jek Juraj 3. Gamca BA 3 0 | 48
38. | Dobrovi¢ Adam 2. GJGT BB 2 0 | 43
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Por. | Meno Roc. Skola K s | >
39. | Boskova Dagmar 1. GJH BA 2 0 | 42 |
39. | Zajacova Terézia 1. 1SG BA 2 0 | 42
41. | Krett Jakub 2. GMA BA 3 0 | 39
41. | Poldkové Nikola 1. G Surany 2 13 | 39
43. | Juran Matus 3. GJH BA 3 17 | 37
44. | Hladka Lubica 2. GJGT BB 3 0 | 31
45. | Poljak Marian 1. 777 1 0|24
46. | Kecskésova Michaela 3. GPar NR 3 0|21
46. | Petrova Simona 3. SPMNDG BA | 3 3 |21
48. | Cermék Michal 1. 1SG BA 1 0 | 18
48. | Jakubikova Lucia 1. 777 1 0 | 18
50. | Sadovska Jana 1. SPMNDG BA | 2 0| 16
51. | Durina Marian 1. G Surany 1 4 113
52. | Ferech Matus 1. GJH BA 1 0 9
52. | Téthova Natdlia 1. GAlej KE 2 019
54. | Krutek Robert 2. GJGT BB 3 0 7
54. | Simkovicova Natélia 1. GCSL BA 1 0 7
56. | Simovéa Méria 2. EGMT 2 0| 4




