Vzorové riesenia 1. série zimnej ¢casti KMS 2015/2016

Uloha &.1: Betka doniesla 11-tim vedicim KMS vela cukrikov. Chee ale zistit, ¢ kazdy vedici dostane rovnako
vela. Zistite, ¢i je ¢islo (9°)° + 6 delitelné 11-timi.

Riesenie: (opravovali Dominik a Veronika)

Ako prvé si uvedomime, ze (99)° = 981, Cislo 93! + 6 bude delitelné jedendstimi vtedy, ked 9% bude mat zvysok
5 po delen{ jedendstimi. Ak k &islu, ktoré ddva zvysok 2 po deleni 3, pripo¢itam 1, tak mi vznikne &islo delitelné
tromi.

Vypoéitame si prvych niekolko mocnin 9 a pozrieme sa aky dostaneme zvysok po deleni jedendstimi.
9'/11 =0, zv. 9
92/11 =71, zv. 4
93/11 = 66, zv. 3
9/11 =596, zv.5
95/11 = 5368, zv. 1
9%/11 = 48312, 2v. 9
97/11 = 434815, zv. 4

Vsimneme si, ze 9% ddva rovnaky zvysok po deleni 11 ako 9', ¢ize 9. Rovnako aj 97 ddva rovnaky zvysok po deleni
11 ako 92, ¢ize 4. Preco to tak je? Vieme z toho nieco zistif pre zvysok cisla 9817

Po chvilke ndm napadne, Ze jednotlivé zvysky 9,4,3,5,1 sa budd opakovaf s periédou dizky 5. Podme ukazat,
7e to naozaj plati. Kazdé prirodzené &islo sa dé napisat ako ndsobok jedendstich plus zvysok, ¢o je matematicky
zapisané ako x = 11k + 2. Potom (9°) - (11k + z) = (9°) - 11k + (9°) - 2 = (95) - 11k + 5368 - 11z + 2z a teda kazdé
prirodzené ¢fslo x mé rovnaky zvysok po delenf 11 ako (9°) - z.

Ked vieme, ze zvysky 9,4,3,5,1 sa budi opakovat s periédou 5, tak vieme zistit, aky zvysok bude mat &islo 93!.
Vidime, ze 81/5 = 16 zv. 1, takze 93! bude mat rovnaky zvysok ako 9!, ¢ize 9.

Z toho ndm vyplyva, Ze ¢islo (92)? + 6 ma po deleni jedendstimi zvysok §tyri: 9 + 6 = 15, a 15/11 = 1, zvysok 4.
Cislo (92)? + 6 nie je delitené jedendstimi. Betka nemoze rozdelit svoje cukriky rovnakym dielom pre vedicich.

Uloha &. 2: Veronika sa rozhodla, Ze napise do kruhun > 3 réznych redlnych cisel tak, Ze kazdé céislo bude sucinom
svojich dvoch susedov. Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa to Veronike méze podarit.

Riesenie: (opravovali Miska a Mojo)

Na zaciatok skisme vytvorit ¢o najvicsi kruh. Zvolme si dve rozne éisla a, b rozne od nuly (rozmyslite si, preco sa
v kruhu neméze vyskytnit 0). Tieto &fsla budi v kruhu napisané vedla seba. Dalej dopisme d'alsie ¢isla, tak aby
kazdé ¢islo bolo si¢inom svojich susedov.

b 1 1 a
G4 b— - —— —— —+—a

a a b b
Na domaécu tilohu si skiste odvodit Ze mdme len jedinti moznost, a to prave ti, ktord je zndzornend vyssie.
Ako vidime, prvé a siedme &islo st rovnaké, teda zjavne nemoézme dostat dlhsi refazec ako 6 bez toho, aby sa ¢isla
opakovali. Na domécu tlohu ¢.2 si rozmyslite, preco by ndm nepomohlo ani keby sme vymenili a a b (teda akoby
sme pisali ¢isla do opaé¢nej strany kruhu).
Teraz nam uz sta¢i iba overif pripady pre n = 3, 4, 5 a 6. Este predtym si vsak sktste zdovodnit, pre¢o do kruhu
nemozeme vpisaf éisla 1 alebo —1.
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n =3 Ak by sme mali v kruhu 3 &isla, mali by sme a, b, a a/b. Teda by muselo platit:
% =ab=>1="V

Z toho dostaneme 7e b musi byt 1 alebo —1, ¢o v8ak ako vieme nemdze nastat.

n =4 Ak by sme mali v kruhu 4 é&isla, boli by to a, b, b/a, 1/a. Teda musi platit:

1
a=b-=a*=b
a
Z tohto vyplyva, ze b/a = a?/a = a, aviak to nemdze byt, pretoze potom si dve &fsla v kruhu rovnaké (nad
tymto sa poriadne zamyslite).

n =5 Pre 5 ¢isel v kruhu mdme éisla a, b, b/a, 1/a, 1/b. Teda by malo platit:

1
=5

My vsak vieme, Ze v kruhu sa 1 neméze vyskytovat, preto v kruhu nemoze byt ani 5 &isel.

n =6 Pre 6 sa tloha vyriesit d4. Existuje mnoho rieSeni a napriklad toto je jedno z nich:
2,6, 3, 1/2, 1/6, 1/3
Ukézali sme, ze Veronike sa moze podarit napisat éisla do kruhu jedine pre n = 6.

Uloha &. 3: Linda dostala od Kiky na narodeniny stvorec. Je vsak smutnd, lebo cheela svoj obliibens obdlznik. Kika
chee svoj omyl napravit, ale md pri sebe len pravitko s ryskou. Nastastie jej Linda do Stvorca vyznadila dizku strany
svojho obdlznika. Mdte na papieri Stvorec ABCD a na strane AD bod E. Narysujte obdlznik s rovnakym obsahom
ako stvorec ABCD a stranou dizky |AE|. K dispozicii mdte len pravitko s ryskou (bez stupnice) a ceruzku.

Riesenie: (opravovali Anina a Ana)

Stvorec ABCD lezi pred nami a niekde (nevieme presne kde) na

strane AD médme bod E. Vieme, ze obdiZnik, ktory hladdme, m4 D C Al
mat stranu dlzky |AE|. Zostrojime teda kolmice na stranu AD v
bodoch A, E, D. Bod, kde kolmica z bodu E pretina stranu BC
ozna¢ime E’. Bodom A’ oznacime priesecnik polpriamok AE’ a E Ia
DC. Narysujeme kolmicu na DA’ v bode A’ a ako pretina nase [
polpriamky EE’ a AB ziskavame postupne body F, B’.

Co sme tymto vietkym dosiahli? A B B’
Predovsetkym néam vzniklo niekolko parov zhodnych trojuholnikov.

e NAB'A' 2 NADA’ (sus)
e NABE' = AE'EA (sus)
o AE'FA' 2 NA'CFE' (sus)

Uvedené trojuholniky maji po paroch rovnaky obsah. Z toho ndm vyplyva, Ze aj obsahy stvoruholnika BB'FE’ a
EE'CD st rovnaké. Presne to sme cheeli (porozmyslajte pre¢o). Hladany obdlznik je teda AB’'FE.

Iné riesenie:

Dalsia moznost rieSenia je s vyuzitim Euklidovej vety o vyske pravouhlého trojuholnika cqcp = v2. 7 tejto vety
vidime, Ze ak sa ndm podari nijst obdlznik so stranami ¢, a ¢, jeho obsah sa bude rovnatf obsahu §tvorca so
stranou dlzky wv.

C B C B
E/
v
ca
X X
D F ca A Cb D E A Ch
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Chceme, aby to sedelo na stvorec ABC D. Narysujeme teda pravouhly trojuholnik, ktorého vyska bude strana AB.
To urobime lahko (vid obrdzok vlavo). Teraz uz len nijst obdlznik. Narysujeme kolmicu z bodu E na uhlopriecku
AC stvorca ABCD a predfiime ju az po stranu AB. Bod, v ktorom kolmica pretne stranu AB, ozna¢ime E’. Tym
nam vznikli 2 trojuholniky zhodné podla vety usu. Potom |EA| = |AE’| a my mdme ¢, a ¢, v polohe, v akej ich
potrebujeme. Mdzeme doplnit body A’, X, E’ na rovnobeznik a n4s§ hladany obdlznik je na svete.

Uloha &.4: Uzemie Kocirkova md tvar pravidelného n-uholnika. Starosta Koctrkova chce rozdelit jeho tzemie
na trojuholniky, ktoré maju vrcholy vo vrcholoch n-uholnika a aspori jednu spolocni stranu s n-uholnikom. Kolkymi
sposobmi to vie urobit?
Riegenie: (opravovali Janko a Jozo)
Najprv si ujasnime, Ze rozdelenia, ktoré sa daji na seba otoéit, povazujeme za
rozne (napr. tie na obrdzku napravo). Na zatiatok je dobré si niekolko rozde-
leni nakreslit, aby sme si v&§imli, ako vyzeraji a ako by sa dali spoéitat. Takisto
je dobré skusif si nakreslif vsetky moznosti pre malé hodnoty n. Pritom by
sme nemali zabudnit na najmensi pripad — pravidelny (teda rovnostranny)
trojuholnik. Ten sa d4 rozdelif len jednym sposobom. Ide o rozdelenie, v kto-
rom nespravime ni¢, lebo trojuholnik je uz rozdeleny na jeden trojuholnik s
pozadovanymi vlastnostami.
Po nakresleni dostatoéného mnoZstva rozdelent si lTahko viimneme, 7ze kazdy n-uholnik (n > 4) je rozdeleny na n — 2
trojuholnikov, z ktorych sa dva trojuholniky dotykajui n-uholnika dvoma stranami. Takéto trojuholniky budeme
volat krajné.
Nage pozorovanie viak potrebujeme aj dokazat. Mozeme pritom vyuzit napriklad uhly. KedZe trojuholniky maju
vrcholy vo vrcholoch n-uholnika, ak s¢itame vnutorné uhly vsetkych trojuholnikov, dostaneme sicet vnutornych
uhlov v n-uholniku. O fom vieme, 7e je (n — 2) - 180°. Ked'Ze stiéet vnitornych uhlov v jednom trojuholniku je
180°, musi byt v n-uholniku prave n — 2 trojuholnikov. Ak vyuZijeme, Ze kazdy trojuholnik mé aspoii jednu stranu
spoloént s n-uholnikom, tak dostaneme, Ze bud’ jeden trojuholnik m4 s n-uholnikom spoloéné véetky tri strany — to
vSak moze nastat iba pri n = 3, alebo dva trojuholniky maji s n-uholnikom spoloéné dve strany — teda st krajné.
Tu si mézeme vsimnit, Ze trojuholnik sa sprava inak ako ostatné n-uholniky,
preto v nasledujticich ivahich budeme pracovat len s n > 4.
Teraz podme uréit, kolkymi spésobmi mézeme taky n-uholnik rozdelit. Zo-
berme si jeden jeho krajny trojuholnik — ten méZeme vybrat m sposobmi.
Ostane ndm (n — 1)-uholnik, ktory pojdeme rozdelovat d'alej (pokial sme uz
nedostali trojuholnik). NemoZeme ho viak rozdelit hocijako. Jedna jeho strana
totiz nie je stranou pévodného n-uholnika. Preto trojuholnik, ktory v (n —1)-
uholnfku bude mat spoloénii stranu so stranou krajného trojuholnika (ktor4 je
na druhom obrazku vyznacena hrubo), musi mat eSte d'alsiu spolo¢ni stranu
s n-uholnfkom. To vieme dosiahnut iba dvomi spdsobmi. Jeden z tychto dvoch
trojuholnikov urc¢ite bude vo vyslednom rozdeleni tizemia, preto ho mézeme
dokreslif a riesit podobnii 1ilohu znova pre mensi mnohouholnik. Zakazdym tak
dostaneme nejaky k-uholnik, ktory ma vsetky strany spolo¢né s pévodnym n-
uholnikom okrem jednej strany. K tejto strane dokreslime trojuholnik tak, aby
mal jednu spoloéni stranu aj s m-uholnikom, ¢o vieme vzdy urobif dvoma
sposobmi. Postup opakujeme, kym celé izemie nebude rozdelené na trojuholniky, presne vyjadrené to je (n — 4)-
krat. Dostaneme tak 2" ~* sposobov rozdelenia (kazdi prave raz) pre zvoleni polohu jedného krajného trojuholnika.
Pre vietky polohy jedného krajného trojuholnika, ktorych je n, to bude n - 2*~* sposobov.
Este musime overit, & sme nejaké rozdelenia nezaratali viackrat. Zistime, 7e kazdé sme zaratali prave dvakrat.
Kazdé rozdelenie je charakteristické umiestnenim dvoch krajnych trojuholnikov. Zoberme si nejaké rozdelenie a
pozrime sa, kolkymi sposobmi ho vieme dostat. Najprv si musime zvolif jeden jeho krajny trojuholnik, to mozeme
dvomi spdsobmi. Potom uz existuje len jeden spdsob, ako priddvat trojuholniky, aby sme dostali zvolené rozdelenie.
Teda kazdé rozdelenie n-uholnika sme zardtali dvakrat, preto pocet spésobov, ako starosta moze rozdelif tizemie
Kocurkova, bude % ‘n-2"% =n . 2775 pre n > 4. Netreba viak zabudnif na trojuholnik, pre ktory tento vzorec
neplati. Ten mozeme rozdelit len jednym sposobom.
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Uloha &.5: V bani s neobmedzenym mnoZstvom poschodi, ktoré siu zhora nadol ocislované —1, —2, —3, ..., pracuje
niekolko (konecne vela) trpaslikov. Kazdy den, v rovnakom case, z kaZdého poschodia, na ktorom sa machddzaji
aspori dvaja trpaslici, sa prdve jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov mal v ten deri na svojom
poschodi. Dokdzte, Ze po urcitom (konecnom) pocte dni bude na kazZdom poschodi najviac jeden trpaslik.

Riesenie: (opravovali Adam a Hopko)

Toto bol jeden z prikladov, pri ktorych sa ndm zd4 hned na prvy pohl’a(ﬂ, 7e dokazované tvrdenie musi platit.
Problém je, Ze naga intuicia nemusi byt vzdy sprdvna, a preto si to treba poriadne zdévodnit. V takychto pripadoch
je dolezité néjst si nieco, éoho sa chytime, nejaki ,veli¢éinu“ alebo premennt, ktort budeme sledovat. Trik je ale
najst ti spravnu veli¢inu. VA&sinou sa oplati zvolit si takd velicinu, ktord ma jedine v koncovom stave (ked je
na kazdom poschodi maximdlne jeden trpaslik) maximdlnu/minimalnu hodnotu. Otdzka je, ako ju zvolit pre tento
priklad. Po chvilke rozmy&lania ndm napadne, Ze nasa veli¢ina moze byt pocet trpaslikov, o ktorych vieme s
urcitostou povedat, ze budi do konca sveta sami na poschodi. Je lahké rozmysliet si, Ze svoje maximum (pocet
trpaslikov) nadobida len ak bude na kazdom poschodi najviac jeden trpaslik.

Zadefinujme si najprv pojem osamoteny trpaslik — trpaslik, ktory je na poschodi sém. Teraz by sme chceli popisat
trpaslikov, ktori budi do konca sveta sami na poschodi. Inymi slovami takych, ku ktorym uz nikdy nikto nepride
z vrchu. Tu ndm hned napadne jednoduché postacujice kritérium: ak budia vSetci trpaslici nad nejakym k—tym
poschodim osamoteni, tak na k—te poschodie uz nikdy nikto nepride. Nagim cielom je teda ukédzat, Zze pocet
osamotenych trpaslikov, nad ktorymi st len osamoteni trpaslici sa bude ¢asom zviésovat, az kym nebude kazdy
trpaslik osamoteny.

Pozrime sa na poschodia, na ktorych st aspon dvaja trpaslici (ak také nieje, vyhrali sme). Vezmime si najvyssie z
nich. Po niekolkych diioch na tomto poschodi ostane len jeden trpaslik (premyslite si). A teda pocet trpaslikov, nad
ktorymi st len osamoteni trpaslici, sa zviésil. Tento krok budeme robif dovtedy, kym nebude pocet osamotenych
trpaslikov, nad ktorymi st len osamoteni trpaslici, maximélny. A to nastane v pripade, ked bude kazdy trpaslik
osamoteny. Teda, po koneénom poéte dni sa s uréitostou stane, ze bude na kazdom poschodi najviac jeden trpaslik.
Iné riesenie:

Podobné riegenie ako vyssie sa d4 jednoducho sformulovat pomocou matematickej indukeid?. Majme n trpaslikov,
a chceme dokézat, Ze po koneénom poéte dni bude na kazdom poschodi najviac jeden.

1° Pre n = 1 (mdme jedného trpaslika v bani) naSe tvrdenie plati vZdy, netreba ni¢ dokazovat

2° Predpokladajme, Ze sa lubovolne usporiadanych n trpaslikov v bani vzdy v koneénom ¢ase rozostavi tak, aby
bol na kazdom poschodi najviac jeden. Chceli by sme dokézat to isté pre m + 1 trpaslikov. Pozrime sa na
najvyssie poschodie v bani, kde je aspon jeden trpaslik. Na tomto poschodi po kone¢nom pocte dni ostane
len jeden trpaslik. Tento trpaslik sa uz nikdy nepohne, a ani k nemu nikdy nikto nepride. Na poschodiach
nizsie je nejak rozmiestnenych n trpaslikov na ktorych pouzijeme predpoklad indukcie a vyhrali sme.

Moézme si véimnit, Ze v toto riesenie je postavené na rovnakych myslienkach ako prvé, ale pomocou matematicke;
indukcie sme spravili dokaz trosku elegantnejsie.

Uloha &. 6: Jozo sa ocitol v risi geometrie. Sotva sa poobzeral a uZ ho napadol svojimi ostrymi uhlami ostrouhly
trojuholndk ABC. Bod D je v niom pdta vysky na stranu BC. Kruznica so stredom v bode D a polomerom |AD|
pretina priamky AB, AC postupne v bodoch P, Q. Aby JoZo premohol trojuholnik ABC, musi zatitocit na jeho
podobné trojuholniky. Dokdzte, Ze trojuholniky AQP a ABC su podobné.
Riesenie: (opravovali Kika a Lubo)

Ideme dokazovat podobnost AABC a AAPQ. Na dokazanie podobnosti
tychto trojuholnikov by bolo vhodné, keby sme si vyznacili nejaké uhly.
Zvolime si ich tak, ako vidite na obrazku:

Ked'ze AD, PD a QD st polomery kruZnice so stredom v bode D, tak si vieme
AAPQ rozdelit na tri rovnoramenné trojuholniky. Sticet uhlov v AAPQ je:

2(n + a2 +ag) =180° = (o1 + a2 + ag) = 90°

Pozrime sa na AABD. Kedze vieme, ze pri vrchole D je pravy uhol a pozndme
uhol pri vrchole A (aq), vieme povedat, Ze plati:

|SABD| =8 =90° — a

Ak si rozpiSeme 90° ako a; + s + a3 a dosadime do nasej druhej rovnice pre
|[<ABD| = 8 dostdvame, ze:

Talebo na druhy pohlad
2 Ak nepoznas matematicki indukciu, vies sa o nej do¢itat v izbierke tloh KMS


http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.pdf
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B=90°—a1=a1+ast+a3—ar =az+a3

Z obrézka vidime, Ze | AQP| = as + a3 = 3. Rovnakym sposobom by sme vedeli ukézat, ze | APQ| = v. Toto
viak robif nemusime, pretoZe je jasné, ze |s BAC| = |[SQAP|. Z toho ndm vyplyva, ze AABC je podobny s AAQP
podla vety .

Mohol by na§ obrazok vyzerat aj inak? Ked sa nachvilu zamyslime, zistime, Ze by inak veru vyzerat mohol, a
sice, ak by v fiom platilo, ze bud |AB| > |AP| alebo |AC| > |AQ|. MozZete si vyskusat, ze ak pouzijeme podobny
postup, zistime, ze aj v takomto pripade st AABC a AAQP podobné. Problémom vsak je, ze uplne rovnaky
postup nebude fungovat, a namiesto nejakych uhlov budeme musiet pouzit ich doplnky do 180°. Taktiez si mozete
vysktsat, Ze nemoze nastat pripad, kedy by platilo, Ze: |AB| > |AP| a si¢asne |AC| > |AQ|. Do budticna vdm
odporticame, aby ste si nasli pAr mintt navyse po (kludne aj po vyrieseni prikladu) a zamysleli sa nad tym, ¢i ste
nasli véetky moznosti, ako moze obrazok vyzerat.

Uloha &.7: Zajo si na zdhrade natiera plot. Dodrziava pri tom nasledujice pravidld:

e Ziadne dve susedné latky nemaji rovnakd farbu,

e nevieme z plota vybrat Styri latky (nie nutne susedné) bez zmeny ich poradia tak, aby boli natreté v poradi
X, Y, X, Y, pre Ziadne dve réozne farby X, Y.

Kolko najviac latiek moze mat Zajov plot, ak nechce pouzit viac ako n réznych farieb?

Riesenie: (opravovali JeFo a Mary)

Netradiéne zaénem vzordk ,filozofickym*“ komentdrom o tom ¢o napisat do rieenia v takychto prikladoch. N4jst
riesenie, 2n — 1 latiek, v tomto priklade nebolo vobec tazké. Ovela komplikovanejsie bolo spravne dokazat, ze viac
latiek uz n farbami za danych podmienok Zajo natrief nemoze. Dokazy pomocou prikladov ktoré sa zvrtni na
uporné (nepodloZené) presviedéanie opravovatela, Ze vietko bude fungovat tak, ako v priklade pre lubovolné n,
7e vy ste si vSetko vyskugali na piatich farbach a inak to uz byt nemoéze, pred opravovatelom velmi neobstoja.
Tvrdenia typu: ,,Bude to fungovaf ..., lebo to nemdze fungovat inak.“ treba poriadne zdoévodnit aj ked si to
pravdivé a pre malé n relativne ocividné.

Najskor sa dohodneme, Ze farby budeme oznaéovat ¢islami od 1 po n a vyskiSajme néjst rieSenie pre malé hodnoty
n. Po par pokusoch nadobudneme tusenie, ze n farbami to moéze Zajo natrief 2n — 1 latkdm. Dokonca sa ndm
podari odvodit aj postup ako natrief plot s 2n — 1 latkami pomocou n farieb. Napriklad:

1, 2,..., (n=1), n, (n—=1), (n—=2),..., 2, 1

alebo
1,2, 1,3, 1,4,...,1, (n—=1), 1, n, 1.

V oboch pripadoch sa mozeme Iahko presvedéit, ze sme to natreli 2n — 1 latkam.

Dokaz toho, 7e 2n — 1 je aj naviac latiek, ktoré vieme ofarbif za¢nime tym, Ze si uvedomime, 7e medzi kazdymi
dvoma latkami (X a Y) rovnakej farby musia byt vsetky latky zafarbené farbami, ktoré uz nie si pouzité nikde
mimo tseku X ... Y. To je jasné, keby sme pouzili niektort z farieb vo vnutri dseku X ...Y mimo tohoto useku,
porusili by sme druhu podmienku. Dalej si uvedomme, ze plot maximélnej dlzky musi zacmat a konéif rovnakou
farbou, ak tomu tak nie je, mdzeme za posledni natrett latku pridat latku s prvou farbou a ni¢ tym nepokazime
a plot predfiime, teda povodny by nemal maximalnu dizku.

Je zrejmé, ze s jednou farbou nezafarbime viac ako jednu latku. Predpokladajme, ze pre vSetky p < n plati, ze za
danych podmienok vieme natriet p farbami najviac 2p — 1 latiek. Rozdelme teraz nas plot na tseky medzi latkami,
ktoré maju rovnaka farbu ako prvé latka. Nech je takychto tsekov L a teda latiek s farbou prvej latky je L + 1.
Podla predchidzajticeho odseku st v kazdom takomto tiseku rozne farby. Nech p; pre i od 1 po L je poéet farieb,
ktoré si v i-tom tiseku. Potom ma plot dizku najviac:

L L L
L+1+4) (2pi—1)=2) pi—L+L+1=2) p;+1.

i=1 i=1 i=1
A ked'ze pocet farieb ktoré sme pouzili na L tsekoch je najviac n — 1 tak plati:

L
2) pi+1<2(n—1)+1=2n—1,

i=1

¢o je presne to ¢o sme chceli dokazat.
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Uloha &. 8: Jefo stratil okuliare. Ked ich hladal, namiesto nich nasiel prirodzené ¢isla a, b, c také, Ze:

o a?+1 ab®>+1 si prvocisla,
o (a2+1)(*+1)=c2+1.

Ndjdite vsetky trojice prirodzenich cisel a, b, c spl/ﬁajdce uvedené vlastnosti.
Riesenie: (opravovali Zajo a Vodka)
Na zaciatok si méZeme bez ujmy na vieobecnosti povedat, ze a < b (ak by b > a, tak ich vymenime). Tiez sa zjavne
b nemdze rovnat c¢ ani byt vicsie. Preto mézme rétat s tym, ze a < b < ¢
Ak by a = b, tak dostdvame (a? + 1)2 = ¢% + 1, dva $tvorce s rozdielom 1 s vsak iba 0 a 1, a také neexistuju
(a, b, ceN).
Rovnicu upravime na tvar:

PP+ =c+1-0*+1)

a’?(b* +1) = (c+b)(c—b)

Z parity tiez mozeme povedat, ze bud si a, b = 1 alebo st parne, aby boli a® + 1, b* + 1 prvoéisla (ak by boli
nepéarne, a® + 1, b% + 1 by boli parne prvocisla a to moze byt len 2).
Vyriesme najprv prvy pripad kedy je jedno z prvocisel parne. Nech a = 1.

b+ 1= (c+b)(c—b)

PretoZe na lavej strane mame prvoéislo, jedna zo zatvoriek na pravej strane je rovnd 1. Musi to byt t4 menSia,
preto c—b=1,b>+1 = c+b. Po tprave ¢ = b+ 1 a dosadeni dostaneme b? + 1 = 2b + 1, b*> = 2b (rovnicu
moéZeme vydelit b pretoZe je prirodzené), z éoho vyjde prvé rieSenie: a = 1, b = 2, ¢ = 3, ktoré zrejme vyhovuje.
Nezabudnime aj na jeho dvojicku, ak by sme vymenili a s b dostavame aj a =2, b=1, ¢ = 3.

Teraz nam ostéva situdcia, kedy st a, b, ¢ parne. (¢ bude tiez parne, lebo na lavej strane budeme maf dve nepdrne
prvocisla a aj prava strana bude musiet byf neparna) Opét predpokladame teraz uz vylepSené usporiadanie, Ze
a<b<ec

a®(b* +1) = (c+b)(c —b)

b2 + 1 je prvocislo, preto deli prave jednu zo zatvoriek.
Rozoberme tieto dva pripady:

Hb2+1|c+b
Ked sa na rovnicu pozrieme z opaénej strany, musf platit ze (¢ — b) | a%. Preto

c+b>b2+1>a’>>c—b

Potom ale plati
b —a®> < (c+b)—(c—b)

(b+a)(b—a) <2b

b+ a je viicsie ako b, preto aby platila nerovnost musi byt b —a = 1 (ak by to bolo viac, lavd strana by bola
zjavne viicsia), lenze a aj b musia byt v tomto pripade nepérne, ¢im dostéavame spor (rozdiel dvoch neparnych
¢isel neméze byt 1).

2) b2 +1]c—b
Tu mézeme povedat ze ¢+ b | a?, preto

a>>c+b>c—b>b+1
(poslednd nerovnost vyplyva z podmienky tohoto pripadu), to je ale spor s usporiadanim a < b < c.
Tym sme sa naozaj presveddciili ze sme dostali jediné dve rieSenia a to
a=1,b=2¢c=3

a=2,b=1, ¢c=3.
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Uloha &.9: Po ukrutnom boji s ostrouhlym trojuholnikom sa JoZo rozhodol, Ze navstivi starého mudrca, ktory ho
nauct finty proti geometrickym utvarom.

Na zemi nasiel nakresleny ostrouhly trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O. Body B', C' si obrazy
bodov B, C v osowyjch simernostiach podla priamok AC, AB. Podla obrdzku za mudrcom vedie kazdd z priamok
BC', CB', AO. Jozo si ale nie je isty, ¢ ho kaZdd dovedie na to isté miesto. DokdZte, Ze sa tieto tri priamky
pretinaju v jednom bode.

Riesenie: (opravovali Kajo a Migo)

V&imnime si, ze podla priamok prekldpame nielen body, ale celé trojuholniky. Uhly prevratenych trojuholnikov st
rovnaké a rovno si ich aj ozna¢ime:

|9 BAC| = |4 B'AC| = |$ BAC'| = a

[$ABC| = [§AB'C| = [§ABC"| = 3
[FACB| = |9 ACB'| = |[§AC'B| = v

Chceme ukézat, Ze tri priamky sa pretinaji v jednom bode. Prieseénik priamok BC’ a B'C si oznatime X a
budeme sa snazif dokdzat, ze uhol XOA je 180°.

Vieme, ze priamky B’C a BC’ sa pretinaji, lebo s priamkou BC' zvieraju na jednej polrovine postupne uhly 23 a
2, ¢o je dokopy viac ako 180° (presne je to 360° — 2« a ked'Ze trojuholnik je ostrouhly, tak o < 90°).

V trojuholniku BC'X si vieme zo susednych uhlov vypoéitat | BOX| = 180°—2v a |4 X BC| = 180° —2. Nésledne
dopocitame uhol CX B:

|XCX B| = 180° — (180° — 28) — (180° — 27) = 28 + 2y — 180° = 180° — 2a.

Vyuzili sme, ze a, §, v su uhly trojuholnika a ich stucet je 180°.

Teraz si vypocitame velkost uhla COB. Bod O je stred kruznice opisanej ABC, teda |SCOB| = 2|4 CAB| = 2a.
Analogicky je [ BOA| = 2.

Teraz by sme si mali vimnut, Ze sicet velkosti uhlov COB a CX B je 180°. Taktiez st na roznych polrovinich
tsecky BC, takze XCOB je tetivovy stvoruholnik.

Obvodovy uhol nad BX na kruznici opisanej X COB je vsade rovnaky. Preto [ XCB| = |4 XOB]| = 180° — 2~
Z toho nam vyplyva, ze body X, O, A lezia na priamke, lebo

|[<XOA| = |4 XOB| + |<BOA| = (180° — 27) 4+ 2y = 180°
Uloha je tym dokazana.
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Uloha &.10: Vodka sa rozhodol odvdzif anglicki abecedu. UvaZoval vsetkyjch 2626 slov dl/zvky 26 v anglickej abecede

(ktord md 26 pismen). Definoval vdhu slova ako 1/(k + 1) kde k je pocet pismen, ktoré sa v slove nevyskytuji.
Dokdzte, Ze sicet vdh vsetkyjch slov je 375.

Riegenie: (opravoval Cvrki)

T4to tiloha mohla pre viacerych z vés vyzerat odstrasujtico, kedze sa v nej vyskytuju velké éisla a mélo premennych.
Inych priméla k snahe (niekedy aj tispesnej) vyriesit ilohu pomocou silnej vypoctovej sily — bud priamym vyjad-
renim sumy roéznych nasobkov kombinacnych ¢isiel, alebo postupnym vypocitanim vah slov od dIZky 1 az po 26.
My si ukdzeme, ako sa d4 tloha vyriesit bez zloZitejsich vypoétov pouzitim nie moc komplikovanej indukcie.

V situdcii, ked rieSime tlohu s velkymi konkrétnymi éislami sa niekedy oplati ilohu ,zozloZitit“ a riesit veobecnejsiu
tlohu. V nagsom pripade sa mozeme napriklad spytat otdzku, akd je vdha vietkych slov diZky n v abecede s m
pismenami. No nemusime ,,zozlozifovat“ az tolko a méZzeme skusit jednu z nagich 26-tiek zachovat. Mame na vyber
z dvoch loh:

e Ak4 je vdha vietkych slov dlzky n v anglickej (26-pismenovej) abecede?

o Ak4 je vaha vSetkych slov dfiky 26 v n-pismenovej abecede?

Sktisené oko matematika vAm mozno napovedd, ze prva tloha vyzera prijatelnejsie. Ak nie, tak dobra hmatatelns
motivdcia vybrat si prvi tlohu je t4, Ze sa d4 jednoduchsie vyriesit pre malé pripady (sktste si vyriesit obe tlohy
pre n = 3). Tymto konéf nase ivodné soirée a mézeme sa pustit do rieSenia nasledujiicej pozmenenej tlohy:

Akd je vdha vsetkgch slov dl%ky n v anglickej (26-pismenovej) abecede?

Ked uz sme vyber tejto moznosti odargumentovali moznostou otestovat tilohu na malych pripadoch, tak to aj
naozaj spravine:

n =0 Tento pripad by sa dal nazvatf patologickym, no mozno ndm pomoze pri uréeni vzorca na véhu slov pre
vieobecné n. Navyse je vypocet velmi jednoduchy, tak preco sa mu vyhybat. Existuje jedno 0-pismenové
slovo a nevyskytuje sa v iom 26 pismen abecedy. Vaha vsetkych slov dlzky nula je:

1

n =1 V tomto pripade mame 26 roznych 1-pismenovych slov, v kazdom z nich sa nevyskytuje presne 25 pismen
abecedy a teda kazdé ma vahu % Vaha vsetkych slov dlzky jedna je:

1

— =1.
26

V(1) =26-
n =2 V tomto pripade mame 26 roéznych 2—pismer30v§rch slov tvaru aa, v kazdom z nich sa nevyskytuje presne 25
pismen abecedy a teda kazdé mé vahu % Dalej médme este 26 - 25 roéznych 2-pismenovych slov tvaru ab, v
kazdom z nich sa nevyskytuje presne 24 pismen abecedy a teda kazdé ma vahu % Vaha vsetkych slov dfiky

dva je:

1 1
V(2) =26 — +26-25- 27.

26 25
n = 3 Trojpismenové slovd moézu mat jeden z nasledujtcich tvarov: aaa, abb, bab, bba, abc. Ak pre kazdy tvar
vypocitame vahu a vynasobime ju poc¢tom slov daného tvaru, tak zistime, ze vaha vsetkych slov dlzky tri je:

V(3) = 27-27 = 729.

Teraz nastal spravny moment na uhadnutie vSeobecného vzorca pre V(n). Staéf si len napisat malé hodnoty v
spravnom tvare:

V(0) =33
V(1) =3°
V(2) =3
V(3) =3°

Vieobecné riesenie by teda mohlo mat tvar V(n) = 33("~1)_ Ak sa ndm to podar{ ukazat, tak V(26) = 33(26-1) = 375

a sme hotovi.
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Spravnost vzorca skisime ukézat indukciou. Uz vieme, Ze pre malé pripady plati. Staéi ndm teda ukazat, ze ak plati
pre prirodzené ¢islo IV, tak plati aj pre N 4 1. Nech teda plati, ze vaha vSetkych slov dfiky N sa rovna 33(V-1 7o
slov deky N vyrobime slova dfiky N +1 nasledujicim spésobom: za kazdé jedno slovo deky N postupne doplnime
kazdé z 26 pismen anglickej abecedy (t.j., z kazdého slova dfzky N vytvorime 26 roznych slov dizky N +1). Skuste
si overit, 7ze takymto sposobom dostaneme vietky (NN + 1)-pismenové slové a kazdé prave raz (na tomto pozorovani
je zalozend celd indukcia).

Teraz ukazeme, ze pre kazdé slovo dizky N plati, ze stcet vah 26 slov dizky N + 1, ktoré z neho vznikli, je 27-krat
vacsi nez vaha daného slova. Majme teda slovo dfzky N, v ktorom sa nevyskytuje k pismen, a teda ma vahu

k#ﬂ. V slovéach dfiky N + 1, ktoré dostaneme pripojenim niektorého z tychto k& pismen na koniec nasho slova,

sa nevyskytuje uz len k — 1 pismen a maju vahu % Naopak v slovach deky N + 1, ktoré dostaneme pripojenim
niektorého zo zvysnych 26 — k pismen na koniec nasho slova, sa nevyskytuje opitf k pismen a maji vahu k+_1 (ak
si z poslednych dvoch viet zméteny, tak si to skiis premysliet alebo si pozri pozndmku na konci riesenia).

Tychto 26 slov mé teda dokopy vahu

1 k+1+26—k 1
E+1 E+1 o E+1

1
k-—+4+(26—-k)-
L (26— )
7 kazdého slova dizky N teda vytvorime 26 slov/dl/zky N + 1, ktoré st dokopy 27-krat t’aZSig nez povodné slovo.
KedZe tymto sposobom vytvorime vsetky slovd dlzky N +1 a kazdé préve raz, tak vdha slov dlzky N +1 je 27-krét
vicsia nez vdha slov dlzky N. Inymi slovami

V(N +1) =27-V(N) =33.33N-1 = 33N,

¢o sme chceli dokdzat.

Uloha zo zadania je uz priamym désledkom vSeobecného vzorca, ktorého spravnost sme prave dokdzali.
Komentdr: V tomto vzorovom rieseni bolo preskocenych viacero drobnych kombinatorickych vypoctov (z dovodu
lepsej kontinudlnej ¢itatelnosti), ktorych spravnost si mozete skusit overit sami.

Poznamka: Napriklad pre slovo ahoj deky 4 méame k = 22 a jeho véaha je % Potom (26 — k =) 4 slova
ahoja, ahojh, ahojj a ahojo maji vahu % a k slov ahojb, ahojc, ..., ahojz ma vahu %

Vvsledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc Skola k|4|5]|6|7[8]9 |10/ p| s | >
1. Sasik Tom4&s 2. Gam¢éaBA | 4]1919]9(9]9]9 45 | 45
2. Hanzely Slavomir 4. GJAR PO | 8 9191919 36 | 36
2. Marko Alan 2. GMRS NZ | 4 91919 36 | 36
2. Sladec¢ek Michal 3. GVar ZA 5 9191919 36 | 36
2. Sladek Samuel 4. GAB NO 6 9191919 36 | 36
6. Micko Juraj 3. GPosKE | 6 71916 9114 35| 35
7. Téthova Andrea 4. GJH BA 6 9193 914 34 | 34
8. Hrmo Simon 4. GParNR (4|5 (8|93 8 33| 33
8. Pajger Simon 2. GVO ZA 414191916 ) 33 | 33
10. | Csenger Géza 3. GHS 3 9193 9 30 | 30
10. | Dlugosova Michaela 2. GKukPP [ 46995 1 30 | 30
12. | Porubsky Michal 4. GsvCM NR | 6 919|615 29 | 29
13. | Murin Marek 4. GJH BA 8 9131394 28 | 28
14. | Kopfové Lenka 1. G Slez CR | 2 919 9 27 | 27
14. | Mach Jakub 3. GPosKE | 3 919 9 27 | 27
14. | Marcekova Michaela 1. GPar NR 1171519133 27 | 27
14. | Poljovka Jakub 2. GParNR [4]|0]9(|5]3 911 27 | 27
14. | Zahorsky Akos 2. G Sahy 3 919 9 27 | 27
19. | Drotéar Pavol 3. GPos KE 5 919 8 26 | 26
19. | Moléan Samuel 4. GJAR PO | 8 913|915 26 | 26
21. | Ivan Peter 2. GJH BA 41519830 25 | 25
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Por. | Meno Roc Skola kK|4|5|6]|T7 9 |10 s [ Y]
21. | Pivoda Toma&s 3. SJG KN 3 919 7 25 | 25
21. | Zidek Matéj 4. Frydlant CR | 7 917 9 25 | 25
24. | Bodik Juro 4. Gamca BA 9 917 * 24 | 24
24. | Pistak Daniel 4. GChD Praha | 7 916 24 | 24
26. | Kopf Daniel 4. G Slez CR 9 816 9 23 | 23
27. | Marcekova Katarina 4. GJH BA 8 813 9 21 | 21
27. Smolarova Paulina 2. SPMNDGBA | 4|2 ]9|7|3 21 | 21
27. | Stkenik Peter 4. GVO ZA 9 913 9 21 | 21
30. | Ondus Peter 2. GAlej KE 41711193 20 | 20
31. | Ralbovsky Peter 4. SPMNDG BA | 8 213 915 19 | 19
32. | Krdl Adam 4. GVar ZA 6 919 18 | 18
32. Svihorik Tom4s 2. GPar NR 41019513 18 | 18
34. | Gendci Jakub 3. GPos KE 5 819 17 | 17
34. Suchova Martina 2. GPar NR 311]12(9]3 2 17 | 17
36. | Kutkov4 Séara 2. Gamca BA 413111913 16 | 16
36. | Parada Matej 2. Gamca BA 41419 3 16 | 16
36. | Vanco Simon 4. CGsvM SL 513191413 16 | 16
39. | Kulla Filip 4. BiG Sucany | 8 813 311 15 | 15
39. | Kurimsky Jan 4. GsvMo 6 9 5 15 | 15
41. Belan Pavol 2. GVar ZA 412131213 4 14 | 14
42. Homola Marek 2. GJH BA 41119 3 13| 13
43. | Bajnokova Natélia 2. GCSL BA 4 913 12 | 12
43. | Choma Matej 4. Gamca BA 7 913 12 | 12
45. | Dendis Tom4&s 5. BiG Sucany | 5 21113 1 T 7
46. | Molnar Maximilidn 2. EvSS LM 2 3 1 5 5
47. | Krajmerova Barbora 4. G Surany 6 3 3 3
48. | Eller Peter 3. GJH BA 4 0 0
48. Jarunek Maximilidn 1. GLN BA 1 00 0 0 0

kategéria ALFA
Por. | Meno Roé¢ Skola k|1]2|3|4|56]|7 s | >
1. Kollér Pavol 1. GamcaBA |1 ]19]919 919 45 | 45
1. Misiak D4vid 1. GJH BA 1191919]9|19(9]|6 45 | 45
1. Stevko Martin 1. GAlejKE | 1191919899 45 | 45
1. To6dova Tereza 1. GParNR [ 1]9(9(9]|6]|9]9 45 | 45
5. Krajc¢i Samuel 1. GAIejKE | 11819191919 44 | 44
5. Zubcdk Matus 1. GParNR |1|8(9]9 9 3 44 | 44
7. Brezinova Viktoéria 1. GAlgjKE |1 (89|98 43 | 43
8. Baldz Luk&s 1. G Bénovce | 1 |99 9 9 6 42 | 42
8. Marcekova Michaela 1. GParNR |1 |8(9(9|7|5]9]3 42 | 42
8. Poturnay Maridn 1. GPACPN |1 |8]|419 9197 42 | 42
11. Cinova Tatiana 1. GParNR |18 (6|9 91913 41 | 41
12. Glevitzka Stefdnia 1. GVBNPD [ 1]|19]9]2|9 913 39 | 39
12. | Hrmo Matej 1. GParNR |19 9 91913 39 | 39
12. | Jéza Bohdan 1. GJH BA 1191919 9113 39 | 39
12. | Molnéar Michal 1. Gamca BA | 1|9 9 91913 39 | 39
16. | Beldk Tom4&s 1. GAV LV 1181919 9 3 38 | 38
16. | Ciz Jozef 1. GJHBA |[1[8(9]9 9 3 38 | 38
16. | Klein Pavol 1. GPACPN [ 1191919 31813 38 | 38
16. | Rosinsky Juraj 1. IdeLancy | 1|8 |19 91913 38 | 38
20. | Krélovi¢c Tom4s 1. GParNR |1 |8(91]9 219 37 | 37
21. | Durackova Méria 1. GJH BA 1 919 919 36 | 36
21. | Mosko Matej 1. Gamca BA | 1| 9 9 919 36 | 36
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Por. | Meno Roc Skola k|1]2|3|4|5|6]|T7T s | >
23. | Kalasova Martina 1. GJH BA 1 919 51913 35 | 35
24. | Benkova Nina 1. GPdC PN 1191719 9 34 | 34
24. | Findra Michal 1. GDT PP 118 91519 3 34 | 34
24. | Kopunec Matuis 2. GLS TN 2 919 4193 34 | 34
27. Winczer Tobids 1. SPMNDGBA | 1|99 ]2 9 3 32 | 32
28. | Dujava Jonas 1. SPSE Presov | 1|89 9 ) 31 | 31
28. | Hecko Michal 1. GPOH DK 1(8]3|8 913 31| 31
30. | Machalovd Monika 1. GJH BA 1 919 9 3 30 | 30
30. Ondov¢éikova Lucia 1. G Modra 11819(2]2]|1]9 30 | 30
32. | Kebis Pavol 1. G PK 1 9 519 6 29 | 29
33. Barusova Ema 1. GPar NR 118 9 219 28 | 28
33. | Csenger Géza 3. GHS 3 7 9193 28 | 28
33. | Mihal Filip 1. Gym RS 1(8]4|8 8 28 | 28
36. | Galikova Kristina 1. SukG Ceska 1147194 213 27 | 27
36. Oravkin Richard 1. 1SG BA 1 919 9 27 | 27
36. | Pisonova Karolina 1. G Bénovce 11919 9 27 | 27
39. | Rajnikova Maria 3. GLS TN 3 31913 24 | 24
40. Studenic¢ova Katarina 2. GPOH DK 2 411 3 23 | 23
41. | Pies Déavid 1. SPMNDG BA | 1| 8 111 3 22 | 22
42. | Izséf Ottéd 3. SJG KN 3 9193 21 | 21
42. Molnar Maximilian 2. EvSS LM 2 919 3 21 | 21
44. | Lacko David 1. GPOH DK 1181319 20 | 20
44. | PortaSikové Jasmina 1. GVar ZA 1133711413 3 20 | 20
46. | Letovanec Jan 1. Gamca BA 1 8|2 9 19 | 19
47. | Budaj Lubor 2. BiG Suéany | 2 419 1 3 18 | 18
47. | Feketeova Viola 1. GBST LC 18 (3]2 11213 18 | 18
47. | Kopfova Lenka 1. G Slez CR 2 919 18 | 18
47. Mach Jakub 3. GPos KE 3 919 18 | 18
47. | Pivoda Tomas 3. SJG KN 3 919 18 | 18
47. | Zahorsky Akos 2. G Sahy 3 919 18 | 18
53. Castulikova Katarina 2. 1SG BA 3 91411 3 17 | 17
53. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 7 613 17 | 17
53. | Suchova Martina 2. GPar NR 3 2 21913 17 | 17
56. | Belejova Sara 2. GPH MI 2 9 1 3 14 | 14
57. Majer Matas 1. SPMNDGBA |16 |21 3 13 | 13
58. | Calvo Natalia 1. GPar NR 118|310 1 12 | 12
59. | Kubinec Ondrej 1. G PK 11813 11 | 11
60. Knaze Gabriel 1. GJCh BR 113 113 3 10 | 10
61. | Skala Daniel 1. GCSL BA 119 919
61. | Skopalova Katarina 2. GPH MI 2 9 9 9
63. | Jakubikova Hana 1. GCSL BA 1 211112 7 7
63. | Novota Matej 1. SSsvFA 1 1 3 3 T T
65. | Kurimsky Frantisek 2. GsvM PO 2 ) 5 )
66. Jarunek Maximilidn 1. GLN BA 1|1 2 010 3 3
67. | Beno Roman 3. GJH BA 3 0 0
67. | Cicova Katarina 3. GMRS NM 3 0 0
67. | Durina Marian 2. G Surany 2 0 0
67. Novosedliakova Lea, 3. GJL MT 3 0 0
67. | Porges Eduard 2. GJH BA 2 0|0
67. Stroka Martin 2. GSkol PB 2 0 0
67. | Valova Alena 3. GJL MT 31111 0 0




