Vzorové riesenia 2. série zimnej casti KMS 2015/2016

Uloha &. 1: Kazdij z 2015-tich $molkov si chce postavit okrihly doméek. Chei si ich postavit tak, aby sa niektoré
dotykali. Vieme v rovine ulozit 2015 kruhov s rovnakym polomerom tak, aby sa kaZdy kruh dotykal aspori troch
d’algich kruhov?

Riesenie: (opravovala Betka)

Chceme do roviny ulozit 2015 kruhov s rovnakym polomerom. Zaéneme intuitivne, poktsime sa nejak poukladaf
zopar kruhov, aby sa kazdy z nich dotykal aspon troch. Vezmime si najprv tri kruhy a poukladajme ich tak, aby
sa dotykali. Uz je to skoro to ¢o by sme chceli. Kazdy sa dotyka prave dvoch. Urcite ndm udrie do o¢i aj to, ze
stredy kruhov vytvéaraji pravidelny trojuholnik, skiste si premyslief prec¢o a ako to moze byt vyhodné.

<o

Postupne priddvame dalsie kruhy aby sme vytvérali ¢o najviac dotykov. Vzdy vieme vyrobit dotyk s aspoil dvomi
kruhmi, a teda pridat d'alsi ,trojuholnik®.

s

Na druhom obrazku uz mame aj jeden kruh ¢o spiﬁa nasu podmienku. Takto skii§ame pridédvat dalej az nam
vznikne takato ,kvetinka“.

&

V nej sa uz kazdy kruh dotyka aspoii troch inych. Samozrejme takto sme zatial ulozili len 7 kruhov. Ak by bolo
2015 delitené siedmimi, uz to mame hotové. Avsak 2015 ndm po deleni siedmimi d4va zvysok 6. Jeden sposob ako
poukladat kruhy moze teda byt Ze vyrobime 287 kvetiniek. Zvysnych 6 kruhov uloZime tak, aby sme vyrobili dotyk
s aspon tromi kruhmi. Napriklad vyrobime z dvoch kvetiniek , dvojkvetinky*.

&

Uréite vSak vieme vymyslief aj viacero inych spésobov. Smolkom mézme s radostou ozndmif, ze naozaj vieme
poukladat do roviny 2015 kruhov s rovnakym polomerom tak, aby sa kazdy dotykal aspoii troch.
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Uloha &. 2: Kajo hrdva futbal. Na tréningu si skusa prihrdvku o stenu. Nachddza sa v bode A a chce si loptu prihrat
o stenu tak, aby ju chytil v bode B. Nevie vsak, ako ju md kopnit. V rovine si dané body A, B a priamka p, ktord
nepretina usecku AB. Zostrojte na priamke p bod C' taky, Ze os uhla ACB bude kolmd na priamku p.

Riesenie: (opravovali Ivka a Lubo)
Ked'Ze je nasou tilohou nie¢o zostrojit, uréite ndm pomoéze zacat tym, Ze si nakreslime obrazok a spravime rozbor
tdlohy.

Vyuzijeme poznatok, zZe uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu a teda os uhla AC B rozdeluje tento uhol na dva rovnaké
uhly s poloviénymi velkosfami. Tieto uhly si oznaéime ako . Ich doplnky k pravym ulom budd teda rovné 90° — .
Méme teda odkial kam chce Kajo loptu kopniif, stenu, od ktorej sa lopta odrazi. TaktieZ vieme, ¢o musi platif pre
uhly pri bode C.

No ale ¢o s tym? Zostrojme si bod B’, ktory bude obrazom bodu B podla priamky p. Je to vlastne bod, kam by
lopta prisla, keby sa od steny neodrazi. Co vieme o bode B’? Doteraz nas zaujimali hlavne velkosti uhlov pri bode
C, tak sa skiisme pozriet, ¢o ndm tento novy bod pridal. KedZe B’ je obrazom bodu B, tak velkost uhla, ktory
tvori tisetka CB’ a priamka p bude tiez 90° — a (skiste si premysliet prec¢o). N&3 obrazok dostdva nasledovni
podobu:

B/

00° —an (!
90° — 0° — a

B A

A ¢o vieme povedat o uhle ACB’? Pre jeho velkost plati:

90° —a+90° —a+a+a=180°+(2-a—2-a) = 180°

KedZe ndm tento uhol vysiel priamy, tak vieme, ze bod C' lezi na tsecke AB’.
A ako teda zostrojime hladany bod C? Jednoducho. Staéi ndm zostrojif obraz bodu B a sice B’. B’ spojime s
bodom A a na mieste, kde sa ndm pretala priamka p s dsetkou AB’ bude lezat nas vytizeny bod C.

Uloha &. 3: Ketrin si na papier napisala vijraz
1-141—-14+1—---41,

ktory sa skladal z 2015 jednotick so striedajicimi sa znamienkami. Potom skusala doriho doplnit zdtvorky tak, aby
nikde nedostala zdpis sicinull Kolko réznych siétov mohla dostat?

Riesenie: (opravovali Jozo a Adam)

Ako prvé sa mozeme zamysliet nad tym, ¢o Ketrin vo vyraze zmeni, ak tam prid4 zatvorku. Ak ju d4 za znamienko
+, ni¢ sa nestane, a moze daf zatvorku zase preé. Co sa vsak stane ked ju dé hned za znamienko —? Vtedy sa
hodnota sictu zatvorky zmeni na opaénu, ¢o je to isté ako keby sme dali tu zatvorku pre¢ a vSetkym jednotkam
v nej zmenili znamienko na opa¢né. Priddvanim zatvoriek teda Ketrin meni znamienka jednotiek v nasom vyraze.
Napriklad z 1 — 1 + 1 — 1 vie pridanim zéatvoriek spravit 1 — (1+1) —1=1—1—1— 1. Tym, Ze tretej jednotke
zmenila znamienko, podarilo sa jej z +1 urobit —1.

Ak dédme do zatvorky neparny pocet jednotiek, prvej sa znamienko nezmeni a ostatné sa po dvojiciach ,,vynuluju®,
takZe si velmi nepomézeme. Ak ddme do zatvoriek parny pocet jednotiek, zase sa prvéd nezmeni, ostatné sa po
dvojiciach ,vynuluji“ a poslednd sa zmeni na —1 &m siéet klesne o dva. Este nesmieme zabudnit, Ze zatvorky

ITeda l'avé zatvorky umiestiiovala napravo od znamienka.
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mozZeme aj do seba vkladat. Tak mozeme napriklad zétvorke s parnym poc¢tom jednotiek, ktord ndm znizovala stcet
o dva, zmenit znamienka. Potom ném siéet pre zmenu o dva zvysi.

Zamyslime sa nad tym, aké stcty vlastne vieme dostat. Tym, Ze menime jednotkdm znamienka, zmenime vysledny
sicet vzdy o dva. Bez akychkolvek zatvoriek m4 nis vyraz siéet 1, éo je neparne &islo. Preto priddvanim alebo
odoberanim dvojky vieme dostaf iba nepérne é&isla. Aké teda?

Okrem prvej jednotky, ktora pred sebou uz nem4 ziadne minus, dokdzeme z kazdej +1 urobif —1. Z vyrazu

l—1+1—-1+41—--—1+1
pridanim zatvoriek spravime
1-(1+D)-(141)——(141)=1-1-1-1-1—---—-1-1

Vieme Ze na 2015. mieste bude +1, lebo v naSom vyraze sa ndm pravidelne striedaju +1 a —1 tak, ze na neparnych
pozicidch si +1. Najmensi sicet dostaneme tak, ze zmenime na zdporné vsetky znamienka, ktoré moézeme. Okrem
prvej jednotky, ktord pred sebou uz nem4 Ziadne minus, mézeme zmenit znamienko vietkym ostatnym. Dostaneme
tak jednu +1, a 2014-krat —1, €o ked spoéitame, dostaneme —2013.
Ked budeme po jednej pridéavat takéto zétvorky, budeme zaradom -+1 menit na —1. Takto po vSetkych neparnych
c¢islach klesneme az ku —2013.
Vieme dostat aj sucty vicsie ako 17 Vieme, napriklad ak budeme tak ako predtym menit vSetky znamienka na
minus, a potom ich vSetky zmenime na plus. To spravime jednoducho tak, ze vlozime jednu zatvorku do druhej. Z
vyrazu

1-1+1-141-141—---—1+4+1

tak vieme dostat
- (11— (41— (14—~ (141) =1 (1+1-1-1-T1-T1—1-1)=1-1-14 14141414 -+1+1

Pri takomto vkladani jednej zatvorky do druhej, ndm vzdy zostani aspon dve —1. Prvej —1 vo vyraze nembzeme
zmenit znamienko, lebo skor vo vyraze ziadne minus nie je. Druhej —1 znamienko moézeme zmenit na +, ale potom
dostaneme -1 z predchadzajicej +1.

Takymto spésobom teda vieme menit znamienka na plus. Okrem dvoch —1 a prvej jednotky, vieme vietky ostatné
jednotky ktorych je 2012, zmenif na +1. Budeme mat teda 2013-krat +1, a dvakrat —1, ¢o je dokopy 2011. Va&si
sicet zase dostaf nemdzeme, lebo vietky znamienka, ktoré sme mohli, sme zmenili na +.

Tym Ze budeme znova vidy jednu +1 menit na —1, a potom ju aj s —1 ktora bola pred fiou zmenime na +1, vieme
dostat akykolvek neparny stiéet medzi 1 a 2011. No a kolko je neparnych siétov medzi -2013 a 2011 uz vieme
vyratat: (2012/2) + 1 + (2010/2) + 1 = 1007 + 1006 = 2013. Ketrin vie teda priddvanim zétvoriek do povodného
vyrazu dostat 2013 roznych stétov.

Komentar: Na zaéiatku sme nerozoberali podrobne vsetky sposoby, ako moze Ketrin do vyrazu pridavat zatvorky.
MbzZe ich totizto roznymi sposobmi do seba vkladat. Pri rozbore vietkych sposobov zatvorkovania mozeme lahko
na nejaké pripady zabudnit (samozrejme, dé sa to spravit poriadne). Preto sme rozobrali len niektoré pripady,
aby sme sa s prikladom lepsie zoznamili. To, Ze Ziadne iné sti¢ty Ketrin nemohla dostat sme vedeli lahko zd6évodnit
aj bez tplného rozboru zatvorkovania.

Uloha &. 4: Ludka si vyrdba ,koleso® §tfastia v tvare pravidelného p-uholnika, kde p je prvoéislo vicsie ako 2. Md
k dispozicii N réznych farieb, ktorymi chce ofarbit p jeho vrcholov (farby sa mézu aj opakovat). Kolkjmi spésobmi
ich vie Ludka ofarbit, ak ofarbenia, ktoré sa daji na seba oto&if povazujeme za rovnaké.

Riesenie: (opravovali Ludka a Hago)

Ludka s Hagom sa dohodli, Ze sa pri opravovani tohto prikladu stretnd na intrdkoch. Hago by bez kompasu na
miesto netrafil a kym ho Ludka ¢akala, Zuvala zuva¢ku. Ked koneéne dorazil, pochvalil sa kolesom &fastia, ktoré
si vyrobil. Ludke od tdivu nad tym, Ze jeho koleso vyzera presne rovnako ako to jej, vypadla zuvacka a Hago jej
(ako pravy gentleman) podal novii zZuvacku takou rychlostou, ze mu vypadlo koleso §tastia z ruky a prilepilo sa
Ludkinou #zuvackou naveky k zemi.

Ludka vytiahla svoje koleso a polozila ho na to Hagovo tak, aby boli rovnaké farby na sebe. Hago sa jej opytal,
kolko existuje réznych otoceni jej kolesa, ktoré farebne pasuji s tym jeho. Okamzite vyprskla ako odpoved &islo k,
pricom vyplula Zuvaéku na jeden z vrcholov svojho kolesa. Hago si v&imol, Ze tento vrchol ukazuje na vychod, a
tak na jeho poéest nazvali tito poziciu Ludkinho kolesa vychodiskovou poziciou.

Hagovi sa Ludkina rychla odpoved nezdala, a preto sa ju pokisil overit. Po chvili otd¢ania Ludkinym kolesom si
zaznacil na svojom kolese vrcholy, nad ktorymi sa pri farebne konzistentych poziciach nachadzal zuvackovy vrchol,
a ¢uduj sa svete, bolo ich presne k.

Smutny, Ze Ludka mala pravdu, vratil koleso do vychodiskovej pozicie a zacal nim otdéat v smere hodinovych
ruciciek. Ked sa prvykrat dostal zuvackovym vrcholom nad vyznageny vrchol (€o je to isté ako, Ze sa prvykrét
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koles4 farebne zhoduji), zapisal si, Ze kolesom musel oto¢it o I vrcholov. Uz-uz sa chystal otaéaf kolesom d'alej,
ked ho Ludka zastavila a povedala mu, Ze nakolko koless zasa farebne sedia, tak vrchol smerujici teraz na vychod
je na tom tplne rovnako, ako na tom bol zuvackovy vrchol vo vychodiskovej pozicii pred otacanim kolesa. Hago sa
opytal, ¢ to znamen4, Ze najblizgia pozicia, pri ktorej sa budi kolesd zhodovat (resp. bude Zuvackovy vrchol nad
vyzna&enym vrcholom), nastane presne po oto¢eni o d'algich | vrcholov. Ludka prikyvla.

Hago teda smelo potocil kolesom zasa o [ vrcholov v smere hodinovych ruéi¢iek. Vrchol smerujici na vychod bol
na tom zasa rovnako, a tak Hago posmeleny minulymi tvahami zopakoval tocenie o [ vrcholov. Takto ho opakoval,
az kym. .. az kym sa zuvackovy vrchol neobjavil nad vyznac¢enym vrcholom, nad ktorym sa uz niekedy objavil. To
sa urcite niekedy stane, lebo vrcholov je obmedzene vela.

Hagovi s Ludkou sa vpodstate podarilo zistif, ze Hagovo koleso mé k vyznacenych vrcholov a dva susedné st
vzdialené vzdy o [ vrcholov. Dokopy méme p vrcholov, takze musi platit, ze k - I = p. Kedze p je prvoéislo, tak sa
bude k rovnat bud 1 alebo p.

Vyskusajme si teraz zvolif postupne vsetky vrcholy Ludkinho kolesa za Zuvackové a sledujme, aké dostaneme k.
Mozu sa stat vpodstate dve veci.

1. Aspon raz dostaneme k = p. Vtedy su vSetky vrcholy Hagovho kolesa vyznacené a vetky vyznacené vrcholy
musia mat rovnaku farbu ako Zuvaékovy vrchol. Koleso bude teda pozostévat z vrcholov rovnakej farby.

2. Vzdy dostaneme k = 1. To znamen4, ze ziadne dve otocenia kolesa nevyzeraju farebne rovnako.

Mame teda iba dva druhy kolies — jednofarebné a také, pre ktoré vSetkych ich p otoceni vyzera rozne. Jednofa-
rebnych je presne N, to je jasné ako facka. Ako ale spoécitat tie zvy§né? Zaénime s nenafarbenym kolesom, ktorému
na jeden vrchol prilepime zuvaéku. Tento vrchol ofarbime ako prvy a potom postupne ofarbujme d'alsie vrcholy
v smere hodinovych rucic¢iek. Takto sme ofarbili p vrcholov a pri kazdom sme sa rozhodovali medzi N farbami,
méame teda NP moznosti. Zaratali sme tam ale aj tie jednofarebné, tak ich musime odrataf. Okrem toho sme kazdé
zapocitali p-krat — raz pre kazdé z jeho réznych otoceni. Je ich teda (N? — N)/p. Roznych ofarbeni kolies exituje
dohromady

NP — N
+—

p

N

Uloha &.5: Vodka nasiel stvoruholnik, v ktorom eristuje taky bod, Ze lubovolnd priamka prechddzajica timto
bodom rozdeli tento stvoruholnik na dve casti s rovnakym obsahom. Podla Hopka to neméze byt len taky hocijaky
Stvoruholnik. Dokdzte, Ze takyto Stvoruholnik musi byt rovnobeznik.

Riesenie: (opravovali Kika a JeFo)

Maéame §tvoruholnik a v nom bod, pre ktory platia podmienky zo zadania. Najskor ukdzeme, ze takyto bod je
najviac jeden. Co ak by boli dva? Cez kazdy z nich viem viest lubovolni priamku taki, ze stvoruholnik rozdelia
na dve Casti s rovnakym obsahom. Ak by sme tymito bodmi viedli rovnobezné priamky (dve priamky, nie jednu
prechddzajicu oboma bodmi), tak by mi medzi nimi vznikla oblast, ktorej obsah je nenulovy, ¢o je spor (rozmyslite
si).

Vedme nasim bodom S tri rézne priamky a to také priamky, Ze ich prieniky so stranami lezia prave na dvoch
strandch §tvoruholnika (rozdeluji §tvoruholnik na 2 p#tuholniky a 4 trojuholniky, vid obrazok).

Oznacme prieniky priamok a strén K, L, M a P, @}, R a oblasti si ozna¢me A, B, C, D, E a F (rovnako aj ich
obsahy). Potom A+ B+C =D+ E+ F, taktiez A+ B+ F=C+D+FaajA+F+FE=B+C+ D. Aby tieto
tri rovnosti boli splnené sticasne, tak musi platit A = D, B= E a C = F. Zvolme tri priamky tak aby B = C (t.].
|[KL| = |LM|). Kedze B=FE, C = F a aj B = C, tak musi platit, ze F = E.
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Ak s strany §tvoruholnika (tie s ktorymi maji nase priamky prieniky) réznobezné, tak |PQ| # |QR| (aby to bolo
pekne vidiet, tak sktste dokreslit rovnobezku s ). Avgak vysky oboch trojuholnikov st rovnaké (vzdialenost
strany od S), teda E # F. Co je spor. Teda musia byt rovnobezné.

V rovnobezniku uvazujme ako bod S prieseénik uhlopriecok. Je zrejmé, ze S je stred stimernosti, takze lubovolnd
priamka prechadzajica tymto bodom rozdeli rovnobeznik na dve zhodné casti s rovnakym obsahom.

Iné riesenie:

Vychddzajme z rovnakého delenia ako v predchddzajticom pripade (§tvoruholnik rozdeleny na 2 péatuholniky a 4
trojuholniky). Obsah trojuholnika viem vypoéitat ako

Sa =1/2absinvy,

kde 4 je uhol ktory zvieraji strany a a b. Obsah AKMS viem vypocitat ako |KS|-|SM]|-singKSM. Podobne
obsah APRS viem vypoécitat ako |PS| - |SR|-singPSR. Aby obsah AKMS bol rovnaky ako obsah APRS.
Uhol KSM a uhol PSR st vrcholové, teda maji rovnaku velkost. Musi teda platit |KS|- |MS| = |PS| - |RS].
Podobne vieme pre AKLS a APQS rovnost |[KS|-|LS| = |PS|-|QS| a pre trojuholniky AMLS a ARQS rovnost
|LS| - |MS| = |QS| - |RS|. Lahko vieme dopocitat, Ze tieto tri rovnice st splnené len vtedy ked |KS| = |PS|,
|LS| = |QS] a [MS| = |RS|. Podobne viem dokdzaf pre Iubovolni usecku deliacu $tvoruholnika na dve casti s
rovnakym obsahom, Ze bod S ju rozpoluje. Toto je splnené len ak je §tvoruholnik rovnobeZnikom (ak mdm dantt
stranu a bod S, tak stredovou stiimernostou podla bodu S, dostanem rovnobeznt druhd stranu, rovnako aj pre
zvy$né dve strany).

Uloha &.6: Mafo si vytvoril postupnost prirodzenijch éisel a1, ag, ..., Gy, ... nasledovnym spésobom: zvolil si
najprv prirodzené ¢éislo a1 a d'alsie cleny postupnosti uréil podla vetahu an 1 = an+by, kde by, je poslednd cifra éisla
an, pre vsetky prirodzené ¢isla n. Dokdzte, Ze Matova postupnost obsahuje nekonecéne vela celoéiselnijch mocnin
dvojky prdve vtedy, ked ay nie je delitelné piatimi.

Riesenie: (opravoval Luxusko, Zajo)

Zaénime tou jednoduchSou ¢astou, na ktord vicésina z vas prisla. Ak je éfslo delitelné piatimi, konéi na 0, alebo na
5. V prvom pripade bude kazdy d'alsi ¢len postupnosti rovnaky (lebo b, bude 0). V druhom, bude zase hned d'alsi
¢len postupnosti konéit na 0 a teda zvysné éleny budi rovnaké. Takéto postupnosti teda neobsahuji nekoneéne
vela mocnin dvojky, dokonca ani nekoneéne vela réznych éisel.

Zaoberajme sa uz len pripadom, Zze a; nekonéf na 0, 5. Po chvili hrania sa d4 v$imnit, ze poslednd cifra sa v

postupnosti a, ,zacykli“:

06&00

Z Tubovolnej posledne;j cifry sa preto dostaneme do stavu, kedy sa bude poslednd cifra &isel v postupnosti opakovat
(2 —+4—8—6— ..). Sucet ¢isel v cykle je 20. KedZe &fsla v cykle st prave tie ¢isla, ktoré pripocitavame, tak
ak postupnost a, (pre n > 2) tak obsahuje &islo z, tak obsahuje aj ¢islo 2 + 20. Nech  m4 zvySok k po deleni 20.
Postupnost a,, bude zrejeme obsahovat vetky &isla viicsie ako x, ktoré davaju zvysok k po deleni 20.

Ak bude zaroven nekoneéne vela mocnin dvojky, ¢o ddvaji zvysok k po deleni 20, tak ich bude aj postupnost a,
obsahovat nekonecne vela (ale nie vsetky, napriklad mensie ako a; tam nebudu).

Pozrime sa preto na zvysky mocnin dvojky po deleni 20. Dostavame podobny cyklus a to:

B

Tym padom existuje nekoneéne vela mocnin dvojky zo zvyskami 4, 8, 16, 12 po deleni 20.

Ostéva ndm iba ukdzat, Ze a, vzdy obsahuje asponl jeden zo zvyskov {4,8,16,12} po deleni 20. Vyssie sme uz
ukézali, Ze a,, vidy obsahuje postupnost zvyskov 2, 4, 8, 6 po deleni 10. Ak nds zaujimaju zvysky po deleni 20,
mame dve moznosti (premyslite si):
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e Zvysok 2 po deleni 10 bude zvyskom 2 po deleni 20. V a,, sa teda budi opakovaf tieto zvysky po deleni 20:
{2,4,8,16}. Teda v a,, sa nachddza ¢islo so zvyskom 4 po deleni 20.

e Zvysok 2 po deleni 10 bude zvyskom 12 po deleni 20. V a,, sa teda budi opakovat tieto zvysky po deleni 20:
{12,14,18,6}. Teda v a,, sa nachddza &islo so zvyskom 12 po deleni 20.

V oboch pripadoch sme v a, nasli nejaky zvysok mocnin dvojky po deleni 20, preto sa v postupnosti a,, nachadza
nekoneéne vela mocnin dvojky.

Uloha &.7: Mojo nasiel v §kolskom sklade tabulku n x n. Na kaZdom policku tabulky bola lampa. Na zaciatku boli
vsetky lampy vypnuté. Potom sa s riou Mojo zacal hrat. V kazdom fahu si vybral v riadku alebo stl:z)cz' m po sebe
idicich lamp a zmenil stav tychto lamp (zo zapnutej na vypnutid a naopak). Dokdite, Ze stav, v ktorom si vietky
lampy zapnuté, vie Mojo dosiahnut prdve vtedy, ked &islo m je delitelom &isla n.

Riesenie: (opravovala Vodka)

Zatneme tym, ze v prlpade 7e m deli n, sa vietky lampy dajt prepntt. Sta¢i tabulku rozdelif po riadkoch (alebo
po stlpoch) na obdlzmcky m x 1 a postupne v kazdom z nich prepnit lampy.

Dokézat, 7e inak sa to ned4 je troska zlozitejsie. Pri takychto lohéch, je éasto dobré zobratf na pomoc farbicky a
tabulku si ofarbit. Tym z vés, ktor{ farbicky (tak ako my) nemaji nezostéva ni¢ iné, len si oznacit farby ¢islami.
KIicova otazka je, ako to ofarbit. Ndhodné ofarbenie by totiz velmi nepomohlo. Idedlne by to bolo tak, aby sa pri
kazdom prepnuti 1dmp, zmenilo z kazdej farby stdle rovnako vela ldmp. Jeden (a asi najjednoduchsi) sposob ako to
dosiahnut je, Ze to ofarbime m farbami tak, aby v kazdom obdlzniku m x 1 bola kazd4 farba prave raz. To Tahko
dosiahneme tak, Ze to zafarbime po uhloprieckach. Teda Tavé horné policko zafarbime farbou 1, policka na susednej
2-polickovej uhlopriecke farbou 2 na d’alsej farbou 3 atd’.

1 123 |4
23141
30412
4,123

Ked to ndhodou chcete rozumne zapisat, tak policko v i-tom riadku a j-tom stipci zafarbite takou farbou, ktora
déva rovnaky zvysok po deleni m ako i+ j — 1.

Teraz si viimneme, Ze na zatiatku je na polickach kazdej farby 0 zapnutych lamp. V kazdom fahu sa prepne prave
jedno policok z kazdej farby, ¢o znamenad, ze sa zmeni parita poc¢tu zapnutych lamp kazdej farby. Na konci majui
byt zapnuté vietky lampy. To znamend, Ze ak v celom §tvorci n x n je z nejakej farby péarne vela polic¢ok a z inej
nepérne, tak sa to zrejme nebude dat, ked'Ze pocas celého nasho prepinania, budi mat poéty zapnutych ldmp na
polickach kaZdej farby rovnaki paritu. Ostdva nd uz len najst tie 2 farby.

Nech n = km + r, kde k je celé nezdporné a 0 < r < m je celé. Potom zrejme v dolnom obdlzniku km x n a v
pravom hornom r x km si vietky rovnako velakrat (presnejsie k(n + r)-krdt), ked Ze sa dajt rozdelit na obdlzniky
m x 1. Ostal len horny §tvorec r X r. V fiom sa farba r nachddza len na hlavnej uhlopriecke (ked'ze 2r — 1 < r+m)
a teda je tam r-krat. Farba (r + 1) sa nachddza len uhlopriecke pod hlavnou (lebo 2r — 1 < r 4+ m — 1) a teda
je tam (r — 1)-krdt. T{ pozorn{ z vés si v8imli, Ze pri tom ako som hovoril o uhlopriecke pod hlavnou som akosi
predpokladal » > 1, no zaver plati aj pre r = 1.

No, ale to znamena, ze farby r je tam o 1 viac ako farby r + 1, a preto maji pocty policok tychto farieb réznu
paritu. A my uZ vieme, e to znamen4 to, ze sa vSetky lampy nedaji zapnut.

Uloha &.8: Po namdhavom tréningu u mudrca ¢akd JoZa poslednd skuska. V ostrouhlom trojuholniku ABC je M
stred strany BC'. Kolmica na isecku AM prechddzajica bodom A pretina priamky, na ktorych lezia viysky na strany
AB, AC v bodoch E, F. Dokdzte, zZe trojuholnik EFM je rovnoramenny.

Riesenie: (opravoval Hopik)

Na zaciatok si ozna¢me body nespomenuté v zadani ako na obrazku (na d'alej strane). Po chvilke hrania sa s
tlohou zistime, Ze nevieme ako uchopit bod M. Totiz so stredom strany sa nepracuje tplne dobre, lebo nevieme
jednoducho vyjadrif uhly okolo neho len pomocou vnitornych uhlov v trojuholniku ABC' (skiste si to ak ste to
neskuigali). V takychto pripadoch je zviésa vhodné tlohu si ¢o najviac zjednodusit, a az ndsledne vyuzit vedomost
o tom, ze M je stred BC.

Ulohou je dokdzat, Ze trojuholnik EEFM je rovnoramenny. Ktoré dve strany mozu byt jeho ramend? Nakolko je
obrézok v istom zmysle symetricky vzhladom na B, C, tak najviac ddva zmysel dokazovat, ze |[EM| = |FM]|. To
je ale ekvivalentné s dokazovanim, ze |EA| = |F A| (a druhé rovnost vyzera priatelnejsie).
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Vel Q =,

M

C

Vseobecne v geometrickych tlohach sa ¢asto oplati hladaf podobnosti trojuholnikov. V nasom pripade médme na
obrazku 3 pravé uhly, ¢o napovedd, ze by sa tam nejaké podobnosti mohli néjst. A naozaj — trojuholniky FAQ
a AVp@ st podobné (rozmyslite si). Analogicky aj trojuholniky FAP a AVoP si podobné. Vsimnime si, zZe
vdaka tejto podobnosti si vieme ,presundt® dizky |AF| a |AE| dovnitra trojuholnika ABC' a zjednodusit si tak
nas obrazok (kolmicu na AM uz vobec nebudeme potrebovat). Vyjadrime si teda |AF| a |AE| pomocou dizok z
trojuholnika:

|AQ|
AF| = |AVp| - ———,
[AF| = |AVs |- 52,
|AP]
EF| = |AVe| - ——.

Takze by sme teda chceli dokdzaf nasledovnii rovnost:
|AVB| - |AQ| - [PVc| = |[AVe| - |AP] - |QVB|.

Obrézok sme si zjednodusili, no to, ¢o mdme dokazat je teraz komplikovanejsie ako na zaciatku. Preto by sme si
to cheeli nejak zjednodusit. Kde si pomery (alebo kde sa pracuje s dekami), tam sa ¢asto oplati hladat podobné
trojuholniky. Po oznageni zopar uhlov ndm vyjde, ze trojuholniky ABC a AVpV¢ s navzijom podobné (premyslite
si). Preto

|AVB| @

|AVe|  JACT

teda ndm staéi dokdzat, ze
|AB| - [AQ| - |[PVc| = [AC] - |AP| - |QVB|.

Pozrime sa na to, ¢o sme dostali. Na lavej strane je vyraz |AB| - |PV¢|. Ked sa pozrieme na obréazok, vidime, ze
je to dvojnasobok obsahu trojuholnika ABQ. Podobnu tivahu vieme spravit aj s pravou stranou. Teda ndm staz{
dokézat, ze

Sapp - |AQ| = Sacq - |AP|.

V tejto rovnici sa nasobi obsah jedného trojuholnika s dizkou strany druhého a naopak. Preto ddva zmysel predelit
rovnicu tymito dlzkami:
Sapp  SaBq

| AP AQ|”

d(B, AM) = d(C, A0 B

Dokézat poslednti rovnost uz nie je ziaden problém, staéi len vyuzitf, ze M je stred BC. Dokézali sme teda, Ze
trojuholnik EF M je rovnoramenny.

Iné riesenie:

Najprv by som vés chcel upozornit, Ze sa v tomto rieSeni viac vysvetluje vSeobecny postup riesenia, ktory bol
pouzity na nasu tilohe. Preto sa nenechajte odradit dlzkou textu a uréite si ho precitajte, garantujem vam, ze vas
to obohati.

V tejto tlohe sa vyskytuje vela pravych uhlov a stred strany. To naznacuje, ze by tlohu slo vyrie&it analyticky.
Skisme si to.

Najdolezitejsi krok analytického rieSenia je vhodne si zvolit stred siradnicovej sistavy a stradnicové osi. Tymto
krokom vieme &asto namiesto ,upoéitania sa k smrti“ dospiet k vysledku za kratku chvilu. Vo vieobecnosti ne-
existuje univerzdlny postup, akym to spravit. Je vSak par vlastnosti, ktoré by nasa suradnicovd ststava mohla
spliat:

2d(B, AM) oznatuje vzdialenost bodu B od priamky AM
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e Stred sturadnicovej stustavy je ,prefazeny bod“ — bod, z ktorého ide vela éiar. Tympadom sa ndm bude l'ahsie
pracovat s dolezitym bodom.

e Zo stredu idd dve navzajom kolmé priamky, z ktorych si spravime stradnicové osi. Teda mame velmi jedno-
ducho vyjadrené dve priamky.

e Stradnicové ststava zachova ¢o najviac symetrif z obrdzku. Vidy sa lepsie rdta, ak nam staéi spravit len
polovicu prace a druhi dostat priamo zo symetrie.

e To, ¢o mame dokdzat sa dd vyjadrit relativne jednoduchou podmienkou (analytickou).

Ked chceme splnit ¢o najviac podmienok vyssie, ntika sa ndm zvolif si za stred bod A, a za stiradnicové osi
priamky AM , EF. Takato sustava spfﬁa vietky vymenované vlastnosti. Mozme si v§imnut, Ze namiesto dokazovania
|EM|=|FM]| staci dokazat, ze body E a F maju az na znamienko rovnakt nenulovi stradnicu.

Pred samotnym poé&itanim je fajn prejst si krok za krokom ako budeme vyjadrovat body, a zistit, &i je nas postup
supo&itatelny“. V prvom kroku si zvolime vSeobecne stiradnice bodov B, C. Chceli by sme vyjadrit bod F. Vieme,
7e I lez{ na kolmici na AC cez B a ze jeho jedna siradnica je 0. Kolmy vektor na AC nieje problém vyjadrit,
preto je vyratanie siradnic bodu F' ,bezbolestné“. Analogicky zratame suradnice E. Vyuzijic podmienku, Ze stred
BC lezi na suradnicovej osi by sme mali dostat vysledok — body E a F maji aZ na znamienko rovnakd nenulovi
stradnicu. Uloha by sa analyticky dat jednoducho vyriesit, pustme sa teda do toho.

Suradnice bodu A st [0,0], ako vodorovni os vezmime EF. Ozna¢me si siradnice B ako [by, bs], siradnice C
ako [c1, ca]. Vektor kolmy na AC je vektor kolmy na C' — A = [c1, ¢z, ¢o je ¢t = [ca, —c1]. Bod F vieme vyjadrit
nasledovne: F' = B + k - ¢+ pre nejaké k. Kedze mé byt druhd stradnica bodu F rovné nule, lahko nahliadneme,
ze k = z—f. 7 toho vieme doratat siradnice bodu F ;b1 + é@bg, 0]. Teraz vyuZzijeme symetriu: siradnice budu E

budi analogicky [c1 + %bQCQ, 0]. Chceli by sme dokazat, Ze

cab bac
b+ =22 = —¢; — =2,
C1 b1
¢o vyuziti podmienky b; = —c; (stred BC lezi na zvislej stiradnicovej osi) hned vyjde.

Mozte si skusit tilohu zratat, ak by sme stred ststavy dali napriklad do bodu B. Je mozné, Ze vdm to vyjde tiez,
no uréite vdm to bude trvaf ovela dlhsie ako vo vyssie spomenutom postupe.

Uloha ¢&. 9: Hago md doma cervensj koberec v tvare rovnostranného trojuholnika s obsahom 1. Ked'Ze cervend farba
uZ vysla z mddy, rozhodol sa, Ze ho zakryje zelenymi kobercami (mézu sa aj prekrijvat). Doddvatel mu vsak vie
poskytniit len 5 mensgich zelengjch kobercov tvaru rovnostranného trojuholnika so sictom obsahov S (ich obsahy viak
mézu byt rozne). Urcéte najmensie redlne ¢islo S, pre ktoré dokdze Hago s istotou zakryt svoj stary koberec bez
ohladu na jednotlivé rozmery dodaniyjch kobercov.

Riesenie: (opravoval Miso)

T4to tiloha je jedna z tych, ktoré sa velmi tazko spisuji. To je hlavnym dévodom, preéo nikto neposlal bezchybné
rieSenie.

Po chvili hrania sa s trojuholnfkmi zistime, Ze éerveny koberec vieme zakryf ak sticet obsahov zelenych je aspon 2.
Najprv si ukdzeme, preco menej nestaci. Vacsina aj prisla na to, ze to nejde ak mame 2 trojuholniky, ktorych obsah
je skoro 1 a zvy$né tri malické, ale nikto to nezvlddol dokazaf. Najéastejsou chybou bol predpoklad, Ze najvicsie
zelené trojuholniky budd v rohoch. Ak viak chceme ukézat, Ze sa to nedd, musime to ukdzat pre vsetky mozné
rozostavenia trojuholnikov, nie len pre tie kde su najvécsie v rohoch.

Chceme teda ukézaf, Ze ak mame stéet obsahov S, pricom S < 2, tak vieme néjst péticu trojuholnikov, ktorych
sti¢et obsahov je S a nevieme s nimi pokryt cely ¢erveny koberec.

Zoberme si teda dva trojuholniky s obsahmi 1 — € a tri mensie s rovnakymi obsahmi. V zavislosti od S neskor e
upresnime. Zameriame sa na rohy ¢erveného koberca. Vidime, ze ziaden trojuholnik nedo¢iahne na dva rohy naraz.
No nedoc¢iahne ani na dva trojuholniky s obsahom

1—+1—c¢

1= —3

umiestnené v rohoch. St od seba totiz vzdialené presne tolko, akd je dlh4 strana viesich trojuholnikov. Ani jeden
vicsi nevie (ani zéasti) prekryt dva trojuholniky v rohoch, po ulozeni najvécsich trojuholnikov teda ostane aspori
jeden nepokryty. Teraz uz staci, aby mal vi¢si obsah ako zvysné tri zelené trojuholniky a nebude sa datf nimi
pokryt. Podla tohto zvolime e.

Trojuholnik v rohu ma obsah Sy a chceli by sme, aby bol v&c¢si ako stcet obsahov mensich trojuholnikov, z ktorych
kazdy m& obsah %(S —2(1 —¢€)). Ked si to stitame a porovndme, zistime, Ze staci aby bolo € mensie ako 1 — %S
(¢o je kladné ¢islo, lebo S < 2).
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Tym sme dokézali prvi éast, teda ak je sticet obsahov mensi ako 2, tak nie vzdy sa d4 pokryt cely éerveny koberec.
Pozrime sa teraz, ¢i ho vieme pokryt ak S = 2. Tymto to vyrieSime aj pre viesi sticet obsahov. Vzdy si vieme totiz
trojuholniky zmensit aby siéet obsahov bol 2, zakryt cely koberec a zvicgit ich naspit.

Najprv si vSimnime, ze ak umiestnime dva najvacsie trojuholniky do réznych rohov ¢erveného koberca tak, aby

.....

.....

stranu dlh&iu ako polovica strany éerveného trojuholnika. Ked'Ze najviési trojuholnik mé stranu aspon taku dlh,
tak sa musia prekryvat.

Chceme ukézaf, ze ak do kazdého rohu postupne umiestnime najviésie zelené trojuholniky, tak nepokrytd cast
cerveného (ak teda takd je) sa d4 zakryt Stvrtym trojuholnikom.

Rozdelme si to na dva pripady. V prvej sa tret{ najvi¢si pretina aj s druhym najviésim trojuholnikom. Pokial uz nie
je pokryty cely ¢erveny koberec, tak v strede ostala nepokrytd ¢ast v tvare (rovnostranného) trojuholnika. Navyse
sa tri najvécsie trojuholniky neprekryvajui na jednom mieste, s najviac v dvoch vrstvach. Ak stvrty najvacsi
trojuholnik vie prekryt zostdvajicu ¢ast, tak sme skonéili. Potrebujeme este ukazat, Ze sa nemoze stat, ze by ju
neprekryl.

Ak by ju neprekryl, tak to znamend, Ze je mensim trojuholnikom ako je nepokrytd éast v strede. Polozme dva
najmensie trojuholniky na seba (najmensi je cely prekryty) a oba polozme do stredu tak, aby sa neprekryval s ani
jednym z najvacsich trojuholnikov. Teraz spocitame ich obsahy. Vieme, ze ziadne tri sa neprekryvaji v jednom
mieste, vade si najviac dve vrstvy. Navyse ¢ast ¢erveného koberca ostala nepokrytd. Preto stéet ich obsahov musi
byt menej ako 2. Z toho vyplyva, Ze sa nemdze stat aby §tvrty najvaesi trojuholnik neprekryl zostdvajicu éast.

..........

.....

Kvoli tomu teraz spravime mali odbocku. Ak mé rovnostranny trojuholnik stranu a, tak jeho obsah je:

1 2
S = —a2sin(60°) = a = VS—.
o) 75

Aby sme si to zjednodusili, zavedme si nasledovni konstantu:
2
V3

Vidime, ze strana cerveného koberca ma dizku c. Oznacme si dizku strany druhého najvécsieho trojuholnika ako

.....

Vsimnite si, ze d < %
Najmensie dva trojuholniky maju stranu najviac d - c¢. Spocitajme teraz obsahy najmensich Styroch trojuholnikov:

2 4+3d* < (1—d)?+3d*>=1-2d+4d* =1—-2d(1 —2d) <1

.....

Tymto sme vyriesili aj posledny pripad a dokazali sme, ze ak je sticet obsahov zelenych kobercov aspon 2, tak nimi
vieme zakryt cely éerveny koverec.

Uloha &.10: Prirodzené ¢islo n sa nazjva Sialené, ak existuji prirodzené ¢isla a,b > 1 také, e a® +b = n. Zistite,
¢ existuje 2015 po sebe idicich prirodzenych éisel, z ktorych je prdave 2012 Sialengch.

Riesenie: (opravoval Cvrki)

Asi najtazsia ¢ast tejto tlohy je zacat. Ideme ukdzat, ze takych 2015 &fsel existuje alebo neexistuje? Na prvy
pohlad vidime, ze ¢isla tvaru a® 4+ b sa mozu spravat dost divoko. Premennd b sa vyskytuje aj ako exponent a aj
ako linedrny ¢len, navyse umociujeme int premenni a nezévisiacu od b. Celkovo to vyzera tak, Ze je velmi ndro¢né
o &isle dokdzat, Ze nie je Sialené. Pre malé pripady by to este ako tak slo, no pre velké éisla sme tplne bezradni.
Zato konstruovat &isla, ktoré st sialené, nie je ndroéné — staéi si zvolit a a b. Skidsme teda ukézat, ze takych 2015
Cisel naozaj existuje.

Na zaéiatku sa vysporiadame s nasledujticim problémom. Méme ukézat, Ze medzi 2015 &islami je presne 2012
Sialenyjch ¢sel. Nuz mohli by sme zvlddnut najst 2012 po sebe iducich sialengch &isel, ale ako sakra dokaZeme, Zze
naokolo st tri &isla, ktoré nie st sialené. Ked vezmeme do tivahy, Ze sa bude jednat o fakt obrovské &isla, tak to
znie ako nemozna tloha. Sktsme sa preto s problémom popasovat inag.

Pouzijeme velmi jednoduchi, no o to netrividlnejsiu myslienku. PoloZme si na za¢iatok nasledujicu otézku: Ako sa
ndm moze zmenit pocet sialenyjch Eisel medzi 2015 po sebe idtcimi &fslami, ak kazdé z tychto éisel zviaésime o jedna
(napr. medzi éfslami 1,...,2015 a 2,...,2016)? Odpoved je velmi jednoduchd — o jedna alebo vobec (premyslite
si preco). Medzi ¢fslami 1,...,2015 je najviac 2010 Sialengjch Eisel (najmensie ialené &fslo je 22 + 2 = 6). Ak
teraz ndjdeme nejakd 2015-ticu za sebou iducich ¢isel, ktord obsahuje povedzme 2015 sialenych Cisel, tak medzi
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prvou 2015-ticou (od 1 do 2015) a touto 2015-ticou urcite bude 2015-tica s prave 2012 Sialenymi &islami, ked'ze
2010 < 2012 < 2015 a pocty Sialengch ¢isel medzi susednymi 2015-ticami sa moézu menit najviac o jedna (opét si
to premyslite).

Staéi nam teda najst 2015 po sebe idicich sialenych éisel s1, sa, ..., S2015, kde 5; = ai-” +b;. Ako sme uz spomenuli, b
vystupuje vramci Sialeného é&isla aj ako linedrny ¢len, preto skiisme dosiahnut zvysovanie s; o jedna tym, Ze budeme
o 1 zvysovat b;. Pre jednoduchost si ich zvolme najmensie ako vieme, teda by = 2, by = 3, b3 = 4, ..., bag15 = 2016.
Z toho dostavame s1 = a? +2, so = a3 +3, s3 =a3+4, s4=aj +5, ..., s2015 = a3918 + 2016. My chceme, aby s;
réstli o jedna, ¢o dosiahneme tym, 7e sa vietky nelinedrne ¢leny s a-ékom budi pre kazdé s; rovnat, t.j.,

2 3 4 2016
a1:a2:a3:'.':a2015:A'
Hladdme teda a; tak, aby platila vrchnd rovnost. No mézeme sa na to pozriet aj tak, ze hladdme A, ktoré je

druhou, trefou, ..., az 2015-tou mocninou prirodzeného &isla viiésieho nez jedna. Takych &isel je netrekom, napr.
! ! S ! ’
22015 110002015! 3nsn(1,2,..,2015) - 7Zyolme povedzme A = 22915 Potom méme

s;=al +b;prei=1,...,2015, kde a; = 255 ab;y =i+ 1.

Teda sme dostali postupnost 2015 za sebou idtcich Sialenyjch ¢isel. Z tohto a predchddzajicich ivah uz vyplyva
platnost tvrdenia zo zadania.

Komentdr: Nagou tilohou bolo dokdzat (alebo vyvratit) existenciu vhodnej 2015-tice. Nage riesenie naozaj dokdzalo
iba existenciu, samotnd konstrukcia by bola ovela niroénejsia a bez silnej vypoétovej techniky priam neredlna.

Vysledkovd listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc Skola kK|4|5|6|7|8[9 |10/ p| s |>
1. Sasik Tomas 2. Gamca BA 419191919 719 45 | 90
2. Csenger Géza 3. GHS 319171917 9 41 | 71
3. Sladek Samuel 4. GAB NO 6 919(19|7 34 | 70
4. Marko Alan 2. GMRS NZ 419171619 31 | 67
5. Hanzely Slavomir 4. GJAR PO 8 918|616 29 | 65
6. Hrmo Simon 4. GPar NR 4151216 917 29 | 62
7. Micko Juraj 3. GPos KE 6 919 2 22 | 57
7. Murin Marek 4. GJH BA 8 8131]9 9 29 | 57
9. Janeta Tomag 2. GAB NO 2 913 9 21 | 56
9. | Pajger Simon 2. GVO ZA 4 919(1]2]2 23 | 56
11. | Marcekova Michaela 1. GPar NR 1 319 6 9 27 | 54
11. | Sladecek Michal 3. GVar ZA 5 919 18 | 54
13. | Dlugosova Michaela 2. GKuk PP 4 219 9 20 | 50
14. | Pivoda Tomas 3. SJG KN 3171918 24 | 49
15. | Sukenik Peter 4. GVO ZA 9 9 9 9 27 | 48
15. | Téthova Andrea 4. GJH BA 6 1192 2 14 | 48
17. Marcekova Katarina 4. GJH BA 8 81216 9 25 | 46
18. | Bodik Juro 4. Gamcéa BA 9 6 9 15 | 44
18. Mol¢an Samuel 4. GJAR PO 8 91316 18 | 44
20. | Vistanova Laura 3. Gmad KE 3 91911719 9 43 | 43
21. | Poljovka Jakub 2. GPar NR 4 6|8 14 | 41
22. Pisfak Daniel 4. GChD Praha | 7 8|8 16 | 40
23. Drotar Pavol 3. GPos KE 5 419 13 | 39
24. Mach Jakub 3. GPos KE 3 9 9 | 36
24. Smolarova Paulina 2. SPMNDGBA | 4|0 (319 112 15 | 36
24. | Zéhorsky Akos 2. G Sahy 3 9 9 | 36
27. | Kulla Filip 4. BiG Sucany 8 8 913 20 | 35
28. | Ivan Peter 2. GJH BA 4 31412010 9 | 34
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Por. | Meno Roc Skola k|4|5|6|7|8[9 |10 s [ Y]
28. | Kutkova Sara 2. Caméa BA | 4 919 18 | 34
28. | Zidek Matgj 4. Frydlant CR | 7 9 9 | 34
31. | Ralbovsky Peter 4. SPMNDG BA | 8 6|6 2 14 | 33
32. | Svihorik Tom4s 2. GP4r NR 4(2]3]8]1 14 | 32
33. | Porubsky Michal 4. GsvCM NR | 6 0 |29
34. | Bajnokova Natdlia 2. GCSL BA 4 8 7 15 | 27
34. | Kopfova Lenka 1. G Slez CR 2 0 |27
34. | Suchova Martina 2. GPar NR 312|6 2 10 | 27
37. | Gendéi Jakub 3. GPos KE 5 9 9 | 26
38. | Kopf Daniel 4. G Slez CR 9 0 | 23
39. | Homola Marek 2. GJH BA 4 21412010 8 | 21
39. | Choma Matej 4. Gamca BA 7 9 9 |21
41. | Ondus Peter 2. GAlej KE 4 0 | 20
42. | Kral Adam 4. GVar ZA 6 0 | 18
43. | Parada Matej 2. Gamca BA 4 0 | 16
43. | Vanc¢o Simon 4. CGsvM SL 5 0 | 16
45. | Holcikova Sandra 1. GCSL BA 1 9 1 5 15 | 15
45. | Kurimsky Jan 4. GsvMo 6 0|15
47. | Belan Pavol 2. GVar ZA 4 0| 14
48. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2|11 110 3 |13
49. | Hanesz Zoltdn 3. GPos KE 5 9 919
49. | Krajmerova Barbora 4. G Surany 6 313 6 9
49. | Molnar Maximilian 2. EvSS LM 2 212 4 9
52. | Dendis Tomas 5. BiG Sucany 5 0 7
53. | Jarunek Maximilidan 1. GLN BA 1 1 0 0 1 1
54. | Dobrik Dusan 1. GCSL BA 1 0 0|0
54. | Eller Peter 3. GJH BA 4 0|0

kategéria ALFA

Por. | Meno Roé¢ Skola k|1]2|3|4|5]6]|7 s | >

1. Misiak Dévid 1. GJH BA 11919{91919]19]9 45 1 90
2. Krajé¢i Samuel 1. GAlej KE 119818 919 43 | 87
3. Kollar Pavol 1. Gamca BA 119191419 9 40 | 85
3. Tédova Tereza 1. GPar NR 11919851419 40 | 85
5. Poturnay Marian 1. GPdC PN 1191919193415 41 | 83
6. Klein Pavol 1. GPdC PN 11919194 9 40 | 81
7. Marcekova Michaela 1. GPar NR 11994 319 34 | 76
8. Brezinova Viktéria 1. GAlej KE 1171919 312 30 | 73
9. Zubtak Matuis 1. GPé4r NR 119|513 318 28 | 72
10. | Glevitzka Stefania 1. GVBN PD 1191918 312 311 70
10. | Hrmo Matej 1. GPéar NR 11919 5126 311 70
12. | Mosko Matej 1. Gamca BA 119(19]4 417 33 | 69
13. | Kopunec Matus 2. GLS TN 2 91914139 34 | 68
13. | Winczer Tobias 1. SPMNDGBA (11999 9 36 | 68
15. | Kalasova Martina 1. GJH BA 119199 5 32 | 67
16. | Cinova Tatiana 1. GPar NR 119(19]4 11112 25 | 66
16. | Kralovi¢c Toma4s 1. GPé4r NR 119818 31 29 | 66
16. | Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 119]6]4 9 28 | 66
19. | Durackova Maria 1. GJH BA 1191954 2 29 | 65
19. | Machalovd Monika 1. GJH BA 1191919 8 35 | 65
21. | Janeta Tomés 2. GAB NO 2 918 913 29 | 64
22. | Beldk Toma&s 1. GAV LV 1171815 213 25 | 63
22. | Molnar Michal 1. Gamca BA 1194]8 2|1 24 | 63
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Por. | Meno Roc Skola k|1]2]|3]|4 6 s | >
22. | Ondovéikova Lucia 1. G Modra 11919160 6 33 | 63
25. | Benkova Nina 1. GPdC PN 11983 7 27 | 61
25. | Findra Michal 1. GDT PP 11968 2 27 | 61
27. | Baldz Luk4s 1. G Béanovce 119 9 18 | 60
27. | Csenger Géza 3. GHS 3 9 9 32 | 60
29. | Kebis Pavol 1. G PK 1198|215 8 33 | 59
30. | Jéza Bohdan 1. GJH BA 119141 3 18 | 57
31. | Dujava Jon&s 1. SPSE Presov | 1| 9 4 8 24 | 55
32. | Hecko Michal 1. GPOH DK 11943 3 22 | 53
33. Pies David 1. SPMNDGBA | 1|99 8 3 29 | 51
34. | Studenicova Katarina 2. GPOH DK 2 91410 6 23 | 46
35. Oravkin Richard 1. 1SG BA 119|613 18 | 45
35. | Stevko Martin 1. GAlej KE 1 0 | 45
37. | Galikova Kristina 1. SukG Ceska 16|55 17 | 44
38. | Pivoda Toma&s 3. SJG KN 3 7 8 24 | 42
39. | Pisonova Karolina 1. G Bénovce 119 4 13 | 40
40. | Ciz Jozef 1. GJH BA 1 0 | 38
41. Portasikova Jasmina 1. GVar ZA 119111110 3 17 | 37
42. | Lacko Déavid 1. GPOH DK 18|52 1 16 | 36
42. | Rajnikova Maéria 3. GLS TN 3 8 4 12 | 36
44. Knaze Gabriel 1. GJCh BR 11917 21 | 31
44. Molnar Maximilian 2. EvSS LM 2 513 10 | 31
46. | Feketeova Viola 1. GBST LC 1]7(1(11]0 0 12 | 30
46. | Izsof Otto 3. SJG KN 3 9 |30
48. | Barusova Ema 1. GPar NR 1 0 | 28
48. | Mih4l Filip 1. Gym RS 1 0 | 28
48. Suchova Martina 2. GPar NR 3 3|2 11 | 28
51. | Holc¢ikova Sandra 1. GCSL BA 119|144 27 | 27
51 Mach Jakub 3. GPos KE 3 9 9 | 27
51. | Zahorsky Akos 2. G Sahy 3 9 | 27
54. | Mréaz Michal 1. SPMNDGBA |19 |3|6]|4 26 | 26
55. | Majer Matus 1. SPMNDGBA |19 |1 ]1]1 12 | 25
55. | Vistanova Laura 3. Gmad KE 3 9 25 | 25
57. | Castulikova Katarina 2. 1SG BA 3 210 4 | 21
57. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 111 4 |21
59. | Letovanec Jan 1. Gamca BA 1 0 |19
60. | Budaj Lubor 2. BiG Suéany | 2 0 |18
60. | Kopfova Lenka 1. G Slez CR 2 0 | 18
62. | Belejova Sara 2. GPH MI 2 2 | 16
62. Calvo Natalia 1. GPar NR 11111 4 | 16
64. | Prokopova Tereza 1. GJH BA 114192 15 | 15
65. | Santa Adam 1. GJH BA 119 2 2 13 | 13
66. | Kubinec Ondrej 1. G PK 1 0 |11
67. | Dobrik DusSan 1. GCSL BA 119 0 9 9
67. Ghirbakova Karin 1. Gamca BA 119 9 9
67. Skala Daniel 1. GCSL BA 1 0 9
67. | Skopalova Katarina 2. GPH MI 2 0 9
71. | Jakubikova Hana 1. GCSL BA 1 0 7
71. | Novota Matej 1. SSsvFA 1 0| 7
71. | Sadovska Jana 2. SPMNDG BA | 3 2 7 7
74. Jarunek Maximilidn 1. GLN BA 111]01]0 2 5
74. | Kurimsky Frantisek 2. GsvM PO 2 0] 5
76. | Beno Roman 3. GJH BA 3 0 0
76. | Cicova Katarina 3. GMRS NM 3 0|0
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Por. | Meno Roc Skola K s | >
76. | Durina Marian 2. G Surany 2 0] 0
76. | Kissova Dominika 1. G Surany 1 0] 0
76. | Novosedliakova Lea 3. GJL MT 3 0 O
76. | Porges Eduard 2. GJH BA 2 0 0
76. | Sadovskd Jana 2. | SPMNDG BA | 2 0] 0
76. | Stroka Martin 2. GSkol PB 2 0] 0
76. | Tothova Natdlia 2. GAlej KE 3 0 0
76. | Valova Alena 3. GJL MT 3 0 0




