Vzorové rieSenia 1. série letnej éasti KMS 2015/2016

Uloha &. 1: Palo md 100 kariet, na ktoryjch su postupne ¢isla od 1 do 100. Kamardt ho zavolal sa s nimi hrat. Palo
rijchlo zobral karty a utekal ku kamardtovi. Ked zacali hrat, zstil, Ze si vzal len 55 kariet. To Pala zneistilo, lebo
mal premyslent stratégiu, v ktorej potrebuje mat dve karty s rozdielom 9. Upokojte ho a dokdzte, Ze sa medzi jeho
55 kartami vidy nachddzaji dve karty s rozdielom ich ¢éisel 9, a to bez ohladu na to, ktoryjch 55 kariet si zobral.
Riesenie: (opravovali Anina a Ana)

Pozrime sa na to, aky maximdlny pocet kariet si vie Palo zobraf tak, aby v nich nebol Ziaden pér s rozdielom 9.
Aby sme si to vedeli lahko predstavit, vytvorme si fiktivnu tabulku tak, Ze do prvého stipca napiSeme ¢isla od 1
do 9 a v kazdom d’alsom stipci ich 0 9 navysime (teda rozdiel kazdych dvoch susediacich kariet v riadku bude 9).
Cize v prvom riadku budd &sla, ktoré po deleni deviatimi dévaji zvysok 1, v druhom tie, ktoré davaji zvysok 2
atd. az v poslednom riadku tie, ktoré st delitelné deviatimi.

Teda tato tabulka mé 9 riadkov a 11 plnych stipcov, v dvandstom ostane iba jedna karta s ¢islom 100. Otazkou
je, kolko najviac &fsel vieme vybrat, aby Ziadne dve nemali rozdiel 9. V&imnime si, Ze ak vyberieme hociktoré
¢isla susediace v riadku, tak budid maf rozdiel 9 (a Ziadna ind dvojica tdto vlastnost nems — takze sme naplno
yzuzitkovali® informéciu). Z tohto dévodu sa ndm oplati pozerat sa na jednotlivé riadky a skimat, kolko najviac
¢isel vieme vybrat z jedného riadku.

Ked'7e nevieme vybraf dve susedné &isla z riadku, tak moZme vybrat maximélne polovicu &fsel z riadku (pre
neparnu dlzku riadku je to horn4 celd ¢ast z polovice). V nasom pripade vieme vybrat z kazdého riadku maximélne
6 &isel, ¢o dohromady déva 9 - 6 = 54 ¢isel. Dokopy moézme vybrat maximalne 54 kariet, ktoré medzi sebou uréite
nemaji ziadnu dvojicu s rozdielom 9. LenZe Palo si zobral az 55 kariet. Z toho vyplyva, Ze Palo m4 v svojom
balicku kariet aspon jednu dvojicu s rozdielom 9.

Uloha &. 2: Betkina zdhrada md tvar polkruhu s krajngmi bodmi A, B. V strede oblika AB lezi bod S. Z bodu
S vychddzagi dva chodniky v tvare tseciek, ktoré zdhradu rozdeluji na tri zéhony. Plochy jednotliviich zdhonov si
v pomere 1 : 2 : 2. V akom pomere delia tieto dva chodniky tsecku AB? Obrazok pod ulohou je len ilustracny
a pomery v niom nezodpovedaji zadaniu.

Riegenie: (opravoval Lubo)

Ako to uZ ¢asto v geometridch byva, dobry obrizok nam vzdy vie pomoct. Nakreslime si ho teda a za znacme si
veci, ktoré vieme:

Do obrizku zo zadania sme zaznaéili polomer polkruhu r a strany, ktorych pomer mame zistit sme oznaéili: a, b
a c. TaktieZ sme si pridali doplnky strén a a ¢ k r. Vidime, Ze dlzku b mozeme tiez vypocitat ako (r —a) + (r — c).
Polomer Betkinej zéhradky méme oznadeny ako r, lahko teda zistime obsah celého polkruhu, ktory sa bude rovnat

- r?

2

S = =57 + 55 + 53.
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Z pomerov jednotlivych obsahov (1 : 2 : 2) vieme vypocitat ich velkosti, a sice:

Tl w2
S:S:
10 ) 2 3 5

S1 =

Za¢nime obsahom S, ked'Ze je to trojuholnik, ktorého obsah vieme jednoducho spoéitat. Obsah trojuholnika je

b-r -2
Sy = — = = b= ——-7r.
277 5 5

Pozrime sa, ako by sme mohli spoéitat stranu a. D4 sa to viacerymi spésobmi, my na to vyuzijeme AEDS, z ktorého
zistime dlzku r — a. Z tej dopoéitame a. Obsah stvrtkruhu bude

Ter?

Y S1+ SaEDS
alebo teda )
T
SAEDS = 1 Si.
Dosad'me si za S; a SAgps to, o o nich vieme:
(r—a)r_w~r2 mer?
2 4 10
Po tpravach dostdvame (premyslite si):
a=7r——-T7r.
10

Uz méme dve z troch hladanych stran, treba n4jst len poslednt stranu c. Mohli by sme ju hladat rovnakym
sposobom ako stranu a, ale jednoduchsie vyuzit, ze a + b+ ¢ = 2r, teda:
3

2 1
c:2r—a—b:2r—(r—1—0-7rr)—5~ﬂ'r = C=T =g

Teraz ndm uz len staéi dat do pomeru strany a, b, c. Ked to spravime, vyjde ndm:

a:b:c:(r——-ﬂ'r):(5~7Tr):(r—ﬁ~7rr).

Vyraz moézeme predelif r a pre estetickost vynasobit ¢islom 10. Dostaneme teda:

a:b:c=(10—-3m): 47 : (10 —m).

Uloha &. 3: Janko si rdd poéita ciferné sucty cisel. Zaviedol si preto svoje oznacenia. Pre prirodzené ¢islo k oznacil
jeho ciferny sicet ako s1(k). Ciferny siucet cisla si(k) zas oznacil s2(k) a ciferny sicet éisla sy(k) oznacil s3(k).!
Poteste Janka a ndjdite vetky dvojice prirodzengch ¢isel m, n, pre ktoré plati m+n = 2016 a s3(m)+s3(n) = 9.
Riesenie: (opravoval Ke3n)

Na, zac¢iatku rieSenia tlohy je fajn sa s fiou trosku pohrat a zistif, ako sa spréva pre nejaké konkrétne pripady.
Vyskusajte si teda dvojice ¢isel 1 a 2015, 2 a 2014, ..., 17 a 1999, 18 a 1998 (ale naozaj!). Z tychto pripadov sa
moze zdat, Ze nevyhovuji jedine také dvojice &isel, kde st obe é&isla delitelné 9. Ak sa to nezd4, je fajn vyskuisat
viac pripadov. Pod'me sa pozrief, & je to naozaj tak.

Najprv sa zamyslime, v akom rozsahu mézu byt ¢isla sy, s, s3. Cisla m a n st prirodzené éisla od 1 po 2015, takze
najviicsie s1, aké mozeme dostat, je s1(1999) = 28 (premyslite si). Z toho vyplyva, Ze s1(k) st &fsla z rozsahu 1 aZ
28, s9(k) st uz len z rozsahu 1 az 10 a k chuddkovi s3(k) sa dostand uz len ¢isla z rozsahu 1 az 9.

Zaujima néas, kedy s3(m) + s3(n) = 9. Ak s3(m) = 9, alebo s3(n) = 9, sipime problém, ich sii¢et uréite nemoéze byt
9. Kedy bude pre nejaké prirodzené &islo k platit s3(k) = 97 Po krdtkom zaloven{ v pamiiti prichddzame na to, 7e
¢islo je delitelné 9, ak je jeho ciferny sticet delitelny 9 a aj naopak (ak je ciferny stcet ¢isla delitelny 9, potom je
nase ¢islo delitelné 9). Takze ak s3(k) =9, ¢o je ciferny sucet ¢isla so(k), potom je urcite so(k) delitelné 9. Z toho
istého dovodu je aj s1(k) delitelné 9 a teda aj to k bude delitelné 9. Naspiit k nasej dvojici m, n: prisli sme k tomu,
7e ak je ¢islo m delitelné 9, potom s3(m) = 9. Este si uvedomme, Ze ak je m delitelné 9, tak aj n bude automaticky
delitelné 9 (lebo ich stcet je 2016, ¢o je delitelné 9). Teda n sa moze aj zbldznit, ale s3(m) + s3(n) nebude 9.

INapriklad s1(2999999) = 56, 52(2999999) = 11 a s3(2999999) = 2.
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Zatial sme ukdzali iba to, Ze pre dvojice &isel, ktoré si obe delitelné 9 nemoze platit s3(m)+s3(n) = 9. To znamena,
Ze ostatné maju Sancu, aby s3(m)+s3(n) = 9, ale nie, Ze to pre ostatné urcite plati (viaceri z vés si to neuvedomili)!
Stale by niekde mohol byt skryty dévod, pre ktory nejaké tieto dvojice nevyhovuju.

Pod'me sa teda sa pozrief bliZsie na dvojice &isel m, n, z ktorych ani jedno nie je delitelné 9. Plati m + n = 2016
a 2016 je delitelné 9, takze zvysok m po deleni 9 a zvysok n po deleni 9 musia dat v siéte 9 (eSte by mohli dat
0, ale m a n delitelné 9 sme uz poriesili). Co sa deje zo zvyskom &isla po deleni 9, ak urobime jeho ciferny stcet?
Napisme si ¢éislo k v ,cifernom® zépise: k = ky + ko - 10 + ... + ky, - 10", potom s1(k) = ky + ko + ... + k. Ako
sa spravajui zvysky pri nasobeni a s¢itavani ¢isel? Ak a déva po deleni 9 zvysok z, a b ddva zvySok zp, tak a-b
déva zvySok z, -z, a a + b déva zvysok z, + 2z, (premyslite si). VSetky desiatky v cifernom zapise ddvaji po deleni
9 zvysok 1, preto §pecidlne pre delenie 9 ostane zvysok ciferného stiétu rovnaky. A sme hotovi! Cisla m a n maji
sicet zvyskov po deleni 9 rovny 9 a zvysky ostand rovnaké pre s1, sy aj s3. Takze sz(m) + s3(n) = 9, ak nie st
stcasne m aj n delitelné 9 (vtedy s3(m) + s3(n) = 18).

Uloha &.4: Anina sa ocitla v bludisku. Bludisko md tvar rovnostranného trojuholnika so stranou dl/zvky n a je
rozdelené na siet rovnostrannych trojuholnickov s dizkou strany 1. Anina sa nachddza v najvysSom trojuholnicku
a potrebuje sa dostat na stredny trojuholnicek v najspodnejsom riadku. MéoZe sa pohybovat len cez stredy hrdn troj-
uholnickov dole, doprava alebo dolava, pricom sa nesmie vrdtit do trojuholnicka, v ktorom uz bola. (Vyjst z velkého
trojuholnika neméze.) Pre kazdé prirodzené &islo n urcte, kolkymi spésobmi moze Anina prejst bludiskom. Na
obrazku je zndzornené bludisko pre n = 4 a jedna moznd cesta bludiskom.

Riesenie: (opravovali Kajo a Domca)

Na zaciatok si uvedomme jednoducht vec: KedZe sa nemozeme hybat smerom hore, akondhle zideme z nejakého
riadku nahol, uz sa doitho nevratime. Zaroven plati, Ze ak vieme akym trojuholnikom sme opustali k-ty riadok,
vieme aj, ktorym sme prisli do (k+ 1)-ho riadku. Ked v danom riadku pozndme aj trojuholnik, ktorym sme prisli,
aj ten, ktorym sme odisli, tak existuje len jedna cesta medzi nimi vramci daného riadku (kedZe sa nemézeme vratit
do toho istého trojuholnika). Taktiez plati, Ze ked’ sa dostaneme do posledného riadku, ostdva ndm uz len ist vpravo
alebo vlavo smerom ku stredu, a teda k cielu.

Ked si to zhrnieme, tak staéi sledovat trojuholniky, ktorymi vychddzame z (pripadne vchadzame do) jednotlivych
riadkov. Toto ndm jednoznaéne uréi celi cestu a zdroveii kazdd cestu mézeme cez tieto trojuholnicky popisat.

V prvom riadku m4 Anina 1 moznost, v druhom 2, ..., v (n — 1)-vom riadku m4 n — 1 moZnosti a v poslednom
uZ len jednu. Vsetky moZnosti sa mdézu Tubovolne kombinovat, teda Anina mé dokopy 1-2-...-(n—1) = (n —1)!
moznosti.

Uloha &.5: Ketrin nasla v galérii zaujimavy obraz. Bol na niom zndzorneny trojuholnik ABC' so stredom vpisanej
kruznice I. Obrazy bodu I v osovej stimernosti podla strdan trojuholnika BC, CA a AB boli postupne oznaéené ako
I,, Iy a I.. Zaujimavostou obrazu bolo, Ze body I, I, I., A lezali na jednej kruinici. Ketrin po chvili rozmyslania
uréila velkost uhla BAC. Uréte velkost uhla BAC aj vy.

Riesenie: (opravovali Adam a Mojo)
KedZe bod I je stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC, tak lezi na prieseéniku osi{ vsetkych vnttornych
uhlov trojuholnika. Strany trojuholnika ABC st doty¢nice k jeho vpisanej kruznici. Ak teda spravime kolmice z
bodu I na strany AB, BC a AC, dostaneme polomery vpisanej kruznice. Vetky budu rovnako dlhé, ozna¢me si
tito dizku 7.

Ked budeme robif obrazy bodu I v osovej simernosti podla strén
trojuholnika, znova spravime kolmice na strany trojuholnika. Teraz
ich ale predfiime tak, aby boli body I4, Ip a Io ktoré dostaneme,
vzdialené od bodu I dvakrét tolko, ako od svojich osf simernosti.
Usecky I4l, Il a Icl, maji dizku 2r. Z toho nam vyplyva, Ze to
st polomery kruznice so stredom v bode I. Na tejto kruznici bude
(zo zadania) lezat aj bod A. Preto plati: [TA| = 2r. Oznacme si
bod dotyku vpisanej kruznice so stranou AB ako X. O trojuholniku
AIX vieme celkom dost — je pravouhly a pozndme diiky jeho dvoch
stran A a IX. To je dost na dopoéitanie zvysku, a teda aj uhla
TAX. Na to pouzijeme sinus:

. [TA] ro1
sin(|QIAX|) = -2 = 1 2
sin(|§14X]) XA~ 2r 2
Ic
IJIAX| = 30°.

Uhol TAX je polovica uhla BAC, preto |$BAC| = 60°. A to je presne to, ¢o chcela Ketrin vediet.
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Uloha &. 6: Ludka a Kika si zobrali tabulku m x n policok, kde m, n si nepdrne prirodzené céisla. Kazdé jej policko
zafarbili namodro alebo nacerveno. Ludke sa pdcia éerveno dominantné riadky. To st také riadky, ktoré obsahuji
viac éervengjch policok ako modrych. Kika zas oblubuje modro dominantné stlioce, teda také stlioce, ktoré obsahuji
viac modrijch policok ako cervenyjch. Ludka a Kika pri zafarbovani spolupracovali, aby boli obe spokojné. V zdvislosti
od ¢isiel m, n ndjdite najudcsi sucet pocétu modro dominantnych stl}?cov a cerveno dominantnych riadkov, ktory
Ludka s Kikou mohli dostat. Nezabudnite zdévodnit, preco vicsie sucty dostat nemohli.

Riesenie: (opravovali Hopko a Dominik)

nantnych stipcov (MDS) a cerveno dominantnych riadkov (CDR). Po chvilke ,hrania sa“ si v§imneme, ze pocet
MDS a CDR spolu stivisi. Totiz, intuicia vravi, ze ¢fm viac MDS, tym viac modrych policok v tabulke a tiez, ze
¢fm viac CDR, tym viac Gervenych policok v tabulke. Ale sti¢et poétu modrych a éervenych policok je konstantny
(konkrétne mn). Takze intuitivne plati, Ze ¢im viac MDS, tym menej CDR a naopak. Reénicka otdzka na koniec
odstavca: Co s tym spravime?

Chceli by sme zaplataf diery v nasej intuicii. TotiZz obéas plati, Ze prefarbenie modrého policka na Eervené nemusi
znizit poéet MDS. Kedy nieco také nastane? Ked sme prefarbili policko v stl’pci7 v ktorom nebolo (m+1)/2 modrych
policok. A tymto sposobom vieme ,,ziskat“ nejaké cervené policka navyse — ak je v stfpci viac ako (m+1)/2 modrych
poli¢ok, mdzme beztrestne prefarbit vietky okrem (m+1)/2 a ak je v stipci menej nez (m+ 1)/2 modrych policok,
tak ich vieme vietky beztrestne prefarbit na cervené. Metaforické okienko: Ak vyhrdm 10 zdpasov 1 : 0 a jeden
prehram 10 : 0, moje skére je 10 : 10, ale mam 10 vyhier a len jednu prehru.

Taktiez to vieme robif aj opaéne a ziskavat modré policka navyse. Teda déva zmysel, aby v kazdom StipCi bolo
bud (m + 1)/2 alebo 0 modrych policok (a podobne pre ¢ervené riadky). Ked' uz toto mame, nie je velky problém
néjst konstrukeiu, ktora to takmer spfﬁa, a sicet CDR s MDS je m + n — 2. Vo vieobecnosti, je celkom rozumné
robif konstrukcie ¢o najjednoduchsie a najsymetrickejsie ako to len ide, jednak sa ndm to potom Iahsie kontroluje
a dvak takéto konstrukcie ¢asto vychadzaji. V tomto pripade vyhovuje napriklad stredovo symetricks tabulka
(vid. obrézok). Pozrime sa, o sme vlastne dostali. Cislo m +n — 2 je dost velké, okrem dvoch stipcov/riadkov

su vietky sprdvne dominantné. A navySe, v nasej konstrukcii je len jeden riadok (prostredny), ktory nespiﬁa nasu
podmienku, aby bol prézdny alebo mal (n + 1)/2 ¢ervenych policok. Navyse, tento riadok sa od nasej podmienky
1i5i len v jednom policku. To by mohlo nasvedéovat, ze vicsi sicet MDS a CDR by sa nemal dat dosiahnut. Okrem
toho to naznac¢uje sposob dokazu — ak by len jeden riadok/ stipec nebol spravne dominantny, museli by sme mat v
riadkoch prili§ vela Eervenych a v stipcoch prilis vela modrych policok. Podme to teda skusit spravit.

Formélne na to ideme sporom a predpokladdme, Ze vieme skonstruovat tabulku so sic¢tom CDR a MDS rovnym
m+n—1. BUNV 2 vieme povedat, ze mame m CDR a n—1 MDS. V kazdom CDR mus{ byt aspon (n+1)/2 éervenych
poli¢ok, teda dokopy musime mat aspon m(n+1)/2. V kazdom MDS musi byt aspoii (m+1)/2 modrych poli¢ok, teda
dokopy musime mat aspon (n—1)(m+1)/2. Takze dokopy musi byt v tabulke aspon m(n+1)/2+(n—1)(m+1)/2 =
mn + (n —1)/2. Ak n > 1, tak plati, ze mn + (n — 1)/2 > mn (pocet vSetkych policok), ¢o je spor. Ak ale n = 1,
tak tento zdver nevieme spravif a musime to $pecidlne oSetrit. Rozmyslite si, Zze v takom pripade bude stc¢et MDS
a CDR dokonca m +n — 1.

Uloha &.7: Nech D, q st nesudelitelné prirodzené éisla. Dokdzte, Ze

2] 22 2] o252

?Bez Ujmy Na Vseobocnosti
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Zdpis |a] oznacuje dolni celi éast ¢isla a, t. j. najvicsie celé éislo, ktoré neprevysuje a.

Riesenie: (opravoval Jozo)
Zoberme si najprv lavi stranu rovnosti a vyjadrime jej hodnotu. KedZe praca s dolnymi celymi ¢astami moze byt
pre nds nepohodlnd, sktsime ich odstranif. Rozmyslite si, ze

kde z je zvySok &isla a po deleni b. Preto lavii stranu vieme rozpisaf

2 -1 2 -1 _
H%P%...%MJ N BN C k) N S B
q q q q q q q q q

kde 21, 22, ..., zg—1 su postupne zvysky ¢isel p, 2p, ..., (¢ — 1)p po delen{ &islom ¢. Nie je fazké si vSimnut, ze
tieto zvysky si 1,2, ..., (¢ — 1), len v inom poradi. Intuiciu k tomu moézme nadobudnit p, g. Podme si to ale
dokézat.

Zapisme si &isla p, 2p, ..., (¢ — 1)p vSeobecne ako ip. Pre ziadne i (0 < i < ¢) &islo ip nie je delitelné &islom g.
Cisla p, ¢ st totiz nestdelitelné a ¢ nemoze delif i, lebo i < q. Méze sa stat, ze pre rozne i, j budi davat ¢isla
ip a jp rovnaky zvySok po deleni q? Predpokladajme, Ze éno. Potom ich rozdiel ip — jp = (i — j) - p je delitelny
éislom q. Ked'ze viak éisla p a ¢ st nestidelitelné, tak ¢ musi delif ¢ — j. Vzhladom na to, Ze i, j mdzu nadobudat
len hodnoty 1, 2, ..., ¢ — 1, tak i — j je deliteIné ¢ len vtedy, ak i = j. Dostali sme spor s predpokladom, Ze i a j
su rozne. Preto pre rozne ¢, j majui ¢isla ip a jp rozne zvysky po delenf q.

Dokazali sme, ze zvysky 21, 22, ..., 24—1 SU navzdjom rozne a nenulové. Preto si to v nejakom poradi zvysky
1,2, ..., q— 1. Pri séitavani vSak na poradi nezalezi a my si ich moézeme poprehadzovat. Tak moZeme dokonéit
vypocet lavej strany.

{pJ N VPJ P L(q—l)pJ _pH2p+-+(@-Up zmtzmttzen
q q q q
Cp(l 424 4g—1) 1424 4g—1
q q
pglg—1) qlg—1)

- M M -0k - 1)

Vyjadrili sme tak hodnotu lavej strany. Ak sa pozorne pozrieme na pravi stranu, tak je taka istd ako lava, len ma
vymenené p a ¢q. Preto aj jej hodnota bude rovnakd, len s vymenenymi p, ¢, teda %(p —1)(g — 1). To je t4 istd
hodnota, akd mé lava strana. Tym sme rovnost zo zadania dokézali.

Iné riesSenie:

Uvazujme §tvoréekovi siet p x g §tvoréekov so stranou dfiky 1. Na kazdy vnitorny mrezovy bod polozme kamienok
(ako na obrazku). Spoéitajme po riadkoch kamienky pod uhloprieckou (na obrézku st okrihle). Zvolme bod X
ako vnutorny mrezovy bod tsecky AB, teda |AX| € {1,2,...,q— 1}. Priese¢nik riadku, v ktorom sa nachadza bod
X s uhloprieckou AC ozna¢me Y. Ak |AX| = i, tak z podobnosti trojuholnikov |XY| = (ip)/q. Rozmyslite si, ze
pocet kamienkov na tsecke XY je rovny |(ip)/q|. Takymto sposobom vieme postupne spoéital potet kamienkov
pod uhloprie¢kou v prvom, druhom az (¢ — 1)-om riadku. Dostaneme tak

2 —1
H N VJ T {MJ ,
q q q
¢o je vyraz na lavej strane rovnice.

Podobne vieme spoéitat po stfpcoch pocet kamienkov nad uhloprieckou (Stvoréekové). V j-tom stfpci je cast stfpca
nad uhloprieckou dlhda (jg)/p a teda obsahuje |(iq)/p| kamienkov nad uhloprieckou. Ak toto spravime v kazdom

’

od prvého po (p — 1)-vy stlpec, dostaneme

[ 1252

¢o je vyraz na pravej strane. Poc¢et kamienkov nad uhloprieckou je rovnaky ako pocet kamienkov pod uhloprieckou.
Vd'aka nestdelitelnosti p, g ani ziaden kamienok nie je na uhlopriecke. Ked'ze lavd a prava strana rovnosti vyjadruju
ten isty poéet kamienkov, musia sa rovnat.

Komentar: Rovnost zo zadania plati, aj ked si p a ¢ stdelitelné. Dokaz pomocou §tvoréekovej sieti sa drobnou
tpravou da zovseobecnit pre Iubovolné ésla. V prvom sposobe to bude vyZzadovaf viac ndmahy.
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Uloha &.8: Miki a Zagjo hraji hru s bojovymi figirkami. Ked'Ze nie su Ziadni amatéri, vystacili si s perom a pa-
pierom a figirky si zaznacili ako body. Po dlhom boji ostali Mikimu tri figirky uloZené v bodoch A, B, C. Zajovi
zas ostali Styri figirky uloZené v bodoch K, L, M, N. Body K, L sa nachddzaji postupne na strandch AB, AC
v bodoch dotyku vpisanej kruznice do trojuholnika ABC'. Body M, N leZia postupne na osiach uhlov ABC, BCA
tak, ze | BMC| = |SBNC| = 90°. Miki sa pousmial a rozhodol sa vystrelit po priamke MN. Mysli si, Ze takto
zasiahne vsetky Zajove figurky. Dokdzte, Ze priamka M N prechddza bodmi K, L.

Riesenie: (opravovali Kika a Miso)

Méame trojuholnik ABC, nejaké Specidlne body a chceme dokézaf, Ze body K, L, M a N st na jednej priamke.
To sa d4 dokézaf rozne, napriklad tak, Ze dokaZeme, Ze usecka M N pretina strany AB a AC v bodoch K a L,
alebo dokdzeme, 7e usecky KL, KN a aj LM sa kolmé na na tu istd priamku. Taktiez mozeme dokatat, Ze
|<KML| =180° (ak je M vnutri trojubolnika), alebo | M LK| = 180° (ak je bod M mimo trojuholnika), a zdroven
|SNKL| = 180° (ak je N mimo trojuholnika) alebo |[<KNL| = 180° (ak je bod N v trojuholniku). Vsetky tieto
cesty viedli k spravnemu rieSeniu. My si dopodrobna prejdeme moznost dokazovania, ktorti sme spomenuli ako
prvu.

Prieseénik osi vnitornych uhlov trojuholnika ABC' si oznac¢me I,
priese¢nik priamky M N so stranou AB oznaéme X a priamky M N
so stranou AC ako Y. Ak dokédzeme, ze body B, I, N a X leZia na
kruznici, tak | BNI| = |XBX]I|, pretoze su to obvodové uhly k
obliku BT a ked'ze [{ BNI| = 90°, tak aj |[$BXI| = 90° a teda X
je bod dotyku vpisanej kruznice trojuholniku ABC a strany AB.
Podobne, ked budd body C, I, M a Y na kruZnici.

Zo zadania vieme, ze |SBMC| = 90° a aj |[<BNC| = 90°. Ked'ze
toto plati, tak musia body B, C, M a N lezaf na T4élesovej kruznici
nad priemerom BC. Tak a teraz podme uhlif! Ak mame uhly
standardne oznacené (][4 BAC| = a, |[SABC| = S a |[FACB| =),
tak |[SABI| = |[4IBC| = 3/2 a |[SACI| = |<ICB| = /2. Na-
kolko body B, C, M a N lezia na kruznici, tak aj [SYNC| = 3/2
a |[AXMB| =~/2.

Kedze |[SYNC| = B/2, tak velkost susedného uhla |[JXNC| =
180° — 3/2. Pozrime sa na stvoruholnik BIN X. Stgcet protilahlych
uhlov je |[SXBI|+ |4INX| = §/2+ (180° — 5/2) = 180° a teda
je to tetivovy stvoruholnik, ¢o sme chceli dokazat.

Este treba dokazat, ze body C, I, M a 'Y st na kruznici. Tak sa po-
zrime na §tvoruholnik CTY M. Uz vieme, ze |[<YCI| = |[<Y MI| =
~/2. Potkat, pockaf, ale toto moze platit, iba ak si to obvodové
uhly v stvoruholniku CIY M prislichajice obliku YI. Teda tento stvoruholnik musi byt tiez tetivovy. Hotovo.
Ulohu sme dokézali pre pripad, ked N je v trojuholniku ABC a M je mimo trojuholnika ABC. Ale osetrit to
vSeobecne nechdvam uz na vas, mili riesitelia.

Uloha &.9: V mestecku Algebrovo Zije niekolko vijrazov. Klub raciondlnych céisiel zorganizoval sikromny vecierok,

na ktory su pozvané len vyrazy, ktoré nenadobidaji casto celociselné hodnoty. Zistite, ktoré vyrazy to su. Ndjdite
n

vsetky pdrne celé éisla a také, Ze je celé &islo len pre konecéne vela prirodzenych &isiel n.

Riesenie: (opravovali Zajo a Ludka)
Pre parne celé ¢islo a si ozna¢me vyraz zo zadania ako

Dokazovat, 7e vyraz V,(n) je celé &islo pre nekone¢ne vela n, je podstatne jednoduchsie ako dokazovat, ze V,(n)
je celé ¢islo len pre koneéne vela n. V prvej moznosti nam totiz staci ndjst niekolko (samozrejme nekone¢ne vela)
¢éisel n, s ktorymi sa ndm bude lahko pracovat, pre ktoré bude dany vyraz celé é&islo. Napriklad pri a = 2 to st
mocniny ¢isla 3. Pri hlbSom pozorovani sa nam ako dobry kandidat pre vSeobecny pripad poniuknu mocniny ¢&isla
a + 1, pripadne mocniny Iubovolného delitela a + 1. Tak si mozeme za toho delitela zvolit nejaké prvoéislo, lebo
tie maji pekné vlastnosti a mézu nadm ulahé¢it nejakd pracu. V tomto priklade dokonca dokaz s mocninami &fsla
a+ 1 nie je ani o vela zloZitejsi.

Zoberme teda prvoéislo p, ktoré deli &islo a + 1. Na to, aby také prvoéislo existovalo, tak a + 1 musi byt rozne
od —1 a 1, teda a je rozne od 0 a —2. Navyse p > 2, kedze a + 1 je neparne. Matematickou indukciou podla k
ukazeme, ze pre n = p* je vyraz V,(n) celé éislo. Teda, ze pre vietky prirodzené ¢isla k &islo p* delf a®) 1.
Zoberme k = 1. Ked'Ze p | (a+1), tak a = —1 (mod p). S vyuZitim toho, Ze p je neparne, dostaneme a? = (—1)P =
—1 (mod p), teda p | (a? +1).
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Predpokladajme, Ze pre k = t plat{ p* | (a(”t) +1). Pre k = t+ 1 mame &itatel zlomku rovny a®™ 4 1, ¢o si vieme
upravif na (a®))? 4+ 1. Oznaéme A = a(?"). Vd'aka tomu, 7e p je nepérne, vieme ¢itatela upravit

a4 1= AP H 1= (A 1)(APTE - AP A2 - A1),

Z indukéného predpokladu vieme, ze A + 1 = aP) + 1 je delitelné p. Uz ndm stadi ukédzaf, ze druhs zétvorka je
delitelnd prvoéislom p. Kedze pt | (A+1), tak ajp | (A+1), teda A = —1 (mod p). Z toho vieme vypocitat zvysok
druhej zatvorky po deleni p ako

(—)P 7 (—1)P 2 (1) = (D) H+1=14+1+--+1+1+1=p=0 (mod p).

Dostali sme, 7e druhd zétvorka je delitelnd p, teda cely vyraz AP +1 = a®") 4+ 1 je delitelny éislom pt+l, éo sme
cheeli dokézat.

Ukézali sme, ze pre a rozne od 0 a —2 vyraz V,(n) je celé &islo pre kazdé n = p* a takych n je nekonecne vela.
Ostéva ndm vyriesif zvysné pripady. Pre a = 0 ide o vyraz 1/n, ktory je celoéiselny len pre n = 1, teda a = 0
vyhovuje zadaniu.

Pozrime sa teraz na a = —2. Ak je n parne, tak (—2)™ + 1 je nepdrne a teda ich podiel nebude celé ¢islo. Ukdzeme,
7e pre neparne n rozne od 1 nie je ¢islo (—2)" + 1 delitelné n. Podme na to sporom a predpokladajme, Ze pre
nejaké nepérne n # 1 plati n | ((—=2)" + 1). Zoberme najmensie prvocislo p, ktoré deli n (najmensie preto, aby
sme lahsie dospeli ku sporu). Ked7ze n je nepdrne, tak p mus{ byt tiez neparne. Potom p | ((=2)" + 1), éo v reéi
zvyskov znamend, 7e (—2)" = —1 (mod p). Ked7e n je nepdrne, vieme si to upravit na 2" = 1 (mod p). Podla
Malej Fermatovej vety plati 2?1 =1 (mod p). Ak oznaéime D ako najvicsieho spoloéného delitela n a p — 1, tak
si rozmyslite, ze musf platit 2° =1 (mod p).

Ak D > 1, tak dostavame, ze D | n. Ale kedZe aj D | (p — 1), tak D < p a ¢&islo n tak musi mat mensieho
prvociselného delitela ako p, €o je v spore s nagou volbou p. Ak D = 1, tak zas dostdvame 2 = 1 (mod p), ¢o pre
7iadne prvoéislo p nemoze nastat.

Ukézali sme, Ze pre a = —2 nadobiida vyraz V_s(n) celo¢iselni hodnotu len pre n = 1, ¢o je koneéne vela &isel n.
Teda —2 a 0 st jediné hodnoty a, pre ktoré je vyraz V,(n) celé &islo len pre koneéne vela prirodzenych é&fsel n.

Uloha &.10: Mafo md rdd mozaiky, tak sa rozhodol, Ze si jednu spravi. Tak zapdlene sa pustil do navrhovania, aZ
sa pozastavil nad tym, & to vébec tak komplikovane péjde spravit. Rozhodnite, ¢ je mozné rozdelit Trovnostranni
trojuholnik na viac ako 9000 konvexngch® casti tak, aby lubovolnd priamka pretinala menej ako 26 z nich.

Riesenie: (opravoval Vodka)

Na prvy pohlad sa zd4, ze to vobec nie je mozné. Skratka to &islo, 9000, je naozaj absurdne velké. Aviak ak sa
pokusime dokdzat (poriadne), Ze by to nemalo {st, tak ndm nejde ani to. A z nasich pokusov moZeme nadobudntit
dojem, Ze by to predsa len mohlo ist.

Dobre povedzme si to na rovinu, ide to a konstrukcia vobec nie je nidroéna. Ako vsak na nu prist? Treba skusat
a skusat, aZ ndm ten spravny vzor nejako napadne. Zakladné dobré pozorovanie je to, Ze ak niekde budeme mat
1000 000-uholnik, tak je to dobré, lebo ak za Easti pouzijeme jeho rohy, tak budme mat 1000001 ¢asti a Tubovolnd
priamka pretina najviac 3 z nich. Viac pokecu a motivacie o tom, ako na to prist, ndjdete vo videovzordku®.
Takze ta spominand konstrukcia: Budeme postupovat v krokoch. Na zaciatku mame trojuholnik a odsckneme mu
3 rohy — pri kazdom vrchole tseckou oddelime trojuholnik (tak aby sa nepretinali). Tieto 3 trojuholniky budi 3
casti. V strede zostal 6-uholnik. Tomu zase odsekneme 6 rohov — 6 trojuholnikov. V strede ostane 12-uholnik. Takto
pokracujeme, az v poslednom 12. kroku mame v strede 3-2''-uholnik a odsekneme jeho 3-2'! rohov. A ako posledn4
cast ostane v strede 3 - 2!2-uholnik. Takto ndm vznikne 3+ 6+ 124 ---+3-211 +1=3(20 421 ... 4211y + 1 =
=3(2!2 - 1)+ 1 =12286 > 9000 casti. Zjavne st vietky konvexné.

Co si ostdva uvedomit je, ze lubovolna priamka pretina najviac 2 trojuholniky odrezané v jednom kroku. Nech sme
osekali n-uholnik. Ak priamka pretina nejaky trojuholnik, musi pretinat aj jednu z jeho 2 stran ktoré s na obvode
n-uholnika. Avsak obvod tohto n-uholnika je prefaty tou priamkou maximélne 2-krat, a preto pretina maximélne
dve také strany tych trojuholnikov. Tym je dokdzané, Ze pretina najviac 2 trojuholniky z lubovolného kroku.
Krokov bolo 12 to znamen4, Ze kazd4 priamka pretina najviac 2 - 12 trojuholnikov a este moze pretinat ten velky
3 - 2'2_uholnik v strede. To je vSak spolu len maximalne 25 ¢asti. Dokézané.

3Konvexny utvar je taky dtvar, v ktorom spojnica fubovolnych dvoch vnitornych bodov lezi celd vnitri dtvaru.
4https://www.youtube.com/watch?v=pJQDgbkyfRM
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kategoria BETA

Vyvsledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola kK |4|5|6]|7]|8 10 s | >
1. Ondus Peter 2. GAlej KE 41919191919 45 | 45
1. Sasik Tom4&s 2. Gamca BA 41919191919 45 | 45
1. Sladek Samuel 4. GAB NO 7 91919 9 45 | 45
1. Zéhorsky Akos 2. G Sahy 41919191919 45 | 45
5. Kozevnikov Danil 2. GJK Praha 21919198 44 | 44
5. Vistanova Laura 3. Gmad KE 41919(8[91]9 44 | 44
7. Parada Matej 2. Gamca BA 4 ({9197 ]19)|7 41 | 41
8. Csenger Géza 3. GHS 4191911199 37 | 37
9. Kopfova Lenka 1. G Mendel CR | 3 |9 |9 719 34 | 34
9. Poljovka Jakub 2. GPar NR 419199 7 34| 34
11. | Dlugosova Michaela 2. GKuk PP 4 19/9|13|8|4 33| 33
12. | Suchova Martina 2. GPar NR 4 19197 7 32 | 32
13. | Pist4dk Daniel 4. GChD Praha | 8 99 1|7 31| 31
14. | Sladecek Michal 3. GVar ZA 5 91919 27 | 27
14. | Sukenik Peter 4. GVO ZA 9 91919 27 | 27
16. Murin Marek 4. GJH BA 9 71916 26 | 26
17. | Kufkova Séra 2. Gamdéa BA 419197 25 | 25
17. | Svihorik Tomé&s 2. GPar NR 4 19197 25 | 25
19. | Mertanova Hana 4. PiarG TN 4 (9117 7 24 | 24
20. | Hanzely Slavomir 4. GJAR PO 9 818 |7 23 | 23
20. | T6thova Andrea 4. GJH BA 6 9171413 23 | 23
22. | Bodik Juro 4. Gamca BA 10 918 1 22 | 22
22. | Kopf Daniel 4. G Slez CR 10 718 |7 22 | 22
24. Marcekova Michaela 1. GPar NR 21919 0 20 | 20
24. | Ralbovsky Peter 3. GJH BA 8 419 |7 20 | 20
26. | Frankovska Zuzana 4. GJH BA 8 9 9 18 | 18
27. Skrlec Adam 4. GJH BA 6 9 6 15 | 15
28. | Ondus Daniel 4. GAlej KE 8 915 14 | 14
29. | Krajmerova Barbora 4. G Surany 6 9|2 11 | 11
30. | Vanco Simon 4. CGsvM SL 5 9 10 | 10
31. | Micko Juraj 3. GPos KE 7 9 919
31. | Porubsky Michal 4. GsvCM NR 6 9 919
33. | Szollésova Timea, 0. Gamca BA 0211 0 0 4 4
34. | Kudel¢ikova Martina 4. GVO ZA 7 1 1 1
34. | Marcekova Katarina 4. GJH BA 8 1 0 1 1
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’Por.‘Meno‘Roé.‘Skola‘n‘4‘5‘6‘7‘8‘9 ‘IO‘p‘s‘a

kategoria ALFA

Por. | Meno Roc¢ Skola K 2/3/4|5|6 s | >
1. Brezinovd Viktéria 1. GAlej KE 2 919191919 45 | 45
1. Durackovd Méria 1. GJH BA 2 919191919 45 | 45
1. Filop Jozef 0. Gamca BA 0 919181919 45 | 45
1. Glevitzkd Stefdnia 1. GVBN PD 2 918191919 45 | 45
1. Kollar Pavol 1. Gamca BA 2 9191919 45 | 45
1. Krajcoviechova Lucia 0. GIH BA 0 919191919 45 | 45
1. Misiak Dévid 1. GJH BA 2 919191919 45 | 45
1. Oravkin Richard 1. 1SG BA 2 919191919 45 | 45
1. Pisonova Karolina 1. G Bénovce 1 91911919 45 | 45
1. Poturnay Marian 1. GPdC PN 2 918191919 45 | 45
1. Stevko Martin 1. GAlej KE 2 919191919 45 | 45
1. Winczer Tobias 1. SPMNDG BA | 2 9191919 45 | 45
13. | Adam Dominik 1. GJH BA 1 91811919 44 | 44
13. | Klein Pavol 1. GPdC PN 2 918191919 44 | 44
13. | Kraj¢i Samuel 1. GAlej KE 2 918191919 44 | 44
13. | Parada Jakub 1. Gamca BA 1 9191919 44 | 44
13. | Stanik Michal 1. GLS TN 1 9181919 44 | 44
13. | Santa Adam 1. GJH BA 1 9181919 44 | 44
19. | Zubédk Matus 1. GPar NR 2 919191916 42 | 42
20. | Hecko Michal 1. GPOH DK 2 912191915 40 | 40
20. | Lacko D&vid 1. GPOH DK 1 913191915 40 | 40
20. | Mréz Michal 1. SPMNDG BA | 2 917191916 40 | 40
23. | J6za Bohdan 1. GJH BA 2 91519197 39 | 39
23. Molnar Michal 1. Gamca BA 2 91811994 39 | 39
23. | Mosko Matej 1. Gamca BA 2 915191911 39 | 39
23. | Prokopova Tereza 1. GJH BA 1 91419198 39 | 39
23. | Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 2 9 71917 39 | 39
23. | Studenic¢ovd Katarina 2. GPOH DK 3 619|197 39 | 39
29. | Machalovd Monika 1. GJH BA 2 915191916 38 | 38
30. | Portasikovd Jasmina 1. GVar ZA 1 91419196 37 | 37
31. | Hrmo Matej 1. GPar NR 2 9191919 36 | 36
31. | Jurikovd Réberta 1. GVBN PD 1 915191914 36 | 36
31. | Kebis Pavol 1. G PK 2 917191912 36 | 36
31. | Kralovi¢ Tom4&s 1. GPar NR 2 917191912 36 | 36
31. | Pifkova Andrea 2. Gamca BA 2 91219197 36 | 36
31. | Tédova Tereza 1. GPar NR 2 918191911 36 | 36
37. | Dujava Jonds 1. SPSE Presov | 2 9181919 35| 35
37. | Hlusko Jakub 1. SPMNDG BA | 1 91819 35| 35
37. Kozevnikov Danil 2. GJK Praha 2 91919 35 | 35
37. | Zdimalova Michaela 1. GIH BA 1 917191 35| 35
41. Marcekova Michaela 1. GPar NR 2 9171919 34 | 34
42. | Benkové Nina 1. GPdC PN 2 914191912 33 | 33
43. | Ciz Jozef 1. GJH BA 1 9141910 31| 31
43. | Findra Michal 1. GDT PP 2 9141919 31 | 31
45. Ondovéikova Lucia 1. G Modra 2 914|791 30 | 30
46. | Baldz Lukéas 1. G Bénovce 1 9121919 29 | 29
47. | Galikova Kristina 1. SukG Cesks | 2 91719 3 28 | 28
48. | Kalasovd Martina 1. GJH BA 2 6 91911 25 | 25
48. | Kopfova Lenka 1. G Mendel CR | 3 919 25 | 25
48. Pies David 1. SPMNDG BA | 2 21319192 25 | 25
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Por. | Meno Roc. Skola k|1 3145 s | >
51. | Beldk Tomés 1. GAV LV 2 6191 23 | 23 |
51. | Knaze Gabriel 1. GJCh BR 1 41919 23 | 23
51. | Novota Matej 1. SSsvFA 1 519 23 | 23
54. | Castulikova Katarina 2. 1SG BA 3 21917 21 | 21
55. | Turcanova Veronika 2. GJav 2 2 9 20 | 20
56. | Ghirbakova Karin 1. Gamca BA 119 21710 18 | 18
57. | Reckové Veronika 1. GJH BA 1]1 5 0 17 | 17
58. | Feketeova Viola 1. GBST LC 11]0 2131 16 | 16
59. | Cinové Tatiana 1. GPar NR 2|3 3 9 12 | 12
59. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 3 0 12 | 12
61. Sarva§ Marek 2. GBST LC 2 9 9 9
62. | Majer Matus 1. SPMNDG BA | 2 | 4 6 6 | 6
62. | Sadovska Jana 2. SPMNDG BA | 3 6 6 6
64. | Kofira Eduard 3. BiG Sucany | 3 410 515
64. | Szollésova Timea 0. Gamca BA 011 2|1 5 5




