Vzorové rieSenia 2. série letnej éasti KMS 2015/2016

Uloha &.1: Matko si na tabulu nakreslil tri body, ktoré neleZia na jednej priamke. Potom s bodmi na tabuli zacal
robit nasledovnii operdciu: méze si vybrat tri nakreslené body, ktoré neleZia na jednej priamke, a nakreslit ortocen-
trum! trojuholnika nimi uréeného (pokial uz ortocentrum nemd na tabuli nakreslené). Tiito operdciu niekolkokrdt
opakuje, pricom si méze vyberat aj dokreslené body. Najviac kolko bodov méze Matko takto dokreslit?

Riesenie: (opravoval JeFo)

Tak a je to tu! Do¢kal som sa, po sedem a pol roku! Zdvihnite prosim ruku, ak neméte 9 (slovom deviit) bodov.
Aha, vidite to! Nikto! Samé deviatky! Za to Vam napiSem rozpravku.

Kde bolo tam bolo, v krajine trojuholnikov vladol stary kral trojuholnik ABC. Bol dost ortodoxny a tak chcel
aby kazdy trojuholnik v kralovstve mal ortocentrum. Ako spravny kral zac¢al hned od seba a poprosil dvorného
§asa Matka aby mu to ortocentrum dokreslil. Ten tak nebojicne vykonal a krél trojuholnik ABC sa mohol popysit
novym ortocentrom H.

Jedného réna krala prebudil zly sen v ktorom sa mu prisnilo, Ze ked na sebe

zostroji trojuholnik ABH, tak tento trojuholnik neméd ortocentrum. To nemo- C

hol kral trojuholnik ABC dopustit a hned bezal za $asom Matkom a budil ho
s prosbou, nech aj trojuholniku ABH dokresli ortocentrum.

Rozospaty §aso Mato sa na neho ospalo zadival a zacal krala upokojovat: ,Ale
kral moj, nicoho sa nebojte. V4§ trojuholnik ABH predsa ortocentrum uz
ddvno m&.“ Krél sa zadival na $aSa nechdpavo a tak saso pokracoval: ,Pozrite
sa kral moj, vyska na stranu AB z vrchola C' je t4 istd priamka ako vyska z Ias
vrchola H na t1 istd stranu.“ Kral sa stale tvaril neurcito a tak §aso pokracoval:
,Pozri sa kral na stranu AC, tato strana je ¢astou vysky v trojuholniku ABH /
z vrcholu A na stranu BH.“ Kralovi sa rozziarili oéi a blazene skongtatoval: :
,Uz to vidim Mafko, ortocentrum trojuholnika ABH je bod C.¢

Kral bol dostatoéne mudry, aby si uvedomil Ze rovnako to bude s trojuholnikmi BCH a CAH, preto ho uz viac
nematali notné mory.

Ja len na zdver este podotknem, Ze je jedno, & je kral tupouhly alebo ostrouhly. V pripade, Ze je kral pravouhly,
je bod H totozny s vrcholom, pri ktorom je pravy uhol.

B

Uloha &.2: Veronika sa naucila éarovat. UloZila si do radu 100 striebornijch minci a ide ich premenit na zlaté.
Musi kuzlit tri sekundy na to, aby premenila jednu stricborni mincu na zlati. Ak sa viak vedla premierianej mince
nachddza jedna zlatd minca, tak jej to trvd len dve sekundy. Ak si vedla premierianej mince dve zlaté mince, tak ju
premend za jednu sekundu. Viac ako jednu mincu sicasne neméze premieriat. Najmenej kolko sekind musi Veronika
kuzlit, aby premenila véetkijch sto minci na zlaté? Nezabudnite zdévodnit, preco sa jej to za menej sekind neméze
podarit.

Riesenie: (opravoval Zajo)

Jedna z taktik premiefiania minci, akti moéze Veronika zvolit, je premenit mincu na kraji a potom postupne vietky
dalsie. Takto to zvladne za 201 sekiind. Ak jej skisime vymysliet nejaky iny postup, nech sa snazime ako chceme,
premienanie vietkych minci vzdy trva 201 sekind. Preto sa oplati zamysliet sa nad tym, ¢éi premiefianie nebude
vzdy trvat rovnako dlho. ViéSina z Vés sa pustila do ,ostrovéekového* pristupu, kedy ste sa snazili v skratke
ukdzat, Ze aby sme nieco usetrili, musime premenit nejakd mincu d’alej za 3 sekundy, éim zase uSetrent 1 sekundu
stratime. Priklad sa takto dal lahko dorétat, ale vyzadovalo to obsirnejsie vysvetlovanie a bolo treba si dat pozor
na par okrajovych pripadov. Ako elegantnejsie sa ukdzalo pozeraf sa na ,susedstva“ minci. V rade je 100 minci,
teda 99 susedstiev. Ak sa pozrieme na dve Tubovolné susedné mince, uréite vieme, Ze najprv bude premenend jedna

LOrtocentrum je prieseénik vysok v trojuholniku.
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z nich a potom druhé. Cas za ktory sa minca premeni je 3 — z sekind, kde z je pocet uz premenenych susednych
minc{. Pre kazdé zo susedstiev plati, Ze prave jednej z minc{ (tej neskor premenenej), medzi ktorymi je susedstvo,
usetri pri premierian{ sa jednu sekundu. Kazd4 minca sa premiena (bez vplyvu susednych minci) 3 sekundy a teda
vietky sa budi premiefiat (keby sa mince neovplyviiovali) 300 sekiind. Za kazdé susedstvo usetrime jednu sekundu
z Casu potrebného na premenenie jednej z minci, medzi ktorymi je toto susedstvo. Celkovy pocet sekind potrebny
na premenu vSetkych minci je vzdy 3 - 100 — 99 = 201.

Uloha &. 3: Hago sa hrd nasledujiicu hru. Na tabulu si napiSe vsetky celé ¢isla od 2 po 9000000, kaZdé prdve raz.
Ndsledne v prvom kroku z tabule zmaZe vsetky tabulové prvoéisla prvej vrovne, ¢iZe také &isla, ktoré si prvocisla
(teda memagi na tabuli iného delitela okrem seba). Potom v druhom kroku zmaZe vsetky tabulové prvoéisla druhej
tdrovne, CiZe také éisla, ktoré nemaji na tabuli iného delitela ako seba (napr. ¢islo 6, ked'ze 2 a 3 si uZ zmazané).
Tymto stylom pokracuje dalej. Ndjdite vietky &isla, ktoré Hago vymaZe v kroku, po ktorom uZ na tabuli neostane
Ziadne &islo. Nezabudnite zdévodnit, Ze ste nasli naozaj vietky éisla.

Riesenie: (opravovali Kika a Mojo)

Uréite ndm neublizi, ked to sktsime spravit pre &isla napr. do 50. Ziskame predstavu o kazdom é&isle, kolkého
stupiia je to tabulové prvoéislo. Keby mame &fsla len od 2 do 50, tak Hagovi zostane len 32. Ale pre¢o? Ako stvisia
delitele so stupiiom tabulového prvoéisla?

Kaizdé ¢islo = viem rozlozit na prvoéisla a zapisat ho tvare £ = pi - pa - ps - - - - - pi, kde prvoéisla nemusia byt
rozne. Ak mame v prvoéiselnom rozklade jedno prvoéislo, tak &islo je prvoéislo a teda aj tabulové prvoéislo prvého
druhu. Ak ma ¢islo v prvociselnom rozklade dve prvocisla, tak sa zmaze v druhom kroku a teda je to prvocislo
druhého stupiia. V prvom kroku sa totiz zmazi obe jeho prvoéisla a tak na tabuli nezostane Ziadny jeho delitel.
Ked'ze nezostane ziadny delitel, tak ¢fslo bude musief byt zmazané v druhom kroku. Pockat, ale éo ak sa rovnaji.
Potom nezmazem obe jeho prvocisla v prvom kroku. Nuz, vtedy zmazem prvocislo a na tabuli zostane jeho druha
mocnina (ktord sa rovna nasmu ¢islu) a té4 uz nemd inych delitelov, takze bude zmazand v druhom kroku.
Skdsme si to zovieobecnif. Nech m4 &fslo x v prvociselnom rozklade k prvoéisel. Ako vyzeraji jeho delitele? V
kolkom kroku bude zmazané? Najprv si odpovieme na prvi otdzku. Medzi jeho delitele patria vietky prvoéisla v
prvociselnom rozklade. Potom st tam vsetky suciny dvoch tychto prvocisel, teda: p1 - p2,p1 - p3, ..., Pk—1 * Pr- Aj
vSetky siciny troch prvocisel z prvociselného rozkladu, aj Styroch, ..., aj stciny k-tich prvocisel z prvociselného
rozkladu (sticin k-tich je len jeden a to samotné ¢islo ). Uz vieme, ze v prvom kroku budi zmazané vsetky prvocisla.
V druhom kroku budid zmazané vietky stciny dvoch prvoéisel, pretoze uz nebudi mat svojich delitelov-prvoéisla.
Delitele, ktoré sd sdi¢inmi aspoii troch prvoéisel nebudi zmazané, pretoze medzi ich delitelmi st stéiny dvoch
prvoéisel. V trefom kroku budi zmazané budi zmazané vietky suéiny troch prvoéisel, pretoze ich delitelmi boli
prvoéisla a stciny dvoch prvocisel. Cisla ktoré si sti¢inom k prvoéisel budi zmazané v k-tom kroku, pretoze uz
tam nebudd mat Ziadneho zo svojich delitelov, ktory je sti¢inom k — 1 a menej prvoéisel.

Hladdme &islo, ktoré je mensie ako 9 000 000, a mé v prvoéiselnom rozklade ¢o najviac prvoéisel. Najmensie
prvoéislo je 2. Chceme teda maf v prvoéiselnom rozklade ¢o najviac dvojek. Ni¢ ndm totiz nebrani, aby tam boli
len dvojky. Jednoducho doratame, ze 223 je najviicsie éfslo zlozené len z dvojok mensie ako 9 000 000. Este treba
overit, Ze ziadne iné &fslo zlozené z 23 prvoécisel mensie ako 9 000 000 neexistuje. Druhé najmensie ¢islo zloZené z
23 prvocisel je 222 - 3, avsak toto ¢islo je viicsie ako 9 000 000, teda nevyhovuje.

Jediné &islo, ktoré zmazeme v 23 kroku je 223, vietky ostatné boli zmazané v niektorom predchadzajicom kroku.

Uloha &.4: Jozko sa uéil v skole rysovat os uhla. Hned si na papier narysoval dve priamky a isiel rysovat. Prisla
vsak Anicka a odstrihla mu éast papiera, na ktorom sa nachddzal ich priesecnik. JoZkovi tak ostal iba papier s dvomi
éastami priamok bez ich priesecnika. Ako zostroji len pomocou pravitka a kruZidla os uhla ktory zvieraji? Rysovatl
moéze len na papieri, ¢o mu zostal.

Riesenie: (opravovali Ivka a Adam)

Snazime sa najst os uhla. Na to nam staci najst Tubovolné dva body leziace na tejto osi, ktorymi uz bude os
jednoznaéne uréens. Ako budeme tieto body hladat?

Zamyslime sa. Co vieme o osiach uhlov? V trojuholniku sa spravaji velmi pekne, vietky tri sa pretinaji v jednom
bode (stred vpisanej kruznice). Vieme niekde v nagom priklade zostrojit trojuholnik?

Sktisme si predstavif nds obrazok spolu s odstrihnutou ¢astou. Ked k ramendm uhla priddme tretiu stranu ktora
ich bude pretinat, dostaneme trojuholnik. V tomto trojuholniku pozname dva vrcholy (tret{ je v ustrihnutej casti,
ktoru si iba predstavujeme). Osi uhlov pri zndmych vrcholoch Jozko vie zostrojit. Pretni sa v jednom bode. Avsak
tymto bodom musi prechadzat aj os uhla pri vrchole, ktory si len predstavujeme. Tad444, mame prvy bod leziaci
na nasej osil

Ako ziskame druhy? No presne rovnako, akurat budeme pracovaf v inom trojuholniku (chceme dva rézne body).
Tretiu stranu si zvolime rovnobeznt s predoslou, aby sa nam nestalo, ze sa stredy vpisanych kruznic zhoduju.
Vieme spravit rovnobezku? Mame k dispozicii iba pravitko a kruzidlo. Rovnobezku spravime tak, ze si do kruzidla

2Neméze si dokreslit prieseénik tychto dvoch priamok. Je totizto v skole a nesmie poskodit lavicu. Nem4 pri sebe ani d’alsie papiere.
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vezmeme nejaki ndhodnt velkost a nanesieme ju z krajnych bodov pévodnej tretej strany, na ramens uhla. Vzniknu
nam takto dva body, ktorymi budeme viest nasu novi tretiu stranu v novom trojuholniku. Zopakujeme postup a
najdeme priesec¢nik osi uhlov.

Takto sme ziskali uz oba body, teraz ich pomocou pravitka spojime a dostaneme nasu hladant os.

Uloha &.5: Adam md = zelenych a m modrych auticok, ktoré si ukladd do jedného radu na policku. Auticka
vyzeraji tplne rovnako, ligia sa len farbou. Skupinu modrijch autiéok tvori niekolko (nie 0) za sebou uloZenych
modrijch auticok, ktoré si ohranicené zelenym autickom alebo krajom radu.® Kolkymi réznymi spésobmi méze
Adam uloZit auticka na policku, aby vytvoril prdve s skupin modrijch auticok?

Riesenie: (opravoval Lubo)

Nazadiatok sa zamyslime, kedy m4 ttito tilohu vlastne zmysel riesif. Ak chceme spravif s skupin auti¢ok, tak na to
potrebujeme aspont s modrych auticok. Na to, aby sme ich do tychto s skupin vedeli rozdelif potrebujeme aspoi
s — 1 zelenych auticok. Takze mame tieto dve podmienky:

m > s

z>s—1

Teraz si tilohu rozdelime na dve ¢asti. Ako prvé zistime, kolkymi spésobmi vieme usporiadat m modrych auticok
do s skupin. Predstavme si nejaky rad modrych auticok. Na oddelenie skupiny vzdy pridame jedno zelené auticko
medzi nejaké dve modré. Dokopy chceme pridat s — 1 zelenych auti¢ok, ktoré ndm vytvoria hladanych s skupin.
Zelené auticko vieme pridat do lubovolnej medzery medzi dve modré, teda na m — 1 miest, pricom do kazdej
medzery dame najviac jedno. Poéet moZnost{ si z toho vieme vyjadrit kombinaénymm é&islom:

(%)

Prvi ¢ast mame za sebou, podme sa pustif do tej druhej. Musime este zistif, kolkymi spésobmi vieme doplnit
zvysné zelené auticka. Ostalo ndm ich z — s + 1, ked'Ze s — 1 sme uZ pouZili na oddelenie modrych auticok. Tieto
zelené auticka chceme rozdelit do s+ 1 skupin (s—1, ktoré tvoria oddelenia skupin modrych auti¢ok a 2 na krajoch).
Avsak nie v kazdej skupine musi byt nejaké auticko. Predstavme si teda nejaky rad zvysnych zelenych auticok,
do ktorého priddme uz vytvorenych s skupin modrych auticok (jednu skupinu si oznaéime ako S a budeme o nej
uvazovat, ako keby je to len jeden ¢len). Dokopy méame teda z + 1 ¢lenov. Chceme zistit, kolkymi sposobmi vieme
tieto prvky usporiadat. Predstavme si teda z + 1 ,chlievikov®, do ktorych vpiseme bud Z (zelené autitko) alebo S
(skupina modrych auticok). To vieme spravif tak, ze do z — s + 1 ,chlievikov* vlozime Z a do zvysnych doplnime
S. Teda vlastne vyberieme z — s 4+ 1 ,chlievikov® z celkového poétu z + 1 ,chlievikov®. A kedZe chceme zistit,
kolkymi sposobmi to vieme nie¢o takéto spravit, tak dostdvame opit kombinaéné é&islo:

(jjil) :(Zil)

A teda celkovy poéet moznosti, ako usporiadat z zelenych auticok a m modrych auticok tak, aby modré auticka
tvorili s skupin dostaneme vynasobenim tychto dvoch kombina¢nych ¢isel a sice:

()0

Uloha &. 6: Desaf vedicich KMS je zmrzlinu. KaZdy z nich md medzi nimi prdve 6 kamardtov (kamardtstvo je
vzdjomné). Zmrzlina obsahuje presne 120 porcii. Vedici vsak maji len jednu lyzZicku, preto jedia nasledujicim
sposobom: tem, kto md lyZicku, zje jednu porciu zmrzliny a podd lyZicku nejakému svojmu kamardtovi. Toto sa
opakuje, aZ kym nezjedia celid zmrzlinu. Dokdzte, Ze ak md na zaciatku lyZicku lubovolny vedici, tak vedia zjest
zmrzlinu tak, aby kazdy zjedol 12 porcii.

Riesenie: (opravoval Jozo)

Potrebujeme najst nejaky sposob, ako si budid vedici poddvat lyzicku tak, aby kazdy zjedol 12 porcii. O fiom
musime samozrejme dokézat, Ze je spravny. Jedna moznost je vybavit zopar vedicich hned’ na zaéiatku. Napriklad
vediici vy, €0 m4 na zaiatku lyZicku, si ju mdze postivat so svojim kamardtom vy, kym obaja nezjedia 12 porcif
a lyzicka skonéf u vediceho vy. Ten ju potom podéd daliemu kamardtovi vs. Ten zopakuje to isté, teda bude si
vymietiat lyZicku so svojim kamardtom v4. Potom ju vy podd d'alsej dvojici kamaratov, éo sa bude opakovat, kym
sa takto nenajedia vSetky dvojice.

3Napriklad, ak si modré autika oznacime ako M a zelené ako Z, tak v ulozeni MMM ZZMZM M sa nachédzaji prave tri skupiny
modrych auticok.
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Musime v8ak zarucit, aby vedici, ¢o dojedol svojich 12 porcii mal eSte nejakého nenajedeného kamardta, ktorému
posunie lyZzicku. Ak sa nad tym zamyslime, zistime, Ze ndm staéi, aby si vedici vedeli vedla seba posadat do radu
V1, Va, ..., U1p tak, aby kazdy vedici sedel medzi dvoma svojimi kamaratmi. Dolezité je, Ze tento rad musi za¢inat
vedicim, ¢o ma na zaciatku lyzicku.

Pod'me teda postupne usidzat vedicich do radu. Zoberme vedticeho vy, ktory mé na zaciatku lyzicku, a posadme
vedla neho nejakého jeho kamarata vo. Vedla vediiceho v, posadme jeho kamarita vs. Toto opakujeme, pokial sa
nam da. Skonéime, ak posledny vedici v, ktorého sme posadili, nebude mat stojacich kamaratov. Ked'ze kazdy
vedici m4 Sest kamardtov, tak sa ndm to moze stat najskor az pre n > 7.

Mame teraz n > 7 vedicich vy, v, ..., v, sediacich v rade. Ak n = 10, tak sme dosiahli, ¢o sme chceli. V opa¢nom
pripade sa pozrime na nejakého vediiceho u, éo stoji. Okrem neho stoji este d'alsich 9—n vedicich, pri¢om s kazdym
sa moze kamaratit. Avsak aspont 6 — (9 —n) = n — 3 kamardtov vediiceho u uZ sedi. Z toho je ndm jasné, Ze nejak{
dvaja jeho kamarati sedia vedla seba. Totiz ak si spravime postupne zlava dvojice vedicich, tak ndm vznikne
najviac (n + 1)/2 skupin vedtcich (vdésina skupin budd dvojice, eSte ndm moze ostat jeden sdm). Ked'ze pre
n=7,8,9plati 9 —n > (n+ 1)/2, tak z Dirichletovho principu vyplyva, Ze aspon v jedenej skupine si dvaja
kamarati vediiceho u. Tito kamarati urcite sedia vedla seba. Preto si vedtici u moze sadnitf medzi nich.

Ak si teda na zaciatku neposadali vietci vedici, vie si jeden zo stojacich vedicich k nim prisadnit. Potom vsak
dostaneme podobni situdciu a postupne moéZeme rovnakym spdsobom usadif zvysnych vedicich, ¢o ostali stat (ak
nejaki vobec ostali). VSimnite si, ze vedici vy, ¢o mal na zaciatku lyzicku ostal na svojom mieste, teda na zaciatku
radu. Toto by napriklad neplatilo, ak by sme pocas usddzania pred neho posadili nejakého kamarata. Vtedy by sme
nemali zaruéené, Ze na zaciatku radu méze byt Iubovolny vedici. A ked’ ich uz mdme pekne posadenych tak, Ze
kazdy sedi medzi svojimi dvomi kamardtmi, mozu si lyzicku poddvat tak, ako sme opisali na zaciatku. Tak kazdy
veduci zje 12 porcii.

Iné rieSenie:

Vediicich si mézeme predstavit ako vrcholy grafu a hranou spojime tych, ¢o sa kamarétia. Ked'ze kazdy komponent
grafu musi mat aspoin sedem vrcholov, preto tento graf musi byt stuvisly. KedZe z kazdého vrcholu vychddza parny
pocet hrdn a nas graf je suvisly, tak obsahuje uzavrety eulerov tah.* Inak povedané, d4 sa nakreslit jednym tahom
tak, aby sme zadali aj skonéili v rovnakom vrchole, pricom tento vrchol méze byt Iubovolny. Takze vedtci si budu
lyzicku poddvat po tomto eulerovom tahu. Po jeho dokonéeni kazdy vedtci zje tri porcie (dostane lyzicku, zje
kopéek a posunie lyzicku) a lyzicku bude mat opét vediici, ¢o ju mal na zaciatku. Ak toto vediici zopakuju trikrat,
kazdy zje 12 porcii.

Iné riesSenie:

Dalsfm sposobom je ukézaf, ze graf vedicich obsahuje hamiltonovskd kruznicu, t. j. kruznicu, ktoré prechidza
vietkymi vrcholmi. Toto vyplyva z Diracovho kritéria, ked'ze kazdy vrchol grafu mé stupen aspoi polovicu z poétu
vrcholov. Teda vedtci si budid postvat lyzicku po tejto kruznici a po 12 koldch zje kazdy vediici 12 porcii.

Uloha &. 7: Hopko sa stratil v lese. Nastastie nasiel rdzcestie s ndzvom ,, Ortocentrum trojuholnika AXY “. Vytiahol
rijchlo mapu a zacal hladat, kde sa nachddza. Les md tvar stvoruholnika ABCD, v ktorom AC je os uhla BAD
a |[SACB| = |[4ADC|. Body X, Y st zaznacené ako pdty vysok z bodu A v trojuholnikoch ABC, ADC'. Pomédzte
Hopkovi zorientovat sa a dokdzte, Ze ortocentrum trojuholnika AXY le# na priamke BD.

Riesenie: (opravoval )

Zo zadania vidime, ze Stvortholnik ABCD je zlozeny z dvoch podobnych D
trojuholnikov ABC a AC'D (podla vety uu). NavySe trojuholnik AC' D vznikne
oto¢enim o uhol BAC a zvi¢Senim (rovnolahlostou v strede s A) trojuholnika
ABC. Toto zobrazenie ndm zobraz{ AX na AY. Takze oznatme |[SXAY| =
)= |4 BAC|

Ortocentrum AXY ozna¢me H. Pty vysok v trojuholniku AXY z vrcholov
X, Y oznacme postupne X1, Y. Vidime, ze | X1 Y1 H| = 180—v = | XHY | =
|[XXCY| (rozmysli si platnost poslednej rovnosti).

Trojuholniky AX X; je podobny s AY'Y; podla vety uu. Preto aj [JAX X;| =
|<AYY:| teda aj |[SHYC| = |SHXC|. Vidime teda, ze HXCY je rov-
nobeznik. Specidlne teda |SBXH| = |SHY D|

Teraz by sme chceli ukdzat, ze H lez na BD. Sta¢i ndm spocitat uhol BHD
a radi by sme dostali priamy uhol.

Z podobnosti trojuholnikov ABC' a ACD vieme, ze |[BX|/|XC| = |CY|/|Y D|.
Z rovnobeznika vieme, ze |CX| = |HY | a |CY| = | X H|. Dostavame |BX|/|Y H| = | X H|/|Y D|, z ¢oho vidime, ze
trojuholnik H BX je podobny s trojuholntkom DHY . Dopocitame uhol BH D a zistime, Ze je priamy.

4Do6kaz mébzete néjst v zbierke KMS, str. 98
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Uloha ¢&.8: Nech n > 3 je prirodzené ¢islo. Zaba skdce pozdl/zv ciselnej osi. Zacina na ¢isle 0 a urobi n skokowv:
Jeden dl/zvky 1, jeden dl/zvky 2, ..., jeden dl/zvky n. Tieto skoky méze urobit v lubovolnom poradi. Ak véak Zaba sedi na
kladnom cisle, d'alsi skok musi urobit dolava (smerom do zdpornich éisel) a ak je na nekladnom cisle, d'alsi skok
must urobit doprava. Ndjdite najvicsie prirodzené éislo k také, Ze Zaba vie urobitf svojich n skokov tak, aby nikdy
nebola na Ziadnom z c¢isel 1, 2, ..., k.

Riesenie: (opravovala Vodka)

Pozrime sa najprv na to, po akych polickach méze Zaba vobec skdkat. Samozrejme predpokladdme, Ze skace tak, ze
na ¢&isla 1, 2, ..., k sa nikdy nedostane. Zrejme, aby mohla urobit vobec prvy skok, plati k < n. Na aké najvicsie
¢islo sa moze dostat? No na najvicsom &isle bude zrejme po skoku smerom doprava. A najvicsie éislo, z ktorého
moze skakat doprava je 0. Najdlhsi skok je m, a preto najvicsie &slo na ktoré sa zZaba moze dostat je n.

Obdobne uréime najmensie. To bude zrejme po skoku dolava. Najmensie ¢islo, z ktorého moze skocit dolava je
k + 1 (kedZe na mensie sa nikdy nedostane). Opét je najdlhsi mozny skok m, a preto najmensie ¢islo na aké sa
7aba moze (aspon teoreticky) dostat je —(n — k — 1).

Z tohto hned nie¢o vidno. Napriklad to, Ze skdce len po ¢islach, ktoré st v takych dvoch blokoch. A to od —(n—k—1)
po 0, a druhy blok je od k + 1 po n. V rdmci jedného bloku méze urobit skok dfiky max. n — k — 1. A ak skéce z
jedného bloku do druhého, urobi skok diiky aspoii k+ 1. No tu hned vidime, Ze ak k > n — k — 1, tak Zaba nemoze
Ziadnym sposobom urobit skok dfzky k. Preto nutne k <n—k—1atedak < (n—1)/2.

UkézZeme, 7e tento odhad je uz dost dobry a Ze Zaba vie tak skakaf pre k = (n — 1)/2 ak je n nepdrne resp. pre
k= (n—2)/2 ak je n parne. T{ sikovnejsi z vds vedia, Ze sa to d4 zapisaf ako |[(n — 2)/2]

Takze t4 spominand konstrukcia. Ak polozime k = |[(n — 1)/2], tak zaba urobi postupne skoky dizok k + 1, k +

2,1, k+3,2,k+4,3,...,k+i1+1,4 ..., 2k + 1k, pricom ak n bolo nepdrne, tak skoncila, a ak n bolo pdrne
eSte urobi skok dlzky n = 2k + 2. Zjavne urobila vSetky skoky.
A rozmysliet si, ze nikdy neskoéila na ziadne z &isel 1, 2, ..., k je tieZ pomerne l'ahké, staéi si uvedomit, Ze po

kazdom neparnom skoku je bud’ na é&isle 0 alebo k + 1, a potom sko&i o viac ako k.
Takze hladané k je k = |(n —2)/2].

Uloha &.9: Macocha nechce pustit Popolusku na bdl. Ked'Ze by Popoluska strukoviny rijchlo roztriedila, macocha
pre 1w vymyslela prefikanejsiu tilohu. Popoluska musi roztriedit prirodzené c¢isla do 2016 nekonecényjch rasticich
aritmetickych postupnosti takijch, Ze:

o KazZdé prirodzené ¢islo sa nachddza v najviac jednej postupnostsi.
o Existuje iba konecne vela prirodzenych &isel, ktoré sa nenachddzaji v Ziadnej postupnosti.

o Kazdd postupnost obsahuje prvocislo vicsie ako 2016.

Podari sa to Popoluske a stihne bal? Zistite, ¢i existuje 2016 takych postupnosti.

Riesenie: (opravoval Miso)

7 prvej podmienky vieme, ze ziadne dve postupnosti nemaji spolo¢né ¢&islo. Pre diferencie tychto aritmetickych
postupnosti preto musi platit, Ze si stdelitelné. To si hiied’ aj dokazeme.

Nech sti teda dve diferencie nestdelitelné. Ich velkosti si oznaéme d; a dp. Prvky postupnosti s diferenciou d; maju
rovnaky zvySok po deleni ¢islom d; a od uréitého ¢isla do tejto postupnosti patria vsetky prirodzené ¢isla s tymto
zvyskom.

Druhd postupnost m4 s fiou diferenciu nestdelitelnt, teda jej éleny postupne nadobtdaji vietky zvysky po deleni
dy. Preto dostatoéne velké éislo druhej postupnosti s vyhovujicim zvyskom po deleni d; bude patrif aj do prvej
postupnosti. Tymto sme ukézali, Ze ak maji dve rastice aritmetické postupnosti nestdelitelné diferencie, musia
obsahovat nejaké rovnaké prvky.

Nage aritmetické postupnosti viak Ziadne dva prvky spoloéné nemaji. Kazdé dve postupnosti teda musia mat
stdelitelné diferencie. Ulohu si teraz rozdelime na dva pripady a to pripad, ked' jedno prvoéislo delf vietky diferencie
a pripad, ked také prvoéislo neexistuje.

Ak nejaké prvocislo p deli kazdu diferenciu, tak sa pozrime na jeho (prirodzenoéiselné) ndsobky. Je ich nekonecne
vela a iba koneény poéet z nich nie je v nejakej postupnosti. Ked'ze p deli kazdu diferenciu a toto si jeho ndsobky,
existuje nejaks postupnost, ktorej vsetky prvky st ndsobkami p.

Aby bola splnend aj tretia macochina podmienka, musi kazd4 postupnost obsahovat prvocislo viiésie ako 2016.
Jedinym prvoéislom v postupnosti tvorenej ndsobkami p je samotné p. Z toho vyplyva, ze p musi byt aspoii 2017.
Ziskali sme 2016 postupnosti kde kazdd ma diferenciu aspon 2017. Potom vSak z kazdych 2017 po sebe iducich
¢isel asponi jedno nepatri ani do jednej postupnosti. Nevieme zabezpeé¢it druhd macochinu podmienku, takze také
p, ktoré deli kazdu diferenciu, neexistuje.

V druhom pripade je 'ubovolné dvojica diferencii stdelitelnd, ale nemaji jedného univerzalneho delitela. Preto
je kazd4a diferencia zlozenym &islom. Tito cast dokazu sa budeme snazit riesit ako ast s p. Namiesto ndsobku p
hladdme postupnost, ktorej éleny st delitené jej diferenciou.
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Pozrime sa na najmensf spoloény ndsobok vietkych diferencii D. So svojimi ndsobkami tvorf nekoneéni postupnost,
takze z druhej macochinej podmienky vyplyva, Ze existuje postupnost, ktorad obsahuje nejaké z tychto &sel. Toto
¢islo je ndsobkom jej diferencie, takze aj ostatné prvky postupnosti budi nasobkami diferencie. Preto ziaden prvok
nemdze byt prvoéislom a nesplnime tretiu macochinu podmienku.

Ukézali sme, Ze nikdy nemézu platit vSetky tri podmienky naraz. 2016 postupnosti spiﬁajflcich vSetky tri podmienky
preto neexistuje.

Pozndmka: Pri dokazovani sme mléky vyuzili dalsie dve vlastnosti postupnosti a to, Ze st nekoneéné a rasttice.
Vyskusajte si skonstruovat vyhovujice spotupnosti, ktoré jednu z tychto vlastnosti nemaja.

Uloha &.10: Miso sa rdd hrd so Spajlami. Ukladd si ich tak, aby zvierali rovnaké uhly a rozmysla, kolko sa mu
ich podari uloZit. Ndjdite najvicsi mozny pocet priamok v priestore, ktoré véetky prechddzaji jednym bodom a uhol
medzi lubovolnymi dvoma z nich je rovnaky a nenulovy.

Riesenie: (opravoval Hiphop)

Ako prvé je v poodbnych tlohach dobré utvorit si predstavu, kolko
zhruba vysledok moéZe byt. Podme to najprv nejak odhadnit zdola.
Ak by sme nemali priestor, ale rovinu, tak do nej vieme vlozit
maximélne 3 priamky, navzdjom zvierajuce uhol 60° (premyslite
si). Myslienku tejto konstrukcie vieme zovseobecnit aj do priestoru,
vd aka ¢omu vieme dostat 4 priamky — spojnice stredu pravidelného
Stvorstenu a jeho vrcholov, ktoré navzajom zvieraji rovnaké uhly.
Pozrime sa na to teraz z opacnej strany, a sice skisme nejak
ohrani¢it na§ maximalny poéet priamok. Oznaéme si bod, ktorym
majui prechddzat vsetky priamky ako X a jednu z tychto priamok
ako p. Teraz prichadza klti¢ova myslienka — ak chceme, aby vietky
zvy$né priamky zvierali s p konstantny uhol ¢, tak musia lezat na
povrchu kuzela s vrcholom X a osou p. Zarovei je to aj postacujiica
podmienka, takze sme naplno vyuzili nasu informaciu. Pozrime sa
teraz na nejaki priamku (ozna¢me ¢) z povrchu kuzela. Kde mozu
byt zvysné priamky na kuzeli, ktoré s fiou zvierajui konstantny
uhol ¢? Odpoved ndm poskytne prierez kuzela kolmy na p, vid.
obrézok. Cim d’alej od ¢ na priereze sa bude priamka nachadzaf,
tym vaesi uhol bude zvierat. Mohlo by sa teda zdat, ze mozu vy-
hovovat len dve d'alsie priamky, no v skuto¢nosti okrem priamok
zvierajucich s ¢ uhol ¢ musime brat do tivahy aj priamky zvierajice
s ¢ uhol 180° — ¢ (ako uhol medzi dvoma priamkami sa berie tem
mens{). Preto dostdvame maximdlne 4 priamky, ktoré moézu s ¢
zvierat uhol ¢. Spolu s p a ¢ dostdvame, Ze viac ako 6 priamok
zvierajucich rovnaké uhly sa do priestoru nebude dat ulozit.
Pocet 6 nevyzerd nedosiahnutelne — staéf nam dosiahnut, aby 4
priamky z povrchu kuZela zvierali navzajom rovnaky uhol. Podme
sa preto skusit viac pohrat s konstrukciou. Priamky maji zvierat
navzdjom rovnaké uhly, preto by nam ku konstrukeii mohlo pomoct
nieco pravidelné. Aké najpravidelnejsSie veci v priestore pozndme?
Predsa Platénske telesd.® Ak sa pozrieme na 12-sten, a priamky vy-
tvorfme ako spojnice stredov protilahlych stran, dostaneme presne
to ¢o chceme. Rovonst uhlov vyplyva zo symetrie (premyslite si).

Poznédmka: Odporiéam pozrief si aj videovzordk, v ktorom sa
nachédza aj iny (jednoduchsi a trikovejsi) odhad Siestich priamok.

50 Platénskych telesiach sa d4 nieco doéitat napriklad tu: https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid



